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Stabilisation uniforme d’une équation des
poutres d’Euler-Bernoulli

Naji Yebari
Abderahmane Elkhattat

Résumé

Dans ce travail, nous étudions une équation des poutres d’Euler-
Bernoulli, on controle par combinaison linéaire de vitesse et vitesse de
rotation appliquées a l'une des extrémités du systeme. Tout d’abord
nous montrons que le probleme est bien posé et qu’il y a stabilité
uniforme sous certaines conditions portant sur les coefficients de feed-
back. Puis nous estimons le taux optimal de décroissance de 1’énergie
du systeme par la méthode de Shkalikov.

1 Introduction et résultats principaux

Nous considérons une poutre d’Euler-Bernoulli, la poutre est encastrée a
une extrémité et controlée a l'autre extrémité en force et moment par une
combinaison linéaire de la vitesse et de la vitesse de rotation. Sans perte de
généralité, la longueur, la masse linéique et la rigidité de flexion de la poutre
sont supposées égales a l'unité. Soit y(z,t) la déviation transversale au point
x et au temps t, nous obtenons le systeme suivant :

Ytt + Yzzze =0 dans (0,1) t>0,
y(07t) = ym(07t> =0 t>0,
(P) —Yaa(1,) = fo(t) t>0,
ymcx(lat) = fl(t) t > O,

y(,0) = yo(.), w(,0) =3 (.) dans (0,1),

avec

fo(t) = —2ep11y:(1,1) + p1 2 (1, 1) t>0,
fl(t) = ,u271yt(1a t) - 25#2,2yxt(1a t) t> 07
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oune==l1, p; >0, 1<4,75 <2 sont des constantes positives telles que

paopton > (pa1 + ,U2,2)2' (1.1)

Le systeme (P) dans le cas particulier : i = po2 =0, piapa1 > 0, est
étudié dans les papiers [1], [2] et [9], ou il est démontré que le probleme est
bien posé et est uniformément exponentiellement stable. Plus précisément,
le cas oll on a juste o1 > 0 (controle force avec une vitesse), qui ne vérifie
pas (1.1), est traité par Chen, Delfour et al [1], avec des multiplicateurs.
Il en est de méme du cas ou on a juste p12 > 0 (controle moment avec
une vitesse angulaire) traité par Chen, Krantz et al [2]. La méthode des
multiplicateurs ne suffit pas, ils ont utilisé un théoreme de F.Huang [8] pour
établir la stabilité uniforme. F. Conrad [3] et F.Z. Saouri [14] ont Continué
I'étude du systeme (P) dans le cas olt on a un controle force (resp. moment)
avec une vitesse (resp. angulaire) seulement. Ils ont prouvé que le taux
optimal de décroissance de I’énergie est déterminé par le spectre du systeme
en utilisant la théorie de Shkalikov qui est efficace pour ce genre de probleme.
Ceci est justifié dans le cas d'une poutre avec controle force ( p;; = 0 sauf
pour pa; > 0 ), ou il est démontré dans [4], que 'on a une base de Riesz
seulement pour presque tout j; > 0 grace a un argument de perturbation
de type Bari. Le comportement asymptotique des valeurs propres du systéme
(P) a été étudié par Rideau [13][p. 73-76].

Dans ce papier, nous considérons le systeme (P) dans le cas (1.1) et nous
montrons au préalable que le systéme (P) est bien posé au sens des semi-
groupes de contraction et uniformément stable i.e: (y(.,t), 5 (., t)" tend
exponentiellement vers zéro dans un certain espace fonctionnel. Ensuite, on
montre que le taux optimal de décroissance de ’énergie est déterminé par
I'abscisse spectrale de 'opérateur associé au probleme (P), en appliquant la
théorie de A. Shkalikov utilisée dans Grabowski [6].

Soit y une solution réguliere du probleme (P). On introduit son énergie
associée E(t) comme suit

1 /1
B() =5 [ {ob(e.t)+ oiule)} e (12)
0
Un calcul formel montre que

d
%E(t) = 2e(pi11 + p22)yat (1, )y (1,8) — proysy (1, 6) — poayi (1,1). (1.3)
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L’hypothese (1.1) implique que I'énergie E(t) est décroissante et définit une
fonction de Lyapunov.
Soit V ={y € H*0,1); y(0) =y,(0) =0} et 'espace de Hilbert

H =V x L*0,1) avec le produit scalaire suivant

<(u,v)T (w, Z)T> = /01 (U (0, ) wap (2, ) + v(2, t)2(2, t)) do.

H

(1.4)
Considérons I'opérateur linéaire défini par
D(A)_{ (u,v)" € H | uyy € HX0,1) v eV / }
iuxx(l) = —25#1,17)(1) + Ml,?vx(l)auxxx(]-) = M2,1’U(1) _ 25/,62,21}1:(1) 3
(1.5)
et pour tout  (u,v)’ € D(A)
A(“) U)T = (_Uv uacmcac)T ) (16)

avec la donnée initiale Wy = (yo, y1)7.
Le probleme (P) controlé en boucle fermée a I'une de ses extrémités peut
étre formulé sous forme d’un probléme d’évolution sur H.

(P,) { S//t((ég : WiW@)» (1.7)

ot W(t) = (y(.. 1),y )"

Dans toute la suite de ce travail les constantes ji;; sont supposées satisfaire
I'hypothese (1.1).

Nos principaux résultats sont les suivants :

Théoréme 1.1: Pour toute donnée initiale (yo,y1)? € H, Uénergie E(t) du
probléme (P) est une fonction de Lyapunov, et E(t) converge asymptotique-
ment vers zéro dans H quand t — +oo.

Théoreme 1.2: Soit M > 1 fixé, alors on peut trouver une constante
positive w > 0 tel que pour toute donnée initiale dans H, nous avons

E(t) < ME(0) exp(—wt) vt > 0.
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Théoreme 1.3: Soit S = {(¢n,¥n),n € Z} un systéme des vecteurs pro-
pres généralisés associé a l'opérateur —A convenablement normalisé, alors S
forme une base de Riesz pour l’espace de l’énergie H.

Le plan du papier est le suivant. Dans la section 2, nous donnons la preuve de
nos principaux résultats. Celle ci sera composée de deux sous paragraphes.
Dans le premier, nous montrons que notre systeéme est bien posé au sens des
semi-groupes de contraction et nous prouvons le théoreme 1.1, le second sous
paragraphe contient la preuve du théoreme 1.2. La derniere section, contient
la preuve du théoreme 1.3.

2 Preuve des résultats principaux

2.1 Preuve du théoréme 1.1

2.1.1 Le probléme (P;) est bien posé

Lemme 2.1: Lopérateur A : D(A) C H— H défini par (1.5) et (1.6)
engendre un Cy semi-groupe de contraction S(t) sur 'espace d’énergie H.

Preuve du lemme 2.1 D’apres le théoreme de Lumer-Phillips, il suffit de

montrer que A est un opérateur maximal monotone [11] [p. 14].

Premierement, soit W = (y, z)T € D(A) alors tout calcul fait montre que
(AW, W) = =2e(png + p2,2)2(1) 2 (1) 4 p1,222(1) + pra12*(1).

Nous déduisons de 'hypothese (1.1) que

1 1
(AW W)y > (ufs |zo(D)] = p3y [2(1)])%. (2.1)
Ceci prouve que 'opérateur A est monotone.
Maintenant, montrons la surjection de l'opérateur I + AgA, A > 0 ie
prouvons que pour tout (f,g)T € H, on peut trouver (u,v)? € D(A) tel
que (I + XA)(u,v)T = (f,g)". Ceci nous amene d'une fagon équivalente
A chercher le couple (u,v)? solution du systéme

U — v = f,
v+ )\Ouzzazm =49,
_umc<1) = _25/1/1,11)(1) + /151,27}91:(1)7 (22)

ua:xa:(]-) = M2,lv(1) — 26,“’2,2”95(1)7
(u,v)T € H, (uye,v)T € H*(0,1) x V.
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En éliminant I'inconnue v du systeme (2.2), nous obtenons le probléeme réduit
suivant

2
(1) = == (1) = (1)) + 5 (1) — £a(1),

taaa(1) = 52 (1) = £(1) = ZF220,(1) - (1),
u(0) = u,(0) =0, u € H*0,1).

Maintenant, pour tout couple (u, )7 € V x V, nous posons

1 1
0 0

Ao[—2e(p1,1u(1) e (1) + p22ux(1)0(1)) + p12u2(1)0z(1) + p21u(L)e(1)],

qui est une forme bilinéaire continue sur V' x V. On définit la forme linéaire
continue L sur V par

L(p) = /0 Fodr+No[(—2ep1,1 f (1) +p1,2f2 (1)) (1) +(p2,1 f (1) =22 2,2 f2 (1)) (1))

Grace a 'hypothese (1.1), on peut facilement vérifier que la forme bilinéaire
a(.,.) est coercive sur V x V pour tout Ay > 0. Par le théoreme de Lax
Milgram, il existe un élément unique v dans V' tel que

a(u, @) = L(p), pour tout p € V.

Nous déduisons de 1'égalité ¢i-dessus que le systeme (2.3) admet une solution
unique v € H*0,1) NV, ce qui implique que v = /\i(u —f) €V et
par construction (u,v)? € D(A). Donc le Lemme 2.1 déocoule du théoréme
de Lumer-Phillips, par conséquent pour toute condition initiale (yo,y,)? €
D(A), le probleme (1.5)-(1.7) admet une solution unique:

(y,2)T € COUURY, D(A))NC* (IR, H) avec z = y;.

L’application (yo,y1)7 — (y, 2)7 s’étend en une contraction S(t) sur H telle
que (S(t))s>o soit fortement continue, et on peut définir pour toute donnée
initiale (yo,y1)? dans H, la solution faible de (1.5)-(1.7) par

((2), 2(1))7 = S(t) (gor 17,1 > 0 awee (y, )T € C (IR*, H).
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Remarque: Grace au Lemme 2.1 et un résultat de régularité di a Haraux
7], on déduit que pour toute donnée initiale (yo,y1)? dans D(A), le probleme
(P) admet une unique solution y telle que

ye CO(IRT, H*(0,1))NC* (IR, H*(0,1))NC? (IR*,L*(0,1)).

Si la donnée initiale est dans H , on a

y e CO(IRT, V)N C (IR, 12(0,1)).

2.1.2 Preuve de la stabilité asymptotique.

En raison de la densité de D(A) dans H, de la contractivité du semi-groupe
S(t), il suffit donc d’établir la convergence forte pour des données initiales
dans D(A).

Soit (yo,y1)" € D(A), alors il est clair que F(t) > 0 pour tout ¢ > 0, et
pour W = (y,4:)" on a

iE(t) = (W, %ﬁ{ = (W, —AW) 4 (2.4)

dt
= 2e(pag + po2)Yur (1, )ye(1, 1) — pr10y2,(1,1) — pa1y7 (1,¢) < 0.

Donc E(t) est une fonction de Lyapunov. La résolvante de A est compacte, il
en résulte que la trajectoire OF (yo,v1) = {(y (t), v: (¢))T,¢ > 0} est relative-
ment compacte dans H pour des données initiales dans D(A). On applique
le principe d’invariance de Lasalle [10] & I’ensemble w-limite

w(yo, y1) = {(Zo, a)' €H, (2,2)" = lim S(ta)(yo, )" ottt — +OO}

de la trajectoire O (yo,y1). Notons que S(t)(yo,y1)" —w(yo,v,) lorsque
t — +o0.

Pour montrer la stabilité asymptotique, il suffit de prouver que pour tout
(yo,y1)" € D(A), I'ensemble w-limite se réduit a {(0,0)} .

Pour (yo,y1)" € D(A), (2.4) implique

t
() — E(s) + / {=2e(pi11 + p22)yee (1, )i (1, 0) + 1282, (1,0) + 12 192(1, 0) } dor = 0.

Soit (20,21)" € w(yo,y1) € D(A). Si (2(t), 2(t))T est la trajectoire associée
a (20, 21)7, alors nous avons

t
/ {—2e(pr1 + po2)zat(1,0)2(1,0) + p 222 (1, 0) + p2,127 (1,0) } do = 0.
’ (2.5)
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L’hypothese (1.1) entraine que la fonction a intégrer dans (2.5) est positive
donc elle est nulle et d’apres (2.1) nous obtenons

1

1
pia | 2a(1,0) = p3y [ 2(1,0) |, (2:6)

or —26(/11’1 + ,LLQ’Q)Zt(l,t)ZxAL t) + Ml’gzgt(l, t) + /‘L2,1Zt2(17t) = O,
H2,1

1,2
z(1,t) = zu(1,t) = 0 pour tout ¢ > 0. D’ol, z sera solution du systeéme
réduit suivant:

done 2(p21 = (11 + p22) )22(1,t) = 0 et d’apres (1.1) nous obtenons

Zit + Zogas = 0 dans (0,1) ¢ >0,
2(0,t) = 2,(0,t) =0 t>0, (2.7)
Zea(1, 1) = 242e(1,8) = 0 t>0, '

(20,21) € w(yo,y1) C D(A).

Par conséquent, la stabilisation forte du systeme (P) se ramene au probléme
d’unicité (2.7), qui avec z/(1,¢) = 0 devient le probleme d’unicité avec un
controle force proportionnel a la vitesse, qui est asymptotiquement stable [1],
donc la solution du systeme (2.7) est identiquement nulle, ainsi w(yo, y1) =
{(0,0)} . La preuve du théoreme 1.1 est donc établie.

Remarque: La stabilité forte de la version non linéaire du systeme (P) dans
le cas ou les controles fy et fi; sont des graphes maximales monotones dans
I R?, fonctions respectives de ug(1,t) et uy(1,t) a été prouvée par F. Conrad
et M. Pierre [5].

2.2 Preuve du théoréme 1.2

Soit y une solution réguliere du systeme (P). Nous introduisons les fonctions
suivantes

pr(t) = 4 [ wyeyeda — 5 [ yeyda, pa(t) = Coya(1,1) [ 2%ysda,

p3(t) = Coy(1,){ [y 22yudz + poay(1,1) — 2ep1009,(1,1)},

p(t) = pi(t) + pa(t) + p3(t),
ou () est une constante qui sera déterminée ultérieurement.
On suit la méme technique de démonstration que celle utilisée par B.Rao [12]
pour prouver la stabilité uniforme pour un systeme hybride contenant un
terme en y(1,t) (resp. y.(1,%)) dans le controle force (resp. moment) et avec
masse et moment d’inertie a ’autre bout donc des termes y;(0,¢), y.4:(0,t) en
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plus. Le systeme (P) est appelé deuxieme probléme de Rideau selon P.
Grabowski [6]. Le cas d’une poutre encastrée en x = 0, ayant le méme controle
frontiere que le systeme hybride [12] fera I'objet d’une prochaine étude.

Proposition 2.2: Supposons que la condition (1.1) soit satisfaite, alors il
existe des constantes positives Co,C3 et 0 > 0 telles que

p(t)| < C2E(t) Yt =0, (2.8)

d

L) < —0B(t) + Cs (L) +y2(L,0) V>0, (29)
pour toute solution y du systéme (P).

Preuve. L’estimation (2.8) peut étre obtenue facilement en appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, par contre (2.9) est beaucoup plus difficile
a établir. Pour plus de clarté, la démonstration de l'estimation (2.9), va se
faire en 4 étapes.

Etapel. Calcul de la dérivation de p;(t).

En utilisant I’équation (P);, un calcul simple donne

d 1
%(t) = / {7yi (@,) + y2u (2, )} do + 5yaea(1,1)y(1, ) (2.10)
0

Etape2. Calcul de la dérivation de po(t).
Nous déduisons de I’équation (P);, 'expression de la dérivée de py

dp>

dt (t) = CO{yzct(lat)/O xzytdl'*yxzx(lat)yx(lvt) (211)

+20a0 (1, 1)y (1, 1) — 202(1, 1)}

Etape3. Calcul de la dérivation de p;(t).
En utilisant I’équation(P);, nous avons

dps

1
o (t) = COyt(Lt){/ Fyd + poay(1,t) — 2ep0y.(1,1)}  (2.12)
0

1
+Coy(1, t){/ T yudz + po1ye(1,1) — 2ep2.0y2¢(1, )}
0
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En tenant compte de la condition au bord (P)4, nous calculons

1
0

= Zyzz(lvt) - 2yz(17t) - ,LLQ,lyt(lyt) + 25,“2,23/.115(1775)7

en insérant la relation ¢i-dessus dans (2.12), nous obtenons

dps

1
20 = om0 [ P+ pni(10) — 210} (213
0

+2Coy(1> t) {yxnc(la t) - ym(lv t)} :

Etaped. Estimation de la dérivée de p(t).
En combinant (2.10), (2.11) et (2.13), nous obtenons

T = = [ R+ e 0 S (L1 (214)

1
+Coyu(1,1) / Py — 20021, 1) + 22, (1, 1)
0

1
+Cop(L, 1) / Py + zay(L,t) — 2epiz092(1, 1))
0

+2C0y(1,1) {aa(1,1) — w1, 1)} + 297 (L, ).

En utilisant les conditions au bord (P)s - (P)s et l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on peut trouver une constante positive C telle que

1
Coyan(1,1) / Py — 202 (1, 1) + 22, (1,1) + (2.15)
0

1
Cow(1, ) / Py + sy (1 1) — 2ptoy. (1, 1)} +
0

2C0y(1, 1) {Yau (1, 1) — ya (1, 8)} + 297 (1, 1)

' 13
< G [ wpetdnt 50 [ o e + O + y2(1,1)
0 0

En tenant compte des conditions au bord (P),, (P)s, (P)4 et en utilisant
les inégalités de Young et de Cauchy-Shwarz, alors pour tout 9 > 0, nous
obtenons

5%:9396(17 t)y(l’ t) - (CO + 4)?/909:3:(17 t)yx(lv t) + (200 - 1)yx:v(1) t)yz(lﬂ t)
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IN

eo(y”(1,6) +22(1,0) + Cyp (1,1) + yz,(1,1)) (2.16)

1
3e0 / Y2, e+ CR L 1) + o2 (1,1).
0

IN

En remplagant les estimations (2.15) et (2.16) dans (2.14) nous obtenons

dp

W0 < [ (0= Comta ) ~ {1 = 5o = Beahi e, )de217)

+C3 (yf(l,t) + yit(l,t)) :

Maintenant, en choisissant dans (2.17)

1 13 1-— 680 13 1— 680
0<eg < ,0<C’0<m1n(2, 73 ) e mln(Z, 13 )
nous obtenons l'estimation souhaitée

d
L) < —6B(t) + Gy (y7(1.1) + y2,(1,)) pour tout ¢ > 0.
Preuve du théoréme 1.2 Premierement, d’apres expression (1.3) de la
dérivée de 'énergie E(t), et en utilisant la condition (1.1) alors il est facile
de vérifier que

d

aE(t) < =K (y7(1,t) + y2,(1,1)) vt >0, (2.18)

(1 + M2,2))

avec K = min(pa1 — n(p1,1 + f2,2), 12 — qui une constante

(11 + p22) P21
Hi2 " (g p22)
Maintenant, pour é > 0, on introduit la perturbation de I’énergie

E, () = E(t) + 6p(t).

strictement positive pour tout n €

Pour tout M > 1 donné, en utilisant I’estimation (2.8), on peut déduire les
inégalités suivantes

(1) < E(t) < M2E,(t), (2.19)

1
avec 0 <8< Cyt(1—M™2).
En suite, en utilisant (2.9) et (2.18), nous avons
dE,(t) _ dE(t) | sdp()
dtdt dt

< —00E(t) + (605 — K)(y7 (1,8) + yz,(1,1)).
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Alors pour 0 > 0 assez petit, nous déduisons que

dE; (1)
dt

1
< —00E(t) < —00M ™2 E(t).
En résolvant I'inégalité différentielle ¢i-dessus, nous obtenons

-1
Es(t) < Es(0) exp(—0dM 2 t) pour tout ¢t > 0,

ceci avec (2.19) implique que
E(t) < ME(0) exp(—wt) pour tout t > 0,

1

ot w=05M 2. Ainsi la preuve du théoreme 1.2 est établie.

3 Preuve du théoréme 1.3

Dans le théoreme 1.2, nous avons vu que le probléme (P) est exponentielle-
ment stable pour la norme induite par le produit scalaire défini par (1.4).
Pour obtenir le taux optimal de la décroissance de I’énergie on va montrer
qu’un systeme de vecteurs propres généralisés de I'opérateur —A défini par
(1.5) et (1.6) forme une base de Riesz de l'espace H, ce qui implique que ce
taux optimal est donné par la plus grande partie réelle des valeurs propres de
cet opérateur. Une difficulté essentielle est que le probleme spectral associé
au systeme fait intervenir les valeurs propres dans les conditions au bord,
alors on appliquera la théorie de Shkalikov [15] qui semble mieux adaptée
a ce type de probleme et qui donne des conditions pour qu’un systeme de
vecteurs propres généralisés forme une base de Riesz dans des espaces con-
venables. Un bref rappel de la théorie de Shkalikov est présenté dans [6] et
[14].

On considere le probleme aux valeurs propres associé au systeme (1.5)-(1.7):

— AU = MU, (3.1)
avec U = (u,v)" € D(A).
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En posant A = 72 et en éliminant v = \u, le systéme (3.1) s’écrit de fagon
équivalente

umxr(l) + 25/1'2,27—211’36(1) - /’LQ,lTQu(l) = 07

e (1) + p1 2720, (1) — 261 17%u(1) = 0, (3.2)
u.(0) =0,
u(0) =0.

Les solutions de I’équation différentielle (3.2); sont de la forme
'U/(x) — CleToJl.’.C + C2eTw2(t + C3€ngx + 0467'0.14;8,
ou : : : :
141 -1+ 141 ; 1—1
W) =—=—, Wg=—+, W3 =—"—¢6bwy = —+
vt vt v T e
sont les racines de son polynoéme caractéristique. On pose
fi(r,w) =127 {Tw(w2 +2ep99) — ug,l} , fa(myw) =727 {w2 + p1oTw — 25;11,1}.
En substituant u dans les conditions au bord du systeme (3.2), on obtient

fi (77 wl) fi (T, wz) i (T, w3) fi (77 w4) C1 0
fa (T, w1) f2 (7, w2) J2 (T, w3) fa (7, wa) 2| _ |0
TW1 TWoy TWs TWyq C3 0

1 1 1 1 (N 0

(3.3)

On notera par A (7) le déterminant caractéristique du systéme linéaire ho-
mogene (3.3). Ce dernier a une solution non nulle si et seulement si 7 est
racine du déterminant caractéristique. Un calcul direct donne(voir annexe)

A(r) = —277{6_\/§T(—\/§u1,2 +{a—2u} 77t = V2py 772 (3.4)
+€7i\/§T(i\/§ML2 +{a+2p}rt = i\/§M2,1772)
+€i\/§7(—i\/§/£1)2 +{a+2u} 77 iV 2pu9,772)
+eV7 (V22 + {o = 20} 771+ V202077%) +4(2 — )77},

ott on a posé 1 = € (11 + po2) et a =1 —4py oo + po1fir2.

Remarque: Puisque 15 # 0, alors pour |7| assez grand, les termes dom-
inants des expressions entre crochets de (3.4) sont tous non nuls , donc les
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conditions au bord de (3.2) sont régulieres. Dans ce qui suit, on va montrer
la forte régularité des conditions au bord.

Lemme 3.1: (i) 7 est racine du déterminant caractéristique N (1) défini
par (3.4) si et seulement si T = wyT est racine de la fonction g donnée par

g(F) = 72— a+acosh7cos7] +i[(ju 27" + pia1) cosh Tsin7 (3.5)

+ (127 — fig,1) sinh 7 cos 7 — 27 sinh 7 sin 7).

(ii) les zéros de la fonction g définie ¢i-dessus sont asymptotiquement sim-
ples et séparés, donc les conditions au bord du systeme (3.2) sont fortement
réquliéres [15].

Preuve du lemme 3.1 Dans ce qui suit on note w par wy.

(i) En regroupant les termes (eY27e V27 Jet (e~*V274¢7V27) dans I'expression
(3.4) de A (7) et en utilisant les formules suivantes:

sinh(v/27) = sinh w7 cos w7+ cosh wT sin w7, sinh(iv/27) = — sinh wT cos w7+
1 cosh wT sin wr,

cosh(v/27) = cosh wr coswT+i sinh wr sin wr, cosh(iv/27) = cosh wT cos wT—

¢ sinh wr sin wr.

En suite, en insérant ces formules dans (3.4), il en résulte d’une fagon équiv-
alente que toute racine 7 du déterminant caractéristique A (7) est racine de
la fonction f définie par

f(r) = —iw272(2 —a)+ (M1,2w373 + ,ug,le) coshwT sinwt +

(,u172w3’7‘3 - /,6271(,(}7') sinh wr cos wr — iw?T2a cosh wT cos wT
—2w*r?psinh wr sin wr,
ce qui prouve la partie i) du Lemme 3.1 en effectuant le changement de
variable 7 = wr.

(ii) Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéris-
tique A (1) prouvé dans Rideau [13][p. 73-76] est donné comme suit

1
H12mT n 2,LL1’Qm7T

1
ou mzn—letnEIN*.
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Montrons que ces racines sont simples et séparées. Sinon, il existe une sous-
suite notée encore (7,,)n>n, des racines de g au moins double. En dérivant g
on obtient

J(7) = (2—a)+ acosht,cosT, (3.6)
+af, [sinh 7, cos 7, — cosh 7, sin 7,, ]
+2i{(p12 — p)7n[cosh 7, sin 7,, + sinh 7, cos 7,

+ (o1 — p) sinh 7, sin 7, + 11 272 cosh 7, cos 7, }.

On note que

- 7 1
A = Re(Tn) = mm — M172m77 + O(ﬁ)mﬂ',
1
B =Im(7,) = LCAO(*),C&I‘ d’aprés (1.1) ¢, # 0,cosh 7, =

2 ammn n

1
coshmm + i0(=) sinh mm, sinh 7,, = sinh mn 4 i{O(—) cosh m,

F2= i), = _2 L ety i(—— 40 (1>)(Voir [13])

H1,2 H1,2 n
leY 1
P2emPr?4+i(— +0 (=)
H1,2 n

V2 .1 v2 o1

sin 7, ~ 5 + ZO(ﬁ), COS Tp, =~ o zO(ﬁ)

On remarque que pour n assez grand 7, se comporte de la méme maniere
que pour le cas étudié dans [14] ot p11 = pog = pa1 = 0 et py 2 > 0.
Posons fB=jpno—p, 0=po1 —petn=2—a.

L’équation (3.6) telle que ¢/(7,,) = 0 devient

) sinh m)

SRS

2 1
n+ a(\g coshmm +i0(—) coshmm 4 iO(
n

S|

2
+af(mm sinh mrm + icm coshmm + iO(—) sinh mﬂ)(\g —10(

2
+2i{ B[(mm sinh mm + icm coshmm 4 i1O(—) sinh mﬂ)(\g —10(

1
n
V2 1

1
+(mm cosh mm + iem sinh mr + iO(=) cosh mw)(T +10(-))
n n

2
sinh mm + iO(—) sinh mm + iO(—) coshmm)+

— 1 1
+4( - -
n n
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1 1 2 1
p1.2 (M2 +i(——+O(=)))(cosh mm+iO( =) sinh mﬂ)(i—iO(—))} =0,
M2 n n 2 n

ol ¢ est une constante réelle. Ce qui donne

2 1 1 2
n+ a(g coshmm +i0(—) coshmm + iO(—) sinh mm) + a[(gmﬂ' sinh mm
n n

mm coshmm

+i§c7r coshmm +i0(%) sinh mm —iem sinh mm + O(%) coshmm) — (—
—i;cw sinhmm + zO(l) coshmm + icm coshmm + O(%) sinh m)]
—1—273{6[(?717,% sinhmm + igcw coshmm + 70(%) sinhmm — dcm sinh mm+
O(%) coshmm) + (_T\/imﬂ coshmm — i;cw sinhmm + ZO(%) coshmm

1
+icm coshmm + O(ﬁ) sinh mar)] + 6(

2 1 1
sinh mm + ZO(E) sinh mm + ZO(E) cosh mm)

2 2 1
+u1,2(7m2ﬂ'2 coshmm + igcmﬂ2 sinh mm + ZO(g) coshmm — iemn? cosh mm

2 1 .
+c2m? sinh m7r)+i§oz cosh mﬂ—i—O(E)(cosh mm—sinhmn)} = 0. Enfin on obtient

2 2 1
n+ (\2[0471' +2p1 2em® | m — (ﬂﬂcw + 2fcm + \ga) + 0 ()} coshmm
n

. 1
2 n

@oﬂr — \/5/1112@71-2 m + (25c7r + ﬁﬂcw) + 0 ( ):| sinhmm = 0,

2 1
\/§M1$2m27T2 —V2Bmn + (gamr —acrr)+ 0 <7> cosh mm
n

J’_

2 1
V2Bmn + (2#1726271'2 — V2 + gamr — oec7r> +0 <>:| sinhmm = 0,
n

ce qui est impossible, puisque 2 # 0.
Donc les racines de A(7,) sont asymptotiqument simples.
Par ailleurs il est clair qu’elles sont séparées. En effet, a partir de

1
Re (7,) = mm — £ 1o <2> , nous obtenons
i om n

|Re (Tns1) — Re (7)) =

)

1
rr—r L0 (—
piom (m+1)m n?2

done, quand n tend vers l'infini, |Re(7,,41) — Re(7,)| > k, avec k un réel
strictement positif. Ainsi, la preuve du Lemme 3.1 est établie.
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Preuve du théoreme 1.3 Maintenant, on utilisera les définitions et les
notations de Shkalikov [15] adaptées a notre probleme.
On écrit (3.2) sous la forme

Hu, 7) = lo(u) + 7l (uw) + 72l (u) + T313(u) + 74H4(u) =
Ur(u,7) = u’”(l) + 2ep02720/ (1) — po172u(1) = 0,
Us(u,7) = u"(1) — 1270’ (1) — 261 17%u(1) = 0,
Us(u,7) = '( ),

Uy(u, 7) = u(0),

(3.7)

o, lo(u) = Upgae, li(u) = la(u) = l3(u) =0 et ly(u) = u.
Dans notre cas n = 4 et les ordres respectifs des conditions au bord dans
(3.7) sont ky =3, ke =3, k3 =1 et ky = 0. l'ordre total est donc k = 7.
Pour tout entier r, on note

Wy = Wi (0,1) @ WE* (0,1) @ Wi (0,1) @ Wy (0,1).
Soit I'opérateur H défini par

W3 >0 = (w,v, e, Vg)T — Hi = (11,09, v3, —1")T,
oll, Vg = U, V] = TU , Uy = TU; = T2U et U3 = TUy = Tou.
En suite, nous allons utilisé le corollaire 3.2 de [15], pour montrer 'existence
d’une base de Riesz, dans I'espace de shkalikov W3, ( qu’on définit ultérieur-
ement ) formée de vecteurs propres généralisés de l'opérateur de Shkalikov
H,. Ici H, ne sera que H car N, = 0. (N, = 0 si et seulement si les ordres
de toutes les conditions au bord doivent étre inférieurs ou égaux a n+r—1).
Ce qui est bien le cas ici pour tout r.

Commengons par normaliser les conditions au bord dans (3.7) au sens de
Shkalikov, on a

(v, 7) =Uh(9) = ”’(1) + 2ep12,215(1) = pi2a12(1) = 0,
Us(0,7) = Ua(D) = v5(1) + pn25(1) — 2ep2,115(1) = 0,
Us(v,7) = Us(v) = Vé(o) =0,

(7, 7) =Us(v) = 1p(0) = 0.

Dans le cas ou 1 = 0, 'espace WgU sera défini par
V= (1/0, v, VQ, vs)" € W(0,1) & W2(0,1) & Wi(0,1) & L*(0,1);
W3, =< U;(H*p) = 1<j<k ,pour 0<k<n4r—2=2
et l'ordre de toutes les conditions < 2 — k

_ [ 7= (v, vi,ve,v5)" € WH(0,1) @ WE(0,1) @ W3 (0,1) @ L*(0, 1);
15(0) =0, 15(0)=0, v4(0)=0, 1,1(0)=0, w(0)=0. '

On définit I'opérateur Hy, dans ce cas, par
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Hy (vo, 11, v, Vg)T = H (vy, 11, 1o, V3)T (11, V9,13, —V(’)”’)T
et D(Hy) = W21,U'

Pour r = 1, 'espace W217U sera défini par
U= (v, 11, va, 1) € WA0,1) & W3(0,1) & W2(0,1) & W (0,

"'(1) + 2ep12,015(1) — p2ara(1) =0,

vo (1) + paarp(1) — 2ep1010(1) =0,

6(0) 0, v(0)=0, v(0)=0, 1(0)=0, 1n(0)=0,

v5(0) =0, w3(0)=0.
Et on définit Popérateur H3, par
HE (vo, 11, va, v3)" = (o, 13, —vy, —u)7T

et D(HZ)={v e D(Hy); Hyv € D(Hy)} C WZU

1
WQ,U —

V"' (1) + 2ep9,9v5(1) — p2av3(1) =0,

"'(1) + 2ep9,205(1) — poava(1) = 0,

=q (1) + piovs(l) — 251,118
(

/I

7

) =
) =0,
)=

(1
vy (1) + ,u1 oV (1) — 2epq 119(1
v(0) =0, 0(0) =0, 21 (0) =0, 241(0) =0, 15(0) =
v4(0) = O, v3(0) =0, 14(0) = v)'(0) = 0.

D’apres le théoreme de Shkalikov, I'opérateur Hg a un systeme fondamental
de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de W21,U~
On va obtenir 'expression d’une base de Riesz pour notre opérateur —A.
Remarquons que l'opérateur HZ se décompose en une somme directe de deux
opérateurs, dont 'un Hy opere sur vy et vg et 'autre Hy opére sur vy et vs.
On pose H? = H P H,
H, sera défini par  Hy (w,v)" = (v, —w")", avec
(w,v) € (W3(0,1)nV) & (W3(0,1) N V);
D(H,) = "'(1) + 242,20 (1) — pogv(1) =0,
w"(1) + papv'(1) = 2ep10(1) = 0.
On voit bien que Hs n’est autre que l'opérateur —A. Il est facile de montrer
que le probleme de valeurs propres de HZ est équivalent au probleme de
valeurs propres (3.2). Du fait que HZ admet un systéme fondamental de
vecteurs propres généralisés qui forment une base de Riesz de W21’U, on obtient
que lopérateur —A ou Hs a un systéme fondamental de vecteurs propres
généralisés qui forment une base de Riesz de H =V @ L?(0,1).
Conclusion. D’apres les deux derniers théoremes de cette étude, nous con-
cluons que le taux optimal de décroissance de I’énergie associé a notre systeme
est donné par : —w =sup{ReA <0 ,Aeo(—A)}.
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4 Annexe. Calcul du déterminant caractér-
istique du probleme aux valeurs propres as-

socié au systeme (P).

fl (T> wl) fl (7_7 WQ) fl (7—7 w3) fl (T7 W4)
A(T) _ f2 (T>w1) f2 (Taw2) f2 (7’7UJ3) f2 (T7w4)
TW1 TWo TWs3 TWy
1 1 1 1
o, f1(r,w)="72%™ {Tw (w? + 2ep92) — p2.1} et
fo(T,w) =72e™ {w? + 1 aTw — 2611}

En développant le déterminant A (7) suivant la derniere ligne, alors tout

calcul fait montre que
—A(7) = 7(wy—wi) {fi (T,w2) f2 (T,w3) — fi (T, w3) fo (T,w2)}
+7 (w3 — wi) {fi (T,wa) fo (T,w2) = fi (T,w2) fo (T, w4)}
+7 (w2 —wi) {f1 (T, w3) f2 (T, wa) — f1 (T, wa) fo (T,w3)}
+7 (w3 — wa) {f1 (T, w2) fo (T, w1) = fi (T, w1) fo (T,w2)}
+7 (wo — wa) {fi (T w1) fo (T, w3) = fi (T,w3) fo (T,01)}
+7 (w2 —ws) {f1 (T,w4) fo (T, w1) = f1(T,01) fo (T, wa) }
Pour calculer les expressions ¢i-dessus on utilise les relations suivantes
ofi(1,a) fa(7. 3)
= rleT(@+h) {(7'03 + 2epg0TOr — M2,1) (52 + M1,27'5 - 26/11,1)}

(

QT

)
(B)
(©)
(D)
(E)
(F)

BRSRS

= T4€T(a+ﬁ){7a352 + M1,27'20435 - 25#1,17'043 + 25#2,27052 + 25#2,2#1,272aﬁ

— ATy 1 oo — pi21 0 — p oo TO 4 2640121}
.fl (7_7 OZ) f2(7—7 B) - fl (7_7 ﬁ) fQ(Ta Oé)
= 1T (0362 — a?B3) + 127208 — af?) — 28y 1 7(a® — 3°)

+2epig,07(03? — 02 B) + (AT 1 fran + propio 1 T) (a0 — B) — pio1 (B2 — o?) ).

Ce qui donne

(A) = 277 V2r {=V2ma+la—2p 77" = V2p9,77%},
(B) =277 {2077 —ide(p11 — po2)7 '},
(C) = 277eiVor {iv2u0 + lo 4 2u) 771 — iv/2pp0 72}
(D) =277 {—iv/2puu + [+ 2] 7+ iV2prz07
(E) =277 {2077 +ide(p11 — po2)7 '},
(F) =277V {V/2pa + o = 2p) 77 + V2p2177%}
d’ou
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Ar) = =2 {e™V (—V2a+{o— 2} 77 = V2pa T +
e V(i 210+ {o+ 20} T — iV 2p007 ) +
€N§T(—i\ﬁﬂ1,2 +{a+2utrt + i\/§/i2,1772) +
eV (V210 + {a = 2u} 7+ V27 2) + A1)
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