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Principe d’invariance
sur le processus de vraisemblance

Jean DESHAYES et Dominique PICARD
E. R. A. 532, « Statistique Appliquée »,

Mathématiques, Bât. 425, 91405 Orsay Cedex

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 20, n° 1, 1984, p. 1- 20. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ . Nous montrons un principe d’invariance sur le processus
de vraisemblance d’un modèle régulier en adjoignant un paramètre tem-
porel au paramètre statistique classique. La convergence étroite dans

un espace de fonctions continues où sont liés ces deux types de paramètres
fournit un outil fondamental à l’étude asymptotique des méthodes de
vraisemblance.

ABSTRACT. - We show an invariance principle for the likelihood

process of a regular model, adding a time-parameter to the classical sta-
tistical one. The weak convergence in a space of continuous functions

where these two types of parameters are linked provides a fundamental
tool for the asymptotic investigation of likelihood methods.

1. INTRODUCTION

Le but de cet article est de démontrer un Principe d’Invariance sur le
processus de vraisemblance (Théorème 1) dans le cadre d’un modèle régu-
lier classique. Ce type de résultat est indispensable pour certaines appli-
cations statistiques dans lesquelles la chronologie des observations est
importante. Pour s’en convaincre, regardons rapidement sa signification
dans le cadre simplifié des variables gaussiennes. (Les supréma utilisés se
calculent exactement).
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2 J. DESHAYES ET D. PICARD

11 Quelques notations préliminaires.

Nous noterons En(Pe, e E 8) l’expérience statistique consistant à obser-
ver n variables aléatoires Xl, X2, ..., Xn à valeurs dans 1, espace Polonais,
indépendantes, identiquement distribuées, de loi Po. C(E) désignera l’ensem-
ble des fonctions réelles continues sur l’espace (métrique) E. ( y ] désignera
la partie entière de y. Sup ( f, D) désignera le suprémum de la fonction
réelle f sur la région D incluse dans son domaine de définition. Enfin
Argsup ( f, D) désignera le point d’atteinte de ce suprémum, quand celui-ci
est unique.’

Considérons la suite d’expériences En pour laquelle l’espace est la
droite réelle et les lois Po sont les gaussiennes No de moyenne 0 et de
variance 1, et la suite de processus Zn :

- PROPOSITION 1. - Sous Po, Zn converge étroitement dans C(IR x [o, 1 ])
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts vers

le processus Z = exp mW(t ) - m2 t , où W(.) est un mouvement

Brownien réel sur [0, 1 ].
De plus, si cp est une fonction continue par morceaux et positive sur [o, 1 ]

et mn(t ) = Argsup (Zn( . , t ), on a :

i) Lim sup f = Po p. s. si

ii ) { sup )mn(t) |, nE est borné en Po probabilité si

Zn( m, - représente évidemment le rapport de vraisemblance de la
n

loi Pm à la loi Po calculé sur les k premières observations. La convergence
~~ n

cylindrique traduit la convergence de la suite d’expériences séquentialisées

E,*=~~i,...,Xk .

’ ~ 
vers E* _ ~ W(t) - 8t, 8 E t E (o, 1 ] ~

Annales de l’Ircstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



3PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

ce qui est une trivialité, puisque au sens de la déficience (cf. Le Cam [7])
En et En(N e , e E R) sont équivalentes ainsi que E* et El(No, e E R).

Il est à noter que notre point de vue sera, par ailleurs relativement étran-
ger à la notion de déficience entre expériences qui assimile expérience
séquentialisée et expérience classique, alors que nous nous attacherons
à étudier les comportements qui les différencient.

L’estimateur du maximum de vraisemblance calculé sur les k premières

observations est k = et l’égalité (1.1) traduit, par exemple

l’instabilité de la famille lorsque - approche 0, de même que celle
de v k ©k ce qui est, peut-être, moins intuitif. Ces faits ne sont pas sans consé-
quences dans la pratique : Donnons-en un exemple :

1.2. Application aux ruptures de modèles.

Supposons que l’on désire tester l’hypothèse Ho : X1, ..., Xn iid No contre
l’hypothèse Hi : Il existe k dans { 1, ... , n -1 ~ tel que X 1, ... , Xk iid N81,
Xk+ 1, ..., Xn iid Ne2 avec 03B81 ~ e2.
La statistique du test du rapport de vraisemblance de Ho contre Hl

(généralisation aux hypothèses multiples du test de Neyman-Pearson)
s’écrit si g(X1, ..., Xk, 0) désigne la vraisemblance du k échantillon de Po :

L’égalité (1.1) se traduit par le fait que le niveau de ce test n’est pas approxi-
mable asymptotiquement puisque L~ tend vers l’infini p. s. sous Ho ; ce qui
est fondamentalement différent des problèmes classiques où le log du
rapport de vraisemblance est généralement asymptotiquement un x2.

D’autre part, l’égalité (1.2) ainsi que la première partie de la proposi-
tion affirment, qu’en revanche, si l’on teste une rupture apparaissant loin
des bords : pour tout E de ]0, 1 [, la statistique

est approximable en loi sous Ho.

Vol. 20, n° 1-1984.



4 J. DESHAYES ET D. PICARD

Ces assertions conjointes permettent d’affirmer qu’il ne faut pas chercher
une renormalisation de Log Ln par une suite de constantes c~ tendant vers 0,
car c~ Log Ln(e) tendrait alors vers 0 en probabilité sous Ho, ce qui ferait
perdre tout espoir de sensibilité du test face à une rupture intervenant sur
le domaine { nE, ..., n( 1 - E) ~ .
La seule renormalisation possible est alors une pénalisation aux bords

de la fonction de vraisemblance du type :

On trouvera une étude détaillée de ces types de problèmes dans (12 ].
Les égalités (1.1) et (1.2) traduisent le degré d’instabilité de la famille
des estimateurs du maximum de vraisemblance au bord de l’intervalle

d’observation. Mais ce phénomène n’est pas spécifique à la classe d’esti-
mateurs choisie. C’est en particulier pour élargir cette classe (par exemple
aux estimateurs bayésiens) que nous nous sommes penchés sur le compor-
tement asymptotique de la suite des processus de vraisemblance dans des
espaces fonctionnels adaptés. Le résultat le plus précis sur le comporte-
ment asymptotique dans le cadre général du processus de vraisemblance
classique (Zn( . , 1)) - Ibragimov, Hasminskii fJ] 2014 démontre la conver-

gence étroite de celui-ci lorsque e = RP, sous des conditions de régularité
relativement faibles, dans Co(RP) (fonctions de tendant vers 0 à l’infini).
L’espace Co n’est, visiblement, plus adapté ici : (1.1) ; il est donc nécessaire
d’introduire un espace C~ pour arbitrer la dépendance entre les paramètres
statistique et temporel : 0 et t au voisinage du point 0 de l’intervalle rO, 1 ] :

1.3. Espace C~.

Soit ~p une fonction continue par morceaux sur (o, 1 ], nulle en 0, valant

1 en 1 et telle que t = 03C6(t) t soit croissante sur fO, 1]. Nous appel-

lerons C03C6 l’ensemble des fonctions z continues sur x rO, 1 ] valant 1

sur I~p x ~ 0 ~ et telles que, si DM désigne l’ensemble

C~ est muni de la topologie définie comme suit :
On dira que 2n converge vers z si et seulement si :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



5PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

i ) pour tout £ positif, pour tout compact K de il existe un entier no
à partir duquel, z ~, K x ~0, 1 ]) _ s.

ii ) Pour tout E positif, il existe un réel Mo à partir duquel pour tout n,
sup (|zn |, DM) ~ E.
Nous ne détaillerons pas plus cette topologie qui est d’ailleurs métrisable

par la distance :

Nous nous bornerons à en décrire les ensembles relativement compacts ;
d’après le théorème d’Arzela-Ascoli, un ensemble * inclus dans C~ est
relativement compact si et seulement si :

i ) pour tout ë positif, pour tout compact K, il existe ~ tel que :

ii ) pour tout 8 positif, il existe M tel que :

1.4. Hypothèses sur le modèle.

Nous considérons la suite d’expériences En(Po, 0 E 0) où les lois Po sont
absolument continues par rapport à une mesure de densité g(., 0),
l’ensemble 8 étant identifié à un ouvert de RP. On considère le processus
de vraisemblance défini comme suit :

Pour tout e appartenant à Z,~(8, . ) est la ligne polygonale joignant

Le point 80 est la « vraie valeur » du paramètre et les autres points cor-
respondent aux autres valeurs possibles du paramètre, renormalisées

autour de 00 pour que la suite d’expériences En converge lorsque le modèle
est régulier. Le nombre q n’a d’intérêt que technique ; sa valeur sera fixée
par les hypothèses sur le modèle. Nous supposerons vérifiées les hypothèses
suivantes :

Vol. 20, n° 1-1984.



6 J. DESHAYES ET D. PICARD

A. f) la fonction 0 -~ 0) est absolument continue sur ~ ~-presque
sûrement en ~-.

* ~ t~
n) 1(0) = 2014 ~~~(x, 0) 2014 ~~~(~ est continue sur ~ et définie~ 30 30

positive en 0o.
m) V5 > 0, Vw, ~ w~ == 1,

où ~, est la mesure de Lebesgue sur 
Pour un sous-ensemble u non vide de { 1, 2, ... , p }, on notera au ou

20142014 l’opérateur de dérivation par rapport aux coordonnées d’indices

appartenant à u : (l(u) désigne le cardinal de u).

B. Il existe a > 0, un entier m > 1 et un entier pair q tels que m. q > p

et Sup 1 a 00 + 0)  ce pour tout sous-ensemble u

vérifiant m.

C. Il existe ~ > 0 tel que lim | 03B8 |~ . p(8a, 80 + 0)  ce où p désigne

l’affinité de Hellinger p(Oo, 00 + 0) = x [g{.x, 00 + 0) 

D. Pour tout E positif,

tend vers 0 lorsque M tend vers l’infini.

E. La matrice Hessienne en 0 de L(X, o) = 9o + 0) est p. s.

continue en 03B8 = 0 et il existe 5 > 0 tel que E Sup (| L(X, . ) |, |03B8| ( _ 5)  + oo .

Remarques sur les hypothèses de régularité :

f) Dans le cas où 0 n’est pas l’espace f~p tout entier, le processus Z~

Annales de l’Institut Henri Poincané - Probabilités et Statistiques



7PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

n’est défini a priori que sur l’ensemble Dn = { 0, 00 + 03B8 n e 0398 } mais il

est facile de poser : 
~ V n "

pour 0 appartenant au complémentaire d’un voisinage de k =1, ..., n
et de le prolonger en un processus continu sur RP tout entier sans changer
les propriétés de convergence ; désormais, nous supposons 8 = RP.

ii) Ces hypothèses peuvent sembler restrictives mais en fait, elles coïn-
cident à peu de choses près avec celles posées par Ibragimov-Hasminskii (S]
pour montrer la convergence dans 0 de la suite de processus Zn( . , 1).
Nous pourrions poser des hypothèses plus larges en particulier pour
montrer la convergence uniforme sur les compacts, cela sera développé
dans l’annexe (partie III).

iii) L’hypothèse B écrite dans le cas particulier : m = 1 ne nécessite plus
la parité de l’entier q et c’est alors exactement l’hypothèse prise par Ibra-
gimov-Kasminskii fS]. Il peut arriver que le modèle soit suffisamment
dérivable en 8(m ~ 1) mais ne soit pas intégrable avec une puissance suffi-
sante ( q  p), ce qui justifie la généralisation.
Nous sommes en mesure, maintenant, d’énoncer le

THÉORÈME 1. - Sous les hypothèses A, B, C, D, E, la suite de processus 4r
converge étroitement sous Peo dans C~ vers le processus Z, dès que vérifie
la condition (1.3) :

où W( . ) est un mouvement Brownien réel à p dimensions sur [0,1 ].

2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1

La démonstration se fait en 2 parties : convergence sur C (RP x (o, 1 ])
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts et contrôle
du comportement à l’infini.

Vol. 20, n° 1-1984.



8 J. DESHAYES ET D. PICARD

2.1. Convergence sur les compacts.

La première partie, que l’on peut résumer par la proposition suivante,
est de loin, la plus simple : sa portée autonome ne dépasse pas fonda-
mentalement celle du résultat d’Ibragimov-Hasminskii.

PROPOSITION 2. - Supposons que :
i ) l’hypothèse D est vérifiée ;
ii ) la matrice d’information de Fisher 1(0) existe et est définie au point 80 ;

iii ) la suite de processus Zn( . , 1) converge étroitement sous Peo vers
Z(., 1), dans (muni de la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts).

Alors la suite Z~ converge, elle aussi vers Z dans C (RP x ~0, 1 ]) muni
de la même topologie.

Remarque. Le fait que les hypothèses A et B impliquent la tension de
la suite Zn( . , 1) sera développé au paragraphe 3.

Démonstration de la Proposition 2. Bien que très apparentée aux clas-
siques théorèmes d’Invariance sur C(R) ou D(R) avec R pavé de (~p (cf.,
par exemple, Bickel-Wichura ~l ]), cette preuve garde toutefois un carac-
tère particulier : la démonstration est, comme toujours une adaptation
de celle de Donsker (cf. ~2 ]), mais, d’une part, la sous-jacence d’un déve-
loppement de Taylor au second ordre rend les choses plus délicates, alors
que la liaison entre les paramètres 0 et t (cf. inégalité (2 . 3)) a plutôt tendance
à aplanir les difficultés.

* Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons, en fait, à la suite

Yn = Log Zn : les problèmes sont, ici, équivalents mais Yn plus maniable.
* La convergence des marginales finies est facile, nous concentrerons

notre attention sur la preuve de la tension de la suite Yn : nous montrerons
donc que pour tout compact K de (~p et tout 8 positif, il existe () positif,
tel que pour tout n, on ait :

et

Un point essentiel de cette démonstration est le lemme suivant :

LEMME 1. - Soient ~ 1( . ), ... , ~,~( . ) des fonctions aléatoires indépen-
dantes, définies et continues sur un compact K de à valeurs dans [Rr.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



9PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

k

Posons = ~~), et LA = inf {~ sup Sj(6’) > A }. Alors pour

tout A positif :

Démonstration du lemme 1. Il est facile de vérifier que :

ce qui conduit au résultat annoncé.
Nous ne donnerons ici que les principales étapes qui permettent d’obte-

nir (2.1) (L’inégalité (2 . 2) s’obtient presque directement à partir du lemme 1
et du critère de tension établi au paragraphe 3).
En considérant une partition de l’intervalle rO, 1 ] de pas 03B4 :

et en utilisant la « stationnarité » en t de Y , on remplace le premier membre
de (2.1) par l’évaluation de l’oscillation en 0 :

Vol. 20, n° 1-1984.



10 J. DESHAYES ET D. PICARD

En utilisant le lemme 1 et en remarquant ue Y 8 J = Y. 03B8 j n, 1 Î

On a : sup P ( sup (Y,~( . , 1), K~/~) > - _ - 1 pour (5 suffisamment petit
H B 6 2

si Zn ( . , 1) est une suite tendue, ce qui minore le dénominateur. Pour le
numérateur, il convient de séparer les petites valeurs de n des grandes et
de remarquer que : (Y = Log Z),

il existe 5o tel que P sup (Y( . , 1), K./~o) > ~ _ E 2 ao (en utilisant
le moment d’ordre 4 de W(1)).
- Il existe no tel que, pour n > no,

(puisque Zn( . , 1) converge étroitement).
- La tension des no premiers éléments de la suite Zn provient directe-

ment de l’hypothèse D.

- 2.2. Comportement à l’infini.

Montrons maintenant la tension de la suite Zn dans l’espace C~, c’est-à-dire
vérifions que : pour tout ~ positif, il existe M tel que uniformément en n,

(2.4)

Le contrôle de ce suprémum repose sur le découpage du domaine DM
en deux régions donnant lieu à des techniques très différentes :
- la région DM(l) où le contrôle à l’infini sur 8 est suffisamment rigou-

reux pour autoriser un traitement brutal sur k

où xv y désigne le maximum de x et de y.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



11PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

2014 La région DM(2) où les valeurs petites permettent un dévelop-

pement de Taylor mais nécessitent un traitement plus fin sur A: :

Pour la première partie, nous utilisons fondamentalement le lemme

suivant :

LEMME 2. - Pour tout A (supérieur à 2) et N positif, il existe des

constantes B et y positives et un entier n(N) à partir duquel

La démonstration nécessite l’introduction des processus de rectangles
pour utiliser le lemme de Csensov : nous ferons donc la preuve détaillée

de ce lemme dans la partie III.
Le contrôle uniforme du processus Zn sur le domaine est alors

établi par application de l’hypothèse D pour les petites valeurs de k et par
sommation pour les grandes valeurs de k (supérieures à no) :

LEMME - 3. - Pour tout a positif et tout N (supérieur à 2), il existe des

constantes B et y et un entier no tels que pour tout n supérieur à no et tout M
supérieur à 2,

Démonstration du lemme 3. Lorsque M est supérieur à ~b, nous devons
majorer :

D
et le lemme 2 fournit directement la majoration 2014. ’ 

Lorsque M est inférieur à n03B4, nous découpons la somme en deux par-
Vol. 20, n° 1-1984.



12 J. DESHAYES ET D. PICARD

ties avant d’appliquer le lemme 2 : avec v désignant la partie entière 
de

n . ~P 
_ ~ ( n~ .

le second terme est équivalent au premier car le facteur multiplicatif

est borné du fait que ~(t ) est croissante et donc -- - i aussi.9 ~ (t )
Pour achever la démonstration de (2.4) : convergence dans C~, il nous

reste à contrôler la suite Z~, sur les domaines DM(2} :

LEMME 4. - Pour tout E positif inférieur à 1 2 , il existe une constante B,
un entier no et un réel Mo à partir duquel

Démonstration. - Nous établissons d’abord un encadrement 
de

par un développement de Taylor à l’ordre 2 et l’utilisation de 
la loi des

grands nombres : 
. 1>

avec 8) désignant le gradient en 03B8 de 03B8k ~ [0, 8 ].

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



13PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

Si 03BBmin et 03BBmax désignent respectivement les plus petites et les plus grandes
valeurs propres de la matrice d’information I(8o), l’hypothèse E fournit
la majoration : r ,

et la loi forte des grands nombres appliquée aux variables indépendantes
Sup ( L(X~, . ) 1, 8 ~  5) permet d’affirmer

et par conséquent d’obtenir la majoration en probabilité sur DM(2) :

KT ~ ’ r ~ /~ B "min 
Nous sommes ramenés au cas gaussien au facteur (x=(l 2014s) - 20142014 près;

il convient alors de distinguer deux cas : la valeur ~~

où le suprémum non contraint en 03B8 est atteint, appartient ou non à l’inté-
rieur du domaine.

M2
Uniformément en n supérieur à 03B42, nous avons le majorant :

Vol. 20, n° 1-1984.



14 J. DESHAYES ET D. PICARD

en décomposant le 2e terme suivant les coordonnées, le majorant devient :

L’inégalité de Birnbaum-Marshall [3 ] sur les martingales majore (2 . 5) par :

pour M assez grand ; ce qui conduit au résultat annoncé :

3. ANNEXE : TENSION DES PROCESSUS
ET CRITÈRE DE CSENSOV

Les hypothèses A et B posées au théorème 1 sont suffisantes pour assurer
la tension du processus Z,~( . , 1) sur les compacts et aussi au voisinage de
l’infini. Elles peuvent être remplacées par des conditions plus faibles qui
mettent mieux en valeur le critère de tension utilisé : généralisation multi-
dimensionnelle du critère de Kolmogorov :
Dans un premier temps, nous redonnons une brève démonstration de

ce critère de Csensov basé sur des « processus de pavés ». Nous serons alors
en mesure de vérifier que les hypothèses A et B impliquement la condi-
tion Hi) de la proposition 2 et enfin nous ferons une démonstration complète
du lemme 2 énoncé au paragraphe précédent.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



15PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

3.1. Critère de tension de Csensov.

L’extension multidimensionnelle du contrôle en probabilité des diffé-
rences pour un processus Z à une dimension est effectuée

en considérant des processus de pavés. Si ~0 et ~1 sont maintenant

deux points bien ordonnés de  
..., ~) ils définissent

sans ambiguïté un pavé R dans [Rr et le processus Z est défini sur le pavé R
par :

où D~Y(~~ 1 ~, ... , r~~r~) désigne la différence

Cela peut encore s’écrire :

r

avec r~E = ..., et E ~ = et on vérifie immédiatement que ces

i=1

processus de pavés sont additifs sur les pavés ayant une face commune.
La condition de tension d’une famille de processus repose sur le lemme

suivant :

LEMME 5. - Soit Z un processus de ~( [o, 1 ]r tel qu’il existe des cons-
tantes B > 0, y > 0 et ex > 1 et une mesure v finie sur [0, 1 ]~ satisfaisant
pour tout A positif et tout pavé R inclus dans [o, 1 ]r :

Alors il existe une constante C (ne dépendant que de la dimension r) .

telle que pour tout A positif et tout pavé R’ de rO, 1 ]~ :

Démonstration. Pour r = 1, ce résultat est classique : c’est par exemple
le théorème (12.2) de Billingsley [2]. La démonstration se fait par récur-
rence sur la dimension r : nous la redonnons brièvement pour préciser
celle de Bickel-Wichura [1 ~ ] par l’usage indispensable en dimension r > 2

Vol. 20, n° 1-1984.



16 J. DESHAYES ET D. PICARD

d’un lemme de section, omis dans [1 ] et généraliser la démonstration de
Yor [10 en dimension 2.
Supposons le résultat vrai pour les dimensions inférieures ou égales à r -1

et fixons un pavé x [s’, t’ ] ; avec des notations évidentes,
nous avons :

pour des variables aléatoires % et î (dépendant du rectangle R’) définies
grâce au théorème de section mesurable (voir par exemple Parthasara-
thy 
Le processus Z(Rr - 1, t) - s) est un processus de pavé de

dimension r - 1 qui satisfait les hypothèses du lemme avec la mesure
= v(. x [s’, t’ ]) ; cette dernière assertion résultant de l’application,

à fixé, du théorème ( 12 . 2) de Billingsley [2 ].
La tension d’une famille (Zn)nE% de processus de va être réalisée

grâce à celle des 2P processus de pavés de dimension r E ~ 0, 1, ... , p ~
définis sur les « faces » passant par un point 00 (80 = 0 sans restriction)
car Z~ en est la somme (nous définissons une « face » de dimension r passant
par 0 comme un sous-espace de f~p de dimension r où les p-r autres coor-

données sont nulles).

Critère de Csensov :

Une famille (Zn)nE% de processus de est tendue dès que :

i ) la famille est tendue.

ii ) Pour tout r e { 1, ..., p }, pour toute « face » de dimension r passant
par 0, il existe des constantes y > 0 et ri > 1 et une mesure de Radon vr
sur [Rr à marginales diffuses telles que pour tout pavé K de il existe

une constante B satisfaisant : VR ce K, VA > 0, Vn e ~’

Démonstration. Montrons la tension de l’un quelconque des processus
de pavés sur une face, passant par 0, de dimension r e {1, ... , p ~. Par
définition d’un processus de pavé de dimension r, il est nul sur les faces

de dimension r - 1 passant par 0 ; il suffit donc de montrer l’équiconti-
nuité sur les (pavés) compacts K de Rr.

L’additivité sur les pavés ayant une face commune nous réduit à prouver
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17PRINCIPE D’INVARIANCE SUR LE PROCESSUS DE VRAISEMBLANCE

que pour tout ~ positif il existe à tel que pour tout pavé R de K dont l’un
des côtés est inférieur à c5 R Il  5) satisfait :

De façon classique, on considère dans K un treillis de pas 03B4 dont les
points seront les sommets inférieurs de pavés R~ à considérer ( j E J). Le

premier membre de (3.1) est alors majoré par :

et le résultat suit du fait que les mesures v sont à marginales diffuses. On
constate par exemple que les conditions du critère de Csensov sont rem-
plies avec v = ~, : mesure de Lebesgue par un processus Z satisfaisant :

avec y > 1 car pour un pavé R de on peut écrire :

3.2 . Tension de la suite Zn( . ; 1 ) .

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier que les hypothèses A
et B assurent la convergence de la suite de processus Zn( . , 1) c’est-à-dire
la condition iii) de la proposition 2. L’hypothèse A impliquant classi-
quement la convergence des marginales finies, montrons la tension de la
suite Zn( . , 1) sur les compacts à l’aide du

LEMME 7. - L’hypothèse B implique que pour toute dimension

re {1, ... , p ~, pour tous les processus de pavés définis sur des faces de
dimension r

avec

Vol. 20, n° 1-1984.



18 J. DESHAYES ET D. PICARD

Démonstration. - Pour tout sous-ensemble u d’indices inclus dans

{1, ... , p ~ de cardinal = r  m et pour tout pavé de dimension r,

on peut écrire : _ _

Le théorème de Fubini suivi de l’inégalité de Hôlder donnent immé-
diatement :

Pour les sous-ensembles d’indices de cardinal r > m, nous envisageons
tous les sous-ensembles u de cardinal m exactement, s’écrivant

dans ce cas comme la somme de 2r - m termes où nous appliquons la majo-
ration (3.2) et nous obtenons :

Pour achever la démonstration de ce lemme, il reste à prouver l’existence
d’une constante B satisfaisant pour tout re { 1, ..., p }, pour tout u de
cardinal l(u) inférieur à m A r,

Sans restreindre la généralité, prenons u = ~ 1, 2, ..., H et développons

J 1 - ~ ~ v . _ ~ ._ .

où ~( . , . ) désigne le symbole de Kronecker.
En élevant à la puissance q puis en intégrant, nous obtenons :

E [~uZn(03B8, 1)]q

Parmi les termes de la somme, beaucoup sont nuls car
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Ne seront donc éventuellement non nuls que les termes d’indices

il faut que les 1 . q dérivations soient groupées par « paquets de taille au
moins 2 » sur les indices k ; comme le nombre de paquets est inférieur ou

égal à 2 , le nombre de termes non nuls est inférieur à C(l, q) . n 2 et

chacun des termes restants est majoré facilement :
q 1 

‘

. Pour les indices k tels que k) = 0, l’intégrale vaut 1.

i= 1 v=l

q 1

. Pour les indices k tels que 03A303A3 03B4(jiv, k) > 2, l’inégalité de Hölder
i= 1 v=l

permet d’aboutir au résultat grâce à l’hypothèse B :

Nous terminons cet article par la démonstration laissée en suspens au

paragraphe 2.

3.3. Démonstration du lemme 2.

Nous utilisons d’abord une majoration de l’affinité de Hellinger

pour N positif arbitraire et n supérieur à n(N). Cette majoration qui découle
des hypothèses A et C en suivant Ibragimov-Hasminskii [5 ], nous la combi-
nons avec le résultat du lemme 7 par l’inégalité de Hôlder pour obtenir
que pour tout N, il existe des réels a’ compris entre 1 et a, y inférieur à q
et un entier n(N) à partir duquel
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Le lemme 5 permet d’en déduire que pour tout cube R’ de côté unité,

et la sommation sur le domaine { 8, 0 ~ > A ~ découpé en cubes de côté
unité achève la démonstration du lemme 2.
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