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Précisions sur la mesure de Follmer
par

J. AZEMA et T. JEULIN

Université Paris 6. Laboratoire de Calcul des probabilités,
9, quai Saint-Bernard, Tour 56 75230 Paris Cedex 05

SUMMARY. — In this article, we give a new construction of the exit measure
of a supermartingale defined on a probability space (Q, F, P), as well as a
construction of the minimal space (which may be larger than Q) supporting
this measure. Then measures which are exit measures are characterized :
the letters are those which assign null measure to « completely evanescent
sets ». It is also shown that the balayage operation on supermartingales
can be expressed very simply in terms of Follmer measures, using Killing
operators.

L’idée d’associer a une martingale sur un espace de probabilité (Q, o7, P),
une mesure sur () est presque aussi ancienne que la notion de martingale :
elle remonte probablement a Doob. Pourtant le probléme n’a été traité
qu’assez récemment pour les martingales a temps continu, et en premier
lieu par Follmer qui dans [3] a associé a toute surmartingale positive X
une « mesure de sortie ». Si, dans le cas discret, il suffit de supposer que (Q, .o¢)
est un « bon » espace, on s’apergoit en revanche que cette condition ne
suffit pas en temps continu (on donne ici au § V un exemple tres simple
de surmartingale définie sur un espace (Q, /) lusinien n’admettant pas de
mesure de sortie). Follmer a travaillé sur ce qu’il appelle, aprés Parthasaraty,
un systéme standard ; cela présente un inconvénient : beaucoup d’espaces
canoniques intervenant en théorie des processus de Markov par exemple
ne sont pas des systémes standards. C’est pourquoi Meyer [6], a repris la

(*) Laboratoire associé au C. N. R. S. n° 224 « Processus stochastiques et applications ».
Université Pierre-et-Marie-Curie.
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258 J. AZEMA ET T. JEULIN

question avec des hypothéses différentes : Q est I'espace des trajectoires
continues a durée de vie a valeurs dans un bon espace d’état (qui ne donne
pas un systéme standard). Il construit ensuite la mesure de sortie en appli-
quant le théoréme de Prokhorov sur les limites projectives de mesures ;
Signalons enfin un travail de Stricker [9] qui construit la mesure de Féllmer
par une application simple du théoréme de Prokhorov sur la convergence
étroite de mesures mais sous des hypothéses restrictives (espace d’état
compact).

Nous avons ici repris la plupart des idées de Meyer, mais en les appliquant
a une construction assez différente : on se raméne au cas ou X est de la
classe (D) en la réduisant au lieu de I’arréter. Les hypothéses faites permettent
de travailler sur tous les espaces de trajectoires usuels.

Apres avoir rappelé au § I quelques résultats simples sur les réduites de
surmartingales, nous construirons au § II une famille (F,) de tribus bien
adaptée au probléme (mais qui peut sans doute servir dans d’autres cir-
constances). On construit la mesure de F6llmer d’une surmartingale posi-
tive au § III sur un espace qui peut étre légérement plus gros que Q; au§IV
enfin, on étend aux surmartingales positives quelconques un certain nombre
de définitions et de résultats énoncés dans (1) pour les surmartingales de
la classe (D) On déduit du mode de construction de la mesure une démons-
tration trés simple du théoréme de Fatou.

Nous avons rédigé explicitement au paragraphe VI I'application aux
u-processus d’un processus de Markov. Il s’agit de choses bien connues
et nous n’apportons rien de nouveau si ce n’est une petite subtilité : si 'on
part d’un processus fortement markovien par rapport a une famille d’opé-
rateurs de translation (6,), le u-processus reste défini sur le méme espace
et reste fortement markovien par rapport a la méme famille (6,). Il n’est
donc plus nécessaire de revenir a I’espace canonique comme on le fait
habituellement ce qui n’est pas toujours aussi inoffensif qu’il y parait.

I. RAPPELS SUR LES REDUITES
DE SURMARTINGALES

1. Hypothéses et notations

Dans ce chapitre, on se placera dans le cadre usuel de la théorie générale
des processus : on se donne un espace de probabilité (Q, F, P) muni d’une
famille croissante (F,), o de sous tribus de F, continue a droite et contenant
les ensembles P-négligeables. 11 nous sera commode de définir les processus
a linfini; I'ensemble d’indice sera donc R, = R, u{+ o }. Il n’y a
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PRECISIONS SUR LA MESURE DE FOLLMER 259

aucune difficulté & définir les objets habituels de la théorie générale des
processus dans cette nouvelle situation (on se raméne a la théorie sur [0 1]
au moyen d’un homéomorphisme de [0 1] sur R, ). On notera tout de méme
qu’il faut introduire un deuxiéme infini que ’'on notera oo *, avec co* > oo,
qui servira a faire « s’évanouir » les temps d’arrét ; avec ces conventions
un temps d’arrét est une variable aléatoire a valeurs dans R, U { 0™ },
et un intervalle stochastique [S T] est I'ensemble aléatoire { (w, t);t < oo,
S(w) <t < T(w) }.

Les processus sont définis 4 une évanescence prés.

Une surmartingale X = (X,),&, sera une surmartingale continue a droite
au sens usuel prolongée par X, = 0. On notera X_ le processus défini
par X,- =0 et X_(t, w) = X,-(w) pour 0 < t < 0.

2. Réduite gauche d’une surmartingale positive

(1) THEOREME ET DEFINITION. — Soit X une surmartingale positive et I"
un ensemble .aléatoire; l'ensemble ¢ des surmartingales vérifiant
Y_1; > X_1; posséde un plus petit élément noté Z-X que I'on appellera
réduite gauche de X sur I'.

(2) Si I'" est un ensemble aléatoire contenant I', on a

@r@rfx = e@r'@rx = @rx .

Démonstration. — On se raméne au cas ou I'ensemble d’indice est [0 1].
Soit 4 la mesure de Lebesgue sur [0 1] et Y” une suite décroissante d’élé-
ments de ¥ telle que ir'}f Y" soit une version de la borne inférieure essen-

tielle de ¢ pour la mesure P ® A. La régularisée a droite Z de inf Y" est le

plus petit élément de ¢ ; en effet

a) siYe{ﬁ,il'}fY" <YP®A—ps;onadoncZ<Y
b) de I’égalité (inf Y")_ = il'}f (Y™) (valable pour toute suite de surmar-
tingales) on tire immédiatement l'inégalité Z_1. > Y_1,; Z appartient

donc & 4. La derniére propriété est alors évidente et montre que la réduite
gauche d’une surmartingale a de meilleures propriétés que la réduite ordi-

naire.
3. Réduite extérieure d’une surmartingale de la classe (D)

Supposons maintenant I" prévisible et X de la classe (D) ; on appellera A
le processus croissant intégrable (chargeant éventuellement [oo])) engen-
drant X et LT le processus prévisible défini par

L'(w,t)=sup {s;s< 1, (w,5)eT} (sup ¢ = 0).

Vol. XII, n° 3-1976.



260 J. AZEMA ET T. JEULIN

La forme linéaire Z — Ej Zir(w, )1 zr 5 o), t)dA (w) définit une nou-
0

velle mesure positive bornée sur la tribu des prévisibles, d’ott un nouveau
processus croissant prévisible A", Soit X" la surmartingale de la classe (D)
engendrée par A" ; on dit que X' est la réduite extérieure de X sur I'. Un
théoréme qui n’est pas trés difficile, de (1) (voir aussi (6)) affirme que, sous
les hypothéses faites, X" et Z-X coincident ; on peut donc énoncer :

PROPOSITION. — Soit X une surmartingale de la classe (D) et I" un ensemble
aléatoire prévisible ; appelons A et A" les processus croissants prévisibles
engendrant respectivement X et ZX. On a quel que soit Z prévisible borné

E <J‘°o ZSdA£> = E(j‘oC Zir(w, $)1crs o), s)dAs(a))>
0 0

Remarque. — L’une des choses que nous nous proposons de faire est
d’é¢tendre la définition d’une réduite extérieure a des surmartingales qui
ne sont plus nécessairement de la classe (D) ; on remplacera le processus
croissant A par la « mesure de Féllmer » de la surmartingale. Les notions
de réduite gauche et de réduite extérieure seront alors distinctes, d’ou ce
vocabulaire un peu compliqué.

II. TRIBUS

1. Prenons par exemple un espace de trajectoires; on a le choix entre
deux possibilités pour construire une famille de tribus :

* Soit raisonner sur la famille des tribus naturelles engendrée par les
coordonnées ; cette famille a de bonnes propriétés algébriques.

+ Soit compléter convenablement cette famille ; on perd les propriétés
algébriques, mais on y gagne une chose indispensable : les temps d’entrée
dans les ensembles progressifs sont des temps d’arrét.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de construire une famille
de tribus intermédiaire possédant a la fois les deux types d’avantage. Elle
aura de plus une propriété miraculeuse : les temps d’entrée dans les ensem-
bles aléatoires mesurables adaptés seront des temps d’arrét.

(Q, G) cst un espace mesurable ; on se donne une famille (k)& , d’appli-
cations mesurables de (2, G) dans (€, G) et une variable aléatoire (,
G-mesurable, 4 valeurs dans R, satisfaisant aux axiomes (trés faibles)
suivants :

(i) kyok, = ks, Lok, ={ N s quels que soient s et t > 0.

(ii) Vt = {(w), k(w) = w pour tout w.
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PRECISIONS SUR LA MESURE DE FOLLMER 261

La famille G, =mk; 1(G) est alors une famille croissante, continue

s>t
a droite de sous-tribus de G ; { est un temps d’arrét pour (G,) ; on définit
comme d’habitude la tribu des ensembles prévisibles (optionnels) relative-
ment a (G,) sur Q x R% (resp. Q x R,) ainsi que la tribu G,_ des événe-
ments strictement antérieurs a {. On a le résultat suivant (#(R,) définit
la tribu borélienne sur R,).

(4) PROPOSITION. — a) (w, s) — k,w est mesurable de

Q x R,, G- ® B[R,)) dans Q, G;-)
b) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
* Z est un processus prévisible constant aprés { (i.€. Z, = Z;sit >-{)
* Il existe une v. a. z G,--mesurable vérifiant Z; = z o k,.

Démonstration. — Clest une trivialité : raisonner sur les générateurs.
On notera que z = Z,-. Le b) est une vieille remarque due a Benveniste
qui préférait énoncer de cette maniére les résultats de (2).

Remarque. — Si G’ = G- et G; =mk;1(G’), ona G;- = G- etil

s>t
y a identité entre les processus ( G]) ou ( G,) prévisibles constants apres (.

De méme il y a identité entre les processus adaptés a (G;) ou a (G,), nuls

apres (.

2. La famille (F,)

Nous allons changer un peu les notations ; notre espace mesurable sera
noté (Q, F°); on suppose donnés k et { vérifiant (i) et (ii).

Nous noterons par F la complétée universelle de F°.

On pourra définir comme en 1) les tribus F?, F-. Nous construirons aussi

a l'aide de F, les tribus F, =mk; '(F); nous noterons F* la tribu F,-.
s>t

P* désignera la famille des processus prévisibles relativement a F,,
constants apres (.

Remarquons que F* est contenue dans la complétée universelle de Fy-.

La famille (F,) a de bonnes propriétés algébriques. Dans la proposition
suivante, nous allons réaliser la deuxiéme partie de notre programme.

(5) PROPOSITION. — a) (w, s) — kyw est mesurable de

Q xR, F*® 2R.)) dans Q, F*).
b) Un processus Z est dans 2* si et seulement si il existe z, F*-mesurable
tel que Z, = zok,.
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¢) Si T est un ensemble aléatoire F ® %y ,-mesurable adapté a la
famille (F,) les variables aléatoires (& valeurs dans

I]_'\P+u{oo+})Tr(co)zinf{s>0,(co,s)el"}

Dr(w) = inf { s > 0, (», s)e T } sont des temps d’arrét de (F,).
De plus, le processus LT défini par L (w, )=sup {s;s<t, (0 s)el}
est prévisible relativement a (F,).

Démonstration. — Seul c) reste & montrer ; considérons par exemple Tr.
Il est facile de voir qu’il a la propriété suivante, qui provient du fait que I
est adapté :

t>Tr(@) et kfw) = k() = THw) = T

Si nous posons alors H = { T, < t},onak ' (H)=H; mais H est
F-mesurable en vertu du théoréme de capacitabilité. Il en résulte que H
appartient a k,” !(F), donc & F, ; puisque les familles de tribus sont continues
a droite, on a le résultat.

Le processus L' est continu a gauche ; un argument semblable montre
qu’il est adapté.

(6) CONSEQUENCES. — a) Si X est un processus F @ % mesurable,
adapté a (F,), le processus @ X, est (F,)-prévisible
s<t

b) SiT est prévisible pour (F)), le processus
Lw, 1) = sup {s|s < ¢, (w, s)el }

est prévisible ; si X est prévisible pour (F,), il en est de méme pour le processus
Iim X,
st

¢) Si I' est F® %, -mesurable, adapté a (F,), la variable aléatoire
Nw) = sup {t;t < (), (», e ' } est F*-mesurable. Il en est de méme
de '(w) = sup {t; t < {(»), (, )T } dés que T est prévisible pour (F).
Sous ces conditions, les applications kit et k;r sont mesurables de (Q, F*)
dans lui-méme.

Démonstration. — Tout cela est trés facile :

a) se déduitimmédiatement de (5), ¢) tout au moins quand X est I'indi-
catrice d’un ensemble aléatoire adapté I’ (considérer I’ensemble aléatoire
{(@, )L{(w) = t } ). Le passage aux processus se fait comme d’habitude.

b) Se montre en remarquant que LT = LT v t1y; le résultat se prolonge
aussi aux processus.
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PRECISIONS SUR LA MESURE DE FOLLMER 263

¢) Enfin " = L, I = L{ ; il suffit dappliquer (5) b) ; par (5).a) on obtient
immédiatement la mesurabilité des applications k;r et k;r.

On peut enfin énoncer le résultat utile suivant, dont la démonstration
est encore triviale si 'on raisonne sur les générateurs.

(7) ProposITION. — Si Z est un processus prévisible relativement a (F,),
il existe pour chaque loi u sur Q, deux processus Z' et Z? encadrant Z,
prévisibles relativement a (F?) et tels que I'ensemble aléatoire { Z' # Z? }
soit p-évanescent.

Commentaires.— a) Supposons que 2 soit 'espace des fonctions continues
a droite et a durée de vie, a valeurs dans un espace d’état cosouslinien E,
muni des opérateurs de meurtre habituels. Dans ces conditions F° = FP-.
Il est facile de voir que k, '(F) est la complétée universelle de k; '(F°) et
la famille (F,) n’est autre que la famille de ces complétées universelles que
I’on a rendue continue a droite. On notera que F, ne contient pas les ensem-
bles de mesure nulle de F, = F : elle ne satisfait donc pas aux « conditions
habituelles » de la théorie générale des processus. En particulier un ensemble
évanescent n’est pas nécessairement adapté (et a fortiori prévisible). Les
mesures que I'on va construire pouvant charger les ensembles prévisibles
évanescents, on ne verra que des avantages a ce que ceux-ci ne soient pas
autorisés a &tre un peu n’importe quoi.

b) On notera également que F* n’est pas la complétée universelle de F°;
un exemple tiré de la pratique des processus de Markov le fera comprendre ;
supposons que Q soit ’espace canonique d’un processus de Hunt (X,) et
soit f une fonction universellement mesurable bornée sur E. La variable
al¢atoire z = f(X,-)est F-mesurable ; s’il était vrai que F = F*, le processus
(Z,) = (zo k) = (f(X,-)) serait prévisible d’aprés (5). Ce serait trop beau.

III. CONSTRUCTION DE LA MESURE DE FOLLMER

1. Hypothéses

(Q, F°) est un espace mesurable ; les notations sont celles de 11. (k,) et {
sont définis comme en II 1), vérifiant (i), (ii) et satisfont de plus a I’hypothése
suivante :

(iii) kfw) = k(w’) pour s <t = k(w) = k(w)
on fera enfin une hypothése sur ’espace mesurable :

(iv) (Q, F-) est un U-espace au sens de Getoor (i. e. Q est un espace
topologique homéomorphe a un sous-espace universellement mesurable
d’un espace compact métrisable et FP- est sa tribu borélienne).
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264 J. AZEMA ET T. JEULIN

Puisque F* est incluse dans la complétée universelle de F?- (et contient
F?-), toute probabilité sur F* sera intérieurement réguliére.

L’espace des fonctions de R, dans E cosouslinien a durée de vie et conti-
nues a droite est lui-méme cosouslinien ; c’est donc un U-espace. Tout
sous-espace universellement mesurable et stable pour le meurtre de celui-la
satisfait donc aux hypothéses ci-dessus.

2. Cléoture projective de Q

On peut définir a I'aide des (k),., un systéme projectif d’ensembles :
on pose Q, = Q pour tout s <t < 00, et si & < s<t, on a un systtme

Q. t— Q, qui est projectif. Sa limite projective sera notée lim (Q, k). A
s<t
tout point w de Q on peut faire correspondre I’élément (k(w)),<, et on a
ainsi défini une application ¢, de Q dans lim (Q, k).
s<t

(8) DErinNiTION. — Nous dirons que (Q, k, () est projectivement clos si,
pour chaque ¢, ¢, est une bijection de {{ < ¢} sur lim (Q, k).

s<t

1l est trés facile de voir que la condition (iii) est équivalente au fait que ¢,
est injective. Un exemple nous montrera ce que signifie intuitivement la
surjectivité. Si Q est I'espace des trajectoires a durée de vie, continues a
droite et limitées a gauche sur ]0 (], Q n’est pas projectivement clos. En
revanche I'espace des trajectoires continues a droite, limitées a gauche
sur ]0 ([ est projectivement clos : c’est le plus petit espace projectivement
clos contenant le précédent. C’est ce que nous appellerons, dans la cons-
truction qui va suivre, la cloture projective de Q. La difficulté consiste a
construire une limite projective ne dépendant pas de ¢ et qui reste un U-
espace. Voici comment ’on peut faire.

a) On peut par isomorphisme de R, sur [0 1] supposer { borné. Dans ce
cas, les applications 1, = k,_,, Vvérifient la propriété de semi-groupe
T,0 Ty = T,45; T est mesurable de F- ® %y, dans F{-. Si Q% est 'ensemble
des rationnels > 0, et si 0 < p < ¢, on définit T, , =7,_,; le systéme

Tp.
Q, = Q, (ou tous les Q, sont égaux a Q) est un systeme projectif. On
appellera W sa limite projective (Cest la limite projective, « quand p tend
vers 0 »), et T, 'application canonique de W dans Q,,. Les T, ; étant mesu-
rables de FY- dans F{-, munissons W de la tribu limite projective G° W est
mesurable dans H(Qq, F{-) et GO est la trace de ® F{- sur W.
Q4
qeQ*
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L’application ¢ : @ — (1,(w)),eqy de Q dans W est injéctive d’aprés iii) ;
on peut donc identifier Q au sous-ensemble W, = ¢(Q) de W.
Onat, =T, et $ est mesurable de F7- dans G° de plus si

A=Bn({( =0BeF, ¢A) =W, mmTq"(A)

qeQ}
si A=Bn(>)BeF), ¢A)=W, ol JT; 1A

qeQ%
d’ou pour tout A e FY-, ¢(A) appartient & G° |, trace de G° sur W, on
peut donc identifier (Q, F-) et (Wy, G°|yw,)-

b) Prolongement de { et (k) @ W. — On définira { sur W en posant
(= sup {oT,; il est clair que { prolonge { et que { est G® mesurable;
peQt

on définit maintenant une application 7, sur W en posant 7, = ¢ o1,_,° T,
ou p est un élément de Q% inférieur a ¢, si t > 0 (T, sera I'identité sur W).
Cette définition ne dépend pas du p-choisi ; on vérifie immédiatement que
T,0T, = T,p, €t LoT, = ({ — ), ; on remarquera que 7,(w) est dans W,
désquetest > Oetque,sipeQ%,7,=¢-T,

On pose enfin k, = 7¢_,, ; la famille (k,) et { vérifient (i) et (ii) ; 7, et par
suite k, est mesurable de G°® %y, dansG®; de plus k(w) est dans W,
dés que t est strictement plus petit que {(w); enfin ¢ ok, = k, o ¢.

c) W est projectivement clos. — Montrons que (k,) vérifie iii) ce qui mon-
trera déja que I'application ¢, est injective. Supposons k(w) = k(w’) pour
§ < t;posons w; = k(w), w, = k(w’);ilest clair que {(w,) = {(w,) =0 < ¢
on peut alors écrire pour tout pe Q¥

¢ o T wy) = T,(wy) = k(a—p)+(W1) = E(a—p)+(W2) =¢oTywy).

On a donc w, = w,.

Donnons nous maintenant une famille (w,),., d’é¢léments de W vérifiant
k(w,) = wysis <s’ < t. La fonction s — {(w,) est croissante et tend vers
une limite | < t quand s tend vers t. Si | < t, le point w = w, appartient a
lévénement {{ <t} et vérifie k(w) = w, pour tout s < t. Supposons
alors | = t, dans ce cas {(w,) = s pour s < t et il en résulte, compte tenu
de la remarque faite en b), que w, appartient a W,

La famille (v,) eqs, définie par v, = ¢~ '(w_ ) vérifie alors 7,(v,) = v+,
quels que soient p et h dans Q* ; elle définit donc un élément w de W tel
que [, (W) = w,—,, et tel que {(w) =t; on vérifie alors T (w) = w,_y),
pour tout s > 0, ce qui s’écrit alors k(w) = wy(s < t).

d) On définit a Paide de la famille (k,) les tribus G? = k- 1{(G%etla

s>t

tribu H des événements strictement antérieurs a . On a alors G° = H.
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266 J. AZEMA ET T. JEULIN

(Pour montrer que G° = H, on utilise les générateurs de FO- et on tire
facilement que T, est mesurable de H dans FY- pour tout p > 0).
En utilisant a) nous pouvons énoncer :

(W, G est un U-espace

Remarque. — Si on suppose en outre que k est mesurable de F* ® %5,
dans F°, on peut définir sur W la tribu F°, limite projective de F°, puis
les tribus F?; on montre alors que G° n’est autre que FY- tribu des événe-
ments de FO, strictement antérieurs a {, ce qui justifiera les notations ulté-
rieures.

e) Q est universellement mesurable dans (W, G°).

Clest un argument maintenant bien connu (cf. [8]). Q, par hypothése,
est universellement mesurable dans un compact métrisable K ; si u est une
mesure sur (Q, Fg_), u est portée par un borélien A, de K (A, = Q); ¢(n)
est portée par ¢(A,) qui est un borélien dans K% d’aprés le théoréme de
Lusin. Q est donc mesurable pour toute mesure de la forme i(u). Si main-
tenant v est une mesure sur (W, G°) on se raméne au cas précédent en consi-
dérant la « trace » de v sur Q (ce qui nous est autorisé par a)).

On dira que W est la cloture projective de Q; on notera F la complétée
universelle de G°, F, la tribumE; 1(F) et F* la tribu Fy.

s>t
3. Construction de la mesure de Follmer d’une surmartingale

Soit P une probabilité sur (Q, F°). On se donne une surmartingale (X e, »
positive, nulle pour ¢t > {, continue a droite et adaptée a la famille (FF),
ou F} est la tribu engendrée par F? et les ensembles P-négligeables (la famille
(F7) vérifie les conditions habituelles). On pourra considérer X comme un
processus sur W en posant X, (w) = 0 si w¢ Q, cela nous étant autorisé
par 2e), ainsi que le fait de pouvoir considérer P comme une probabilité
sur W. On peut alors énoncer :

(9) THEOREME. — Il existe une mesure u sur (W, F*) portée par ({ > 0),
unique, vérifiant [ > T] = E[X;; T < {] pour tout temps d’arrét T de
la famille F,.

On peut, au vu de ce qui précéde, supposer Q = W, c’est-a-dire supposer
que Q est projectivement clos. Cela présentera ’avantage de supprimer
les barres. Mais, que I'on se rassure, nous allons, avant de commencer la
démonstration, introduire des tildas : il est en effet équivalent de se donner
une mesure u sur (Q, F*) ou une mesure I sur la tribu prévisible, portée
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par [0 (], le passage de p & [I étant donné par les formules fi(Z) = WZy)
ou u(z) = fi(z - k). On peut alors énoncer le théoréme (9) sous la forme

(9') THEOREME. — Il existe sur (W x R*, 2*) une mesure unique, portée
par [0 (] et vérifiant A(JT ]) = E[X; T < ] quel que soit le temps
d’arrét T de la famille F,.

Nous dirons que I est la mesure de Follmer associée & X.

Démonstration. — a) L'unicité de u est évidente puisque les événe-
ments {T < {} constituent une famille de générateur de F* N [{ > 0].

b) Si X est de la classe (D), engendrée par un processus croissant prévi-

sible intégrable A, la mesure JI est donnée par fi(Z) = E<j ZSdAS) (Cest
0

une mesure sur les ensembles prévisibles classiques, mais, puisque fi ne
charge pas les ensembles évanescents, il n’y a aucune difficulté & prendre
sa « restriction » & 2*). Dans les autres notations, cela est équivalent a

u(z) = E( J " deAS)
0

Si maintenant I" est un ensemble aléatoire prévisible de ]0 (], et si
ZrX désigne la réduite gauche de X sur T, on peut écrire la formule 3)
de la fagon suivante :

(10) uT(@) = wz o krl” > 0)
ou 4 représente la mesure de Follmer de Z.X et ou
["(w) = sup (s| s < {(w), (w, s)eT)
nous écrirons la formule (10) sous la forme un peu différente
(11) Hi(z o kir) = pf(z) + Elz o ko(Xo — 21 Xo)]

¢) Supposons maintenant X quelconque ; X_ (défini 4 une évanescence
pres), est prévisible (au sens usuel). Mais on peut en choisir.un représentant
scs a gauche qui soit prévisible par rapport a la famille (F,) que nous appel-
lerons toujours X_. On pose maintenant

M=[X<nn]0 ], L"w,t)=sup(s;s <t (w,s)el™
I"(w) = sup (s; s < Y(w), (w, s)el™) = L7.

D’apres (6), L est prévisible, continu a gauche, I” est une variable aléa-
toire sur (Q, F*) et k;. est mesurable de (Q, F*) dans lui-méme.
On appellera X" la réduite gauche de X sur I'; on a bien sir X" < n.
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X" est donc de la classe (D) et on peut lui associer une mesure v* sur (Q, F*).
On posera enfin

1'(z) = V(2) + Elz e ko(Xo — Xp)].
Puisque X" = ZX"*!, on a d’aprés (11),
Vi (z o k) = V(2) + E[z 0 ko(XBT! — X3)]
ajoutons la quantité E[z o ko(X, — XB*!)] aux deux membres, il vient :
(12) pttok, = pt.

Le systéme €, Kl Q,+: (ou tous les Q, sont égaux 4 Q) est maintenant
un systéme projectif d’ensembles. Munissons chaque Q, de la tribu F*
et de la mesure u,. Nous avons un systéme projectif de mesures bornées,
et puisque chaque u, est intéricurement réguliére, il existe une mesure p
sur lim (Q,, k;») muni de la tribu limite projective des F*. (Voir [5] pour
une « démonstration simple » du théoréme de Prokhorov sous ces hypo-
théses). Nous allons maintenant identifier cette limite projective a un sous-
ensemble mesurable de Q, ce qui nous autorisera a considérer 4 comme
une mesure sur (Q, F*).

d) Posons L=sup L", [=sup I, H=[( =] = {w; k(w)=w} H est
un élément de F* et

(13) L’APPLICATION ¢ : H — lim (Q,, k) qui d w fait correspondre
(ky(@)),» 1 est une bijection bimesurable si H est muni de la tribu induite
par F*.

On remarquera tout d’abord que les inégalités | > lok, > lokn, =T
prouvent que lok, =l Montrons que ¢ est injective : supposons

k(@) = ki(@")

pour tout n; cela entraine d’abord I(w) = I" o k(@) = I" o ju(@’) = M)
On montre ensuite facilement que k(w) = k(w’) quel que soit s inférieur
a l(w) = l(w’), d’ou le résultat d’apreés la « continuité & gauche » de k. D’autre
part, il est & peu prés évident que ¢ est mesurable. Soit (»"),»; un point
de la limite projective ; nous cherchons un point w de H tel que ¢(w) = (")
Mw") = k(0" 1) < Mo"t) <" (w""); la suite ["(w") est croissante
en n; appelons A sa limite. On définit alors une famille (wy),< ; de la maniére
suivante :

w, = k(w") ol " est choisi de maniére a ce que (") > s. On vérifie
que o, ne dépend pas du point " ainsi choisi et que k(w,) = w;, -
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Comme Q est projectivement clos, il existe w vérifiant k,;(w) = w et kw = w;
pour s < A. On vérifie immédiatement que ¢(w) = (w") et k(w) = .

Il reste & montrer que ¢! est mesurable. Soit A =Bn({>)n (=1
un générateur de F* sur H(BeF,). On peut écrire

A=Bnall>dnl=0=_JBA@">n)AK=1
' ®a@> =1

on a donc, si n, désigne I'application canonique de la limite projective
dans Q,, ¢(A) =U1r,,‘ YB N (¢ > 1)), qui est mesurable dans la limite pro-
jective. De méme si

A=Bn(=0n(={BeF*), d(A) =mﬂJI(B n(E=0).

¢) Nous avons donc construit une mesure x sur (Q, F*), portée par ({ = )
et vérifiant u o k;,» = p" quel que soit n. Nous avons encore a montrer que p
satisfait (9), ou que i satisfait (9’). Nous raisonnerons sur fI ; on a le résultat
suivant :

(14) PROPOSITION. — Si Z est un processus prévisible continu a gauche,
lim p"(Z) = Z).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que pok, = pu; on peut
en effet écrire, puisque pu est portée par ({ = I),
Hez) = wz o kgs { = Dz okilgmyy = iz ok).
Si maintenant Z est continu a gauche,
lim (2) = lim AZ,) = AZ,) = AZ).
Appliquons cette proposition a Z = 1jp q, il vient
AQT ¢]) = lim AT ¢]) = lim E(X}; T < {] = EXy; T < ).
Le méme raisonnement appliqué a T = 0, prouve que

a(J0 {]) = EXo] = Il &1 -
Le théoréme 9’ est donc démontré.

(14’) 11 résulte immédiatement de (9) que deux surmartingales indis-
tinguables admettent méme mesure de Follmer. Les surmartingales sont
définies 4 une évanescence prés (elles ont d’ailleurs été choisies adaptées
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aux tribus complétées). Il n’en est pas de méme de ce que nous avons
appelé X_, c’est-a-dire une version prévisible de la régularisée a gauche
de X pour laquelle on dispose d’une liberté beaucoup moins grande.

IV. MESURES DE FOLLMER ET BALAYAGE

1. Définition

Soit u une mesure bornée sur (Q, F*) et | une variable aléatoire F*-
mesurable, majorée par {; nous appellerons [-balayée de p la mesure u'
définie par pl(z) = w(z ok;; 1 > 0).

(16) THEOREME ET DEFINITION. — Si u est la mesure de Follmer d’une
surmartingale X, positive, la mesure ¢ est la mesure de Féllmer d’une sur-
martingale X' que I'on appellera [-réduite de X.

Démonstration. — Posons Ly = lok,; ona Ly < { A s et on écrit pour
tout temps d’arrét T,

(17) AT () = A({ (o, 1); L{w) > T(w) }) < AJT {])

En considérant d’abord les temps d’arrét constants, cela nous montre
que 1, .4 est absolument continue par rapport a 1,,. P sur la tribu F,
et admet une densit¢ X!, nulle sur [t > {].

Comme E[X!]= (L > 1) est continu a droite, il existe une version
continue a droite, nulle aprés {, de la surmartingale X'. Il n’y a aucune
difficulté, en revenant aux temps d’arrét, a montrer que la mesure de Féllmer
de X' et u'. X" est majorée par X.

(18) Remarque. — Supposons L continu a gauche; si I'on appelle dans
ce cas T, le début de I'ensemble aléatoire [L > t], on peut écrire
[L > t] = [T, o] Il résulte alors immédiatement de la caractérisation
des mesures de Follmer que X' est la version continue a droite de la sur-
martingale. E[Xy, |F]. Nous allons abandonner cette notion générale de
réduite et étudier plus particuliérement trois cas intéressants. Nous trai-
terons tout de suite le premier exemple.

(19) PropoOsSITION. — Soit X une surmartingale positive admettant u
comme mesure de Follmer et T un temps d’arrét. La version continue a
a droite de la surmartingale E[X;,, | F,] admet comme mesure de Follmer
la mesure p’ définie par

(20) W(z) = uzok,y;C>T)
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Démonstration. — On peut toujours se ramener au cas ou [T] < [0 {[.
On applique alors (16) en prenant [ = ({ — T)*. La mesure u’ définie en (20)
est la l-balayée de 1 et le processus L est continu & gauche. La remarque (18)
donne alors le résultat.

La formule (20) appliquée aux temps d’arrét constants permet de carac-
tériser les martingales : X est une martingale si et seulement si

Wz) = wzoke_y; ¢ > a)

quel que soit a > 0. Il est facile de montrer que cela est équivalent au fait
que p est portée par [{ = oco]. La décomposition p= pl - ) + Ul <+ o)
d’une mesure de Féllmer correspond 4 la décomposition de Riesz des
surmartingales.

2. Réduite ordinaire. Ensembles complétement évanescents

Soit I' un ensemble aléatoire adapté contenu dans [0 {[. Nous allons
appliquer (16) a la variable aléatoire ["(w) = sup (t, (w, )€ ). On sait
que LT = ok, est continu & gauche; la remarque (18) est donc valable. On
peut donc énoncer, si 'on pose TH(w) = inf (s; s > t, (w, s)eT).

(21) ProposiTiON. — Si X est une surmartingale positive de mesure de
Follmer p, la version continue a droite de la surmartingale E[X;r|F)]
admet pour mesure de Follmer, la mesure u' définie par

p(z) = wzokr; I' > 0).

Nous allons profiter de cette proposition pour caractériser les mesures
de Follmer sur Q x R,.

(22) DErFINITION. — Nous dirons qu’un ensemble aléatoire prévisible est
complétement évanescent, s’il est contenu dans un ensemble prévisible
ouvert a gauche évanescent.

(23) ProposiTION. — Une mesure p positive bornée, portée par [0 (],
sur la tribu des prévisibles, est la mesure de Follmer d’une surmartingale
positive X, si et seulement si i ne charge pas les ensembles complétement
évanescents.

Démonstration. — a) Montrons que si [ est associée a X, {I ne charge pas
les ensembles complétement évanescents. Soit G un ensemble prévisible,
ouvert a gauche, évanescent, on peut écrire, les notations étant celles de (21),

0=7%Q x R,) = ALg > 0) = A(G)
en ayant remarqué que la mesure S est nulle en vertu de (21).
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b) Simaintenant /i ne charge pas les ensembles complétement évanescents,
il n’y a pas de difficulté & montrer que 1> | F, est absolument continue
par rapporta 1., ,P | g,. On construit alors une surmartingale X admettant U
comme mesure de Follmer comme d’habitude.

Voici une application simple de la notion d’ensemble complétement
évanescent. Appelons (F7) la famille de tribus obtenue en complétant (F?)
de la maniére habituelle et soit Q une deuxiéme probabilité sur (Q, F°).
Effectuons la décomposition de Lebesgue.

(24) Q=X,.P+QN,);P(N)=0

de Q par rapport a P sur F,. Il est bien connu que (X;) est une surmartingale ;
nous allons montrer ici que (X,) peut étre choisi continu a droite et qu’on
peut « recoller » les N, de maniére 4 obtenir un ensemble évanescent.

(25) ProposITION. — 1 existe une surmartingale continue & droite X))
et un ensemble évanescent N tel que I'on puisse écrire (24) sur (F), N,
désignant la section de N en ¢.

Démonstration. — Soit Q, la restriction de Q a ({ > 0). Considérons
la mesure Q, sur Q x R, ; elle est portée par J0 (] et, d’aprés un résultat
de Dellacherie on peut décomposer Q, de la maniére suivante :

Q= Q,+Q, ou Q, ne charge pas les ensembles complétement éva-
nescents et Q, est portée par un ensemble complétement évanescent H
de [0 {]. Nous appellerons X' la surmartingale continue 4 droite admet-
tant Q, pour mesure de Follmer. Effectuons d’autre part la décomposition
de Lebesgue de Q par rapport 4 Psur FQ=2Z.P + QK n.). On peut
écrire, si AeF,

(26) QANE>1)=QoAn(>1) =E[X!. 1,1 + QAN > ) Hy)
(26) QAN <) =EZ;An(( <]+ QAN <)NK)
additionnons (26) et (26’); il vient
QA) = E[(X; +Z1gc)lal + QUAN (> nHY)U(AN ([ < 1) K)).
d'ou le résultat en posant X, = X! + Z1,_, et
N=(H; x[0 0]n[0 ()UK x [0 0] [{+ ©])

En réalité cette notion ne serait vraiment intéressante que si ’on savait
montrer le théoréme suivant : tout ensemble évanescent non complétement
évanescent porte une mesure de Follmer. Nous n’avons pas pu résoudre
cette question.
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Nous pouvons aussi énoncer comme conséquence de (23) le résultat suivant :

(27) ProPOSITION. — Soit | F*-mesurable, majoré par { et 4 une mesure
de Follmer ; définissons une mesure v' sur F* par

V(Z) = pZok;0<1<)
v! est une mesure de Follmer associée a une surmartingale de la classe (D).

Démonstration.— Soit 4 = 1, ;ona v = p* d’ou la premiére assertion.
Notons L = lok, A = A< k. On a alors pour A prévisible inclus dans [0 (]

La(@, A, )10 <a@mlo<t<t@)
= (0, L{®, D)o <riown<nlo<r<gon < I]TAC]I((O9 t)
avec TAlw) = inf (¢, (0, t)e A),

par suite si A est évanescent, 1y ;j(14)a1(a >0y €St COmplétement évanescent,
donc ¥#(A) = 0 et 7 ne charge pas les ensembles évanescents — d’ou le
résultat —.

Remarque. — On a par exemple la conséquence suivante
Si X est un potentiel et T un temps d’arrét > 0, alors E[X;,,|F,] est de
la classe (D).

3. Réduite extérieure

Soit H un ensemble prévisible inclus dans JO ¢] et M(w)=sup (¢, t < {(w),
(w, t)e H). Nous appellerons réduite extérieure de X sur H la ™ réduite
de X et nous la noterons X" (cf. (16)).

Nous noterons H# la fermeture gauche de H; il est extrémement facile
de voir que la mesure de Follmer de X" est portée par H8. Nous allons
maintenant donner une condition nécessaire et suffisante pour que réduite
gauche et réduite extérieure coincident.

Soit T un processus prévisible ; on notera T le processus défini par

(28) T(w) = lsigtl inf T(w); on sait d’aprés (6) que T est prévisible.

st

(29) LeMME. — Soient T! et T? deux processus prévisibles P-indistin-
guables ; alors les ensembles (T! = + o0) et T2 = + o0) sont fi p. s.-égaux
pour toute mesure de Follmer u.

Démonstration. — Les notations étant celles de (5),

(T = + o) = Y@ LT o, ) < 1)
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et L™<" étant continu a gauche, (L™ <" % LT <) egt complétement
évanescent.
Nous pouvons alors énoncer

(30) ProrosiTION. — Soit X une surmartingale positive de mesure de
Fo6llmer [i; alors

a X< XM <X

b) #uX = X" si et seulement si H n’a fI-p. s. aucun point isolé a gauche
situé dans (X = + o) (ou X est défini comme en (28) & partir d’une version
prévisible quelconque de X_).

La condition b) s’écrit aussi pH,AM <) (X; =+ ) =0.

Démonstration. — Revenons a la construction de u et prenons les nota-
tions du II1.3). Puisque %, X 1 X, il résulte immédiatement de la définition
d’une réduite gauche que #yZ ., X T X ; appelons Y la suite de surmar-
tingales du premier membre et Y sa limite. 2. X est de la classe (D) et sa
mesure de Follmer v* vérifie, par construction méme de p,

Vi(Z) = u(Zokl,; I" > 0).

Et puisque sur la classe (D), réduite gauche et réduite extérieure coincident
d’apres (3), la mesure de Follmer de Y” est la M balayée de v*; c’est la
mesure ¢” définie par 0,(z) = (z o k;n; A" > 0) avec 4, = Mo k. appliquons
ce résultat a la variable aléatoire z = 1y, ou T est un temps d’arrét;

b
\

s — zokg étant continu a4 gauche, il vient
ElY; T<{]= lim E[Yi:T<(]= lim p(z o ke A" > 0) = p(z o ky; 4> 0)

ou 4 est la limite des A"
Puisque 2 < Mona 2,X < X"; il y a égalité si et seulement si A = M-

pss., ce qui est équivalent & u((IM < M) r\m(l" < {) =0 dou les résul-

n
tats, en vertu du lemme (29), (en effet (M < M) = H, n (M < ().
Nous remarquerons en outre que #(X = + o0; (X_ < n)f) = 0, ce qui
signifie que, sur (X, = + o), I" est une suite u-p.s. strictement croissante.
Voici une autre application de cette proposition 2 la « seconde décompo-
sition de Riesz » d’une surmartingale, déja donnée sous une autre forme
par Follmer.

(31) THEOREME. — Posons p = u; + pu, avec pu; = Blx .o €t
My = p.1x _,.; appelons X' et X? les surmartingales admettant respec-
tivement p, et 4, comme mesures de Follmer ; alors
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. X! est de la classe (D)
. X? est une martingale locale; de plus toute surmartingale de la
classe (D) fortement majorée par X* est nulle.

Démonstration. — a) Montrons que fI ne charge pas les ensembles pré-
visibles évanescents inclus dans (X < + o). Soit N un tel ensemble;
d’apres la proposition (30), la réduite extérieure de X sur N est égale a sa
réduite gauche sur N ; elle est donc nulle ; la 17N balayée de u est donc nulle,
soit

0=pul™>0=>amN).

[, ne charge pas les ensembles évanescents de (X < + 00); comme elle
ne charge pas non plus les autres, X! est de la classe (D).

Si Z est une surmartingale fortement majorée par X* et si Z est de la
classe (D) sa mesure de Follmer est portée par I'ensemble €vanescent
(X = + o) et ne charge pas les ensembles évanescents ; elle est donc nulle.

D’autre part, il ressort de la définition de p, que p(I"" < () = || u, |I-
Appelons alors D, le début de (I'"); on a D, < I'" sur (D, < oo +), et par
conséquent p,(D, < {) = |[ 5 |-

On a alors E[X3 ,,] = || #, ||, ce qui montre que (X3 ,,) est une martin-
gale.

Nous dirons que X? est la partie explosive de X.

(32) PROPOSITION. — [i* est portée par le graphe d’un temps d’arrét
prévisible, P-presque sirement égal & oo +.

Démonstration. — Posons S = inf (t > 0, X, = + o0) et soit T le temps
d’arrét admettant pour graphe [T] = [S]n (X = + oo). Posons alors

H=170 S] - [T] et X' =X_1y+ © lyenJo¢]
X’ est une version prévisible de X_; pu, est donc portée par

(X’ = + )N (X’ < + ), qui n'est autre que [T].

Nous allons maintenant énoncer une proposition qui caractérise com-
plétement les réduites gauches. Décomposons X en X' + X2, comme pour
le théoréme (31). Soit H un ensemble prévisible inclus dans [0 (] ; alors

(33) ProposITION. — La réduite gauche de X sur H est la somme de la
réduite extérieure de X* sur H et de la réduite ordinaire de X sur H n J0O (].

Démonstration. — 1l suffit de considérer le cas ou X = X?; reprenons
alors les variables aléatoires A" de la démonstration de (30) ; on a remarqué
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que les (I,) sont pu,-presque sirement croissantes ; la limite des A" est donc
py-égale & M(w) = sup (¢; t < {(w), (w, t) € H) d’ou le résultat.

(34) Soit ! F*-mesurable, majorée par {; comme conséquence de la
proposition (27), on peut maintenant énoncer :

PrROPOSITION. — La mesure de Follmer associée a la partie explosive
1
de X' est 1. Uy
Nous pouvons donc donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une réduite extérieure soit de la classe (D).

(35) DEFINITION. — Nous dirons qu’un ensemble prévisible H réduit X
si X" est de la classe (D). (Si X est une martingale locale, il est facile de voir
quun temps d’arrét T réduit X au sens classique si et seulement si |0 T]
réduit X au sens de (35)).

(36) TutorEME. — H réduit X si et seulement si 'une des conditions
suivantes est vérifiée :

a) H <« (X' < + oo)fi.ps.

b) u,(M < ) = || 4, || (u, partie explosive de u). C’est une conséquence
facile de (34).

(37) Remarque. — Le théoréme précédent a la conséquence suivante :
si X est une surmartingale pour laquelle il existe une version de X qui est par-
tout finie, alors X est de la classe (D). Bien remarquer que la version ainsi
choisie doit étre finie sur W et non pas seulement sur Q dans le cas ou Q
n’est pas projectivement clos. (Voir le contre-exemple ne 1).

(38) LE THEOREME DE FaTou. — Soient X et Y deux martingales de
mesures de Follmer p et v. Ecrivons la décomposition de Lebesgue v=hu +v’
de v. par rapport a u

. X
On a alors lim — =h v-p. s.,
s—+ 00 Ys
Démonstration. — a) Supposons tout d’abord v = P; le théoréme est

trivial si X est de la classe (D). Compte tenu de la décomposition (31), il
suffit donc de supposer X explosive ; nous avons a montrer que dans ce
cas, X, = 0 P p.s. Réintroduisons alors les ensembles I'", ainsi que les

surmartingales X" de mesure de Follmer v* ayant servi a construire .
Puisque I'™ réduit X, on a,

pr' < =Ilpll=pul" < + o),
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ce qui entraine
V(< + 0)=pulokpn <00, I">0)=pu0<P"< + 0)=||v]|

V" est donc portée par ({ < + o0);il en résulte (cf. (20)) que X" est un poten-
tiel. On a donc X” _ =0 P-p.s.

Drautre part, X, = X7 _ sur { X, _ < n}, par définition méme de X".
On a donc X, _ =0 P-ps. sur (X,_ < + o), d’ou le résultat.

b) On se raméne au cas a) par des arguments standards : on pose

X /0
Z= ?(6 = 0) et 'on montre comme d’habitude que les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) X est une martingale relativement a P

(if) Z est une martingale relativement 3 v.

On pourrait montrer des théorémes plus fins, notamment quelques-uns
de ceux qui se trouvent dans [4] & I'aide de la proposition (33).

V. DEUX CONTRE-EXEMPLES

Nous allons donner deux exemples qui montrent que, méme si Q est un
bon espace, une surmartingale (X,) sur Q n’admet pas nécessairement de
mesure de Follmer. Le premier est une variante d’'un exemple de Johnson
et Helms. Il nous ont été signalés I'un et 'autre par Walsh.

1) Considérons le mouvement brownien sur R3. Plus précisément,
appelons W T'espace des applications de R, dans R3, a durée de vie ¢,
continues a droite et continues sur J0 {[. W est projectivement clos. Soit
(B);» 0 la famille des applications coordonnées de W dans R3 ; on munit W
de la probabilité P qui fait de (B,) un mouvement brownien issu de I’origine.

Posons g(x, y) = ﬁ;l—yn((x, y) R?® x R3) et fixons y # 0.

X, = g(B,, y) est alors une surmartingale positive, qui est a la fois une
martingale locale (les temps d’entrée de (B,) dans les boules. de centre y
réduisent X) et un potentiel (au sens de la décomposition de Riesz). X est
donc explosive et sa mesure de Follmer u est portée par ({ < + ).

Posons alors X_ = 1i1§1<itnf X, ; pest portée par (X,- = )N ({ < + o).

st

Il est facile d’identifier cet événement : c’est 'ensemble des trajectoires
a durée de vie finie, continues sur ]0 ([, et ayant une limite & gauche égale
a y en {. Ce résultat est bien connu, vraisemblablement depuis Doob.
Venons-en maintenant au contre exemple proprement dit. Il est bien connu
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que le brownien a trois dimensions transite dans les ensembles relativement
compacts ; si nous appelons E le compactifié d’Alexandrov de R3, le sous-
ensemble Q de W formé des trajectoires a valeurs dans E-{ y } et dont les
limites & gauche existent sur ]J0 (] ({ < oo) et appartiennent aussi a E-{ y }
porte P. Q est un excellent espace (il est lusinien).

Pourtant la surmartingale (X,) définie sur Q n’admet pas de mesure de
Follmer. On voit également que la remarque (37) est en défaut sur Q : X_
est partout fini et pourtant X n’est pas de la classe (D).

2. Le « crocodile de Littlewood »

Dans le plan complexe, soit C,, I'intérieur du carré de sommets 0, 1, 1 + i
et i; enlevons a C, les segments

[2—2n+1 + 1/4 2= 2n+1 + l:| et [2—2(n+1), 2~ 2(n+1) + 3%] (n entier)_

Le domaine restant est un ouvert C simplement connexe du plan (crocodile
de Littlewood).

. 1
Soit A, I'ouvert de C défini par A, = C m(Re Z< —).
n
11 existe une fonction u harmonique positive finie sur C, telle que R AU=U
(R,u réduite de u sur A au sens classique).
Voici comment on peut construire une telle fonction : appelons G la
fonction de Green de C; soit o un point de C et (x,) une suite de points de C

.. l . .
convergeant, au sens ordinaire vers >’ et pour la topologie de Martin

G(., x,)
G(a, x,)
les traces sur C de voisinages de Martin du point x).

Considérons alors W, 'espace des applications de R, dans C, 4 durée
de vie, continues sur 0 {[; (B,),», est la famille des applications coor-
données. Soit ae C; munissons W de la probabilité P, faisant de (B,) un
mouvement brownien issu de a et tué a la sortie de C. P, est portée par le
sous-ensemble Q de W des applications limitées 4 gauche dans C en . (C est
le carré fermé). Soit I (w) = sup (¢, B(w)€ A,).

T, (w) = inf (t > 0, B(w) € A,).

u, désignant la mesure de Follmer associée a la surmartingale u(B,) on
tire facilement de R, u = u que p, = pir.

Par suite u, est portée par 'ensemble { w| T, (w) < {(w)} pour tout n,
qui est un ensemble de trajectoires n’ayant pas de limite a gauche en (

vers x si u = lim (u(a) = 1), u a la propriété désirée. (Les A, sont
n
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N

FiG. 1.

pour la topologie usuelle. Cet exemple est un peu plus raffiné que le pré-
cédent : il montre que, partant d’un processus méme trés régulier comme
le mouvement brownien, le passage a une mesure de Follmer ne conserve
les régularités a gauche que sur 10, {[, le point { étant exclu. On utilise ici
le passage de Q a sa cl6ture projective W dans toute sa force.

VI. APPLICATION AUX u#-PROCESSUS

Nous voulons donner une construction de u-processus d’un processus
de Markov a l'aide de la mesure de Follmer.

Nous allons d’abord rappeler quelques définitions extraites de [2] et
essayer de nous ramener a la situation du III.

(39) (Q, F% k, ) est un espace mesurable, muni d’'un opérateur de
meurtre k, de durée de vie { ; on conserve les notations du II et les hypo-
théses (i) et (ii). On supposera donné un opérateur de translation 0 en dua-
lit¢ avec k, C’est-a-dire une famille (6,),.z, d’applications de Q dans lui-
méme vérifiant :
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a) (w, s) > O est mesurable de (Q x R,, F* ® B(R.)) dans (Q, F°).
ﬂ) 0:°9s = 9t+s’ 0060 =
et pour tout o tel que {(w) est fini et pour t > {(w), 0,0 = Oy, ().
Y)C°0r=(c—t)+ _ _
0) kyoO, = 0,0k, (seR,, teR,)
E désignera un U-espace, E sa tribu borélienne et E* la complétée uni-
verselle de E ; on adjoindra a E un point cimetiére ¢ et on prolongera toute
fonction f sur Ea E;,=E U {0} par f(0) =0.

DEFINITION. — Soit P une probabilité sur (Q, F°), portée par ({ > 0).
Nous appellerons processus P-fortement markovien la donnée :

— d’une fonction aléatoire (X,), , & valeurs dans E,, continue a droite,
vérifiant les conditions suivantes :

s>t = X, ok, =X, s<t = X,ok,=20

X,€E sur ({ > s) et X,00, = X,,, (on définira X_(w) = 0)

— d’une famille (P,),; de probabilités sur (Q, F°) telle que

a) pour tout Z, F°-mesurable, x — E_(Z) est universellement mesurable
sur E et

b) pour tout Z, F°-mesurable et tout temps d’arrét T de la famille (F?),

E[Z<0:; T <{] = E[Ex,(Z); T < {] (40)
(E espérance mathématique associée a P, E, a P,).
Si m est une probabilité sur E, on définit P,, = j P, m(dx) ; on dira que
E

le processus est fortement markovien si, quelle que soit la loi m, il est P,,-
fortement markovien.

P, défini par P,f(x) = E,[f(X,)] est un semi-groupe sous markovien
sur E.

Nous supposerons dans la suite que (Q, F°, k, 0, X, P,) est un processus
fortement markovien, vérifiant les hypothéses 11 i) ii), I1I iii) et iv), que (Q, k)
est projectivement clos et que :

Si u est une fonction (P,)-excessive, nulle en 0, pour toute loi initiale m, u(X)
est P, indistinguable d'un processus continu a droite.

(Ces hypothéses sont en particulier vérifiées si (Q, F°) est la réalisation
canonique d’un semi-groupe droit sur E co-souslinien, munie des opéra-
teurs de membre et de translation canoniques).

(44) Remarques. — Nous allons préciser quelques questions de mesura-
bilité.
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1) Pour toute variable aléatoire H, F-mesurable, ® — 0y(w) est mesu-
rable sur 0 < H < + oo de F dans F.
2) Si S et T sont deux F,-temps d’arrét, soit

U=T+Sef(U=+ 00 sur T=+4 0).

U est un F,-temps darrét
(il est clair que U est F-mesurable et on vérifie facilement

k'(U<t=(U<1).

3) On déduit de 2) que si Z est F*-mesurable et si T est un F,-temps d’arrét,
® = Zo01(w)lg<w) est F*-mesurable.

En particulier si f est universellement mesurable sur E, f o Xy est
F*-mesurable.

4) Si Z est F-mesurable, x — E,(Z) est E*-mesurable

5) La relation (40) reste vraie pour un F,-temps d’arrét, par suite
Q, F*, X, P,) est un processus fortement markovien.

-
(42) Remarque. — Toutes les informations données portent sur ({ > 0);
on a supposé (Q, k) projectivement clos ; voici un moyen de s’y ramener
si k est mesurable de F° x B(R,) dans F° :
Soit w, un point de ({ = 0); définissons k’ et 6’ sur Q' = ({ > 0) U { wy }
comme suit :
ki(w) = k(w) si t>0, o(w) = o,
O)(w) = 0(w) si t<{(w) Oi(w) =wy si t={(w)
F°|Q, sera toujours notée F°.
(W, T, k, F°) désignant la cldture projective de (', {’, k’, F°) (voir 111.2)),
on peut prolonger 6’ en § 3 W par :
6w) = wo si t={(w);
si t < {(w), 0,(w) désigne I'unique élément x de W tel que {(x) = {(w) — ¢
et kxx = 0,0k, (w) pour tout s < {(w) — t.
(Rappelons que k,w est dans Q pour u < {(w)).

On peut alors montrer que § est mesurable de F° ® B(R,) dans F° et
que 0 est un opérateur de translation en dualité avec k.

X se prolonge & W par X,(w) =0 si t> {(w)
X w) =X, ok(w) si t<s<{w).
le III 2) e) nous autorise a considérer les probabilités P, comme des mesures

sur (W, F°), portées par Q'. Enfin (W, F° k, X, P,) est un processus forte-
ment markovien vérifiant les hypothéses de (39).

Vol. XII, n° 3-1976.



282 J. AZEMA ET T. JEULIN

(43) Soit u une fonction excessive, m une loi initiale, telle que u soit
intégrable pour la mesure m; (u(X,), F7', P,,) est une surmartingale continue
a droite, positive, nulle aprés {((F}) obtenue en complétant de maniére
« habituelle » la famille (FY)). Grace au I1I, on associera & u les mesures sui-
vantes :

(44) fi,, mesure de Follmer sur #* associée a (u(X), P,), i, la mesure
associée sur F*; dans le cas ou u(x) est fini, on notera fi,, p, les mesures
correspondant 4 ¢, .

1 1
Enfin f,, = —p,,, fg,=—p, si O<ux)< + o
{myu) u(x)

B, = &,, sinon (w, point fix¢ dans ({ = 0)).

Remarquons que, si C est F*-mesurable, X — 1<, +qx)(X)i(C) est
E*-mesurable (il suffit de le vérifier pour C = 1y, T temps d’arrét, ce
qui est facile).

On alors le résultat suivant :

(45) PROPOSITION. — Soit u-excessive, il existe une famille de probabilité fi,,
sur (Q, F*) telles que :

a) Pour tout C F*-mesurable, x — [, (C) est E*-mesurable
b) Pour tout temps d’arrét T et tout x tel que

O<ux)< + o0 g (T<{ = ;(1;) Pru(x).

¢) Pour toute loi initiale m sur E telle que

0< Judm < + oo, fi,, = J'u(x)uxm(dx)

1
{myu)
et pour C F*-mesurable, T temps d’arrét,

ﬁm(c ° eTa T < C) = ﬂm(pXTC),T < C)

Démonstration. — 11 suffit de démontrer les résultats pour C = 15y,
S temps d’arrét. On a alors

1
Bnlls<g© 01 Lix<g) = BT + Scob; <) = s E(u(Xr +5.0))
1
= mas E.[Ex.(u(Xs))] = S E.[px.(S < 0]
(Pru <u donc P,uXy) = + o) =0)
or E,.[ux,(C)] = E,(u(X1)ix,(C) = un(fix,(C); T < ().
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(46) CoNSEQUENCES. — Si 0 < u(x) < + oo,

1
(S (X)) = ) E [u(X) f(X,)]

Pourtout xde E, = (0 < u < + o0), (Q, F*, X, 7) est donc fi, fortement
markovien et c’est une réalisation du u-processus.

La méthode de construction des fi,, [1,,, montre que si le semi-groupe (P,)
est réalisable sur un espace de trajectoire projectivement clos (stable pour
le meurtre et la translation) il en est de méme des u-processus.

Dans le cas d’un espace canonique d’applications continues & droite
de R, dans E, a durée de vie, on a F® = F{- ; les mesures i, se prolongent
lors a la complétée universelle F de F°.
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