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RESUME. — Dans cet article, nous nous intéressons a une chaine de
Markov qui, partant de tout état x, quitte presque siirement en un temps
fini la partie singuliére par rapport a la mesure initiale u de la probabilité
de transition : une telle chaine est dite y-continue a Iinfini et constitue
une généralisation des chaines dont la probabilité de transition est y-con-
tinue.

On montre que le fait d’étre y-continue a linfini est équivalent & I'absolue
continuité, sur la g-algébre stationnaire de I'espace des trajectoires, des
probabilités P, (qui correspond a I'état initial x) par rapport a P, (qui
correspond & la mesure initiale u).

Alors la c-algébre des événements invariants contenus dans la partie
conservatrice de I'espace des états est atomique.

SUMMARY. — In this article, our main purpose is to generalize the case
of a u-continuous Markov chain: a chain will be said asymptotic p-conti-
nuous if, for all state x, the singular part of the n-step transition proba-
bility converges to 0 as n increases.

We show the equivalence between asymptotic y-continuity and the
following condition about the invariant o-algebra: for all state x, the
probability P, (corresponding to an initial distribution &,) is absolutely
continuous relative to the probability P, (corresponding to the initial
distribution ).

Under this condition, the o-algebra of all closed subsets of the conser-
vative part of the state space is atomic.
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1. DONNEES

Nous considérons une probabilité de transition P = P(x, dy) sur un
espace mesurable 4 base dénombrable (E, #).

Nous noterons P*(x, dy) les itérés de P, définies par la formule de récur-
rence :

pour Ae # Pt l(x, A) = J P(x, dy)P"(y, A)

E

Pour toutes les interprétations probabilistes, nous utiliserons la
suite (X, ne N) des applications coordonnées de I’espace des trajectoires
(Q, o) = (E, #)®N dans (E, #). Si p est une probabilité sur (E, ), P, et P,
désigneront les probabilités uniques sur (Q, <) pour lesquelles (X, ne€ N)
est une chaine de Markov de probabilité de transition P et respectivement
de loi initiale u et d’état initial x. On a en particulier les relations :

pour Be o/ PB) = J wdx)P (B)
E

pour xeE, Ae & P.(X,e A) = P'(x, A)
P.Xo€A) = u(A)

Dans toute la suite, nous prendrons pour y une probabilité telle que

si A, élément de &, est u-négligeable,
uP(A) = J udx)P(x, A) = 0.
E

Alors, si u(A) = 0, P"(x, A) est nul sauf sur un ensemble u-négligeable.

Nous noterons § Popérateur translation sur (Q, &) défini par :

weQ X, 0 0(w) = X, + (w) (V= 0).

La sous g-algébre de o des événements invariants par 6 est appelée o-alge-
bre des événements stationnaires et notée &.

II. PARTIE REGULIERE ET PARTIE SINGULIERE
DE LA PROBABILITE DE TRANSITION

On peut décomposer la probabilité de transition P"(x, dy) en ses parties
réguliére et singuliére par rapport a p :

P*(x, dy) = pu(x, y)u(dy) + Pi(x, dy)
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P%(x, dy) est une mesure singuliére de support N%, u-négligeable. Posons

N, = UN';: c’est aussi un ensemble u-négligeable. Comme & est 4 base
n

dénombrable, on peut trouver une version de p,(x, y) qui soit bi-mesura-
ble (cf. [2], p. 612): C’est une telle version que nous prendrons dans la
suite.

Pour A fixé dans &,

10x, A) = P'(x, A) — L (%, Y)uldy)

est une fonction % -mesurable. C’est le cas en particulier de

gn(x) = P';(xs Nx) = P’{(X, E) = Pn(xa Nx)

Soit A dans & ; par la propriété de Markov

P"tm(x, A) = J P(x, dy)P™(y, A)
E
Décomposons P™(y, A) en J pm( ¥, 2)i(dz) + P™(y, AN N,); il vient :
A

P ™(x, A) = J P*(x, dy)f Pl Y> 2)p(dz) + j P"(x, dy)P"(y, A " N,).
E A E

Décomposons de méme P*(x, dy); il vient alors

P (x, A) = J P%(x, dy)P™(y, A n N)) + J Palx, Ydy)P"(y, A n N))
E .

N
+J‘ P"(x, dy)f Pl ys 2)p(dz).
E A
Si y(A)=0, on a
L Py, 2)udz) =0  VyeE

et P"(y, An N,) est nul p.s. car 0 < P"(y, A n N,) < P™(y, A).
Il reste alors que

P"*"(x, A) = f P(x, dy)P"(y, A N N,).

Nx

ANN. INST. POINCARE, B-VIII-3 16
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En particulier :

P"*™(x, N,) = J P(x, dy)P™(y, N, n N,);

Nx
d’otr il résulte que g, n(x) < g4(x). Posons g(x) = lim | g,(x).

PROPOSITION 1. — La fonction g est une fonction positive, bornée par I,
telle que

glx) < J P(x, dy)g(y) vxeE
E

Démonstration. — On a :

g(x) g gn+ l(x) = Pn+ l(x, Nx) = J~ P(X, d.V)P"(y, Nx N Ny)

x

< L P(x, dy)P"(y, N,) < jP(x, dy)gy)

Si on fait tendre n vers + oo, on a g(x) < JP(x, dg(y) R
Considérons d’autre part I’événement stationnaire suivant :
A, = lim sup {X,eN,}.

Cet événement A, représente 'ensemble des trajectoires qui vont une
infinité de fois dans I’ensemble N,.

PROPOSITION 2. — a) Pour n < m et x dans E :
{X,eN,} = {X,eN,} P,p.s
b) gx) = PJ(A,)  VxeE
La proposition 2 s’interpréte simplement de la fagon suivante : si, par-
tant de x, la chaine se trouve a linstant n dans la partie singuliere N,,
elle s’y trouvait presque siirement a tous les instants antérieurs a n ; g(x) est

la probabilité que la chaine, partant de x, reste tout le temps dans la partie
singuliere N_.

Démonstration. — a) Calculons P (X, ¢ N, ; X,eN,) en utilisant la
propriété de Markov

P.X,¢N,; X,eN,) = j P*(x, dy)P"""(y, N,)
NS

Comme u(N,) =0, on a P" %y, N,) =0 p-p.s.
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Sur N, P"(x, dy) est absolument continue par rapport a u, de den-
sité p,(x, y). Ainsi

P.(X,¢N,; X,eN,) = J pa(x, Y)u(dy)P™ " "(y, N,) = 0
N%

b) Par définition A, = lim U{ X,€N,}; mais dapreés (a)

A, =lim | {X,eN,} P.p.s.

Donc :
PLA) = Jim P,(X,eNJ) = lim P'(x,N,)
= lim g,(0) = g(0. W
III. CHAINE »-CONTINUE A L’INFINI
DEFINITION. — Nous dirons que la chaine est p-continue a Pinfini si

a(x) == 0 quel que soit x dans F.

THEOREME 1. — Soit x appartenant a E. Alors la condition « g(x) = 0 »
est équivalente a « P, absolument continue par rapport a P, sur & ».

Démonstration. — La démonstration va étre basée sur une identité.
Soit A un événement stationnaire tel que P,(A) = 0; alors
PA)=PANA) VxeE

Calculons P (A n A%). Nous avons

o0

Ac=\_J)(X,¢N,} Pops.;

n=1

PJ{A NAY) = Px<A N (O{ X. ¢ N, } ))

n=1

s‘ZPx(A{xneéNx}).

n

donc

Comme A est stationnaire, A = 0~ "(A) : cela permet de calculer chaque
terme en appliquant la formule de Markov.

PJAA N {X, N, }]=PJ07(A) N {X,¢ N, }]

= J P"(x, dy)P(A).
Ng
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Comme P,(A) =0, on a P(A) = 0 (u-p.s.); or sur Ni, P"(x, dy) est abso-
lument continue par rapport a y, de densité p,(x, y). Ainsi :

PJAN{X,¢N,}]= J‘Nc px, y)u(dy)P(A) = 0,

ce qui permet de trouver la formule annoncée.
— Si g(x) = 0; soit A stationnaire tel que P, (A) =0

0<SP(A)=PANA)<SPA)=¢g(x)=0 et P, <P, sur &.

— SiP, « P, sur & : A, est un événement stationnaire PP ,-négligeable
car N, est u-négligeable. Dans ces conditions g(x) = P,(A,)=0. I}

COROLLAIRE. — La chaine est p-continue a linfini si et seulement si,
quel que soit x dans E, P, est absolument continue par rapport a P, sur la
o-algébre & des événements stationnaires.

IV. 6-ALGEBRE INVARIANTE
D’UNE CHAINE p-CONTINUE A L’INFINI

Appelons C et D les parties conservative et dissipative de I'espace des
états E (cf. [3], p. 178 et suiv.). L’hypothése que la chaine est y-continue
a I'infini donne une structure particuliére a la o-algébre ¥ des événements
de C invariants : rappelons qu’un événement B contenu dans C appartient
a € si P(x, B) = 15(x) sur C et seulement si P(x, B) = 15(x) sur B.

THEOREME 2. — Si la chaine est p-continue a I'infini, la o-algébre € des
événements invariants est atomique.

Démonstration. — Soit A un sous-ensemble de C, invariant, non atomi-
que tel que u(A) > 0. Pour tout entier n, il existe une partition E{”, . .., E{"
de A dans ¥ telle que

1
0<uEP)<-  Vi=1,...,k,

=

On peut méme supposer ces partitions croissantes avec n. Comme A
et E sont des ensembles invariants, pour tout entier m supérieur a 1,
on a

P"(x, E™) = 1gm(x) sur C  (u-p.s.),
P™(x, A) = 1,(x) sur C (u-p. s.).
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Par suite

kn
wA) =J P(x, A)p(dx) = > j P"(x, E)u(dx)
A A
i=1

kn
HA) = Z f uldx)Pm(x, E{M).
= E(.-n)

Si nous calculons chaque terme en utilisant la décomposition :

P™(x, E{) = P7(x, E{™) + j( | Pul% Y)(AY),
E"

nous obtenons que

kn kn
H(A) = 2 L o g P05 YAy + 2 Lm u(dx)Py(x, E{”).
=1 B =t

De 0 < P7(x, E™) < P™(x, E™), on déduit que
PY(x, E®) =0 sur C — E®  (u-p.s.),
PT(x,A)=0sur C— A (u-p. s.).
kn

Posons B, = UEE"’ x E{™ : les B, forment une suite décroissante d’en-
i=1

sembles dans (E%, ®2#), de limite B*.
Nous avons la relation :

HA) = L Pul(X, y)ldx)u(dy) + L PT(x, A)u(dx)

et, par passage a la limite,

wA) = L Pu(X, y)u(dx)u(dy) +J PT(x, A)u(dx).
B A
Or

kn

kn
1 1
(0@ B = ) (@ WER x EPY) < 1 ) ) = L) o
=1

i=1

lorsque n — co. Par suite (u ® p)(B*) = 0 et f DX, Y)(dx)u(dy) = 0.
Il reste donc que B

H(A) =J mdx)PT(x, A) Sf Hdx)g,,(x)
A

A
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Les fonctions g,(x) décroissent vers O par hypothése ; donc
j Hdx)gu(x) >0  (m - ) et uA)=0
R ,

Il y a contradiction avec le fait que u(A) > 0; ce qui montre que € est
atomique.

Remarque. — Un cas particulier de ce qui précéde est celui d’une
chaine de Markov u-continue ol P(x, dy) est absolument continue par
rapport a u pour tout x de E: alors g,(x) = 0. Cest ce cas particulier
quétudie Shu-Teh-Moy dans [5].
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