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1. INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans cette serie d’articles aux flots d’Anosov, sur
des varietes compactes et associes a des formes de contact, comme par
exemple les flots geodesiques sur les fibres unitaires de varietes a courbure
negative. Notre but est de montrer dans [B]-[F]-[L] que si les distributions
associees aux exposants de Liapounov sont Ck (k _&#x3E;_ 3) ou si les distribu-
tions stable et instable sont Ck pour k assez grand, alors un tel flot est,
apres un reparametrage Ck-differentiablement conjugues au flot
geodesique d’une variete riemannienne localement symetrique et de rang 1.
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396 Y. BENOIST, P. FOULON ET F. LABOURIE

Dans ce premier papier, nous presentons un resultat intermediaire mon-
trant une conjugaison (toujours apres une reparametrisation) a des flots
canoniques sur des espaces homogenes. Les reparametrages sont Ck - 1 et

sont classifies par un element du premier groupe d’homologie de la variete.
Les espaces localement homogenes que l’on obtient sont du type rBG/H
ou G est un groupe de Lie simple, H un sous-groupe ferme et r un sous-
groupe discret. Les paires (G, H) s’obtiennent a partir de la classification
des paraboliques maximaux.
Ce resultat s’obtient en etudiant une connexion associee a la dynamique

du flot sur M. Dans notre deuxieme papier, nous changerons de point de
vue et etudierons la dynamique du groupe fondamental sur l’espace des
orbites du flot sur le revêtement universel.
Une derniere remarque avant de presenter plus precisemment nos resul-

tats en 1.2 : Dans le cas particulier des flots geodesiques sur les varietes
riemanniennes, on peut montrer directement en utilisant ce resultat

intermediaire, les idees de Kanai [Ka] et la classification de Borel-

Montgomery-Samelson que si les distributions de Liapounov sont Ck,
(k &#x3E;__ 3) alors un tel flot est Ck conjugue a un flot géodésique sur une
variete localement symetrique de rang 1. Cette idee sera developpee dans
[B]-[F]-[L].

Ces resultats font suite a un ensemble de travaux recents sur la rigidite
differentielle des flots d’Anosov, et etendent notamment un resultat de
E. Ghys en toutes dimensions.
Nous exprimons notre gratitude a Pierre Pansu pour son interet constant

pour ce travail et ses remarques toujours pertinentes.

1.1. A propos de la rigidite differentielle

Rappelons l’historique des resultats. Pour fixer les notations, rappelons
que sur une variete M, un flot cpt, associe a un champ X différentiable,
est dit de Anosov s’il existe une decomposition invariante du fibre tangent
aM

et une metrique riemannienne telles que les sous-fibres E - et E + de TM
satisfont aux inegalites suivantes pour tout t positif

ou z~ appartiennent a E * , et a et b sont des constantes positives.
Ces flots ont ete introduits par Anosov pour etendre et abstraire cer-

taines des proprietes dynamiques des flots geodesiques des varietes rieman-
niennes a courbure negative. Sur les varietes compactes, ils sont fortement
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397FLOTS D’ANOSOV

ergodiques. Les distributions stable, E , et instable, E+, sont integrables.
Si le flot est de classe Ck, les feuilles correspondantes sont de classe Ck -1.
En general, les feuilletages sont transversalement tres peu differentiables.
Dans le cas particulier des flots geodesiques des varietes riemanniennes

a courbure negative, de meilleures differentiabilites sont obtenues. Avec
la condition de pincement 1/4 sur la courbure, elles sont de classe C 1.
Pour les surfaces, ces distributions sont toujours de classe C1. On ne peut
faire guere mieux et en particulier, les seuls exemples de classe C~ connus
sont les flots geodesiques sur les espaces localement symetriques de rang 1.
Par ailleurs, Hurder et Katok ([H]-[K]) ont montre que pour les surfaces,
la differentiabilite C~ entraine la differentiabilite Coo.

Ainsi de nombreux auteurs ont ete conduits a penser que des hypotheses
supplementaires devaient rigidifier la situation. Dans le cas des flots geode-
siques sur les varietes riemanniennes, un pas dans cette direction est le

THEOREME (M. Kanai) [Ka]. - Soit M une variété riemannienne fermée
de dimension supérieure ou égale a 3, a courbure sectionnelle negative
pincée 4/9. Si la decomposition { 1 ) associée au flot géodésique est de classe
CCX) alors il existe un difféomorphisme de classe qui conjugue ce flot au
flot géodésique d’une variété a courbure negative constante.

A. Katok et R. Feres ont prouve ce resultat, sans condition de pincement
pour les varietes de dimension 3, et avec la condition optimale de pince-
ment 1 /4 en dimension 4.
Pour les flots d’Anosov generaux, E. Ghys demontre :

THEOREME (E. Ghys [G]). - Soit cpr un flot d’Anosov de classe Coo

orientable, sur une 3-variété fermée M. Si la decomposition { 1 ) est de
classe CCX) et si cpr n’est pas une suspension, alors cpr est equivalent a un
flot algébrique dans le sens suivant : Il existe un difféomorphisme de classe
CCX) de M sur un espace localement homogène S1 (2, R) qui envoie les
orbites de X sur celle du « flot diagonal ».
Dans le cas particulier des flots geodesiques des surfaces a courbure

negative, E. Ghys montre, de plus, que pour que la decomposition ( 1 ) soit
de classe C~, il faut que la metrique soit a courbure negative constante.

1.2. Presentation des resultats

Remarquons que sur une 2 n + 1-variété M, à chaque flot de Anosov
est canoniquement associe une 1-forme A, invariante par le flot, définie
par A(X)= 1 et A (E+ 0 E’)=0. Si la decomposition (1) est de classe Ck,
il en va de meme de A. Si la forme A A dAn est une forme volume, A est
alors dite de contact. II s’agit en quelque sorte du cas oppose des flots
obtenus comme suspension. Si M est compacte, cette forme volume defmit
une mesure de probabilit[ y absolument continue par rapport a la mesure
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398 Y. BENOIST, P. FOULON ET F. LABOURIE

de Lebesgue et invariante par le flot. En appliquant le theoreme ergodique
sous-additif de Osseledec dans ce cas, nous obtenons un ensemble invariant
Q de mesure pleine, tel que pour tout x dans Q il existe une decomposition
invariante,

telle que les limites suivantes existent pour Zt E 

Les s fonctions mesurables yi (x) sont invariantes par le flot, presque
partout constantes, et sont appelées exposants de Liapounov du flot.
Avec ces différentes notations nous sommes maintenant en mesure

d’énoncer le théorème que nous démontrerons dans [B]-[F]-[L].

THÉORÈME. - Soit Pt un flot d’Anosov de classe Ck (k &#x3E;_ 3) sur une
2 n + 1 variété compacte M sans bord dont la forme canonique est de contact.
Si la decomposition d’Osseledec (2) coihcide presque partout avec une décom-
position partout définie et de classe CB alors sur un revêtement fini de M
après une reparamétrisation Ck - 1, le flot est Ck conjugue au flot géodésique
du fibre unitaire d’une variété riemannienne localement symétrique de rang 1.
De plus, dans le cas particulier du flot géodésique d’une variété riemannienne,
nous obtenons une conjugaison sans avoir besoin de reparamétrer.
Dans ce papier, nous démontrerons les résultats intermédiaires suivants :

THÉORÈME 1. - Soit cpt un flot d’Anosov de classe Ck (k &#x3E;_ 3) sur une
2 n + 1 variété compacte M sans bord dont la forme canonique est de contact.
Si la decomposition d’Osseledec (2) coihcide presque partout avec une décom-
position partout définie et de classe CB alors le flot est Ck conjugue a un
flot algébrique produit de la manière suivante. Il existe un groupe G simple
avec un nombre fini de composantes connexes tel que

(1) son algèbre de Lie G contient un élément X semi-simple qui la

gradue en

Les valeurs propres de ad (X) sur la graduation sont respectivement
0, Yi, - Y~~ .

(2) La sous-algèbre de Lie se decompose elle-même en = R X EB H,
H est l’algèbre de Lie d’un sous-groupe H , f ’erme..

(3) De plus, la sous-algèbre G+ de G définie par

clo l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



399FLOTS D’ANOSOV

est une sous-algèbre parabolique maximale.
Le flot de X nous donne alors un flot G-équivariant sur G/H, ainsi G x R

agit sur G/H, l’action de R étant donnée par le flot de X, agissant a droite
sur G.

Notre flot 03C6t sur M est alors conjugue au flot de X sur une variété
compacte ou r est un sous-groupe discret de G X R. Les sous-

espaces Ei s’identifient aux sous-espaces G±i, les y; aux valeurs presque-
sûres des exposants de Liapounov.
Deux remarques maintenant.

(i) Géométriquement, les espaces homogènes obtenus se construisent, à
un revêtement près, de la manière suivante. On considère G un groupe
semi-simple, K son compact maximal et M = G/K l’espace symétrique
associe. Soit u un vecteur unitaire tangent à M dans le coin d’une chambre
de Weyl. On considère maintenant N l’orbite de u pour l’action de G
dans le fibre unitaire de M. Le flot géodésique respecte alors N, si le rang
de G est plus grand que 1, ce flot n’est pas Anosov.

L’orbite Nest feuilleté par des feuilles associées à l’exposant de Liapou-
nov zéro. Ces feuilles sont constitués de la réunion des géodésiques qui
restent à une distance bornée d’une géodésique donnée. Feuilletons ces
feuilles par les sous-variétés orthogonales aux orbites du flot. L’espace des
feuilles de ce nouveau feuilletage est alors, à un revêtement près l’espace
homogène que nous obtenons.

(ii) Remarquons enfin que r agit à la fois à gauche et à droite sur G.
En effet, r est un sous-groupe de G x R, nous obtenons donc une représen-
tation de r dans G qui nous fournit l’action à gauche, et un morphisme
dans R, associe un element du premier groupe d’homologie de la variété,
qui nous fournit l’action à droite. Le théorème suivant nous dit que l’on
peut redresser l’action de r en le faisant agir uniquement à gauche.
Nous obtenons également

THÉORÈME 2. - Avec les mêmes hypotheses que pour le théorème 1 , et si
le flot d’Anosov est orientable, il existe un difféomorphisme Ck conjuguant
les orbites du flot de M avec celles de X sur une variété du type 
obtenue comme précédemment, mais oic r est un sous-groupe discret de G.
A nouveau, les sous-espaces Ei s’identifient aux sous-espaces les yi
sont alors les valeurs presque-sûres des exposants de Liapounov.

Enfin, nous démontrerons un dernier résultat

THÉORÈME 3. - Avec les mêmes hypotheses que celles du théorème 1 , et
si de plus cpr est le flot géodésique d’une variété riemannienne, alors le flot
de M est conjugue (sans reparamétrisation) avec le flot de X sur une variété
du type obtenue comme précédemment.

Vol. 53, n° 4-1990.



400 Y. BENOIST, P. FOULON ET F. LABOURIE

2. UNE PREMIERE STRUCTURE D’ESPACE HOMOGENE

Introduisons une convention : nous indexerons les distributions associées
aux exposants de Liapounov par ces mêmes exposants, ainsi nous noterons
Ex l’espace, éventuellement réduit au vecteur nul, constitué des vecteurs
ayant pour exposant de Liapounov X, X pouvant être négatif ou positif.
Dans certains cas il sera important de préciser si Ex est dans E + ou E-,
c’est à dire si X est positif ou négatif, nous utiliserons alors les conventions
Et = E + i, ou i sera supposé positif.

Notre stratégie va être, comme l’a fait Kanai, d’utiliser le théorème

suivant, ou plutôt d’en adapter la demonstration.

2.1. THÉORÈME ([K-No]). - Soit N une variété simplement connexe,
V une connexion complete telle que VR=O et VT=O et S une famille de
tenseurs parallèles, alors le groupe des transformations affines qui préservent
S est un groupe de Lie qui agit transitivement sur N.

2.2. Une connexion adaptée. - Dès que la decomposition (2) est au

moins C1, nous allons construire une unique connexion sur TM, grace
à la

2.3. PROPOSITION. - Il existe une unique connexion V, invariante par le
flot, qui parallélise la structure géométrique dans le sens suivant,

et telle que pour toute section Zi de Et, Z; de E; nous avons

ou pt denote la projection sur Ei donnée par la decomposition.
Preuve. - I1 ne nous reste plus qu’à définir ~Zi+ Z+j (resp. ~Z-i ZJ ).

Remarquons que l’on obtient aisément de (3) que, si Zk appartient à E;

Des lors par (ii)

Ceci determine uniquement Vzt Z~ et la connexion..
Par construction, cette connexion est invariante par le flot. Si la decom-

position (2) est C3, on peut calculer non seulement sa courbure R, sa
torsion T, mais aussi leurs derivees covariantes VR et VT. Tous ces

tenseurs sont eux aussi invariants par le flot. Nous avons alors

2.4. PROPOSITION. - La courbure et la torsion de V sont parallèles et

vérifient

Annales de I’In.stirul Henri Poincaré - Physique théorique
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Cette proposition decoule immediatement du

2.5. LEMME. - Soit K un tenseur invariant borne a valeurs dans TM
alors, presque partout, si ZI appartient a EY~,

En particulier, si K est différentiable ~ K est nul.
Preuve. - En effet, il existe 0 tel que pour tout réel t

D’ou Fen deduit les inegalites, valables presque partout si les vecteurs
Z~ appartiennent a EYi : v

La premiere relation entraine que K (Z1, ..., Zk) n’a des composantes
que sur les sous-espaces d’exposants de Liapounov inferieurs ou egaux a
Y 1 + ... + Yk et la seconde que sur les espaces dont les exposants sont
superieurs ou egaux a Y + ... + Y k.

Si K est differentiable, considerons le tenseur VK. Remarquons tout
d’abord que par definition de la connexion, VK est invariant par le flot
et VX K est nul.

Soit a nouveau Zi appartenant a EYi alors, d’une part, d’apres ce qui
precede

d’autre part les EYi etant paralleles, nous avons

Nous obtenons donc notre résultat.[]

2.6. COROLLAIRE. - Il existe une structure analytique sur M, telle que
la decomposition (2) et la connexion V soit analytique.

Vol. 53, n° 4-1990.
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Preuve. - En effet, une version preliminaire du theoreme 2.1 (voir [K]-
[No]) nous assure que si la torsion et la courbure d’une connexion sont

paralleles sur une variete M, alors cette variete est munie d’une (G, G/H)-
structure pour un groupe de Lie G et un sous-groupe ferme H. Par

(G, G/H)-structure, nous entendons un atlas a valeurs dans G/H et
dont les changements de cartes soient dans G.
La structure analytique definie par cet atlas verifie alors les conclusions

du corollaire..
Nous allons montrer maintenant que le groupe des transformations

affines de M, le revetement universel de M, qui preserve X, A, dA et la
decomposition agit transitivement. Il nous faudrait pour cela d’après 2.1.
prouver la completude de notre connexion. Nous verrons plus loin qu’il
nous suffit de montrer

2. 7. PROPOSITION. - Les géodésiques tangentes aux distributions stables
et instables sont completes.

Preuve. - Soit g une metrique riemannienne annexe. Utilisons mainte-
nant la structure analytique sur M obtenue dans le corollaire precedent.
Pour cette structure, l’application exponentielle associee a la connexion
est de classe C~. Des lors, par compacite il existe une constante c (g) telle
que si Y est un vecteur tangent a E +, tel que

alors la geodesique dont la condition initiale est Y s’integre pour un temps
superieur ou egal a 1.

Or quand t tend vers - oo, la norme de T cpt (Y) tend vers 0, autrement
dit pour tout Y de E+, il existe t tel que II T cpt (Y) II  c (g). Dès lors, la
geodesique tangente a T cpt (Y) s’intègre pour un temps supérieur à 1. Le
flot etant une transformation affine, nous obtenons le meme resultat pour
Y, d’ou l’on deduit que la geodesique dans la direction de Y est complete.
Le meme raisonnement se reproduit symetriquement pour les geode-

siques tangentes a 
Nous sommes maintenant en mesure de montrer

2 . 8 . PROPOSITION. - Le groupe des transformations affines de M qui
préservent X, A, dA et la decomposition agit transitivement.

Preuve. - II n’est pas inutile de revenir a la demonstration du theo-

reme 2.1 et de l’expliciter dans notre cas.
L’idee est la suivante : soit x un point de M et (Vi, ..., Vn) un repere

de E: et (V_i, ..., V -n) la base duale de E - définie a l’aide de la forme
symplectique dA. Soient egalement et I appartiennent a
{2014 n, ..., 2014 1} U {I? ..., n~ les nombres tels que

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Physique théorique



403FLOTS D’ANOSOV

On considere maintenant le fibre F au dessus de M dont la fibre en
un point y est l’ensemble des reperes (Wi, ..., WJ de E: tels que si

(W _ 1, ..., designe la base duale dans E -, alors

La courbure et la torsion etant paralleles, un isomorphisme entre les
fibres s’obtient grace au transport parallele. Ce fibre est bien sur muni
d’une connexion qui en fait un fibre principal dont le groupe structural
est le groupe H, inclus dans le groupe lineaire de Tx M préservant les
tenseurs R et T. Une base de l’algèbre de Lie de H nous fournit en tout
point de F une base de l’espace tangent a la fibre. Une base canonique de
l’espace horizontal identifié a TM s’obtient en considérant, le vecteur X,
sur E + le repere determine par le point de F en lequel nous sommes (qui
est, rappelons-le, un repere de E +), et sur E - la base duale pour dA.
La parallelitude de la courbure et de la torsion, entrainent que ces

champs de vecteurs ont des crochets constants. Par ailleurs, d’apres notre
proposition précédente, ces champs de vecteurs sont complets. Il est clas-
sique de montrer que ces champs de vecteurs proviennent de l’action
d’un groupe de Lie G agissant transitivement sur F, M s’identifiant alors

3. LE GROUPE DES TRANSFORMATIONS AFFINES

Soit M le revetement universel de M, muni de la connexion induite, et G
le groupe des transformations affines de M qui preservent notre structure
geometrique. Soit egalement H, le sous-groupe d’isotropie d’un point x.
Nous avons vu en 2.8 que G est transitif sur M.

Decrivons tout d’abord les algèbres de lie 15 de G et 3k de H. Un
élément h de ~ est une transformation Iinéaire infmitesimale de contact
qui preserve la decomposition (2) mais aussi la courbure et la torsion. Par
construction pour tout Y et Z de Tx M, Foperateur R (Y, Z) appartient

Comme M = G/H, l’algèbre de Lie ~ s’identifie a Tx M. Si Z et Y
appartiennent a Tx M et h a 38 les relations de crochets de l’algèbre de
lie 4i sont donnees par :

Nous obtenons alors immediatement la

Vol. 53, n° 4-1990.
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3 1. PROPOSITION. - Si on note G0 = H EÐ R X et Gi = Ei, l’algèbre de
Lie G est graduée en,
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De appartient a ~ et nous avons L Ii. = yi . Id. Le
centre de G es t engendré par L - X. 

’

Nous allons montrer tout d’abord que G est reductif. Pour cela, les
outils developpes dans le paragraphe suivant nous seront utiles.

3.2. Formes de courbure. - Soit F un sous-fibre parallèle du fibre

tangent a M et A le fibre (de rang 1) des formes volumes sur F. Ce dernier
fibre est naturellement muni d’une connexion induite de V et soit alors Q
la 2-forme de courbure de ce fibre. Cette forme est, bien sur, invariante
par le flot et verifie

Soit alors B, Foperateur defini par

Nous allons montrer la

3. 3. PROPOSITION. - L’opérateur B est nilpotent.
Nous pouvons toujours supposer que F est orientable, eventuellement

en prenant un revetement a 2 feuillets de M. Soit alors o une section
jamais nulle de A, la forme de courbure est la differentielle de la forme 03B2
définie par

Nous avons alors

3 . 4. LEMME. - La forme 03B2 a une valeur moyenne temporelle presque
surement nulle : pour presque tout m dans M : 

’

Preuve. - Remarquons tout d’abord que F etant parallele, il est inva-

riant par le flot et se decompose en

En effet, soit V un vecteur de F. Transportons-le par le flot, il s’ecrit

Le fibre F etant parallele, nous en deduisons que Vx V, ~x~xV,
Vx ... VXV appartiennent egalement a F. Des lors par definition de la
connexion, pour tout p

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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Ceci entraine que les Vi appartiennent a F et notre decomposition ( 1 ).
Notons maintenant s la quantite E dim (Fi) . i.
Soit A (t) le determinant (calcule grace a notre choix de o) du transport

parallele restreint a F sur un temps t le long des orbites. D’apres la
construction de la connexion,

Par ailleurs, la fonction 03B2 (X) est égale la dérivée logarithmique du
determinant A (t) du transport parallele par le flot restreint a F. Nous
obtenons donc

On conclut en utilisant le fait que presque partout

La proposition 3.3 est alors une consequence immediate du

3 . 5. LEMME. - Pour tout p, 1 _ p _ n, nous avons : QP n = o.

Preuve. - Par ergodicite, Q etant invariante par le flot, il existe des
constantes cp telles que

Or maintenant, par. integration par partie, il vient

., IV.I

Cette dernière quantité est nulle d’après le lemme precedent et Ie théo-
rème de Birkhoff. Ceci entraine que cp est nulle et donc notre lemme..

3 . 6. L’algebre de lie G est réductive. - Montrons donc

3 . 7. PROPOSITION. - L’algebre de lie tj n’admet pas d’idéal nilpotent non
trivial autre que son centre ~.

Preuve. - Soit I un idéal de 4i: Sous l’action de X, il se decompose
suivant la graduation

Montrons tout d’abord que pour tout i non nul Ii est reduit a 0. Si Z
est dans Ii et Y dans E _ ~, [Z, Y] appartient a Io. L’idéal I etant nilpotent,
l’adjoint de ce crochet est de trace nulle sur tout sous-espace stable par

Vol. 53, n° 4-1990.
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Io. En particulier

Or

Nous obtenons donc, en notant ~2i la forme de courbure associee au
sous-fibre Ei et ni le rang de ce fibre que

Soit alors Bi Foperatcur associe a Cet operateur invariant par le flot
envoie donc E~ dans lui meme (cf. 2.5). Puisqu’il est nilpotent d’apres
3 . 3, ni i. Id - Bi est inversible, d’ou l’on deduit que Z est nul. régalité (1)
etant vraie pour tout Y de E _ ;.
Des lors I est inclus dans ~o. Soit donc Z un element non n ul de I,

il se decompose alors en Y + h, ou Y appartient au centre et h a ~.
Maintenant, I etant un ideal, [Z, V] est nul pour tout V de Tx M et en
particulier h (V) (el 3 . 3) est nul. Ce dernier point entraine que h est nul
et notre résultat. []

4. PREUVE DU THEOREME 1

Montrons tout d’abord

4.1. LEMME. - Pour tout sous-fibré vectoriel parallèle F du fibre tangent
a M, la 2-forme de courbure, Q, du fibre des formes volumes sur F (voir 3 . 2)
est nulle.

Preuve. - Cette forme est invariante par toutes les transformations
affines et par consequent, 1’operateur associe B commute avec L’alge-
bre G etant reductive, on peut trouver une sous-algebre de Cartan 11 qui
contient X. En raison de la graduation 11 est incluse dans ~o. On montre
ensuite aisement qu’un operateur lineaire nilpotent qui commute avec tout
élément de 11 est necessairement nul..

4.2. Construction d’un sous-groupe G. - Nous pouvons donc montrer

une premiere partie de notre theoreme. Le lemme precedent entraine qu’il
existe une forme volume o sur E+, définie sur M et parallele. Cette forme
volume nous permet de definir un homomorphisme T de G dans R donne
par, en notant h l’entropie métrique (h = Li dim Ei

Remarquons que si nous notons p le morphisme d’holonomie du 7tl (M)
dans G, l’homomorphisme p est l’holonomie de la connexion V

sur A + .
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Le théorème 2.1 nous assure ensuite que le sous-groupe ~(0) de
G qui preserve co est transitif. Enfin, remarquons maintenant que 6 est
isomorphe a G x R. L’isomorphisme etant donne par

En effet, ’t = t. Enfin, l’algèbre de Lie G de G est bien sur G],
ce qui montre que G est semi-simple. Soit H = fi m G et Jf son algebre
de Lie. Pour obtenir la graduation sur ~, il nous faut montrer que X

appartient a ~ et nous aurons notre graduation en prenant

Ce dernier point est essentiellement une trivialite. Notons gt le diffeomor-
phisme de M donne par exp (t X). Par construction, la differentielle Te gt
de gt calculee sur la classe e de 1’element neutre est le transport parallele
pendant un temps t le long de l’orbite du flot. Des lors co etant parallele,
nous avons

Autrement dit, gt appartient à G.
Avant de continuer, remarquons la

4. 3. PROPOSITION. - Soit F un sous-fibré de TM invariant par G, alors
pour tout élément h de H nous avons

Preuve. - En effet, ce sous-fibre F est parallele et invariant sous l’action
Par projection, nous obtenons ainsi un sous-fibre de TM

parallele.
D’apres le lemme 4.1, le fibre des formes volumes sur F est plat. En

particulier, choisissons coo une forme volume sur F définie sur M et

parallele, elle nous permet donc de definir un homomorphisme Ö de G
dans R associant a un element g de G le nombre Ö (g) defini par

Or tout homomorphisme d’un groupe semi-simple dans R est trivial.
En particulier G preserve (Do, ce qui entraine notre proposition..
4 . 4. II nous reste simplement a montrer que la sous-algebre de Lie cg+
definie par

est une sous-algebre parabolique maximale.
L’élément X etant hyperbolique (c’est-a-dire que son spectre est reel),

on peut trouver une decomposition de Cartan
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ou K est la sous-algebre de Lie d’un compact maximal et ~ contient X.
Soit egalement j~ un sous-espace de Cartan de ~ contenant X. On
considere E le systeme de racines restreintes associees a j~ et n une base
de ce systeme. A nouveau, on peut toujours supposer que, pour tout a
appartenant a n, a (X) est positif ou nul.
On considere alors

Par definition, ~ + est parabolique maximale si le cardinal de est 1.
On considere egalement

Par construction, la dimension de d+ est le cardinal de n+. Une autre
maniere de decrire d + est de dire que c’est la partie hyperbolique (i. e. les
elements dont le spectre est reel) du centre de ~o.

Soit donc Y un element hyperbolique du centre de ~o. Nous voulons
montrer qu’il est colineaire a X. Soit donc h la projection de Y sur Jf
parallèlement a X, il est clair que h appartient a j~B

Supposons que h est non nul et soit V un sous-espace propre de ad (h)
associe a une valeur propre X non nulle.

L’element h appartenant au centre de ~o, nous en deduisons que [V, ~o]
est inclus dans V. Ceci entraine que V definit un sous-fibre F de TM dans
M invariant par le groupe G et le flot. Maintenant, nous deduisons de la
proposition 4.3 que trace (h IF) est nulle. Or cette trace vaut X , dim (V).
Nous obtenons ainsi notre contradiction.

5. PREUVE DU THEOREME 2

Soit donc 03C9+ une forme volume sur E + definie sur M. Soit egalement
la 1-forme de connexion associee comme en 3 . 3 par

Nous avons maintenant besoin d’un lemme

5 . 1. LEMME. - Soit ø + la forme de connexion, associée § û) +, du fibré
A + des formes volumes sur E 

+ 
et h l’entropie. Il existe alors une I-forme a.

cohomologue + , telle que 1 + u (X) &#x3E; s &#x3E; o.
h

Preuve. - Par définition de la forme de connexion nous avons, pour
tout m, d’après (*) de 3 .4.
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Or, pour un flot d’Anosov et pour tout t positif

pour des constantes c et d positives. Des lors, pour un to (et negatif...)
bien determine nous avons

Nous obtenons notre resultat en prenant

Par ailleurs remarquons la

5.2. PROPOSITION. - La I-forme a du lemme precedent représente en
cohomologie de De Rham, l’homomorphisme - 03C4°03C1 (voir 4 . 2) du x (M)
dans R.

Preuve. - Nous avons deja remarque que h . T O p du xi (M) dans R
etait l’homomorphisme d’holonomie du fibre A + . La proposition decoule
alors simplement du fait que l’homomorphisme d’holonomie sur un fibre
en droites plat est représenté en cohomologie de De Rham par l’oppose
de la 1-forme de connexion..

5.3. Nous pouvons maintenant demontrer notre theoreme. Notons

P=(Pl’ r) la representation du dans G=Gx R. Notons enfin f, la
fonction, definie sur M = G/H, dont la différentielle est a, et qui vaut 0
sur la classe de 1’element neutre.
Nous allons construire un difféomorphisme 03C8 de G/H dans lui-meme,

preservant les orbites du flot et verifiant pour tout y de 1tl (M),

Dans cette formule, nous considérons p (y) et pi(y) comme des difféo-
morphismes de M.
Ce diffeomorphisme est donne par la formule explicite suivante

Il est clair que 0/ preserve les orbites du flot. Il nous reste donc a
montrer

(i) L’application Bf1 et un difféomorphisme.
(ii) Elle verifie bien 1’equation de commutation (*).
Ceci entraine notre resultat de la manière suivante : tout d’abord pi (y)

agit proprement discontinuement sans point fixe sur G/H a cause de
la relation de conjugaison (*) et puisque B)/ est un difféomorphisme. Ensuite
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B)/, toujours a cause de (*), passe au quotient et nous fournit un

diffeomorphisme preservant les orbites entre et

p (03C01
5 . 4. Montrons (i). - Nous nous intéresserons tout d’abord à la différen-
tielle de B(/. D’apres notre formule nous obtenons

Par construction df vaut a, et le lemme 5.1 nous assure que df (X) est
different de - 1, c’est-a-dire que est injective.
Nous allons demontrer maintenant que B(1 est une bijection, soit donc y

un point de M, nous cherchons z tel que

Necessairement nous avons

Nous cherchons donc en fait to tel que

Considerons donc la fonction g de R dans R donnee par

D’après le lemme 5.1, dg est supérieur a ~ strictement positif. Enp ~ 

dt 
p p

particulier, g est une bijection, ce qui entraine 1’existence et 1’unicite de to
verifiant (1).

5. 5. Montrons maintenant (ii). - Il nous faut donc verifier, pour tout y
de 03C01 (M), la relation

Il s’agit d’une suite d’identifications triviales que nous allons expliciter.
Nous voulons donc montrer

Or d’après 4. 2.

En remplaçant dans (2) et en utilisant le fait que les elements de G
commutent avec le flot, notre relation se reduit a

Or maintenant, si C est une courbe reliant z a p (y) (z), nous avons
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et d’apres la proposition 5.2, nous avons

Ceci montre donc (3) et, par la, notre relation de commutation (*).

6. PREUVE DU THEOREME 3

Il nous faut en fait demontrer que la representation T definie precedem-
ment est triviale. Pour cela, nous utiliserons la propriete suivante triviale
des fibres unitaires U (M) des varietes riemaniennes M :

Si 03C3 est l’antipodie de U (M) qui associe a un vecteur unitaire son
oppose, alors o conjugue le flot geodesique en son oppose. En particulier,
elle preserve la connexion. Par ailleurs, elle est diffeotope a Fidentite.

Maintenant, soit 03C9+ une forme volume sur E +, et fl+ la 1-forme de
connexion du fibre A + des formes volumes de E + definie par

Comme nous l’avons deja remarque, cette 1-forme P~ est fermee et

représente en cohomologie de De Rham l’homomorphisme - t. Si nous
etions partis d’une forme volume sur E’, nous aurions obtenu une 1-
forme de connexion du fibre ^- des formes volumes sur E - representant
en cohomologie de De Rham l’homomorphisme t. En effet, A + Q9 A - est
le fibre des formes volumes sur E + Q)E’, dont l’holonomie est triviale,
puisque que la forme volume deduite de dA est parallele.

Considerons maintenant 03C3* (0 + . C’est une forme volume sur E’. Comme
cr preserve la connexion, la 1-forme de connexion associee est a * ~3 + qui,
comme nous venons de le remarquer, représente T.
Or o etant difféotope a l’identité, 03B2 + et «* fl+ sont égaux cohomologi-

quement. Ceci montre que T est trivial.
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