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Faculté des Sciences de Paris).

SOMMAIRE. — Les hamiltoniens pour certains modéles simples de champs
quantifiés sont examinés, et la nature des termes singuliers du couplage
est clarifiée. En outre, le rapport entre la localité et 1’existence d’un lagran-
gien et d’un hamiltonien est discuté en mettant 4 nouveau 1’accent sur des

mod¢les simples.

ABSTRACT. — The hamiltonians for certain simple models of quantized
fields are examined, and the nature of singular interaction terms is clarified.
Furthermore, a connection between locality and the existence of a lagran-
gian and of a hamiltonian is discussed, with emphasis again on simple
models.

1. INTRODUCTION

Dans cette note nous montrons deux aspects de I’hamiltonien en théorie
quantique des champs. Ces aspects élémentaires sont fondamentaux, mais
semblent &tre peu appréciés.

Premiérement, si 1’on fait I’hypothése de la complétude asymptotique,
I’évolution temporelle d’un champ conventionnel doitétre décrite par I’hamil-

(*) Laboratoire associé au C. N. R. S.
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tonien usuel, ou libre, dans I’espace de Fock. Cela entraine une compensa-
tion entre termes singuliers dans les hamiltoniens totaux. On peut clarifier
ainsi le comportement de certains modéles, auxquels les techniques récentes
de renormalisation, dues 3 Glimm [/], ne sont pas applicables. D’ailleurs, la
série de Gell-Mann et Low méne a des problémes connexes.

Deuxiémement, il existe un rapport assez étroit entre la localité et 1’exis-
tence d’un lagrangien ou d’un hamiltonien. En effet, cette connexion est
liée a la structure canonique, qui est un des ingrédients principaux de la
théorie des champs, mais qui a peu retenu l’attention précédemment. Ce
n’est pas surprenant. En fait, les questions analogues pour les systémes plus
simples (sauf pour 1’étude des systémes dynamiques, qui est devenue assez
spécialisée) ont également suscité peu d’intérét.

Dans cette note, nous employons des modeles explicitement résolus pour
illustrer ces aspects. Il s’agit de certains mod¢les relativistes dans 1’espace-
temps a deux dimensions, et d’un mode¢le semi-statique a quatre dimensions.
Ces modeles ont une structure beaucoup plus simple que celle des modeles
étudiés a présent [I] [2], et ils ont une dynamique triviale. Ils ont néanmoins
enrichi la théorie des champs.

En outre, notre discussion nous meéne a proposer (dans I’appendice) une
variante aux méthodes récentes de [2].

Les modeéles que nous examinons le plus en détail sont (1) celui de Bloch
et Nordsieck; (2) celui de la transformation de jauge appliquée aux spineurs
libres; nous ’appelons le modéle de jauge; et (3) le modele de Federbush.
Pour cause de simplicité, nous supposons que les champs ont des masses
strictement positives. Les modeles de spineurs sans masse [3], bien qu’ils
soient a certains égards trés intéressants, semblent offrir peu d’intérét
supplémentaire.

Quant aux modeles, il semble possible de donner des formulations pré-
cises et des preuves completes pour €tayer nos affirmations. Cependant,
nous ne tentons pas de le faire. Afin de fournir un contexte plus général pour
nos exemples, nous comptons sur les résultats formels et sur les analogies.

Nous faisons maintenant une bréve revue des trois modéles. La forme du
modéle de Bloch et Nordsieck qui nous convient correspond au couplage

Line ~ eo¥*oy, a.n

ol Y est un champ statique, et ¢ un champ scalaire et relativiste, voir [4].
Les équations de champs peuvent s’écrire dans la forme finie (d’aprés [5]),

(@, — my(x) = — e lim,o { [p(x + &) — FieW(x) }, (1.20)
(O = 1)e(x) = o lim,.q [Y*(x + e (x)/F,(e)], (1.2b)
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ou ¢ est du genre espace (s < 0), et les fonctions F; sont singuliéres a
¢ = 0. Ces termes de couplage, et les autres produits, seront écrits aussi

sous la forme

(@W)rens  (V*P)ren- 1.3)

Ces équations admettent la solution suivante (qui est, en effet, la solution
F-ordonnée de [4]),

Yt, X) = : %% : (2, X)e™ OE"DUDY Oy ) (1.4a)
o(t, x) = 99 (1, X) — e,®(x), (1.4b)
ou
Qt, x) = f t+ drp® (7, x) + J : ‘ drp® 7 )(z, x), (1.4¢)
t+io —io
300 = 1 [y S o . (1.4d)
4z |x—y]|

Ici, Y@ et ¢ sont les champs libres correspondants a ¥ et ¢ [i. e., obtenus
en faisant e, = O dans les équations (1.2)]et ¢®**) estla partie création de
»©. Dans ce modele, y(? est de la forme y(x)e™ ™, et ainsi, ni Y@*y®

ni @ ne dépendent de .
Le modele de jauge [3] [6] correspond au couplage
Lint ~ ig(30)¥, 1.5

avec un nombre quelconque de dimensions. La solution renormalisée est

la suivante,
Y = :exp (igp®) : Y@, @ = 0O, 1.6)

et y vérifie une équation analogue a (1.2a).
Le modéle de Federbush [6] [7] correspond au couplage

Line ~ idjguko" ~ idj1,€"%5,, @7
ol j, et k; sont les courants et les pseudo-courants des champs spinoriels ¥/,

avec les masses m,. Soit k{” le pseudo-courant pour ¥{%, et soit g, le

champ vérifiant
2,0, = k. (1.8)

N
La solution du modéle prend alors la forme

Yy =: e : '/’(10), Y, = 53“0‘ : '/150)- 1.9
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Le symbole : : dénote la soustraction de valeurs moyennes successives du
vide, dans un développement en série.
L’intérét de ce modéle réside partiellement dans le fait que o, est un champ

local, mais qui n’est pas local relativement 4 . C’est-a-dire, en général

[o:(x), ¥i”M]#0  pour  (x—p)*<O0. (1.10)

En terminant cette introduction, 1’auteur voudrait remercier le Pro-
fesseur K. Hepp pour une discussion, et le Laboratoire de Physique Théo-
rique pour son hospitalité.

2. STRUCTURE DES HAMILTONIENS

Considérons un champ ¢ en interaction, pour une théorie vérifiant la
complétude asymptotique (i. e., & = J,,). Les conditions usuelles sur ¢
meénent au développement [9]

0

N s s
o(x) = pO(x) + Zm fd Hy YK, K,
n=2
r(x — Y1y s X — yn) : 90(0)0)1) s q)(o’(yn) 5 (21)

ou s est le nombre de dimensions spatiales. Pour un tel champ ¢, ’évolu-
tion temporelle est déterminée par I’hamiltonien libre, ici H® = H©(p?),
En fait, la relation

o(t, x) = exp (itH®)p(0, x) exp (— irtH?) 2.2

dérive de la relation correspondante pour ¢(©.
On peut établir cette conclusion indépendamment pour les modéles de

jauge et de Federbush pour lesquels on a, respectivement,
Hol, @) = HOW©, ), (2.30)
Huo(Vs, ¥2) = HOYP, v9). (2.3b)

Ici, les  représentent les paires (i, V).

Il pourrait &tre instructif de regarder 1’équation (2.3a) plus en détail.
Les produits tels que Y0, doivent étre définis comme dans les équa-
tions (1.2). En fait, on peut trouver facilement une fonction F(z), singuliére
a z = 0, et telle que, pour (x — y)® < 0,

:exp (ig0?) : (x) : exp (— igp?) : M/F((x — »?)>1  (2.4)
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quand x — y. Ainsi, en introduisant le facteur F, on obtient une loi de
compensation pour des exponentielles Wick-ordonnées. L’équation (2.3a)
résulte du calcul suivant pour les densités d’énergie,

TQW) + T ~ L@/ — LOWY) + [(dL/dp)p — L]
= [Py + my + ighy° oy — igh(50)en
= €% : 0 Y@ + M), = THW). 2.5

Pour le modele de Bloch et Nordsieck, le facteur e*3'® dans ¢ détruit la
validit¢ de la condition asymptotique, qui est nécessaire pour I’équa-
tion (2.1). Alors, au lieu d’une équation de type (2.3), nous obtenons

Htot(W: (P) = H(O)(‘/’(O)s (p(O)) - Aa (26(1)
ou

2
A= ;—;’t fd3Xd3y = ] l/,(0)=o=(x)l/1(0)*(y)w(0)(}’,)//(0)()‘) (2.6b)

Les observations précédentes peuvent Etre reliées aux méthodes de renor-
malisation de Glimm [/]. Pour précision, nous faisons la comparaison avec
la théorie Y,, le couplage de Yukawa a deux dimensions.

Dans [I], on commence avec les champs libres au temps ¢ = 0, et ’on
cherche une transformée d’habillement T telle que

HL(®, ¢©)T ~ THOW, ¢, @7

ou HE, comprend le cut-off spatial spécifié par la fonction A, ainsi que les

contre-termes. On espére alors que H”, maintiendra la localité et que nous
pourrons retirer le cut-off, comme dans [2]. On obtiendrait ainsi (par la
construction I'HS) les champs en interaction, qui devraient avoir les pro-
priétés attendues. En particulier, nous devrions trouver

Htot(w9 ¢) = H(O)(‘//in’ (pin)' (28)

Une telle méthode laisse les champs libres ¥;,, @;, €t Y@, ¢'® totalement
indépendants. Cependant, on peut essayer de modifier la procédure par
I’introduction des champs en interaction,

T~ WYOT = y* T-1pOT = ¢, (2.9a)
et alors
HAL(WF, o) ~ HOW®, o). (2.9b)
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En principe, il doit &tre possible de retirer le cut-off ici, sans abandonner
I’espace de Fock original. Voir I’exemple dans ’appendice.
Pour le modgé¢le de jauge, la transformée T doit Etre telle que

T WYOT =y =@ %1, T 1OT = 9@,  (2.10)

sur un domaine commode. Formellement, cette transformée aurait des
singularités plus fortes que T pour Y,. Cependant, il semble raisonnable
que, pour les autres théories avec Z, = 0, certaines des singularités de T
correspondent a celles induites par (2.10).

Il y a encore un aspect des hamiltoniens d’interaction que nous devons
noter. Les trois modéles ont des développements en série convergents.
De tels développements sont donnés (au moins formellement) par la série
de Gell-Mann et Low [9]. Pour le cas d’un champ ¢, on a

(). - <o(x,))+>o—z( B (+1y, oty
<(<p‘°’(x1). 0O H() - HOW)+ Do (211)

ou gHy(») est la densité dont ’intégrale spatiale donne Hi,(¢'?), et T indique
les fonctions tronquées. En général, gH; comprend des contre-termes

d’ordre g% ou plus élevé,
gH, = gH? + g°C. (2.12)

Or, une intégrale de HY n’est pas un opérateur pour les trois modéles. Le
terme (fini) d’ordre g d’une valeur moyenne doit pouvoir s’identifier, cepen-
dant, avec I’intégrale correspondante d’un tel développement.

La solution de ce paradoxe dépend du fait que pour ces modéles (et aussi
pour certains autres), on doit poser

fd‘“yH?(y) =0. (2.13)
En fait, pour le modéle de jauge, I’intégration par parties donne
fdzy WO OW @~ — fd2y¢(°’a‘j£°) = 0. (2.14)

Nous avons négligé les termes a I’infini. Strictement parlant, ceci n’est pas
justifié, car e. g.

AG®) = fdy‘ © ;GO ; @.15)
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n’est pas un opérateur bien défini, cf. [I]. Alors, la limite quand y° — + o
n’a pas de sens. Ce fait montre le caractére formel du développement (2.11).
Pour le modé¢le de Federbush, on trouve, de la méme maniére,

[riien ~ = [atyo0 = (2.16)
et pour celui de Bloch et Nordsieck,
f Ay Ore YO ~ — f dy@ (YO =0.  (217)

Considérons maintenant, a titre d’exemple, la fonction de vertex pour le
modele de jauge, a 1’ordre g. Supposons que x§ > x3 > xJ. Alors

(FEDOGI(x3) Y = — ig f Py { FO0) 00 xs)
X : FOGEOW : (1), Yo + OE?). (2.18)

En employant les régles standards pour les produits chronologiques et ceux
de Wick [10], on peut ramener la derniére intégrale a

—i J' PyS(x; — ¥) [0, — PISCxs — ). 2.19)
Nous utilisons maintenant
S°(x) = 8(x°)S(x) + SH(x), (2.20a)

et suivant la discussion précédente, nous intégrons par parties. Vu la conser-
vation du courant, les contributions ne viennent que si § agit sur 6. Dans

Ce cas
[36(x°)IS(x) = i3(x), (2.205)

et le résultat final est en accord avec la solution (1.6).

3. LA LOCALITE ET LE LAGRANGIEN

Dans la théorie quantique des champs, la localité dépend surtout de la
validité des relations canoniques de commutation (ou d’anticommutation).
Dans la mécanique classique, il résulte de 1’invariance du crochet de Poisson
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que le mouvement est décrit par un hamiltonien, ou par un lagrangien, au
moins localemnt [11 (prop. 16.4)] [12].

Pour la mécanique quantique, un résultat analogue n’a été obtenu que
récemment (et partiellement) par Segal [/3]. Son lemme 1.2 énonce, en
particulier, ce qui suit. Choisissons un temps ¢ = t,, et les variables cano-
niques g;, p; ou 1 < j < n, vérifiant

[pj’ qk]to = i—léjk: aUSSi (d/dt) [pj’ qk] |t=to = 0’ etc. (31)

On suppose par ailleurs les équations de mouvement,

q.j =f{q1s -+ -5 Pa)s I;j =g{q1s -5 Pa)s (3.2)

ou les f; et les g; sont des polyndmes. Alors il existe un polynéme H(g;, . .. p,)
tel que

g;=1iH, q, p;=ilH, p,l. (3.3)

L’étude de la structure canonique en théorie classique des champs n’a
pas encore permis, semble-t-il, d’obtenir de tels résultats concrets. Nous
citons deux travaux [/4] [15] pour référence.

Dans le cas de la théorie quantique des champs, on peut étudier un rap-
port entre la localité et 1’existence d’un lagrangien sur des exemples. Nous
présentons ainsi trois systémes d’équations de champs :

(@ =udes =2: 05, (3.49)
(O - u3)p, = 0; (3.4b)
; ® + mry = iAMKk2,Y"¥1rens (3.50)
(3 + my, =0; (3.5b)
L@, —my=—ey:0y:, (3.6a)
5 (- e =0. (3.6b)

(Les équations pour les i et y* restent analogues 2 celles pour i.) La non-
localité des deux premiers systémes est en effet connue depuis quelques
années. Cependant, apparemment, personne n’avait fait I’hypothése qu’elle
est liée a la non-existence d’un lagrangien.

Pour le systeme (3.4), la non-localité fut établie dans [16] [17]. En ce qui
concerne (3.5), la non-localité est induite par celle de [6,, ¥5], cf. I'inéga-
lité (1.10), et si

Y, =1emy Vo =y, (3.7
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alors [Yy, ¥,]+ est également non local. Dans le cas de (3.6), le commuta-
teur [Jdt(p“’), go(°)] n’est pas local. Pour la solution

Y= e Y@ 9 =@, 3.9)
voir I’équation (1.4c), et pour un temps fixé ¢, on trouve alors
[(x), p(y)] = eo(dn | x — y | )™ Te 1>V ly(x). (3.9

La deuxiéme équation de chaque systéme ci-dessus est celle du champ
libre. Ce choix fut fait pour qu’on puisse étudier, ou méme résoudre, le
systéme. Il est possible de montrer, assez généralement mais dans le cadre
des séries formelles, que I’existence d’un lagrangien découle de la localité [18].

Les solutions précédentes, et aussi la solution suivante du systéme (3.4),

@1 =0 —gA% 10", 9, = 0, (3.10)
vérifient (parait-il) la condition asymptotique. Pour ces solutions, I’évolution
temporelle est celle qu’on obtient avec I’hamiltonien libre H®., Nous voyons
ici des exemples ou les hamiltoniens existent mais les lagrangiens n’existent
pas. Cependant, les hamiltoniens expriment surtout 1’invariance des sys-
témes par translation temporelle, et ne sont plus une partie de la structure
canonique.

On peut aussi bien construire d’autres solutions, e. g. en faisant I’hypo-
thése des champs libres au temps ¢ = 0. Pour le systéme (3.5), on trouve

alors
V2, Xx) = : ™ l:X) =20 201 . 00z 5y, (3.11)

Cette solution est bilocale et en général, [/, ¢‘®] # 0 pour les temps égaux.

I1 est facile a démontrer la non-localité directement. D’ailleurs, pour
t = 0, on peut réduire le probléme a celui d’un nombre fini de degrés de
la liberté, en considérant des valeurs moyennes particuliéres (comme
{0 @(fD) | f2)). 1l résulte alors des équations (3.1-3), que I’évolution
temporelle ne laisse pas invariantes les relations canoniques. (Cet argument
est donné plus haut pour les cas de commutateurs. Mais on peut supposer
ici que ¥ est un champ de bosons plutdt que de fermions. Ou bien, les
résultats de [13] doivent s’étendre aux systémes mixtes des commutateurs et
anticommutateurs.)

11 serait souhaitable d’étendre les résultats de [13] aux cas plus généraux
en théorie des champs, et ainsi, de fournir un cadre pour les exemples
particuliers décrits plus haut. Cela ne semble pas facile.
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APPENDICE

Dans cet appendice, nous voudrions développer un peu une remarque de la section 2,
concernant la possibilité de retirer le cut-off spatial d’interaction dans le cadre de I’espace
de Fock. En soi, ce changement ne résoudra pas les problémes restants, ni ne simplifiera
nécessairement les solutions déja connues.

Nous allons discuter le couplage A¢? 3 deux dimensions, plutét que Y,. Pour celui-1a,
nous pouvons nous appuyer sur 1’analyse extensive de [2].

Soit g une fonction donnant le cut-off spatial pour 1’interaction. Alors, il existe un vec-

teur fondamental c{;og pour H, , définissant un état d’une C*-algébre commode de Weyl,

wg(At) = <4'og’ At‘{’og ’s (A.1a)

ou e. g
A, = exp [i9(£,)] exp [i2(f)): (A.15)

et les fonctions f} sont définies sur R!. Puisque bog € oo 1 Teprésentation déterminée
par o, de cette C*-algébre est équivalente a la représentation standard.
Soit Ug un opérateur unitaire donnant cette équivalence. Posons
¢® = U;Iq,(O)Ug, (A.2a)
et alors

(exp [ig2(NDy,, = exp €@ g (A2)

¥ gtant le vide.
En outre, ¢og appartient au domaine invariant Dg, auquel on peut appliquer les poly-

ndmes en q>(°) avec les fonctions d’essai sur R2, et dans ¥. (Voir [2], 2¢ papier, sec. 3.2;
I’argument y est donné pour le champ ¢, qui y est introduit, mais il s’applique aussi bien

a ¢©.) 1l en résulte que
U; 99 h,) . . .0t )y, = e@We®(n). . .o@(n,)¥®, (A3)

pour h, k. € ¥. En restreignant 4, ..., h, dans I’espace d’impulsion, et par un choix
commode d’un polyndme P, on peut s’assurer que

P{e®h, ..., b} ¥O A.9)

est un vecteur de n particules, avec les fonctions d’onde dans ¥. Les combinaisons
linéaires finies de tels vecteurs donnent le domaine standard D,, et il s’ensuit que

D, = D(s®(n)). (A.5)

On peut ainsi construire, pour q(g), un développement analogue a (2.1).
Or, nous pouvons choisir une suite {gm} des fonctions de cut-off, telle que la suite
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d’états { ©, } soit convergente. On espére alors que les coefficients des développements
m

des o® convergent de méme (pour un bon choix de phases des Ug). Mais cette hypothése

dépasse de beaucoup les résultats de [2].

On doit ajouter que 1’unitaire Ug n’est pas nécessairement une transformée d’habille-
ment, bien qu’il y ait des analogies. Il semble (voir e. g. [/9]) que I’existence d’une telle
transformée n’a pas encore été établie méme pour des couplages aussi faiblement singu-
liers que A¢? a deux dimensions s’ils ménent a la polarisation du vide. [On note
que T introduit dans (2.7) ne donne pas une égalité rigoureuse.]
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