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Sur Pétablissement des équations
de I’hydrodynamique
des fluides relativistes dissipatifs

I. — L’équation de Boltzmann relativiste

par

C. MARLE
Laboratoire de Physique mathématique, Collége de France.

REsuME. — Nous étudions dans cet article la description d’un gaz rela-
tiviste par des fonctions de distribution des impulsions des particules
qui le constituent (une pour chaque espéce de particules). Ces fonctions
sont solution d’équations de Boltzmann relativistes, dont nous rappelons
les principales propriétés. Certains points nouveaux en relativité, mais
généralisant de fagon naturelle des propriétés connues de 1’équation de
Boltzmann non relativiste, sont exposés de fagon détaillée. Ce sont notam-
ment les suivants :

— Pour que la fonction de distribution tende, a 1’équilibre thermodyna-
mique, vers la fonction de distribution de Maxwell, il suffit que la proba-
bilité d’interaction entre deux particules soit non nulle dans des voisinages
de deux points quelconques distincts de son domaine de définition. Il
est inutile de supposer cette probabilité partout non nulle.

— Si le gaz comporte plusieurs sortes de particules susceptibles d’inter-
action entrainant la fusion ou la fission de particules, une constante 7
doit étre introduite dans les équations de Boltzmann. Le théoréme H de
Boltzmann et la formule classique de Sakur-Tétrode permettent de déter-
miner cette constante :

-
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— Grice a ’introduction des phénoménes d’émission stimulée et d’effet
Raman stimulé, la fonction de distribution des photons est bien, a I’équi-
libre thermodynamique, en accord avec la formule de Planck.

— On peut formuler des équations (équations de Krook relativistes)
ayant toutes les propriétés essentielles des équations de Boltzmann relati-
vistes, mais plus simples que ces derniéres. Ces équations peuvent convenir
en premiére approximation, pour décrire I’évolution d’un gaz relativiste.

Dans un prochain article, les deux méthodes principales de résolution
de 1’équation de Boltzmann (celle de Chapman-Enskog et celle de Grad)
seront adaptées au cas relativiste et les équations de 1I’hydrodynamique
des fluides relativistes ainsi obtenues seront étudiées.

SumMaRry. — This paper is about the description of a relativistic gas
in terms of one-particle distribution functions for the momenta of the
constituting particles (one for each species of particles). These functions
are solutions of the Boltzmann relativistic equations, the main properties
of which we briefly remind. Some points, which appear new in the relati-
vistic theory, but are natural generalizations of known properties of the
Boltzmann non-relativistic equations, are presented in a detailed manner.
They are mainly the following ones:

— So that the distribution function converges to the Maxwell relati-
vistic distribution function, at thermodynamic equilibrium, it is sufficient
that the probability interaction between two particles be not zero in neigh-
bourhoods of two distinct points of its domain of definition. It is not
necessary to assume this probability everywhere not zero.

— If there are interaction processes which cause fusion or fission of
particles, a constant # must be introduced into the Boltzmann equations.
The Boltzmann H-theorem and the classical Sakur-Tetrode formula allow

to determine the value of this constant:

w

c
n=r3

=

— By taking into account phenomena of stimulated emission and sti-
mulated Raman effect, one obtains at thermodynamic equilibrium a photon
distribution function in agreement with the classical Planck formula.

— One may formulate equations (Krook relativistic equations) simpler
than the Boltzmann relativistic equations, but having all the essential
properties of these equations. They can be convenient to describe, as
a first approximation, the behavior of a relativistic gas.
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In a next paper, the two main methods to resolve the Boltzmann equation
(Chapman-Enskog and Grad’s) will be adapted to the relativistic case,
and the resulting equations for relativistic hydrodynamics will be studied.

I. INTRODUCTION

1. Présentation de I’étude.

La théorie de I’hydrodynamique des fluides relativistes parfaits a atteint
un haut degré de développement : les équations qu’il convient d’employer
sont universellement acceptées et la cohérence des résultats qui en découlent
est telle qu’il n’y a aucune raison de mettre en doute leur validité.

Mais dés que, dans la théorie, on tente d’introduire des phénoménes
dissipatifs tels que transfert de chaleur, viscosité ou diffusion, des diffi-
cultés se présentent. Il est possible de trouver de nombreuses équations
différentes pour décrire ces phénoménes, qui toutes, dans le cas limite
ou la vitesse de la lumiére tendrait vers I’infini, se réduisent aux équations
classiques. Les auteurs qui ont étudié ce probléme ne s’accordent pas tous
sur le choix méme des équations a adopter. D’autre part, presque toutes
les descriptions mathématiques qui ont été proposées conduisent a un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles de type parabolique et laissent
prévoir la possibilité de transmettre dans le fluide des signaux a vitesse
infinie. C’est l1a une propriété bien connue des équations non relativistes
classiques décrivant ces phénoménes, mais il est peu satisfaisant pour 1’esprit
de voir qu’elle existe toujours dans les diverses généralisations relativistes
proposeées.

Nous pensons que les équations de base de I’hydrodynamique relati-
viste doivent &tre établies a partir d’hypothéses simples sur le mouvement,
a ’échelle microscopique, des particules constituant le fluide. Ce passage
de I’échelle « microscopique » a I’échelle « macroscopique » doit étre
effectué par une démarche analogue a celle qui, en mécanique des fluides
non relativistes, permet de déduire les équations de P’hydrodynamique
des hypothéses de la mécanique statistique. Ainsi, le caractére arbitraire
des équations adoptées sera supprimé. Il est raisonnable de penser que
I’existence des vitesses de propagation infinies sera également supprimée,
si le passage de 1’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique est
effectué correctement (puisqu’a 1’échelle microscopique, aucune particule
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ni aucun signal ne se propage 4 une vitesse supérieure a celle de la lumicre).

La premiére partie, qui fait 1’objet du présent article, est consacrée a
I’équation de Boltzmann relativiste. C’est, en effet, la description « micro-
scopique » du fluide dont nous déduirons ensuite les équations de 1’hydro-
dynamique. L’établissement de cette équation est dii & Lichnerowicz et
Marrot [17] et I’étude de ses principales propriétés a Chernikov [5] & [§]
et Bichteler [3] [4]. Nous rappellerons briévement les propriétés déja connues
utiles pour la suite et nous exposerons un peu plus en détail les points
qui, & notre connaissance, sont nouveaux en relativité, Parmi ceux-ci,
les principaux sont :

— La démonstration des équations fonctionnelles vérifiées par les fonc-
tions de distribution (théorémes 7 et 9);

— La détermination de la constante additive de I’entropie (par rap-
prochement du résultat obtenu en relativité et de la formule classique de
Sakur-Tétrode) et, avec elle, de la constante # laissée indéterminée dans
les probabilités de fusion et de fission de particules;

— L’introduction, dans les équations cinétiques, du phénomeéne d’émis-
sion stimulée, qui permet (comme 1’avait montré Einstein [9] dés 1917,
en raisonnant en théorie cinétique non relativiste) d’obtenir a 1’équilibre
thermodynamique, une fonction de distribution des photons en accord
avec la formule du rayonnement du corps noir de Planck;

— L’établissement des lois de 1’équilibre thermodynamique dans un
champ de gravitation stationnaire (déja connues), par une méthode varia-

tionnelle;
— L’établissement de 1’équation de Krook relativiste (qui est une équa-

tion de Boltzmann simplifiée).

2. Notations.

L’espace-temps est une variété différentiable V, a 4 dimensions, supposée
orientable et de classe C? (Lichnerowicz [/4]). Elle est munie d’une métrique
riemanienne ds? de type hyperbolique normal :

ds? = (w0)2 _ (wl)z _ (wz)z _ (w3)2

(les w* constituent un systéme de formes de Pfaff locales linéairement
indépendantes) qui, dans un systéme de coordonnées locales s’écrit :

ds® = g, ,dx*dx*
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Le symbole V, désigne la dérivation covariante, pour la connexion
associée A cette métrique.
¢ désigne la vitesse de la lumiére dans le vide.

II. L’EQUATION DE BOLTZMANN RELATIVISTE

3. Mouvement des particules.

3.1. HYPOTHESES

Un fluide est constitué par une assemblée de particules appartenant
a un certain nombre d’espéces, que nous désignons par I’indice i. La masse
des particules d’espéce i est m;, quantité non négative. Nous faisons sur le
mouvement des particules les hypothéses suivantes.

L’état d’une particule est complétement déterminé par la donnée de sa
position et de son impulsion. Nous renongons donc a décrire certaines
propriétés de structure interne des particules (degrés de liberté interne,
orientation du spin...).

Une particule est en mouvement libre pendant un temps grand aupreés
de la durée d’une interaction avec d’autres particules (le temps est évalué
dans le repére lié a la particule). Nous considérons seulement le cas limite
ou l’interaction est infiniment bréve, donc ponctuelle et instantanée, et
n’a lieu qu’entre deux particules seulement.

Durant son mouvement libre, la particule parcourt une géodésique de V,.

La fagon dont deux particules interagissent est une propriété spécifique
de ce couple de particules (ou plutdt, du couple des espéces auxquelles.
elles appartiennent). Quatre types d’interaction sont possibles :

— Collision é€lastique : avant interaction, les particules appartiennent
aux especes i et j et aprés interaction aussi.

— Collision inélastique: avant interaction, les particules appartiennent
aux espéces i et j et aprés interaction aux espéces k et / (le couple (k, 1)
étant différent de (7, j)).

— Fission de particule: avant interaction, il y a une seule particule
d’espéce i et aprés interaction deux particules, d’espéces k et I

— Fusion de particules: c’est le phénoméne inverse de la fission.

Dans tous les cas, I'impulsion totale des particules qui interagissent
est la méme, avant et aprés interaction.

Remarque 1. — Nous écrirons les équations du mouvement de chaque
particule comme si la métrique était imposée. Puis, nous écrirons les équa-
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tions d’Einstein a I’échelle macroscopique, en tenant compte du tenseur
d’impulsion-énergie moyen du gaz. Ecrire les équations d’Einstein a 1’échelle
microscopique en tenant compte de ’existence de chaque particule indi-
viduellement serait plus rigoureux, mais introduirait des difficultés consi-
dérables, en raison des singularités causées par des particules ponctuelles.

Remarque 2. — 11 serait facile de tenir compte de I’influence d’un champ
€lectromagnétique extérieur sur le mouvement des particules, éventuellement
chargées : il suffirait d’écrire, au lieu des équations des géodésiques conve-
nant pour le mouvement « libre », le systéme différentiel classique de la
trajectoire d’une particule dans un champ électromagnétique. Mais il
faudrait alors écrire les équations de Maxwell régissant 1’évolution du champ
€lectromagnétique seulement & 1’échelle macroscopique, en tenant compte
des densités de charge et de courant moyennes du gaz. Les interactions
électromagnétiques entre deux particules chargées n’étant pas ainsi prises
en compte, elles devraient étre traitées avec les autres interactions, comme
ponctuelles et instantanées, ce qui n’est pas trés satisfaisant du point de

vue physique.

3.2. L’ESPACE DEs PHASES (%)

L’état d’une particule d’espéce i, en un point x de V,, est décrit par la
donnée de son impulsion p, qui est un vecteur de I’espace T, tangent en x
a V,. L’ensemble (x, p) est un point d’un espace fibré Py ayant pour base V,
et pour fibre-type 1’espace vectoriel 2 4 dimensions R* (Lichnerowicz [15]).
A tout systéme de coordonnées locales (x*) de V,, nous faisons corres-
pondre un systéme de coordonnées locales (x*, p*) de Pg, ol les p* sont les
composantes de p dans le repére naturel de T, associé au systéme de coor-

données locales (x%).
La masse de la particule étant m;, nous avons :

._l aﬁ_miz
3.1) Fi=5840P =5

de sorte que le vecteur p ne peut parcourir T, tout entier, mais seulement
I’hypersurface Q,,,, de T, constituée par la nappe située dans I’avenir de

I’hypersurface d’équation F; = 5

(1) Le terme « espace des phases » est employé ici dans un sens assez différent de celui
qu’on lui attribue en mécanique statistique classique, car il sert a représenter 1’état d’une
seule particule, non d’une assemblée de N particules.
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L’espace des phases P, (que nous noterons parfois P;; pour souligner
qu’il est relatif aux particules d’espéce i) est par définition 1’espace fibré
des points (x, p), x € V4, p €Q,,,, ayant pour base V,, pour fibre en xQ,, ,
et pour groupe structural le groupe de Lorentz orthochrone.

Les formes élément de volume sur V, et T, sont :

(3.2) v=1/—gdx° A dx' A dx? A dx®
(3.3) w =4/~ gdp® A dp' A dp* A dp®

(g désigne le déterminant du tenseur métrique).
Nous définissons la forme élément de volume w; de Q,, , par :

3.4 dF; Ao, = ©

cette égalité devant étre entendue pour la restriction a T, des formes consi-
dérées. La forme w; ainsi définie n’est pas unique, mais sa restriction a Q,, .
Pest.

Nous prenons pour formes élément de volume sur Pg et P,, respecti-
vement :

3.5 vA @
3.6) v A w;

Il est facile de voir que si nous prenons p*, p?, p* pour variables sur Q,, ,,
©; s’exprime par :

3.7 w; = V- ga’p1 A dp* A dp?

Po

Si m; # 0, nous pouvons prendre sur Q,,,, des « coordonnées sphériques »
U, 0et p (OSYy<+ 0, 0<8<n 0<¢ <2n). Les composantes
de p dans un repére orthonormé s’expriment par :

p° = m;chy
(3.8) P: =m; ShWSi'IIOc.osq)
p*> = m; sh { sin 0 sin ¢
P3 =mi5hl//COSG
et la forme w; par :
(3.9) w; = m2 Shz !// sin Odl// A de A d(p

Si m; = 0, Q,, est le demi-cOne isotrope d’avenir et les « coordonnées
sphériques » sur ce demi-cone sont /, B et ¢ (0 </ < + o, 0< 0<m,
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0 < ¢ < 27). Les formules (3.8) et (3.9) doivent étre remplacées par :

P’ =1
p' =1sinfcos ¢

.10
@-10) p> =Isin @ sin ¢
p>=1Icosf
3.11) wo =1sin@dl A db A dp
Remarque. — Lors de la vérification de I’homogénéité des formules.

déduites de ce qui précéde, il faut prendre garde au fait que dF; a pour
dimension M? et que par conséquent w; a pour dimension M? également
(bien qu’étant un €élément de volume & 3 dimensions).

3.3. MOUVEMENT LIBRE D’UNE PARTICULE

Le mouvement libre d’une particule d’espéce i peut Etre représenté
par un segment de courbe de P,, appelé trajectoire de la particule dans
I’espace des phases, solution du systéme différentiel :

ax*
ds =P
(3.12) do
P a
a Ly }'pﬂpy

(T'4%, étant les coefficients de la connexion associée a la métrique riemanienne

de V,).
Nous désignerons par X le champ de vecteurs de P; de composantes :

(3.13) X(p*, — I,%p"p")

La trajectoire de la particule dans ’espace des phases est une ligne de

force de ce champ de vecteurs.
L’espace des phases et le champ de vecteurs X possédent des propriétés

géométriques importantes pour la suite, qui s’expriment par les deux théo-
rémes suivants :

THEOREME 1 (Théoréme de Liouville). — La dérivée de Lie (Lichne-
rowicz [16]) de la forme élément de volume de P; par le champ de vec-
teurs X est nulle :

(3.14) £X)@ A @) =0
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La démonstration est immédiate si on utilise I’identité donnant la dérivée
de Lie d’une forme :

(3.15) £(X) = iX)d + di(X)

d désigne la dérivation extérieure, i(X) le produit intérieur par X. Cette
démonstration est d’ailleurs exposée par Chernikov [5].

Remarque. — Le théoréme de Liouville est vrai aussi pour le mouvement
d’une particule dans un champ électromagnétique. Dans ce cas la deuxiéme
équation du systéme différentiel (3.12) doit étre remplacée par :

dp” e

"d; = - ﬁaypﬂpr + c'_3'quua
e désignant la charge de la particule, F** le tenseur champ électromagné-
tique. Le rdle précédemment joué par le champ de vecteurs X de P, est
maintenant joué par X + Y, Y étant le champ de vecteurs de composantes :

e
Y{o, = p ,F**
( 3P )

et il est facile de voir que :

EY) v Aw)=0

résulte immédiatement de 1’antisymétrie de F**.

Le second théoréme, utilisé implicitement par tous les auteurs qui ont
étudié I’équation de Boltzmann relativiste, a été énoncé de facon précise
et démontré par Pham Mau Quan [2]]. Nous 1’énongons ici en des termes
un peu différents et sous une forme un peu plus générale qui sera nécessaire
dans la quatriéme partie (I’énoncé de Pham Mau Quan, qui suffit pour
I’application aux équations de transfert présentée dans le paragraphe 5,
correspond au corollaire (3.25)). Nous devons d’abord introduire quelques
notions nouvelles.

Soit Z une fonction définie sur une partie de P; et a valeurs dans ’espace
des vecteurs contravariants de V,, astreinte a la condition : la valeur de Z
au point (x, p) de P, est un vecteur Z* attaché au point x de V, (projection
canonique de (x, p)).

II est possible de faire correspondre & la fonction Z, de maniére cano-
nique, un champ de vecteurs tangents a P,. Ce champ sera noté Z ses
composantes sur les vecteurs de base correspondant aux variables x seront

notées Z* (indices grecs) et celles sur les vecteurs de base correspondant
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aux variables p, Z (indices latins). Le champ Z est par définition :

z:=2"

(3.16) - .
Z' = - T, p’Z

11 est facile en effet de vérifier que les expressions (3.16) sont bien les
composantes d’un vecteur de Pg. De plus, ce vecteur est tangent a P, car
(F étant I’expression (3.1)) :

2 1,
i(Z)dF = 5P PPZ270.8,5 — T4, p.0"2" = 0

en vertu du théoréme de Ricci.

Le champ de vecteurs X (3.13) est un exemple de champ construit de
cette maniére.

Le méme processus permet de construire, a partir d’une fonction u
définie sur une partie de P,, & valeurs dans ’espace des tenseurs de V,
de variance tensorielle quelconque, astreinte a faire correspondre a (x, p)
un tenseur attaché au point x, un champ de tenseurs u de P,.

Cas d’une fonction u**-**" & valeurs dans I’espace des tenseurs m fois
contravariants :

Ajeesldm Xieoelm

=u
21...i...1m

(3 17) u = - I“ﬁiypﬁuﬂn...r...am
u"ll...i...j...am = (— r#iypﬁ)( — rlj”pz)uﬂl...)'...u.‘.am
etc.

Cas d’une fonction v, ,,, & valeurs dans I’espace des tenseurs m fois
covariants : les seules composantes non nulles de » sont :

(.18) Vas. s im = Vs tm

Si les fonctions Z et u sont différentiables, nous pouvons utiliser la dérivée
de Lie £(Z)1: pour le champ de vecteurs Z du champ de tenseurs u (Lichne-
rowicz [16]). 11 importe de noter que SZ(Z)Z n’est pas en général un champ
de tenseurs de Pg de forme spéciale en correspondance simple avec une
fonction tensorielle (comme c’est le cas pour ﬂ).

Nous aurons dans la suite a utiliser les formules donnant les composantes
de la dérivée de Lie £(Z)‘:) d’un champ w correspondant & une fonction
tensorielle w,,  , covariante ne dépendant que des variables x (non des
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variables p; autrement dit, w,, _,_est un champ de tenseurs diﬁ'érentiéble
de V,). Il est facile d’établir :

e > 2z Z

\ [’:(Z)w]al...am =ZAL;..a'"+wlaz...am—ZT """"_V'}au...zz.,l—ll.ai

3.19) x* ox* oxm
’ ~ o~ oz}
/[ﬁ(Z)w]al...i...am=wa1..J....a,,._a_if

\

toutes les composantes de Q(Z)»; comportant plus d’un indice latin étant

nulles.
Ces expressions permettent de calculer facilement les composantes
ne comportant que des indices grecs (ce sont les seules que nous aurons

a utiliser) de Q(Z);, u™*= étant une fonction tensorielle contravariante
différentiable (fonction des variables x et p) : il suffit d’écrire :

Q(i)[ull. . .amwal . .dm] = ;11 .. .am[ﬁ(Z);]al. -
t+ ut LDy + WDk

Nous obtenons ainsi :

~ ~ a,u11~--¢m aual...am
3.20) [LZ)u] o = Z* S VN A
(3.20) [£2y] TP
pY A YA oz oz
A%y . By B Ateeslm—14 - u B
—u (ax;—l}”zp Dp“)—“'_ul * ‘(—_Dx)' I':p Dp“)

Supposons les fonctions u™*" et Z* telles que I’intégrale :
(3.21) 01 AmA f W ZA g
-

ait un sens et définisse un champ de tenseurs ¢**** différentiable de V,.

TuforEME 2. — Ce théoréme s’exprime par la formule :
o 2z*
V,j““"“"‘ —_ [Q(Z)u]al'"am + uu;...am (v;_Zl - rﬁp}.pﬁ __ﬂ)
Qs op
oz
(322) + ulaz‘..am(vlzal _ l"pﬂlpﬁ "}Pn) + ...

QA ~ Xm D‘ o
+ e om l’I(VAZ - I",,"Ap” Dp") ; w
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Dans cette formule, V, appliqué a #**-**= désigne 1’opérateur de dériva-
tion covariante. Appliqué & Z* (qui n’est pas un champ de vecteurs de V,
puisqu’il dépend de p), il désigne par convention :

YA
(3.23) V,Z* = 3 + I,5Z"
Démonstration. — 1l suffit de calculer I’intégrale

I= f % v}. [wax...amf ual...amzlw] %U
D Qmx

D étant un compact de Vg, w,, . ,,, un champ de tenseurs auxiliaire de V,.
Nous transformons ’expression de I, par quelques opérations élémentaires
(application de la formule de Stokes & D, mise sous forme d’une intégrale
sur une hypersurface cylindrique de P, puis application dans ’autre sens
de la formule de Stokes dans P-) :

1= [ @i 0 A 0)]
= [ [ 0@ a)s

+ f g 8@ A o)
z-1

D

+ f { ual.”am[g(z)‘;]m. - + ;m...i...am[f.(Z);)]al. v uiedm } vA @
n=1D

7~ 1D désignant I’image réciproque de D dans P, parla projection canonique.

Les formules (3.19) permettent d’évaluer le dernier terme de cette expres-
sion. L’évaluation de l’avant-dernier nécessite le calcul de £(i)(v A ),
qui se fait sans difficulté en utilisant (3.15) (et en calculant d’abord

L2 A w)) :

~ dZ* 277
3.29) £Z)v A w) = (Z)_x_‘ + 1",,“,12’1L - I",,“ypﬁ a7)0 Aw
et nous obtenons finalement (3.22).

COROLLAIRE. — Prenons pour champ de vecteurs Z le champ X (3.13).
L’expression (3.22) devient simplement :

(325) Vlt"'”“"‘" — fﬂ [t(X);l]dx...amw
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3.4. COLLISIONS ELASTIQUES

D’aprés les hypothéses du paragraphe 3.1, les impulsions de deux par-
ticules (respectivement d’espéce i et j, une des deux au moins étant de masse
non nulle), aprés collision élastique, p’® et ¢’%, peuvent s’exprimer en fonc-
tion des impulsions avant collision p* et ¢* et d’un vecteur n* par (voir Cher-
nikov [5]) :

(3.26) P’ =p" + 2p'n)n"
q* = q" + 2q’'n)n*

n* est un vecteur spatial normal a I’impulsion totale et unitaire :

(3.27) @ + g, = (" + qn, =0
(3.28) n'n, = — 1

Le vecteur n* parcourt la sphére unité 4 2 dimensions du sous-espace
de T, a 3 dimensions normal a (p* + g¢%). Il suffit d’ailleurs de faire parcourir
une demi-sphére & ce vecteur pour obtenir toutes les collisions élastiques
possibles, n* et — n* conduisant au méme résultat.

Remarque 1. — 11 existe une interprétation géométrique trés simple des
formules (3.26): la collision ne modifie pas les projections de p* et g*
sur (p* + q%) et opére sur les projections de ces vecteurs sur le sous-espace
normal & (p* + ¢%), une symétrie par rapport au 2-plan de ce sous-espace
normal & n* Cette remarque montre que les formules (3.26) s’inversent
en gardant la méme forme :

Pt =p" + 2Ap" n)n"
(3.29) a ra A\ @
g =q" + 2(q"m)n
Remarque 2. — Si les deux particules sont de masse nulle, les for-
mules (3.26) couvrent seulement le cas ou les impulsions des deux particules
ne sont pas colinéaires. Si ces impulsions sont colinéaires, avant collision,
elles le sont aussi aprés collision et sont données par :

P =Ap" + ¢

- v e 0<ix<l1
g =010- "+ 9

(3.30)

(alors que pour des particules de masse non nulle d’impulsions colinéaires,
nous aurions seulement p'* = p?, ¢'* = ¢°).

ANN. INST. POINCARE, A-X-1 6
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3.5. COLLISIONS INELASTIQUES

Considérons une collision entre deux particules d’espéces i et j, d’im-
pulsions p® et g%, donnant deux particules d’espéces k et I, d’impulsions
p’* et ¢'*. Une au moins des particules est de masse non nulle (sans quoi
la collision serait €lastique), de sorte que I’impulsion totale n’est pas iso-
trope, mais de genre temps.

Si (Po» go) est un ensemble de valeurs possibles des impulsions des
particules aprés collision, tous les autres ensembles de valeurs possibles
sont évidemment donnés par la formule (analogue a (3.26)) :

p'*=p's + 2(p'on;)n*

(3.31) 2
9% =q's + 2(q'§n:)n"

le vecteur n* obéissant toujours a (3.27) et (3.28).

Comme solution particuliére (p'G, ¢'G) nous pouvons par exemple choisir
I’une de celles ou les vecteurs p’* et ¢’ sont contenus dans le méme 2-plan
que p* et g% :

2 2
Po= ;_ (1 + Z"‘—Fﬁ’-)(p" + ¢°) + 1y”py
(3.32) )

ra 1 mZ_m @ a,
qo=§(1+—’—;z—ﬁ)(17“+q)+u7”qﬂ

Nous avons posé

(3.33) 22 ="+ q)p. + 4.)
a ]' @ a
(3.34) ¥ =g - 50"+ NP’ + &)
(2 + my)* = miJ[(2 — m;)* — m]]
Remarque 1. — p, et g, n’existent que si I’expression (5.35) de u?

est non négative. Le dénominateur de cette expression qui n’est autre que :
— ¥pabp = — 1445

étant slirement non négatif, nous devons exprimer que le numérateur
est également non négatif. Cela conduit a deux possibilités :

(3.36) AZm + m
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ou bien :
O0< A< |m—m|

Mais la seconde possibilité doit étre exclue car elle conduirait a des
vecteurs p'g et ¢’ non tous deux dirigés vers 1’avenir, de sorte que la
condition nécessaire et suffisante pour que le probléme ait une solution est
(3.36). Il est facile de voir qu’elle se raméne & la condition classique (I’énergie
cinétique des particules incidentes dans le repére du centre de masse doit
étre au moins égale au gain d’énergie de masse dans la transformation
opérée par la collision) a la limite non relativiste.

Remarque 2. — Si p* et g* sont colinéaires, uy*p, et uy*?q, sont indéter-
minés et doivent étre remplacés dans (3.32) par :

[(3+ my)* = m?ll(2 = my)* — miT'nis

et son opposé, ng étant un vecteur unitaire de genre espace normal a p*+ g%
0

Définition. — Supposons les vecteurs p'®, ¢’* et n'* = n* donnés. Ils ne peu-
vent étre choisis indépendamment : p’* et ¢’* sont choisis d’abord, puis »'®
est choisi afin de satisfaire (3.27) et (3.28). Les formules inverses de (3.31)
et (3.32) permettent alors de calculer p® et ¢* (et n* = n’®). Nous définissons
D(.p” q,’ n’)

par la condition suivante.
D(p, g, n)

le jacobien de cette transformation
La forme :
D(p', ¢', n')

3-37) D(p, g, n)

o; AN w; Ae

s’obtient en faisant le changement de variables (p’, ¢', n') — (p, g, n) dans
la forme :

(3.38) oy A w; A€

;, 0, oy, w; désignent les formes élément de volume de Qx> Qonjxs Lungxs
Q, ., parcourus respectivement par les variables p, g, p’, q’; ¢ et & désignent
I’élément d’aire de la demi-sphére unité, parcourue respectivement par n
et n'.

Cette définition n’est que I’adaptation de la notion classique au cas
un peu particulier rencontré ici, ou les variables p’, ¢’ et n’ ne peuvent étre
choisies indépendamment.
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L’interprétation géométrique présentée dans la remarque 1 du para-

graphe 3.4 montre immédiatement que :
(3.39) D, g, 7) _
D(Po, 90> ”o)

En particulier, dans le cas de collisions élastiques :

D(p', q', n)
3.40 \P,9.n) _ 4
(3.40) D(p, ¢, n)

3.6. FUSIONS ET FISSIONS DE PARTICULES

D’aprés les hypothéses du paragraphe 3.1, les impulsions p’ et ¢’ de
deux particules d’espéce k et /, provenant de la fission d’une particule
d’espéce i de masse non nulle, peuvent s’exprimer au moyen de I’impulsion p
de cette particule et d’un vecteur »n par les formules :

a_ m,2+mf - mlzpa + {[miz_(mk— ml)z][m:2 — (my + mt)Z] }1/2”'z

(.41 i 2m} 2m;
. ra_ ml—mi +m} , _ { [miz—(mk_ mz)zl[mxz = (my + my)’] }I/Zna
q9 = > p
2m; 2m;

Le vecteur n* est unitaire, de genre espace et normal & p* :

(3.42) P’ny=(p" = q"m,=0
(3.43) n'n, = — 1.
Ce vecteur doit parcourir toute la sphére unité du sous-espace normal

a p® pour donner toutes les valeurs possibles de (p'%, ¢’%).
Le phénoméne de fusion est décrit par les formules inverses de (3.41).

Remarque 1. — La fission d’une particule d’espéce i en particules d’es-
péces k et I n’est possible que si :

(3.44) m; — (my, + my) =0

La fusion de deux particules d’espéces k et /, d’impulsions p’* et g% en
une particule d’espéce #, n’est possible que si :

1z’

(3.45) P°q' s = 5 (m} — mi — m})

NI =
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Remarque 2. — La fission d’une particule de masse nulle d’impulsion p*
ne peut se faire qu’en deux particules de masse nulle, d’impulsions p'® et ¢’*
colinéaires a p* : o _

P = 4p
3.46) g* = (1 - p*
Cette restriction est due au fait que nous avons imposé a toutes les particules
d’avoir leur impulsion dirigée vers 1’avenir. Il pourrait étre intéressant
de s’affranchir de cette hypothése, afin de décrire certains phénoménes,
tels que la création par un photon d’une paire électron-positron.

0<ix<l

Définition. — Si p’* et n'* sont donnés et vérifient :

_ {2 = (m = m) 2 — (e + ]}
2m;

(.47  pw,=

q'* est éomplétement déterminé (par (3.42) et (3.45)) et p* peut étre immé-
diatement calculé. Nous pouvons donc parler du changement de variables
(p'*, n'*) —(p% n”) (bien que p’* et n'* ne puissent étre choisis indépendam-

ment). Le jacobien I]))({p—’::)) de cette transformation est défini par la condition
suivante. La forme :
D(p’, n')
3 . 48 —_ i /\ &
-4 B, )

s’obtient en faisant le changement de variables (p’, n’) — (p, n) dans la forme :
(3.49) g A€

Cette définition est I’analogue de celle présentée dans le paragraphe 3.5
pour le cas de collisions inélastiques.

4. Equation de Boltzmann.

4.1. FONCTION DE DISTRIBUTION (%)

La notion de fonction de distribution en relativité, utilisée par de nom-
breux auteurs, a été définie de fagon particuliérement claire et intuitive
par Synge [23] [24]. Nous présentons ici cette notion de fagon plus systé-
matique et abstraite.

(® Ce terme est employé ici dans un sens différent de celui qu’on lui attribue en théorie
des probabilités : il désigne une densité de probabilité & un facteur prés, non 1’intégrale
de cette densité.
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La description exacte de 1’état et 1’évolution d’un gaz de particules
toutes identiques, par la donnée des trajectoires de toutes ces particules,
est inaccessible et trop précise en pratique. On lui substitue donc une des-
cription moins fine, de nature statistique, de la maniére suivante :

Soit ¥ une hypersurface orientée de P,. Considérons la présence d’un
point de traversée de cette hypersurface par la trajectoire d’une particule
comme un événement aléatoire, et attribuons a cet événement la valeur
+ 1 ou — 1 suivant que la traversée a lieu dans le sens positif ou négatif,
0 si la trajectoire est tangente a X. Ce nombre sera appelé « indice de pré-
sence ». Pour toute partie compacte K de X, la somme des indices de pré-
sence a l’'intérieur de K est une variable aléatoire, dont I’espérance mathé-
matique est le flux algébrique probable de particules & travers K. C’est
évidemment une mesure additive sur X. Si I’ensemble d’éléments aléatoires
considérés dans le probléme est tel qu’il existe sur X une forme différentielle f>
de rang 6, dont cette mesure est I’intégrale, nous dirons que le gaz posséde
sur X~ une fonction de distribution. Nous supposerons dans la suite que
c’est le cas.

Dans la pratique, I’hypersurface ¥ n’est jamais quelconque : elle est
toujours telle que sa projection sur V, soit de dimension 3. Par consé-
quent, la forme différentielle f n’intervient pas elle-méme pour le calcul
du flux probable de particules, car il est clair que ses composantes sur les

formes de base :
dx® A dx' A dx* A dx® A dp* A dp? (0o, =1,2,3)

ne jouent aucun rdle. Nous désignerons par P fla projection de la forme f
qui, seule, intervient, c’est-a-dire la somme de ses composantes sur les

formes de base
dx* A dxP A dx' A dp' A dp* A dp?

TuEOREME 3. — Il existe une forme différentielle extérieure unique ®
de rang maximum sur P, telle que :
“.1) Pf = PiX)®

Démonstration. — 11 suffit de démontrer :
“4.2) PiX)f = 0.

Or la projection sur V, du vecteur X est tangente a la projection sur V,
des trajectoires des particules (remarquons que X lui-méme n’est pas tangent
a la trajectoire des particules dans ’espace des phases, si ces particules
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interagissent; c’est la raison de I’introduction de la projection P). L’hyper-
surface X étant, par hypothése, cylindrique, si sa base dans V, est engendrée
par des lignes tangentes aux projections des vecteurs X, les trajectoires
des particules qui rencontrent X lui sont tangentes. Les indices de présence
correspondantssont nulset I’espérance mathématique de la somme desindices
de présence intérieurs & une partie quelconque de X est nulle aussi (4.2),
donc (4.1), en résultent.

Définition. — La forme élément de volume de P; étant v A , posons :
4.3) Dd=wAO

v est la fonction de distribution du gaz de particules considéré. C’est une
fonction définie sur P,. Nous la supposerons continue, et méme, dans la
plupart des cas, de classe C'.

La fonction de distribution posséde les propriétés suivantes :

Propriété 1.
L’intégrale :

4.9 fevi(X)v Ao

ou C est une partie compacte d’une hypersurface X de P, dont la projection
sur V, est de dimension 3, est le flux algébrique probable de particules
dont la trajectoire dans l’espace des phases traverse C. Cette propriété
résulte directement de ce qui précéde. Mais elle n’est plus vraie si la pro-
jection de T sur V, est de dimension 4, sauf si les particules sont sans inter-
action. Cette restriction ne semble pas avoir été clairement mentionnée
précédemment.

Propriété 2.

v est & valeurs non négatives. Prenons en effet une hypersurface dont la
projection sur V, est de genre espace, et choisissons comme sens de tra-
versée positif celui orienté vers I’avenir. L’intégrale (4.4) est nécessaire-
ment non négative, puisque les particules ne peuvent traverser X~ que dans
le sens positif. Tl en est de méme de v, grace aux conventions faites sur les
orientations (projection de X sur V, dirigée vers 1’avenir).

Propriété 3.

Si C est constitué d’un compact K d’une hypersurface & 3 dimensions
de V, et, en tout point x de K, d’un compact I, de la fibre Q,,,, ’inté-

'mx>
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grale (4.4) conserve un sens lorsque chaque IT, tend vers Q,,, entier. En effet
cette intégrale représente alors un flux algébrique probable de particules
traversant K, quelle que soit leur impulsion, qui nécessairement est fini.

Remarque. — Si le gaz comporte plusieurs espéces de particules, il faut
définir une fonction de distribution v; pour chacune d’elles.

4.2. LES EQUATIONS DE BOLTZMANN RELATIVISTES

L’équation de Boltzmann relativiste a été établie pour la premiére fois
par Lichnerowicz et Marrot [/7]. Nous ne rappellerons pas sa démonstra-
tion, qui a été présentée plusieurs fois sous des formes légérement diffé-
rentes, notamment par Chernikov [5] et Bichteler [4]. Soulignons cependant
le fait que cette équation repose sur les hypothéses physiques rappelées
dans le paragraphe 3.1, et, de plus, sur une hypothése de chaos molécu-
laire permettant d’évaluer les probabilités d’interaction avec les seules
fonctions de distribution d’une particule définies plus haut (sans cette
hypothése, 1’emploi de fonctions de distribution pour des couples de par-
ticules, dont il faudrait donner une définition précise griace a un raisonnement
analogue a celui du paragraphe 4.1, serait nécessaire).

Pour un gaz & plusieurs constituants, il y a une équation de Boltzmann
pour chaque fonction de distribution (supposée de classe C') v;, qui s’écrit :

B

zavi a s
“4.5) £X)v;=p E‘,—rﬁ 2P =1, -1

y 9Vi
op”
I,;etI,;sont desfonctions de x* et p* appelées « termes de collision ».
1ls représentent les effets des collisions, fusions et fissions. I, ; correspond
aux phénoménes qui tendent & augmenter le nombre de particules d’espéce i
présentes dans un élément de volume de P,, I_; & ceux qui tendent & dimi-
nuer ce nombre. Ils se décomposent en :

4.6) I,, = ZI’:L,. + ZJ"# + ZJ’L,-,,-
k! Jsk

.k,
4.7 I, = ZI"_’?,,- + Z bl ij—i,j
.k, k,! Jk

I%]; représente ’effet des collisions entre particules d’espéces k et /

donnant des particules d’espéces i et J, J&! celui des fusions de particules
d’espéce k et I donnant une particule d’espéce i, J%; ; celui des fissions
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de particules d’espeéce k£ donnant des particules d’espéces i et j. De méme,
I"_’f-, ; représente I’effet des collisions entre particules d’espéces i et j donnant
des particules d’espéces k et I, J*! des fissions de particules d’espéce i
en particules d’espéces k et /, Jk_,., ; celui des fusions de particules d’especes i
et j donnant une particule d’espéce k. Nous les appellerons « termes de

collision partiels ». Les deux premiers s’expriment par les intégrales :

n o oaiir o ~D(p,qg,n
@8  14,= ka(p)vxq)Ak’fz(p,q,n)D%rZ,,—))wjAs

@9 T, f VPV @A D, ¢, M, A

Dans ces deux intégrales, les variables d’intégration sont ¢ (impulsion
de la particule d’espéce j) et n (vecteur unitaire définissant la collision,
utilisé dans les formules (3.31)) et ’intégration est étendue i tout leur
domaine utile de variation. Af,’}(p, g, n) est proportionnel a la probabilité
pour que deux particules d’espeéces i et j, d’impulsions respectivement
p et g, aient une collision donnant des particules d’espéces k et /, carac-
térisée par le vecteur n. AyY(p’, ¢', n’) est la méme quantité, relative a une
collision de particules d’espéces k, /, donnant des particules d’espéces i, j.

Les expressions (4.8) et (4.9) valent en un point x donné de V,. La dépen-
dance de x des fonctions de distribution v a été sous-entendue pour alléger
I’écriture et le sera de méme dans la suite.

La plupart des auteurs qui ont étudié 1’équation de Boltzmann relati-
viste ont exprimé A}/ et A}/ sous une forme différente, en faisant apparaitre
en facteurs la vitesse relative des particules. Nous n’avons pas jugé cela
utile, car A¥/ et A}/ sont généralement des fonctions compliquées de cette
vitesse relative et de n, de sorte qu’en mettant la vitesse relative en facteurs,
on n’épuise pas leur dépendance de cette vitesse.

Les Af-‘,'j doivent satisfaire les propriétés suivantes :

Propriété 1.

A,f‘,}' est non négatif, car c’est, a un facteur positif prés, une probabilité.
Propriété 2.

Al posséde les symétries :

(4.10) A¥l(p, g, n) = Ali(p, g, n) = A%(q, p, n)
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Cette propriété doit nécessairement étre imposée pour compenser 1’intro-
duction d’un ordre arbitraire des particules intervenant dans une collision
(ce qui fait que dans les sommes des seconds membres de (4.6) et (4.7),
les mémes collisions sont comptées plusieurs fois).

Propriété 3.
A}/ n’est fonction que de :
e, et (" —q)m|

Cette propriété exprime Il’isotropie de l’espace. Pleinement justifiée
en relativité restreinte, elle est admissible en relativité générale pour les
phénomeénes qui ont lieu a une échelle trés petite auprés de celle des phéno-
ménes de gravitation. Sans quoi, Af/ pourrait dépendre de I’orientation
de p?, g% n* par rapport aux directions propres du tenseur de courbure.

Propriété 4.
Compte tenu de la définition du paragraphe 5.5 :
i D@, q,n)
4.11 A,k’l s g, I = Ay} PR >
( ) ,j(p q ) k,l(p q ) D(p, q, n)

Cette propriété exprime 1’égalité des probabilités de processus inverses.
Dans le cas ou i = k, j = I (collision élastique), elle est conséquence de

la propriété 3 et de (3.40).
Gréce a la propriété 4, nous pouvons transformer (4.8) :

(4.12) 1, = f (P W@ )AL(p, g, m)w; A &

Les autres termes de collision partiels, correspondant aux phénoménes
de fission et fusion, s’expriment par les intégrales :

1 . .
(4.13) B =3 [ mia)sl Bl
4.14) =3 [vomsis
i N — y k,l D(p: n)
4.15) Vo) = [vomBt' S

(4.16) I (p) = f"k(P’)Vz(q')B;;,la,
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(4.13) et (4.14) sont des fonctions de p, impulsion de la particule d’es-
péce i, tandis que (4.15) et (4.16) sont fonction de p’, impulsion de la
particule d’espéce k. BY' est proportionnel a la probabilité pour qu’une
particule d’espéce i se désintégre en particules d’espéces k et /, tandis que
B} ; est proportionnel a la probabilité pour que des particules d’espéces k et /
fusionnent en une particule d’espéce i. La variable d’intégration est, dans
ces quatre intégrales, le vecteur n qui caractérise la fusion ou la fission.

Remarque 1. — La présence du facteur % dans (4.13) et (4.14) et non
dans (4.15) et (4.16) tient au fait que la particule qui subit la fission est
seule, tandis que les particules qui apparaissent sont deux.

Remarque 2. — Le facteur 7, dans (4.14) et (4.15) est introduit pour des
raisons d’homogénéité. Grice a sa présence, B et Bi, ; peuvent avoir méme
équation aux dimensions (M*L?), ce qui est indispensable pour qu’ils
vérifient la propriété 8 indiquée plus loin. La dimension de # est, comme
celle de v;, M~3L~3, Grace au théoréme H, et & la formule de Sakur-
Tétrode, nous pourrons plus loin préciser la valeur de » (formules (5.14),

(9.23) et (9.24)).

Les B¥' et B} ; doivent satisfaire les propriétés suivantes, analogues des
propriétés 1 a 4 ci-dessus des A:‘]’

Propriété 5.

B’ et B} ; sont non négatifs.
Propriété 6.
B¥ et B}, possédent les symétries :

B¥(p, n) = Bl (p, n)

“4.17) .o Lo
Bk,l(p ,n) = Bl,k(q , 1)
Propriété 7.

B! et B} ; qui, a priori, pourraient étre fonction respectivement de (p, n),
(7', n), sont en fait des constantes.

Propriété 8.

Compte tenu de la définition du paragraphe 5.6 :

; D(p’, n')
(4.18 B =Bl ,—~—>—2
) k,l D(P, n)
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Cette derniére propriété permet de transformer les expressions (4.13)
et (4.15) :

1 , .
@.19) i) = 5 [womia)Bs

(4.20) (P = f vi(p)Bi &

5. Equations de transfert de Maxwell.

Appliquons le corollaire du théoréme 2 (formule (3.25)) a une fonction u
de la forme :
¢.1 u=vw
la fonction de distribution v; étant supposée de classe C!.

Nous obtenons, compte tenu de 1’équation de Boltzmann (4.5) :

(5.2) Vol = f whe i1, = 1 o, +f v[EXW]™ o,

Qmix i
Nous avons posé :
(5.3) tal...amﬁ =f viwal,,.amppwi
Qmx
(5.2) est I’équation de transfert de Maxwell. Elle prend des formes

simples ayant une signification physique intéressante, pour plusieurs choix
de la fonction w, que nous allons indiquer.

5.1. BILAN DU NOMBRE DE PARTICULES

- Prenons pour w la fonction égale 2 1 en tout point (x% p®) de P,. Nous
avons manifestement :

£(X)w =0
de sorte que (5.2) donne

(-4 vﬁan = f I+ — I )o;
Qmix

avec

5.5 N? = f v,
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N? est le vecteur flux de particules de I’espéce i. C’est visiblement un
vecteur de genre temps orienté vers 1’avenir. (5.4) est 1’équation de bilan
du nombre de particules, d’espéce i.

THEOREME 4. — Si les particules d’espéce i ne sont transformées au cours

d’aucune collision, N? satisfait :
(5.6) V,Nf=0

La démonstration de ce théoréme a ét€é donnée par Chernikov [5]. Elle
résulte d’ailleurs directement de (5.4) et des expressions des termes de
collision données dans le paragraphe 4.2.

Remarque. — Le théoréme 4 peut &tre généralisé de diverses fagons
au cas ol les particules d’espéce i sont susceptibles d’étre transformées
par certaines collisions. Si, par exemple, les seules collisions susceptibles
de modifier le nombre de particules d’espéces i et k sont les deux processus
réciproques :

i+jsk+1

il est facile de voir que
;.7 Vo(Nf + Nf) =0
5.2. BILAN D’IMPULSION-ENERGIE

Prenons pour fonction w la fonction qui, au point (x*% p*) de P,, fait
correspondre le vecteur p* de T,. Nous avons :

[LX)p]* =0

car cette expression est le crochet du champ X avec lui-méme.
La formule (5.2) donne donc :

(5.8) U = [ - 1o,
avee :
5.9 = [ e,

ﬂm'-x

T est le tenseur d’impulsion-énergie macroscopique des particules

d’espéce i. Il est symétrique et la forme quadratique qui lui est associée
est définie positive (sauf si v,w; est une mesure concentrée sur un ensemble
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de Q,,, ayant un vecteur normal, ce qui n’est pas le cas si, comme nous
I’avons supposé, v; est de classe C° au moins). (5.8) est I’équation de bilan
d’impulsion-énergie pour la fraction du gaz constituée par les particules

d’espéce i.

THEOREME 5. — Le tenseur d’impulsion-énergie total :
(5.10) T = z'r;”
vérifie : i
(5.11) V,I% =0

Ce théoréme a été démontré par Chernikov [5]. C’est d’ailleurs une
conséquence directe de (5.8) si ’on tient compte des expressions des termes

de collision.

5.3. BILAN D’ENTROPIE. THEOREME H

Prenons pour fonction w :
Vi

w=—kLogC

ol k est la constante de Boltzmann et { une constante ayant méme équation
aux dimensions que v{L™3M %) destinée & rendre la définition de w indé-
pendante du choix des unités, et dont la valeur sera précisée plus loin.

Nous avons :

eoow = — Lo = - Fay -1

d’aprés (4.5). La formule (5.2) donne donc :

(5.12) VSt = — kf (1 + Log ?)(IH = I ),
ﬂmix

avec ©

5.13) Sf=—k| v Logkpo,
nmix C

S? est le flux d’entropie relatif aux particules d’espéce i et (5.12) I’équa-
tion de bilan d’entropie pour ces particules.
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THEOREME 6 (Théoréme H de Boltzmann). — Si la valeur choisie pour
la constante ( est :

(5.149) { =ne

(n est la constante intervenant dans les termes de collision correspondant
aux fissions et fusions (4.14) et (4.15); e est la base des logarithmes népé-
riens), le flux d’entropie total :

(5.15) St = Zsﬁ:"

vérifie :
(5.16) VS >0

Démonstration. — Ce théoréme a été démontré par Chernikov [5] dans
le cas particulier ou il n’y a pas de fission ou de fusion entre particules
constituant le gaz. Jl est alors inutile d’imposer une valeur précise a {
(cet auteur a d’ailleurs fait simplement { = 1). La démonstration dans
le cas général se fait de la méme fagon: les équations (5.12), compte tenu
des expressions (4.9), (4.12), (4.14), (4.16), (4.19), (4.20) des termes
de collision, conduisent 2 :

617 9= = > [ Log D)) = v(e0a)]
i,j,k,l

Ablp, g, mo; A ©; A e

1 ‘ , ,
=3 Z f Log vvk;fle [v(p)v(g) — vi(p)n]B:_c,lwi Ae

ik,l

Nous avons utilisé les propriétés de symétrie (4.10) et (4.17) et I’égalité
des probabilités de processus inverses (4.11) et (4.18).

Le premier terme du second membre de (5.17) est visiblement toujours
non négatif. Il en est de méme du second si les constantes { et n sont liées
par (5.14), ce qui établit le théoréme.

La formule de Sakur-Tétrode (paragraphe 9.3) permettra de préciser
la valeur de {, donc aussi, grace a (5.14), celle de n (formules (9.23) et
(9.24)).

Remarque. — L’hypothése de 1’égalité des probabilités de processus
inverses (4.11) et (4.18), indispensable pour établir le théoréme 6, n’est
pas nécessaire pour établir les théorémes 4 et 5.
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III. L’EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE

6. Equilibre thermodynamique local
d’un gaz de particules toutes identiques.

Pour un gaz de particules toutes identiques, de masse m, n’ayant que
des collisions élastiques, 1’expression (5.17) se réduit a :

1
(6.1) Vy8f = — i f Log vv((%_:g?) (p"W(@) — v(p)v(g)] _
A(p, g, Mo A w; Ae=0

(w représente ici 1’élément de volume de Q,,, pour la variable p et o, ce
méme élément de volume, mais pour la variable g).

Cherchons dans quelles conditions le second membre de (6.1) est nul.
Nous dirons dans ce cas que le gaz est localement en équilibre thermodyna-
mique (Nous ne supposons pas dans ce paragraphe v de classe C!, de sorte
que le second membre de (6.1) n’est pas nécessairement égal & V,S%).
Nous établirons successivement deux théorémes qui montrent que cela
ne peut avoir lieu que si v est d’une forme bien particuliére, appelée fonc-

tion de distribution de Mawxell.

6.1. EQUATION FONCTIONNELLE VERIFIEE PAR LA FONCTION DE DIS-
TRIBUTION D’EQUILIBRE

THEOREME 7. — Sous les deux hypothéses suivantes :
— A(p, g, n) est non nul dans deux voisinages, respectivement des sys-
témes de valeurs des variables (p;, ¢4, n;) €t (p,, g2, 1,) avec :

Pi#q 5 DP2# 4y 5 A =D191.> A2 =D392a 5 M1 =DiN #0;
Uy = P3Nz, # 0
— La fonction de distribution v est continue et vérifie :
v(py) #0 v(py) # 0 v(q,) #0 v(g;) # 0

le second membre de (6.1) est nul (au point x considéré de V,) si et seule-
ment si v(p) vérifie I’équation fonctionnelle :

v(p)v(g) = v(p)v(q")

6.2
6.2 pour tous p, ¢, p’, ' € Q,,, vérifiantp + ¢ = p' + ¢’
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Démonstration. — Ce théoréme est une évidence si, comme Chernikov [5]
I’avait supposé (tout en remarquant que des hypothéses moins restrictives
devraient suffire), A(p, g, n) est strictement positif. Nos hypothéses nous
permettent seulement d’affirmer qu’il existe au moins deux couples de

valeurs de :
A=pq, p=pn,

notés (44, 1), (A2, H2) tels que v vérifie (6.2) pour tous systémes de vecteurs
P, 4,05 q €Q,, vérifiant :

6.3) p+q=p +¢
6.4) Pla=hi>m
6.5) Pra=pmro B

n; étant le vecteur permettant d’exprimer p’ et ¢’ en fonction de p et g
grice aux formules (3.26). Il s’agit donc de s’affranchir des conditions (6.4)
et (6.5). Ceci résultera d’une série de lemmes (les hypothéses du théoréme 7
sont sous-entendues dans leurs énoncés).

LeMME 1. — La condition (6.5) est superflue.

Nous avons en effet donné, dans la remarque 1, du paragraphe 3.4,
une interprétation géométrique simple de la transformation qui fait passer
des vecteurs p et g aux vecteurs p’ et ¢’ : en projection sur le sous-espace
normal & p + g, p et g sont représentées par les deux extrémités d’un diamétre
d’une sphére a deux dimensions, p’ et ¢’ par les extrémités d’un autre dia-
métre symétrique du précédent par rapport au 2-plan normal a n. La condi-
tion (6.5) exprime que I’angle  de ces deux diamétres, non nul et non égal a,
a une valeur imposée. Mais répétons I’opération : de p’ et g’, nous déduisons
p" et q", représentés par un nouveau diamétre faisant encore avec le précé-
dent un angle 0 et avec le diamétre représentant p et ¢, un angle compris
entre 0 et 20. Le systéme de vecteurs (p, ¢, p”, q¢”), qui n’est plus soumis
a la condition (6.5), mais seulement a la condition que I’angle des diamétres,
qui les représente soit compris entre 0 et 26, vérifie (6.2). Nous voyons
qu’il est possible, en répétant un nombre fini de fois cette opération, de
s’affranchir complétement de la condition (6.5).

LEMME 2. — v n’est nulle en aucun point de Q,,.
Soient en effet p'1 et g, deux vecteurs de Q,,, tels que :

Py + 4y =pi + 4.

ANN. INST. POINCARE, A-X-1 7
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Le systéme de vecteurs (py, 41, D1 ql) vérifiant (6.3) et (6.4), nous avons :
W(p1)¥(q1) = v(p1)¥(q1)
donc d’aprés les hypothéses du théoréme 7 :
v(p) #0  Wgy) #0
Or le vecteur p; peut étre choisi arbitrairement parmi les vecteurs de Q,,
vérifiant :
(6.6) PL(P1a + 41 = m* + A4
Choisissons parmi ceux-ci deux vecteurs, p; et p;, vérifiant :
PllaP;a =1,

ce qui est toujours possible, p; et p; pouvant étre choisis afin de donner
3 p"% p}, toute valeur comprise entre m? et A, et A, étant par hypothése < ;.
Prenons maintenant deux vecteurs p, et p, de Q,,. vérifiant :

6.7 P2+ P, =Py + D1
Le systéme de vecteurs ( D1 D1 Das pz) vérifiant(6.3) et (6.4), nous avons :
v(p)V(P1) = (p2)V(p2)

et par conséquent :
W(p2)#0  v(p;)=0

Or, lorsque p; et p; varient en vérifiant toujours (6.6) et que p, et p,
varient en vérifiant (6.7), p, peut occuper une position arbitraire parmi
les vecteurs de Q,,, vérifiant :

(m* + 24) S PF(P1a + q1) < M° + A,

avec !

2 2 E
+ 2y (g — m?)(Ay — )]
6.8 A=/1+[’” 1172 1= 4
() 2 1 m2+}~2 4

comme le montre un calcul simple.
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Prenons maintenant deux vecteurs p, et p, de Q,,, vérifiant :
P(Pa+ 42 = (P + ) =m* + A,
P'zEP;.z =1,
puis deux vecteurs p, et p3 tels que :
Ps +p3s =P+ Ps.
En répétant le raisonnement précédent, nous voyons que :
W(ps) #0  ¥(p3) #0

et que p peut occuper une position arbitraire parmi les vecteurs de Q.
vérifiant :
m? + A, < pi(Pra + 1) S M + Ag

A, s’obtenant en remplagant A, par A, dans ’expression (6.8) de A,.
En répétant le méme raisonnement n fois, nous voyons que v(p) # 0
pour tout p € Q,,, vérifiant :

(m* + 44) < P(P1o + G12) SM° + A,
A, vérifiant :
lz - m2

3ot o) ot = PN A+ ) > (ALY

(An - ‘An-l)2 =

¢ étant un nombre positif, ce qui entraine :
A, > (1 +VEOA,_,

La suite A,, minorée par une progression géométrique, est divergente.
Nous avons donc montré que v(p) # 0 pour tout p € Q,,, vérifiant :

6.9 m? + Ay < p(P1q + 410
Pour montrer que v(p) # 0 pour tout p € Q,,, vérifiant :
(6.10) m? + > p(P1a + 912

il suffit de reprendre tout le raisonnement en remplagant les vecteurs p, et g,
par deux nouveaux vecteurs pour lesquels v est non nul en vertu de ce qui
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précéde, suffisamment éloignés des vecteurs p, et g, initiaux pour que les
vecteurs p vérifiant (6.10) avec les anciens vecteurs p; et g;, vérifient 1’iné-
galité opposée (6.9) avec les nouveaux. Le lemme 2 est donc établi.

LemMME 3. — La condition (6.4) est superflue.

Pour établir ce lemme, nous allons montrer que si p, g, p’ et g’ sont des
vecteurs de Q,,, vérifiant (6.3) mais non (6.4) il est possible de trouver des
vecteurs r et s de Q,, tels que :

para= 1
6.11) s, = A,
6.12) ptr=p +s

Une fois ceci établi, les systémes de vecteurs (p, r, p’, s) et (g, s, ¢'s 1)
vérifiant (6.4), nous avons :

v(p)W(r) = v(p)¥(s)
U@v(s) = v(q)v(s)

d’ou (puisque d’aprés le lemme 2 v(r)v(s) # 0) :
v(p)v(g) = v(pIV').

Pour montrer 1’existence des vecteurs r et s, raisonnons sur le sous-
espace normal 4 p + g, qui n’est autre que ’espace euclidien & 3 dimensions.
En projection, les vecteurs p et g sont représentés par deux points P et Q

Y

diamétralement opposés sur une sphére centrée a l’origine, de rayon :

p =mshy

si nous posons

p°q, = m® ch 2y

S’ils existent, les vecteurs r et s sont représentés en projection par deux
points R et S situés sur une sphére centrée & 1’origine, de rayon :

py =mshe

¢ pouvant étre choisi arbitrairement entre certaines limites (précisées
ci-dessous (6.13)). Soit 6 1’angle (OP, OR). Nous avons d’aprés (6.11) :

Pre = Ay = m*(ch ¢ ch ¢ — sh y sh ¢ cos 6)
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ce qui impose la valeur de 8, une fois ¢ choisi, pourvu que ce dernier soit
choisi de fagon telle que :

(6.13) ch(fy —9) <A <ch (Y + o)

(nous excluons 1’égalité afin que 8 ne soit ni nul, ni égal a =).

R est donc situé sur le cercle (Cg) intersection de la sphére de rayon p,
et du cone de révolution d’axe OP et de demi-angle au sommet 6. De méme
S est situé sur le cercle (Cg) intersection de cette sphére et du cone de révo-
lution d’axe OQ et de demi-angle au sommet 6. Choisissons R arbitraire-
ment sur (Cy) et soit T le milieu de PR. D’aprés (6.12), S est situé sur le
cercle (Cg) intersection de la sphére de rayon p, et du cone de révolution
d’axe OT passant par R. Si (Cg) et (Gs) se coupent, le point S existe et les
vecteurs r et s représentés par les points R et S existent et satisfont (6.11)
et (6.12), mais cependant pas pour des vecteurs p’ et g’ quelconques (puisque
ceux-ci doivent &tre choisis en accord avec r et s). Nous verrons plus loin
comment nous affranchir de cette restriction. Montrons qu’il est toujours
possible de choisir ¢ et 6 de fagon telle que (Cs) et (Cg) se coupent : cela
est presque évident, puisque lorsque ¢ parcourt 1’ensemble de valeurs
possibles défini par (6.13) en croissant, § parcourt l’intervalle 0 < § < =«
en croissant; le cercle Cg se déforme, en conservant OP pour axe, entre
deux positions extrémes réduites aux points P, et Q, ou OP et OQ coupent
la sphére de rayon p; ; le cercle (Cg) se déforme entre deux positions extrémes
réduites aux points P, et Q, dans ’ordre inverse des positions extrémes
de (Cy). 1l existe donc certainement une plage de valeurs de ¢ pour lesquelles
(Cs) et (Cg) se coupent.

Nous avons donc montré que (6.2) était vérifié bien que p et g ne vérifient
pas (6.4), mais pour un choix particulier de p’ et ¢’ (déterminés en accord
avec r et s5). Pour s’affranchir de cette derniére restriction, il suffit dutiliser
le lemme 1. Ceci établit le lemme 3, et du méme coup le théoréme 7.

6.2. SOLUTIONS DE L’£QUATION FONCTIONNELLE

THEOREME 8. — Les seules solutions continues par rapport a p de I’équa-
tion fonctionnelle (6.2) sont de la forme :

(6.13) v(p) = aexp (— 4,p%)

a étant un scalaire, 4, un vecteur covariant attaché au point x de V, consi-
déré.
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Démonstration. — Ce théoréme, analogue a celui démontré par Grad [10]
pour I’équation de Boltzmann non relativiste, a été établi par Chernikov [5].
Nous présentons ici une démonstration nouvelle.

La fonction, identiquement nulle, solution de (6.2), est bien de la
forme (6.13) (avec a = 0). Si v n’est pas identiquement nulle, elle n’est,
d’aprés le lemme 2 nulle en aucun point de Q,,. Nous supposerons que
c’est le cas.

Grice a une série de lemmes qui généralisent (6.2), nous allons montrer
qu’on peut étendre le domaine de définition de v (initialement Q,.) &
tout I’espace tangent T,, en lui conservant une propriété analogue a (6.2).
Le théoréme 8 s’établira alors trés simplement.

LEMME 4. — (6.2) équivaut a :

V(P V(P2)--v(Pa) = V(gDV(G2) - - V(4n)

6.14
( ) pour tous p;...p, q;...4,€Q,, vérifiant p;+... + p,=q;+...+q,

n entier quelconque > 2.

En effet, (6.14) a pour conséquence immédiate (6.2). Inversement,
démontrons que (6.2) entraine (6.14) par récurrence. Supposons (6.14)
vrai, n ayant une certaine valeur. Soient py, ..., Pni1s 915 «« > Gnt1 € Qs
vérifiant :

(6.15) Pit .o+ P =g+ o+ sy
Nous voulons montrer :

(6.16) v(p1) - V(Past) = V(q1) - - V(Gnt1)
Sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer :

(6.17) PuPi+ -+ Pier) = apdi + -+ dhen) = 4

A étant indépendant de i et de j. En effet, la valeur moyenne des produits
scalaires (6.17), évidemment égale a A, est :

l @ a
m(Pu"‘ oo F Parr)(PS F oo+ Prsy)

S’il existe un indice i; pour lequel le produit scalaire au premier membre
de (6.17) est supérieur a 2, il existe nécessairement un autre indice i, pour
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lequel il est inférieur a cette valeur. Remplagons P;; et p;, par deux nou-
veaux vecteurs de Q,.., P;1 €t p;s, tels que :

Pu + Py =Dy + Piz
1l est toujours possible de choisir p;; et p;, de facon telle que

PitaPi 4 o+ Piey) =4

Mais comme, d’apreés (6.2) :
v(pi)V(pi2)= V(P;1)V(P;2)

la substitution de p;; et p;, & p;; et p;, n’altére pas la valeur du premier
membre de (6.16). En répétant n + 1 fois cette opération, et en I’effectuant
également sur les vecteurs g, nous voyons qu’il est toujours possible de se
ramener au cas ou (6.17) est vérifié.

Raisonnons maintenant sur les projections des vecteurs p,, ..., Pp+1»
gi» -5 qu+1, SUr le sous-espace normal a p; + ... + p,,,. Ce sont des
points Py, ..., P,yqs Q, ..., Q4 situés sur une méme sphére centrée
a Porigine, le barycentre des points P et des points Q étant 1’origine.

Le méme raisonnement que celui présenté ci-dessus permet de montrer
qu’on peut, sans perte de généralité, supposer les points P; et Q; tous situés
sur un méme grand cercle de la sphére. Raisonnons donc désormais sur ce
cercle. Prenons un quelconque des points Q;, par exemple Q,. Soient P; et P;
les deux points P les plus proches de Q,, de part et d’autre de ce point.
L’arc de cercle P;P; est nécessairement < m, car n + 1 > 2, aussi dans le
cas contraire le barycentre des points P ne saurait €tre le centre du cercle.
11 existe nécessairement au moins un point Q, extérieur a cet arc, sans quoi
le barycentre des points Q ne saurait étre le centre du cercle. Nous avons
donc montré I’existence de quatre points P;, P;, Q;, Q, tels que Q, soit sur

P’arc P;P; et Q, extérieur & cet arc. Or, il est facile de voir que cette dispo-
sition entraine 1’existence de trois vecteurs r, s, ¢ de Q,,, tels que :

Pitpj=r+t
Gi1+qg =5+t
ce qui, d’aprés (6.2), entraine :

v(p)v(p;) = v(r)v(®)
v(g)v(g) = v(s)v(t)
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Substituons ces valeurs dans les deux membres de (6.16), divisons par

v(z) et appliquons (6.14) aux 2n vecteurs p; ... pi_y, Pi+1 --- Pj-1,

Pj+1 -+ Pun+1 70 Gy .. Gu—1, Gk+1 - - - Gu+q S TESLANts : nous voyons que

(6.16) est vérifié.
LemMe 5. — 1l existe un scalaire a strictement positif tel que, quels que
soient p; ... pnp et g, ... q, € Q,, vérifiant :

(6.18) pi+ ... +pPu=qg+ ... +4q,

(m et n entiers > 1), nous ayons :
1 1
(6.19) o WPy - V() = 5,(qy) - - . V(4w
a

Soit en effet un vecteur p € Q,,.. Nous pouvons d’une infinité de fagons
trouver deux vecteurs r et s de Q,,. tels que :

r+s=p

Posons :

v(r)v(s) = av(p)

a est strictement positif, puisque v I’est. @ est de plus indépendant des
vecteurs p, r, s. Si, en effet, pour un autre choix p’, ¥/, s’ de ces vecteurs,
nous avons :

v(ir')v(s’) = a'v(p’)

cela entraine

a'v(p')v(r)v(s) = av(p)v(r')v(s")
Mais les vecteurs p’, r, s, p, ¥’, s’ vérifiant

pP+r+s=p+r +s

le lemme 4 montre que @’ = a.
En répétant cette opération n fois pour les vecteurs p; et m fois pour les
vecteurs ¢;, nous voyons que le lemme 5 est une conséquence du lemme 4-
La démonstration du théoréme 8 est maintenant trés simple. Posons :

v(p)
a

(6.20) Log £/ = F(p)
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F(p) est définie sur Q,,, mais il est facile d’étendre sa définition a ’en-
semble, dense dans T,, de vecteurs p de la forme :

6.21 =D 4
(6.21) P=ip o+,

ou les m;, n; sont des entiers de signe quelconque et les p; des vecteurs de Q,,,,.,
en posant :

(6.22) F(p) = Z ZIF(p)

Cette définition est cohérente, car les lemmes 4 et 5 montrent que si p
peut étre exprimé de deux fagons différentes sous la forme (6.21), la valeur
attribuée par (6.22) a F(p) est indépendante du choix de ’expression de p.

D’autre part, si v(p) est continue sur Q,,,, nous pouvons par continuité:
étendre la définition de F(p) a T, entier. La propriété (6.22) reste valable

. .. N ) m; . .
a la limite méme si les oo ne sont plus des fractions rationnelles. F(p) est

donc une forme linéaire sur T,, qui s’exprime par un vecteur covariant 4, :
— a
F(p) = — 4,p

En revenant a la fonction v, nous voyons que celle-ci est bien de la
forme (6.13).

6.3. FONCTION DE DISTRIBUTION DE MAXWELL RELATIVISTE

v étant positive et intégrable sur Q,,,, a est positif et 1, est un vecteur
de genre temps dirigé vers ’avenir. Nous poserons :

(6.23) A=bU, b>0
(6.24) U,U* =1

La fonction de distribution :
(6.25) v(p) = a exp (— bU,p%)

est appelée fonction de distribution de Maxwell relativiste. Elle a été obtenue
pour la premiére fois par Jiittner [/2].
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7. Equilibre thermodynamique local
d’un gaz a plusieurs constituants.

Les résultats du paragraphe précédent s’étendent sans difficulté au cas
d’un gaz comportant plusieurs espéces de particules, susceptibles de collisions
élastiques ou inélastiques, de fusion et de fission.

7.1. EQUATIONS FONCTIONNELLES VERIFIEES PAR LES FONCTIONS DE
DISTRIBUTION D’EQUILIBRE

THEOREME 9. — Soient i, j, k, I, m, n, r des indices désignant certaines
espéces de particules, susceptibles de la collision inélastique, i + j s k + [
et des fusion et fission m < n + r. Sous les hypothéses suivantes :

— A¥(ps, p;, n) est non nul dans deux voisinages, respectivement des
systémes de valeurs des variables (p;1, Pj1, 11) €t (Piz, Pj2, 12) avec :

Pitalis = Ay >mim; 5 PP =7y >mm; 5 Ay #F 1,
Ping, =p #0 5 pony, =y #0

— B}." (qui, d’aprés la propriété 7 du paragraphe 4.2 est une constante

non négative) est non nulle.
— Les fOIlCtiOI]S de diStribUtion vi(Pi)’ vj(pj)’ vk(pk)’ V;(Pz), vm(pm)svn(pn)a
sont continues; v,(p,) est non nulle au moins en un point de Q,,.; vi(p,)

et vi(p;) vérifient :
vi(pi) # 0 vi(pi2) #0 vi(pj1) #0 vi(pj2) #0

les expressions (qui sont des termes du second membre de (5.17)) :

1 vip)v j(P j)
7.1y - ] fLog m vi(pvi(p) — Vi(Pi)Vj(Pj)]

Af",’jl(pi’ Ppmw; N wj A&
1 va(2)VA(P,)

(7.2) —:Log

2 NVl D) MVu(Dm) — Va(P)V,(P)IBY @, A €

sont nulles (au point x considéré de V,) si et seulement si, respectivement :

vil2vi(py) — Vi(Pi)Vj(P j) =0
(7 . 3) pOlll' tous pi € ngx’ pj € Qmpm pk € kam pl € g)'mzx:
vérifiant Pi+pi=pc+p
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Vi(PVA(D,) = 1V D)
(7.9 pour tous Pm € Qunxs Pr€Qn 2, € Qo
vérifiant DPm =Dy + D

Démonstration. — Le fait que la nullité de (7.1) équivaut a (7.3) se
démontre exactement comme le théoréme 7. Quant au fait que la nullité
de (7.2) équivaut a (7.4), c’est une évidence puisque BJ;" est une constante
non nulle.

THEOREME 10. — Sous les hypothéses du théoréme 9, (7.3) a pour consé-
quence :
vipvda) = vip'Iv(q)
(7.5) pour tous 2,4, D 4 €EQp,x
| vérifiant p+tqg=p +4q

et des équations analogues pour v;, v, V.

Démonstration. — Le lemme 2 se généralise sans peine et permet de
montrer que les fonctions de distribution considérées sont partout stric-
tement positives. Soient p;, p;, Djs p,'- des vecteurs respectivement de Q,, .
et Q, ., vérifiant :

(7.6) pi+p;=pi +p;

Si p; et p; vérifient la condition (3.36) (avec A2 = (p} + p5)(Pix + Pja))
il existe des vecteurs p; et p, respectivement de Q,, , et Q,,,. tels que :

Pi+p;=pi+D;,=pc+ D

Nous pouvons appliquer (7.3) aux systémes de vecteurs (p;, pj, Px> P1)
et (p;, p;» P 1) €t nous en déduisons :

(7.7 vip i)vj(pj) = Vi(P;)Vj(P 1)

Si p; et p; ne vérifient pas (3.36), une démonstration identique a celle
du lemme 3 permet de montrer que (7.7) est toujours vrai.
Pour montrer que (7.7) entraine (7.5), considérons des vecteurs p, ¢,
p', q' de Q, . vérifiant :
ptq=p+4q

Une démonstration identique a celle du lemme 3 permet de montrer
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qu’il existe, au moins pour un choix convenable de p’ et g’, des vecteurs
pj et p,'- de Q,,,; tels que
p+pi=p +p;

q+p;=4d +p;
D’aprés (7.7) :
vi(p)vip;) = Vi(P')Vj(PJ")
Vi(q)"j(l’}) =v{q'W{p;)

En faisant le produit membre & membre de ces égalités, et en divisant
par vi(p;) et v ,(p,) (qui comme nous I’avons vu est non nul), nous obtenons
(7.5). Enfin, pour nous affranchir de la restriction sur le choix de p’ et ¢q’,
il suffit d’appliquer le lemme 1.

THEOREME 11. — Sous les hypothéses du théoréme 9, (7.4) a les deux
conséquences suivantes :

— V,, est non nulle sur tout Q,,__ si et seulement si v, et v, le sont aussi,
respectivement sur tout Q, . et Q, ..

— Si c’est le cas, ces trois fonctions de distribution vérifient chacune
une équation fonctionnelle de la forme (7.5).

Démonstration. — Le premier point a démontrer est une conséquence
immédiate de (7.4). La démonstration du second est une simple adaptation
de celle du théoréme 10.

Remarque. — Le théoréme 11 est moins général que le théoréme 10,
car il nécessite I’hypothése de la non-nullité de v,, sur tout Q,, . (alors que
I’hypothése de la non-nullité de v;, v;, en quelques points seulement de
Q,.ix et Q,, . suffit pour le théoréme 10). Pour les applications, cela importe
peu, car une espéce de particules susceptible de fission, est généralement
susceptible aussi de collisions élastiques ou inélastiques avec d’autres
espéces de particules, de sorte qu’on pourra lui appliquer indifféremment
I’un ou I’autre de ces théorémes.

7.2. Lol D’ACTION DE MASSE

Les résultats du paragraphe précédent et le théoréme 8 permettent de
déterminer facilement la forme des fonctions de distribution en un point x
de V, ou le gaz est localement en équilibre thermodynamique.
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Nous supposons que deux espéces de particules i et j présentes dans le gaz
peuvent interagir, soit directement, soit indirectement par collision avec
des particules d’autres espéces présentes. Si ce n’était pas le cas, on pourrait
distinguer plusieurs composantes dans le gaz évoluant indépendamment,
les considérations de ce paragraphe s’appliquant & chacune d’entre elles.

D’apreés le théoréme 8, les fonctions de distribution v; sont de la forme :

(7.8) vi(p) = a; exp (— bU,p")

le scalaire positif b et le vecteur unitaire U, étant indépendants de I’espéce
de particules considérées (afin de satisfaire (7.3), (7.4), (7.7)).
D’autre part, il existe entre les a; les relations :

si les particules d’espéce i, j, k, / sont susceptibles de la collision
(71.9) {i+jsk+1 alors a I’équilibre thermodynamique

a,—a J = aka’
si les particules i, k, [ sont susceptibles de fusion et fission, selon :
(7.10) { i s k + [, alors & I’équilibre thermodynamique :

na; = qa,

Les propriétés (7.9) et (7.10) constituent la version relativiste de la clas-
sique loi d’action de masse. Nous verrons au paragraphe 9.3 qu’il est
possible de les exprimer sous une autre forme en faisant intervenir les
potentiels thermodynamiques.

8. Propriétés variationnelles
des fonctions de distribution de Maxwell.

L’expression de la fonction de distribution de Maxwell relativiste s’ obtient
facilement grice au calcul des variations, comme extrémale d’une certaine
intégrale : c’est ainsi que Synge [I] I’établit. Nous allons généraliser ce
raisonnement et montrer qu’il conduit non seulement & 1’expression des
fonctions de distribution, mais aux conditions d’équilibre (7.9) et (7.10)
et & d’intéressants renseignements concernant 1’équilibre thermodynamique
dans un champ de gravitation stationnaire.

Pour alléger 1’écriture, considérons un gaz comportant trois sortes
de particules indicées a, b, c, susceptibles de fusion et fission selon

8.1 asb+c
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L’étude du cas général se ferait suivant la méme méthode.
D’aprés les théorémes 4, 5, 6 :

(8.2 ViNZ+N) =0

(8.3) Vo(NZ+ NI =0

(8.4) VT = V(T + T + T) =0
8.5) VpSP = Vy(SE+ S5+ S5 =0

Supposons le gaz dans un champ de gravitation stationnaire et choisis-
sons un systéme de coordonnées dans lequel les composantes g,z du tenseur
métrique sont indépendantes de x°. Le champ de vecteurs de composantes :

(8.6) A% = A, constante, Ai=0 (i=1,2,3)
satisfait ’équation de Killing (Lichnerowicz [14]) :
8.7 Vg + Vgdy =0
L’équation (8.4) a donc pour conséquence :
8.9 V(A T#) =0

Supposons que les fonctions de distribution v,, v,, v, tendent suffisamment
vite vers zéro lorsque x', x? ou x* tendent vers I’infini pour assurer la
convergence des intégrales ci-dessous. En intégrant les équations (8.2)
a (8.5) dans la partie de V, comprise entre deux sections x° = constante,
et en appliquant la formule de Stokes, nous obtenons :

8.9) z f\/ —gvpldxt Adx* Ndx® A w;,=A+B

i=a,b
(8.10) z f\/ —gvipldxt Adx* Ndx®* A w;=A + C
(8.11) Z f\/ — gvip°P A dx' A dx* ANdx® A w;=E
i=ab,c

(8.12) Z f\/ - gv; Log%’)n"abc1 Adx®* Ndx* N w, =S

i=a,b,c

ou A + B, A + C et E sont des constantes, et S une fonction croissante
de x°. Jaynes [11] a montré, en thermodynamique relativiste, que S est,
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au signe prés, une mesure de I’information que 1’on posséde sur 1’état du
systéme. Il est donc naturel de chercher les fonctions de distribution v,, v,, v,
qui rendent S maximum, compte tenu des liaisons (8.9) a (8.11) carily a
lieu de penser que ce sont elles qui s’établiront au bout d’un temps suffi-
samment long (c’est-a-dire pour x° assez grand). Le calcul des variations

donne :
(8.13) v, = a, exp (— pA,p%)
et deux expressions analogues pour v, et v,, avec

a,=Cexp(-1-§-7)
(8.14) a,={exp(—1-p)
a.={exp(—1-19)

i, B et y sont des multiplicateurs de Lagrange. Nous voyons que les fonc-
tions de distribution (8.13) sont bien de Maxwell et que d’aprés (8.14),
la condition d’équilibre (7.10) est bien satisfaite par a,, a, a..

Nous verrons dans le paragraphe suivant que p4, est 1ié & la température T
et a; au potentiel thermodynamique relativiste y; par :

4
i c
(8.15) P, = )
2
(8.16) a; = n exp (Tk% y,-) (i= a,bouc)

p et a; sont indépendants de x', x2, x3, tandis que 4°4, vaut d’aprés (8.6) :
(8.17) 22y = 8ooA*

ol 4 est indépendant de x!, x2, x*. (10.15) et (10.16) nous donnent donc
les conditions d’équilibre thermodynamique dans un champ de gravita-
tion stationnaire :

YV 200 T = constante

(8.18)
V 800 7; = constante (i=a,bouc)

résultats conformes 4 ceux établis par Landau et Lifchitz [13] par une
autre méthode.
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9. Fonctions thermodynamiques
du gaz relativiste a 1’équilibre.

Dans ce paragraphe, nous considérons, parmi les constituants du gaz,
seulement les particules de masse non nulle et nous raisonnons en un point x
de V, ou le gaz est localement en équilibre. Les fonctions de distribution
sont alors de la forme de Maxwell (7.8) avec des coefficients obéissant
4 (7.9) et (7.10). A partir de celles-ci, il est possible de définir, comme en
théorie cinétique non relativiste, les fonctions thermodynamiques du gaz.
Ceci a été fait notamment par Synge [23]. Rappelons que, du point de vue
que nous adoptons, toutes les fonctions thermodynamiques d’un gaz
(telles que température, énergie interne, entropie...) doivent nécessairement
&tre évaluées dans le repére par rapport auquel le gaz est localement au
repos et sont, par conséquent, des scalaires. Nous restons donc en dehors
des controverses relatives aux éventuelles lois de transformation des fonc-
tions thermodynamiques lors d’un changement de repére (Arzeliés [/],
Marchal [18] notamment).

9.1. VITESSE DU GAZ, TEMPERATURE

La vitesse du gaz est, par définition, le vecteur unitaire U* (dirigé vers
1’avenir) qui figure dans 1’expression (7.8) des fonctions de distribution de
Maxwell. La température T du gaz est, par définition, liée au coefficient b
qui figure également dans cette expression par :

CZ

.1 b=z

ou k est la constante de Boltzmann. Nous emploierons souvent, au lieu

de la température T, les quantités :

2
mic”
(9.2) éi='7€T—mib

qui dépendent (comme la masse d’une particule m;) de I’espéce de particules
considérée.

9.2. LES MOMENTS DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION DE MAXWELL

Le moment d’ordre n de la fonction de distribution v; est par définition :

f v;p™ ... p"w;
O x
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La donnée des moments d’ordre 1 et 2 d’une fonction de distribution
de Maxwell v; suffit pour déterminer a;, U* et b, donc pour déterminer com-
plétement v;. Synge [23] a montré comment calculer ceux-ci et Pichon [22]
aindiqué une formule générale donnant le moment d’ordre 7. Il est d’ailleurs
facile d’¢établir celle-ci en utilisant les expressions (3.8) des composantes
de p* dans un repére orthonormé (1’axe des x° étant paralléle a U%) et I’expres-
sion (3.9) de w; : il suffit de remarquer que :

a o, n_.n a-(n)m
9.3) JQMixv,-p o Py = (= 1)'mla; 3EU.) 9T

avec :

® = f exp (— bU, p%w;

— dnm? f " sh? y exp (= & ch y)dy

9.4) = 4nm}? K———lf(éi)

d’aprés une formule classique (Watson [25]). K;(;) désigne la fonction de
Bessel modifiée de seconde espéce d’indice 1, de la variable &, et de méme
K, (¢;) désignera la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce d’indice .
I est facile d’effectuer le calcul des dérivées figurant dans le second membre
de (9.3) grace a la formule classique :

Nous obtenons ainsi

9.5)
fnm“vipal anw — 4nmn+2 Z( )l Kn+£§+ ll(éz) [ ZI)U lg]az

E(;) désignant le plus grand entier inférieur ou égal alet le symbole

2

[(» — 21U, Ig]***" représentant le tenseur symétrique formé par produit
tensoriel de (n — 2I) fois le vecteur U® et  fois le tenseur g? et comportant

ANN. INST. POINCARE A-X-1 8
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n!

le nombre minimum de termes m nécessaire pour assurer la
-\n - .

symétrie. Ainsi, par exemple :

[2U, 1g]*7 = U"U’g” + U*U’8" + U*U’g”
+ UPU”g™ + UPU’%E™ + U'U%gY

Des fonctions thermodynamiques simples sont liées aux moments d’ordre 1
et 2 de v;. Posons en effet :
9.6) N} = v,p’w; = dnm}a; Zé(é’) Ut = Sy

i
Qm i

[ reds [K (f,) K, (&) g
T,’":f PPPw; = [ 3 Up — 22lei ﬁ]
5 e TP T K@ e g

i a Pi o
/ =(»0,~+;—2)UU'3—-;215‘fx

\

©.7

r est, par définition, la masse volumique, c¢; la concentration en masse
en constituant i, p; I’énergie volumique partielle et p; la pression partielle
de ce constituant. Les concentrations vérifient

(9.8) zc,. =1

Di» P; et toutes les autres fonctions thermodynamiques peuvent étre expri-
mées au moyen des fonctions thermodynamiques r, c; et T (ou (&;)). Ainsi :

Ks(¢) 1
9.9 ;= re; [ EALL! —
? K& &
2
9.10) p,.="‘T""i=}%cikT
(cette derniére formule est identique i la formule non relativiste corres-
pondante).

L’énergie volumique totale p et la pression p sont :

(9.11) ,,=Z ,-

T

.12 p= Zpi
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L’énergie volumique totale p est liée a 1’énergie interne spécifique &
par :

(9.13) p=r(1+;§)

9.3. ENTROPIE SPECIFIQUE, POTENTIELS THERMODYNAMIQUES

Les autres fonctions thermodynamiques du gaz s’expriment au moyen
de celles déja définies par les mémes formules qu’en thermodynamique
classique. Ainsi ’enthalpie spécifique i :
©.14) i=e+f

Nous utiliserons plutdt I’indice du fluide £, mieux adapté que i 4 la ther-
modynamique relativiste (Lichnerowicz [/4]) :

©.19) f=t+5=1(r+5)

L’entropie spécifique s, les potentiels thermodynamiques g;, sont tels que :

(9.16) Tds = ds + pd(;) - zgidci

i

9.17) = Sco.=e+% —Ts
( g & -

i
Remarquons que ces deux relations permettent de définir également T,
a un facteur prés : il est facile de voir que cette définition est en accord
avec celle déja donnée au paragraphe 9.1.
La relation (9.16) laisse une constante additive indéterminée dans 1’entro-
pie spécifique. Une autre définition possible de 1’entropie spécifique permet
de préciser sa valeur. Posons en effet :

9.18) rs = — ka v; Log p“an,-

définition qui justifie la dénomination du vecteur flux d’entropie S; intro-
duit au paragraphe 5.3. Un calcul simple donne :

019 0= D= 2 ey s (282 )]
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11 est facile de voir que le résultat ainsi obtenu est en accord avec la
précédente définition de s et précise la constante laissée indéterminée
par celle-ci.

Or la formule classique de Sakur-Tétrode pour un gaz parfait (non rela-
tiviste) donne la valeur de la constante de 1’entropie : pour un gaz a un

seul constituant par exemple :

3

5= k Lo [27rkT(me)=]’
m

9.20) e o

(h désigne la constante de Planck, e la base des logarithmes népériens).

A la limite non relativiste (c’est-a-dire pour &; grand), nous pouvons
calculer I’expression asymptotique de (9.19) grice a la formule classique :

B T 4n® — 12 (4n® — 1%)(4n* - 3?)
9.21) K,,(é)—’\/z—ée 4‘(1+ 1G9 + 216 +)

Nous obtenons (pour un gaz a un seul constituant) :

k [anngeC Bk

9.22 ~ —L —
( ) s m og o223

Le rapprochement de (9.20) et (9.22) permet de déterminer la constante { :
9.23) = P e
et, par suite, d’aprés (5.14), la constante 7 :

9.24)

-~

{

S
w

11 est alors facile de calculer les potentiels thermodynamiques g; (en uti-
lisant (9.16)) :

09.25) g = c? [51 Log (%) - 1]

1

Nous utiliserons plutdt, a la place de g;, les « potentiels thermodynamiques
relativistes » y;, mieux adaptés que les g; au cas relativiste, définis par :

9.26) pi=1 +§-;
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et nous poserons :
Ts
9.27) y=zciyi=f_7
Les conditions d’équilibre (7.9) et (7.10) qui correspondent a la loi
classique d’action de masse, s’écrivent alors :

si les particules d’espéces i, j, k, sont susceptibles de la collision :

i+jsk+1,
(9.28) ¢ . .
a I’équilibre thermodynamique :
my; + mpy; = mgy, + My,
' si les pérticules d’espéces i, k, /, sont susceptibles de fusion et
fission selon :
9.29) ¢ isk+1

( a I’équilibre thermodynamique :

m;y; = my, + myy,

10. Cas de particules de masse nulle :
formule de Planck.

D’aprés ce qui précéde, I’expression (7.8) de la fonction de distribution
d’équilibre devrait convenir aussi pour les particules de masse nulle. Il
est possible de développer a ce sujet des considérations trés semblables a
celles du paragraphe précédent, mais qui sont de peu d’intérét physique
car (7.8) n’est pas en accord avec la formule classique du rayonnement du
corps noir de Planck.

Einstein [9] avait, dés 1917, remarqué cette difficulté, et proposé pour la
lever I’hypothése du phénoméne d’émission stimulée (confirmée depuis
de fagon spectaculaire par le développement des lasers et masers). Nous
allons reprendre en relativité le raisonnement initialement présenté par
Einstein en physique statistique classique.

10.1. EMISSION STIMULEE

Considérons un systéme comportant 3 sortes de particules, désignées
par les indices n (« neutres »), e (« excitées ») et p (« photons »), susceptibles
de fusion et fission suivant :

(10.1) ' esn+p
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La condition d’équilibre thermodynamique (7.4) exprime simplement
I’égalité des nombres probables de disparitions d’une part, de créations
d’autre part de particules d’espéce e ayant I’impulsion p, par unité de temps.

(10.2) Bnv(p.) est le nombre probable de disparitions.
(10.3) Bv,(p,)v,(p,) est le nombre probable de créations.

Nous allons modifier ces hypothéses en admettant I’existence du phéno-
méne d’émission stimulée des photons :

(10.4) Cv(p)v,(p,) est le nombre probable d’émissions stimulées.

Nous conservons (10.2) pour représenter le nombre probable d’émissions
spontanées, mais nous remplagons B par C dans (10.3), pour représenter
le nombre d’absorptions de photons (car la mécanique quantique montre
que le processus d’absorption est inverse de 1’émission stimulée, non de
I’émission spontanée), qui s’écrit :

(10.5) Crva)v,(2y)

La condition d’équilibre qui remplace (7.4) s’écrit :

22| r) + | = o)

10.6
( ) pour tous Pe € Qm,x, Pp € Qox’ Pn€ Qm;.x
vérifiant Pe = DPp + Py
En posant :
. ?]Vp
(10.7) v, = Br
Vp + E‘

nous pouvons remettre cette condition sous une forme analogue a (7.4)
et nous en déduisons donc :

Vp = @4, €Xp (— bU:zpz)
Ve = 4, €Xp (— bUapz)
v, = a, exp (— bU,p")

avec :
na, = anap
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donc :
1

Z—"GXP (bUp") - 1

ol¥

Supposons maintenant les particules d’espeéces e et n susceptibles de

collision suivant :
e+nsn+n

La condition d’équilibre (7.3) impose alors :
a, = a,
de sorte que :

By 1
(10.8) » = C exp (Ub,p") — 1
Cette expression, compte tenu de la valeur (9.24) de 7, n’est autre que la
formule du rayonnement du corps noir de Planck, a condition de choisir B
et C de sorte que :
(10.9) B

C=2.

Plagons-nous en effet dans un repére orthonormé, 1’axe des x° étant
paralléle & U* et utilisons les expressions (3.10) et (3.11). L’énergie ¢
d’un photon est liée au paramétre / qui intervient dans ces expressions
par :

e =Ic?
donc le nombre de photons d’énergie comprise entre € et ¢ + de est, par
unité de volume :
& B & de

47 6Vd8-—-4ﬂ:c 3h3e~x—g-—‘-—l
P\rT

qui est bien la formule de Planck si B et C vérifient (10.9).

10.2. EFFET RAMAN STIMULE

Il est possible de modifier de 1a méme fagon les hypothéses concernant
les probabilités de collision inélastique d’un photon avec une particule
matérielle (effet Raman).

(10.10) e+pSsSn+p
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en introduisant un « effet Raman stimulé », qui d’ailleurs a été découvert
expérimentalement en 1962 par Woodbury et Ng [26]. La collision élas-
tique d’un photon et d’une particule matérielle (effet Compton) est sus-
ceptible du méme traitement, mais 1’effet Compton stimulé n’a pas encore
(2 notre connaissance) été mis en évidence expérimentalement, sans doute
parce qu’il est trés faible.

Pour la collision (10.10) et la collision inverse, supposons qu’il existe,
outre les probabilités de collisions « spontanées » déja introduites au para-

graphe 6.2 :
A(Pe> Py MVe(P)V,(Pp)

(10.11)
A(Pes Py WVi(q)vp(4,)

des probabilités de collisions « stimulées » :

| }1 C(Po P WPV 2R)(a,)
(10.12) 1
;,' C(pe’ pp’ n)vn(qn)vp(qp)vp(pp)

Le coefficient # a été introduit pour des raisons d’homogénéité, afin que
A et Caient méme équation aux dimensions. Nous supposons que A(p,, p,, 1)
et C(p., p,» n) sont des fonctions proportionnelles. A/C est donc une constante

La condition d’équilibre (7.3) doit étre remplacée par :

vi(p) —PD_ (g 2 _
A A
v(Pp) + & Vi@ + &

(10.13)
pour tous P, €Qu,cs  Pn€EQmu  Ppet g€ Qyp

| vérifiant PetPp =0y + 4,

Effectuons sur v, la transformation (10.7) (B étant remplacé par A
dans cette formule) : (10.13) s’exprime alors sous la méme forme que (7.3)

et conduit donc au résultat :
v, = a, exp (— bU,p})
d’ou
1
n o
— exp (bU,ps) — 1
ap

(10.14) v, = %’7
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Le coefficient a,, est resté indéterminé parce que les seules collisions (10.10)
ne permettent pas au nombre de photons de varier. Il faut donc supposer
I’existence, dans le gaz, d’une quatriéme espéce de particules capables
d’absorber les photons suivant le processus étudié dans le paragraphe 10.1.
Nous voyons alors que a, est nécessairement égal & n et que A et C doivent
vérifier :

(10.15)

Q1>
I
N

Il est facile d’utiliser les probabilités (10.2), (10.4), (10.5), (10.11) et
(10.12) pour écrire 1’équation de Boltzmann des photons, compte tenu
de I’émission stimulée et de I’effet Raman stimulé. Cette équation sera
utilisable méme en dehors de 1’équilibre thermodynamique.

Il est sans doute possible de généraliser les considérations ci-dessus
afin de construire des équations de Boltzmann ayant des termes de collision
modifiés, conduisant a 1’équilibre thermodynamique aux fonctions de
distribution quantiques de Bose-Einstein (pour les particules de masse
non nulle) ou de Fermi-Dirac.

11. Les équations de Krook relativistes.

Certains auteurs, notamment Bhatnagar, Gross et Krook [2] ont proposé
de substituer a 1’équation de Boltzmann (non relativiste) une équation
plus simple. En cherchant a établir un modéle cinétique relativiste simple,
nous avons, par ailleurs, proposé une équation [/9] qui n’est autre que
I’adaptation i la relativité de celle proposée par Bhatnagar, Gross et Krook.
Nous exposons ici le raisonnement qui conduit a cette équation, que nous
pensons nouveau.

11.1. CAS D’UN GAZ DE PARTICULES TOUTES IDENTIQUES

Considérons un gaz de particules de masse m # 0 (il serait facile d’adapter
le raisonnement au cas ou m = 0). Nous supposons que le mouvement de
ces particules obéit aux régles suivantes :

— en dehors des collisions, leurs trajectoires sont des géodési-
ques;

— la longueur d’arc de géodésique qui sépare un point x quelconque
du point, situé dans le passé de x, ol la particule a eu sa derniére collision,
est une variable aléatoire obéissant 4 une loi de Poisson de valeur moyenne
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¢ty Ty dépend du point x considéré et de la valeur de I’impulsion p* au
point x;

— immédiatement aprés une collision qui a lieu au point x, I'impulsion
d’une particule est un vecteur aléatoire dont les valeurs probables sont
données par une fonction de distribution de Maxwell vy(x, p). Celle-ci
dépend du point x considéré et elle est liée a la valeur en ce point de la
fonction de distribution vraie v(x, p), par une relation qui sera précisée
plus loin. vy(x, p) est appelée fonction de distribution de Maxwell « tan-
gente » a v(x, p).

Les deux derniéres régles ci-dessus remplacent les hypothéses concernant
les probabilités de collisions développées au paragraphe 4. 2. Elles permettent,
avec le théoréme 1 de Liouville, d’exprimer v(x, p) au moyen d’une intégrale
prise sur la géodésique passant par x, tangente a p, située dans le passé de x :

(11.1) v(x, p) = 1 fw exp (— s—) vmlx'(x, p, 8), p'(x, p, s)lds
ety Jo CTy

s désigne ’abscisse curviligne sur cette géodésique. Intégrons par parties :

(11.2)
ra a'vM a _tB_1y DVM) dS

1 [~ s
v(ix, p) — vmlx, p) = —— | exp|—— -T —
(x, p) = vu(x, P) mfo p( ch) (p o~ Lo

Pour évaluer cette intégrale, nous choisissons un systéme de coordonnées
locales dont la géodésique considérée est la ligne :

xX'=0 (i=1,23); x°=x"+s

et nous imposons de plus aux composantes I';*, de la connexion d’étre
nulles le long de cette ligne. Les composantes de p’ sont :

p10=___m pn'=0

L’intégrale a calculer s’écrit alors simplement :

© g
J. exp ( - i) v% ds
0 cTy/) Ox

dvy _ Oy
axro - D‘XO

mais comme
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nous avons <

- | —ds = — € — ——vyds
fo exp( c'L'M) dx'° g 2x°LJo P CTy M
1 91y [ (

s
- — <o | sexp|— —) vmds
ety 0x° Jo cT

M
v 1 [« s 0Ty
=cty— — |lev—— | sexp|{— — |vmds| —
Max° [ ety Jo p( ch) v ]ax"

d’apres (11.1).
Nous faisons ici une nouvelle hypothése : la variation de vy est assez

s . . .
lente pour que le terme en g—% de I’expression ci-dessus soit négligeable
x

\ oy o - 3
aupres du terme en 350 L’équation (11.2) s’écrit donc, en revenant & un
X
systéme de coordonnées locales quelconque :

. oy m
=T —=—Om—)

1.3) ol 8
Pt ety

ox*

C’est I’équation de Krook relativiste. Elle ne différe de I’équation de
Boltzmann relativiste que par la forme trés simple du terme de collisions.

Il reste a préciser la relation qui lie v et vy : pour cela nous imposons
a (11.3) d’avoir, comme 1’équation de Boltzmann véritable, pour consé-
quences les théorémes 4 et 5 exprimant la conservation du nombre de
particules et de I’impulsion-énergie. Cela conduit a :

1
(114) J‘mez';;l(vM ad v)w =0
1 ..
(11.5) fnmchM(VM_v)Pw—O

Ces S relations permettent, si v est connu au point x de V, considéré,
de déterminer les 5 paramétres dont dépend vy au méme point.

Dans la suite, nous supposerons 7y fonction du point x considéré de V,
(par ’intermédiaire de la valeur locale de v) mais non de p* 7y apparaitra
donc, en quelque sorte, comme une fonction thermodynamique du gaz.
Cette hypothése, qui facilite le calcul de certaines intégrales, n’est d’ailleurs
pas essentielle.

Remarque. — L’équation de Krook posséde deux des propriétés essen-
tielles de 1’équation de Boltzmann, exprimées par les théorémes 4 et 5.
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Elle posséde également la troisi¢éme propriété, exprimée par le théoréme 6
(théoréme H de Boltzmann) si I’on impose a ) d’étre non négatif. En effet,

il est facile de voir que :
1 v
(11.6) VpS? = — km —Log— (v — v,)o =0
Omx CTM M
Cette propriété n’est vraie que parce que vy est une fonction de distri-
bution de Maxwell : on pourrait songer a construire une équation de Krook
avec pour vy une fonction de distribution autre que celle de Maxwell,
par exemple une fonction de distribution isotrope dans 1’espace avec une
vitesse de module constant; mais une telle équation n’aurait pas pour

conséquence le théoréme H.

11.2. CAS D’UN GAZ A PLUSIEURS CONSTITUANTS

11 est facile de formuler des équations cinétiques analogues a (11.3)
convenant pour écrire 1’évolution d’un gaz relativiste & plusieurs consti-
tuants [20]. Considérons par exemple un gaz comportant deux sortes
de particules, indicées a et b, de masses non nulles. Il est plus commode
d’utiliser, au lieu des fonctions de distribution des impulsions v,(p*) et vy(p%),

les fonctions de distribution des vitesses n,(u”) et ny(u*) :

(11.7) n®) = m}v(p®)  (i=aoub)
avec :
(11.8) pr=my* ; wu,=1 (i =aoub)

Il est alors naturel de généraliser 1’équation (11.3) par le systéme :

' on, e p.0m, 1 1 '
\u z_rﬁyuﬁuy_'_a':_,(naM_na)-'_ — (npm — 1)
(11.9) ox ot ety CTgy
’ P on 1 1
8 u® -l: - rpayuﬁuy‘—z = — (o — 1) + — (Mpm — M)
ox ety CTyp

Les 4 coefficients T,,, Tos Tpe T jouent le rdle tenu par 7y dans (11.3).

nay et myy sont les fonctions de distribution des vitesses de Maxwell
« tangentes » respectivement a n, et n,. Elles doivent remplir les conditions
d’équilibre thermodynamique: si les particules considérées n’ont que des
collisions élastiques, celles-ci se bornent a exprimer que ng,, et n,y corres-
pondent & la méme température et 4 la méme vitesse moyenne, donc dépen-
dent ensemble de 6 paramétres; si les particules @ sont susceptibles de se
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transformer en particules b, les coefficients dont dépendent n,, et n,y,
sont liés par une condition d’équilibre de plus, de la forme (7.9), de sorte
que n,y et nyy dépendent ensemble de 5 paramétres. Dans tous les cas,
les paramétres dont dépendent n,y et m,, sont déterminés si au point x
considéré n, et m, sont connus, en écrivant que les lois de conservation
exprimées par les théorémes 4 et 5 sont des conséquences du systéme (11.9) :
cela conduit a des conditions analogues a (11.4) et (11.5), en nombre égal
au nombre de paramétres & déterminer.

Remarque 1. — La généralisation de ce qui précede & un gaz comportant
un nombre quelconque d’espéces de particules est immédiate, avec cepen-
dant une difficulté : si une des espéces de particules est de masse nulle,
il faut conserver pour elle la fonction de distribution des impulsions v
et écrire une équation de la forme (11.3), ne contenant pas au second
membre de termes faisant intervenir les écarts entre fonction de distribu-
tion et fonction de distribution de Maxwell tangente des autres espéces
de particules.

Remarque 2. — La généralisation du théoréme H (théoréme 6) au gaz
a plusieurs constituants décrit par un systéme d’équations de Krook n’est
pas immédiate, sauf si les seconds membres de ces €quations ne con-
tiennent que des termes diagonaux. Ainsi, dans le cas du gaz décrit par
(11.9) :

(11.10) v,,sﬁ=—'_‘f n%(l—ﬂ)Logﬁ +’1’,’l‘(1— ”—b)Logﬁ
C JQix ( Ty LY o Tob Npm Npm
+ n,ﬂ‘(l——’}!’—) Logf"— + n‘,’— (1— i) Logn—bgw

Tab Npm M Tpa LAY Mym

Le fait que cette expression doit &tre > 0 impose une restriction impor-

tante au choix des coefficients 7., Ty Tr, €t Tp, qu’il est difficile d’exprimer
(s i n n ..
en toute généralité; une condition valable lorsque ’;i et n—" sont voisins
aM bM
de 1 et lorsque les coefficients t" ne dépendent que de n,y et de m,y, est
obtenue en remplagant les logarithmes par leur développement limité au

premier terme :

' r'aa>0 't;,,,ZO
11.11 n g\ 2 g
(-1 (2 4 22) T <
Tap Tba Taaleb
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IV. CONCLUSION

11 est facile d’adapter la description classique d’un gaz par un ensemble
de fonctions de distribution des impulsions (une pour chaque espéce
de particules), au cas d’un gaz relativiste. Des considérations physiques
simples et une hypothése de chaos moléculaire permettent d’€tablir (sans
que cela soit d’ailleurs une démonstration rigoureuse) que ces fonctions
de distribution doivent étre une solution d’équations de Boltzmann rela-
tivistes. Pour [’essentiel, ces équations possédent les mémes propriétés
que les équations de Boltzmann classiques non relativistes. Elles ont
notamment pour conséquence les équations de bilan du nombre de par-
ticules et d’impulsion-énergie et 1’inégalité de bilan d’entropie (appelée
« théoréme H de Boltzmann »).

Un prochain article exposera comment déduire de cette description
« microscopique » une description « macroscopique » ne faisant plus.
intervenir que la vitesse du fluide et ses grandeurs thermodynamiques.
A la différence du cas non relativiste classique, nous verrons que, selon les
conventions adoptées, plusieurs descriptions macroscopiques différentes
sont possibles. Les deux méthodes classiques de résolution approchée de
I’équation de Boltzmann (celle de Chapman-Enskog et celle de Grad)
seront adaptées au cas relativiste et les équations de I’hydrodynamique
des fluides relativistes seront ainsi établies, puis étudiées.
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