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Théorie des rayons en hydrodynamique

et magnétohydrodynamique relativistes

par

André LICHNEROWICZ
(Collége de France).

INTRODUCTION

Nous avons déterminé antérieurement, par étude du probléme de Cauchy
formel [4], les différents types d’ondes qui apparaissent en hydrodynamique
et magnétohydrodynamique relativistes, pour un fluide parfait thermo-
dynamique au sens de Taub [/0]. Nous avons de plus établi un théoréme
d’existence et d’unicité pour le probléme de Cauchy sur des classes de
Gevrey convenables, en écartant un cas singulier remarquable, celui ou,
avec nos notations :

_Arf+ulh)?
plh|?

Dans le présent article, nous nous proposons essentiellement de dévelop-
per la théorie des rayons (ou bicaractéristiques) correspondants aux ondes
mises en évidence. Alors qu’ondes et rayons sont en général étudiés en termes
de séries formelles, nous les étudions ici en termes de tenseurs-distribu-
tions [3] associés aux discontinuités des dérivées des grandeurs physiques.
Une premiére partie de ce travail est consacrée aux préliminaires mathé-
matiques nécessaires relatifs a ces distributions; 1’optique est voisine de
celle de Pichon [7]. On peut ainsi définir opérateur & de discontinuité
infinitésimale et mettre en évidence ses principales propriétés. La seconde
et la troisiéme parties sont consacrées respectivement a 1’hydrodynamique
et a la magnétohydrodynamique. Pour les rayons associés respectivement
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ANN. INST. POINCARE, A-VII-4 20



272 ANDRE LICHNEROWICZ

aux ondes soniques, aux ondes magnétosoniques et aux ondes d’Alfven,
la propriété fondamentale des rayons concernant la propagation des « discon-
tinuités infinitésimales » est établie, sous des hypotheses larges.

Le résultat le plus notable de ce travail est sans doute le suivant : alors
que, pour les ondes soniques et les ondes d’Alfven, la direction des rayons
demeure invariante par ’opérateur de discontinuité infinitésimale 8, il n’en
est plus de méme pour les rayons associés aux ondes magnétosoniques.

En dehors du cas ou le champ magnétique est tangentiel, i/ n’y a inva-
riance, pour ces ondes, de la direction des rayons que dans le cas singulier (S).
On sait que dans ce cas le cone d’ondes magnétosoniques admet deux géné-
ratrices doubles.

La démonstration donnée fait appel aux éléments invariants mis en
évidence dans 1’étude des ondes de choc [5]. Le présent travail est cependant
rédigé de fagon a se suffire a lui-mé&me.

I. — TENSEURS-DISTRIBUTIONS

1. — Notion de tenseur-distribution
sur une variété riemannienne.

a) Soit V,4; une variété différentiable, orientée, de dimension » + 1,
de classe C**!(h > 2), munie d’une métrique riemannienne de signature
quelconque, de classe C*; cette métrique peut s’écrire localement

ds? = gaﬁdx“dxﬁ ((Z, ﬂ =0,1,.. . n)

Etant donné deux p-tenseurs T et U, nous désignons par (T, U), le
produit scalaire de T et U au point x de V,, ;. En coordonnées locales,
nous avons :

(-1 (T, U); = T,...0,()US % (x)

Soit DP(V,4,) Pespace des p-tenseurs U de V,,,, de classe C*, & sup-
port S(U) compact. Si Ue DP)(V,,,) nous pouvons poser pour tout
p-tenseur T :

(1-2) (T,U) = fv (T, U)n(x)
n+1
ol n est I’élément de volume riemannien. Localement :

(1-3) n=4|gldx* A ... Adx"
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Un p-tenseur-distribution T de V, ., est une fonctionnelle linéaire continue

\

@ valeurs scalaires sur les p-tenseurs @ support compact de classe C". Si
U e DP(V, ;) nous désignons par T[U] ou { T, U ) la valeur pour U du
tenseur-distribution T.

Un tenseur ordinaire T définit un tenseur-distribution noté T (ou par-
fois T par abus de notation) par I’intermédiaire de la formule (1-2) dans
laquelle la structure riemannienne intervient. On.a ainsi T°[U] = ( T, U ).

b) Si T est un scalaire-distribution et V un p-tenseur ordinaire, TV est
le p-tenseur-distribution défini par :

(IV)[U] = T[(V, U)].

Cela posé, soit Q le domaine d’un syst¢tme de coordonnées locales (x*) et
donnons-nous dans Q, »? scalaires distributions T,,.. ,,. L’expression

(1-4) T=T,. .,&"®...Qdx"
définit un p-tenseur-distribution : si (e,) est le repére dual du corepére (dx*) :
U=Us %, ®...R0e,
et T[U] est donné par la somme :
T[U] = T,,.. ,[U" %]

Inversement tout p-tenseur-distribution T dans Q peut €tre représenté
par une telle expression : désignons par Ty, .. ,, les scalaires-distributions
définis par :

To. /1= Tlfe, ® ... ®e,]  feDUQ)

On a:
T[U] — T[Um-- .dpeal ® . @eap] = Tal- ‘ ‘aP[an.. .¢P]

et T admet bien ’expression (1-4). Ainsi, dans le domaine d’un systéme de
coordonnées locales, tout p-tenseur-distribution peut Etre, comme un

p-tenseur ordinaire, rapporté & ces coordonnées, les composantes étant
des scalaires-distributions [3].

¢) Soit T un p-tenseur ordinaire, VT sa dérivée covariante dans la
connexion riemannienne. Si U e D@V, )

(VT,U) = V,T,,.. .., U

v-’l
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soit, par intégration par parties :

< VT, U> = Vp(Tu1~..apUp“""“P)7I — f Tal.”apvapax---un

Vn+1 Vit

Le premier terme du second membre est nul. Nous sommes ainsi conduits
3 introduire ’opérateur & dit de codifférentiation sur les (p + 1)-tenseurs
défini par :
6 . pr_._ﬂp+l —_ - vapal“.dp

Ainsi la formule précédente s’écrit :
(1-5) (VT,UY=(T,8U)

Cela posé, nous définissons la dérivée covariante d’un p-tenseur-distribu-
tion T comme le (p + 1)-tenseur-distribution V'T déterminé par la rela-
tion (1-5) ou Ue D®P(V,,,). On démontre aisément que les propriétés
classiques de la dérivation covariante dans une connexion riemannienne
et les formules correspondantes sont valables pour les tenseurs-distributions.

2. — Les distributions Y*, Y~ et § relatives
a une hypersurface.

a) Sur un domaine ouvert Q de coordonnées de V,, ., soit £ une hyper-
surface réguliérement plongée, d’équation locale ¢ = 0 (¢ de classe C?)
qui partage Q en deux domaines Q* et Q~ vérifiant respectivement ¢ > 0
et @ < 0. Nous désignons par /, le vecteur non nul d,¢ (}).

Soit Y, ou plus briévement Y (resp. Y, ou Y~) la fonction sur Q
qui vaut 1 (resp. 0) dans Q* et 0 (resp. 1) dans Q~ ; ces fonctions définissent
dans Q des distributions désignées par les mémes notations, par I’intermé-
diaire des formules :

@ Xy = [ = [
et :

22 XCry= [Yopm= [
ol fe DUQ).

. na
() Dans toute la suite 94 = o
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b) Considérons maintenant la classe des n-formes w de Leray vérifiant
la relation :

(2-3) n=dp ANw=I1ANow

Si w et o’ sont deux formes de cette classe, il existe une (n — 1)-forme y
telle que :

2-9) o =0+dp Ay

Si 2Q* et 0Q~ sont les bords sur £ de QF et Q7 (0Q* = — 2Q7),

I'intégrale

fo=-[ fo  (reo'@)

o0+ oQ-

a, d’apres (2-4), une valeur bien définie indépendante du choix de w véri-
fiant (2-3). Nous sommes ainsi conduits & définir des distributions 8, ou

plus brievement &, par la relation :

@-9) Gpy==| so=] 1o
oo+ Q-

ol fe DOQ).

¢) Proposons-nous d’évaluer les tenseurs-distributions dérivés des
scalaires-distributions Y* et Y™. A cet effet, il est commode d’introduire
dans Q un systtme de coordonnées (»*) tel que y° = ¢. Dans ce sys-
téme, / a pour composantes covariantes /, = 1, /; = 0 (i, tout indice latin
= 1,2, ...,n). De I’expression de n dans ces coordonnées locales
(2-6) n=4\g|d° Ady' A ... Adx"
on déduit que la n-forme :

2-7) o=V]g|d' A ... Nd

vérifie la relation (2-3).
Si U est un vecteur a support compact dans Q(U € D)(Q)), on a d’apres
la définition de la dérivée covariante :

(VYUY =(Y*8U)

En coordonnées (3%), il vient :

(VY*,UD = = (Y, ——2,(U"/]2]))

Vigl

- —f 2 (UNTEDB® A &' A ... A dy”
o+
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Il résulte de la formule de Stokes que le dernier membre vaut, compte
tenu de (2-7),

—f UV |gldy' A ... AdY" = —f U
oq+ oqr
On obtient ainsi d’apres (2-5) :
(VY*,UY=(I5,U)
pour tout U € DI)(Q), soit, au sens des distributions :
(2-8) vYt =106
On établit de méme, a partir de (2-5) :
(2-9) VY = —16

d) Soit V un champ de vecteurs dans Q tangent aux hypersurfaces
@ = const. On a donc :

(2-10) (V) = LV: =0

ou i(V) représente ici le produit intérieur par V. Proposons-nous d’évaluer
la dérivée du scalaire-distribution & relativement a V, soit i(V)yd. Pour
tout fe D(Q) :

(VIVE, £y = V8, [V = (6, 5(/V))
En coordonnées locales (3%), (2-10) s’écrit V° = O et il vient :
GELy = [ 2VVIgDd A A dy
= f 2(/VV g DB A ... A D"
da+

Il résulte de la formule de Stokes que le dernier membre vaut :
[ 202 vVIED 6 A" A ... A ay

= [ 2 VVIED & Ayt A Ay
Par intégration de chaque terme du dernier membre par rapport a y' et
compte tenu du support de f, on voit que ce dernier membre est nul. Il

vient ainsi :
V)V =0
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ou, en coordonnées (y*)V;6 = 0. Il en résulte qu’il existe un scalaire-
distribution &’ de support = tel que :
(2-11) Vo =15

Nous n’aurons pas besoin ici de 1’expression de &'.

3. — Discontinuités tensorielles
a la traversée d’une hypersurface.

a) Considérons un p-tenseur T dans Q satisfaisant les hypothéses suivantes.

19 Dans chacun des domaines Q% et Q~, le tenseur T est un p-tenseur
ordinaire de classe C*.

2° Quand ¢ tend vers 0 par valeurs positives (resp. négatives) T et VT
tendent uniformément vers des fonctions a valeurs tensorielles définies sur T
et notées T+, (VT)* (resp. T~, (VT)™).

Nous pouvons introduire sur X les tenseurs-discontinuités :
M=T" -T" [VI]=(VD)" = (VT)~

Dans Q, se trouvent définis de maniére naturelle les tenseurs-distribu-
tions YYT, Y*VT, YT, Y"VT. Si T est le tenseur-distribution défini
par le tenseur T défini presque partout dans Q, on a manifestement :

(-1 ™ = Y*T+ YT

On définit aussi de maniére évidente les tenseurs-distributions 6T+, 3(VT)™,

6T~, (VT)™ a support sur £. Comme tenseurs-distributions a support
sur £, on a encore

[T =6T" —=T7)=6T" — 6T~
VT =d((VD*Y = (VD) )=V = (VT

b) Proposons-nous d’évaluer le tenseur-distribution VTP dérivé du ten-
seur-distribution TP. A cet effet, d’aprés (3-1) évaluons le tenseur-distri-
bution dérivé de Y*T. On vérific aisément sur les définitions posées, a
partir de (2-8), que I’on a :

. (3-2) VYD) =B6BTY +Y'VT
On a de méme :

(3-3) V(Y T)= —-I16T" +Y VT
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Par addition de (3-2) et (3-3), il vient compte tenu de (3-1) :

(-3 VTP = B[T] + (VT)®

Dans la formule (3-4), VTP est le tenseur-distribution dérivé, au sens des
distributions, du tenseur-distribution TP. Le terme (VT") désigne le
tenseur-distribution défini par la dérivée covariante usuelle VT du ten-

seur T, tenseur ordinaire défini presque partout. Quant a I5[T], elle est
dite la O-couche tensorielle attachée au tenseur-discontinuité [T] sur X.

¢) Nous sommes ainsi conduits a étudier la dérivée du tenseur-distri-
bution 6[T] de Q. En coordonnées locales (3*), on voit aisément que :

ViO[T]) = VO[T + 6V [T]

ot V=10 =0. Daprés les hypothéses de convergence uniforme
faites, on a
VilT] = [VT]
Il vient ainsi :
g[viT] = Vi(g[TD

Il en résulte qu’il existe un p-tenseur-distribution, noté 8T, a support
sur X tel que I’on ait la formule :

(3-5) S[VT] = V(S[T) + IST

4. — Cas d’un tenseur continu.

a) Supposons maintenant e tenseur T continu dans Q et satisfaisant
toujours aux hypothéses du § 3. Les tenseurs correspondants engendrent
de maniére naturelle une algebre A de tenseurs. La formule (3-5) s’écrit :

(4-1) 5[V, T] = [,8T
Considérons I’application :

§: TeA 8T

qui a un tenseur continu satisfaisant aux hypotheses du § 3 fait corres-
pondre un tenseur-distribution a support sur X. De (4-1), on déduit immé-
diatement que I’application & est une dérivation : si a, b sont deux réels et -
si T, U € A sont deux p-tenseurs, il résulte de (4-1) que : :

4-2) 8(aT + bU) = adT + bSU
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Si T, U € 4 sont un p-tenseur et un g-tenseur, on voit aussi que :

4-3) STRU)=T®U + TR 8U

A & nous donnons le nom d’opérateur de discontinuité infinitésimale;
8T est dite la « discontinuité infinitésimale » de T.

b) Plagons-nous maintenant dans les hypothéses suivantes :

10 Le tenseur T est continu dans Q. Dans chacun des domaines Q% et Q~,
T est un tenseur de classe C2.

20 Quand ¢ tend vers 0 par valeurs positives (resp. négatives), VT et
V VT tendent uniformément vers des fonctions a valeurs tensorielles définies
sur T et notées (VT)*, (VVT)* (resp. (VIT)~, (VVT)").

Ainsi le tenseur VT satisfait lui-méme aux hypothéses de § 3. De (3-5)
appliqué a VT, il résulte

8[V oV Tl = V(B[V,T]) + 1,8V ,T
On en déduit d’apres (4-1) :
8[V,V4T] = V,(1,8T) + 1,§V,T

soit :
4-4) O[V VTl = V8T + 1,V 8T + 1,§V,T

Dans les hypothéses faites sur la métrique, le tenseur de courbure de la
variété est continu a la traversée de X. De I’identité de Bianchi et de cette
continuité du tenseur de courbure il résulte :

4-5) [V VgT] = [V V,T]

Comme V,l; = V4l, = V,Vz0, on déduit de (4-4) et (4-5) :
1;V,8T + L,8V,T = [,V ,8T + 1,8V,T

soit :

(4-6) 1(8V,T — V,8T) — [,(8V,T — V,8T) = 0

On déduit de (4-6) qu’il existe un p-tenseur-distribution T & support sur
tel que :

En substituant dans (4-4), nous obtenons une formule qui nous sera
constamment utile dans la suite [7] :

(%)) O[V, VTl = V 1,8T + I,V ;8T + [,V 8T + ], T
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II. — HYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE

5. — Les équations fondamentales
de I’hydrodynamique relativiste.

a) Dans la suite nous considérons un espace-temps V, satisfaisant aux
hypothéses du § 1 en ce qui concerne sa métrique de type hyperbolique
normal, de signature + .... Dans V, un fluide parfait est décrit par un
tenseur d’énergie [4] :

2
(5'1) TL{;) =c ’fuauﬁ *'pgaﬂ
ou r est la densité propre de matiére du fluide, p sa pression, u, le vecteur
vitesse unitaire orienté vers le futur. L’indice f du fluide est donné par :

(5-2) f=1+ ;’2

ou i est I’enthalpie spécifique. La température propre © du fluide et son
entropie spécifique S peuvent étre définies comme en hydrodynamique
classique par la relation différentielle

(5-3) OdS = di — cép
soit

2 dp
(5-4) QdS = c¢*df — ~

Il peut &tre commode, selon les cas, d’adopter comme variables thermo-
dynamiques fondamentales soit p et S, soit f et S. Dans ce paragraphe,
nous considérons r comme une fonction donnée r = r(f, S) des variables f
et S, ce qui constitue 1’équation d’état du fluide.

b) Le systtme différentiel de I’hydrodynamique relativiste est fourni
par les considérations suivantes : tout d’abord nous postulons, comme
propriété de la densité de matiére, que celle-ci est conservatrice au cours
du mouvement. Nous avons

(5-5) V() = 0

D’autre part, les équations de la dynamique relativiste sont fournies par
la conservation du tenseur d’énergie :

(5-6) vV TV _
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Le systéme (5-6) s’écrit explicitement :
-7 VuPrfuYug + 2r fuf Vug — dgp =0
Par produit par #* il vient, compte tenu du caractére unitaire du vecteur-
vitesse
(5-8) VPrfut) —urdp =0
soit :

f V(ri®) + *ru*d, f — wd,p =0
D’aprés (5-4) cette relation peut s’écrire :

EfV(r®) + r®ud,S =0

Ainsi la relation (5-5) entraine la relation :
-9 o, S=0

qui régit I’évolution de 1’entropie le long des lignes de courant.
En reportant (5-8) dans (5-7), on obtient le systéme différentiel aux lignes
de courant :

(5-10) furv b — (g — u“uﬁ)<3a i~ (lzaas) =0
C

Le systéme (5-5), (5-6) est équivalent au systéme formé par (5-5), (5-9) et
le systéme différentiel (5-10) aux lignes de courant.

6. — Ondes soniques.

a) Dans un domaine Q ou les variables thermodynamiques f, S et le
vecteur vitesse u* sont continus, soit ¥ une hypersurface d’équation locale
@ =0 (¢ de classe C?), non engendrée par des lignes de courant (u*d,p
= u”l, # 0). Nous supposons qu’a la traversée de Z, f, S et «* vérifient les
hypothéses sur les tenseurs étudiés au § 4. D’apres (4-1), nous posons
dans la suite :

S[V.fl=18f , O[V,S]=1L8S , S[Vu]=15/

Ftudions 2 quelle condition I’'une au moins des distributions 8 £, 8S, 8.
est non nulle.
Si nous posons

(6-1) y =j:r—}
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la relation (5-5) peut s’écrire, compte tenu de (5-9) :

(6-2) v+ } W, f=0

En écrivant cette relation de part et d’autre de T et retranchant, il vient
aprés produit par &
SV 4] = — LuB1V ]

ce qui s’écrit :

(6-3) 1,8u% = —}(u“la)s f
On déduit de méme de 1a relation (5-9) :
u$[V,S] =0
soit :
(u*1,)8S =0

et comme (u*l,) # 0, il vient :
(6-4) 6S =0
Enfin le systeme (5-10) donne :
SS[74) - (¢ = ) (81901 = S519.81) = 0
soit, compte tenu de (6-4),
(6-5) fW)suf — (g% — wuP),8f=0
Ainsi si 8§ =0, on a §&% = 0. Nous sommes ainsi conduits, d’aprés

(6-3), & multiplier (6-5) par /;. Il vient ainsi :

S @8 — (8% — wuP) 18 f = 0
soit d’apres (6-3)

{(@” = wil) ]y + (')’ } 8= 0
Ainsi si 8 f # 0, I’hypersurface X vérifie ’équation :
(6-6) P() = (% — wib)ly + vy =0 (I, = 0.0)

qui est I’équation aux ondes soniques du fluide envisagé; (6-6) exprime que
ces ondes, qui sont naturellement des caractéristiques du systéme différen-
tiel (5-5), (5-6) sont les hypersurfaces tangentes aux cdnes du second degré
définis par dualité a partir du tenseur :

Wt =g + (y — Duruf
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La génératrice de contact de X avec le cone est définie par le vecteur :

12
6-7) N = °P() =Wl =1 + (y - D)WL
2 2l
Soit v# la composante tangentielle pour T de la vitesse #f du fluide :
W= + ;—t?l‘?lﬂ (Pl, =0)

a

1l est 4 noter que, N? étant tangent & X, la direction de N? est celle de v* :
(6-8) N = (y — D@’

La vitesse v, par rapport au fluide des ondes soniques (6-6) est don-
née [4 b, § 36] par :

vo_ _ __ (W)

& (g - uwidb),
soit :

v3 1

?

11 en résulte que 1’on doit avoir y > 1. Le tenseur A** définit alors une forme
quadratique de type hyperbolique normal. Nous désignons par h,, le
tenseur covariant inverse de h*.

7. — Propriété fondamentale des rayons.

a) Les bicaractéristiques ou rayons associés aux ondes soniques (et qui
les engendrent) sont les trajectoires du champ des vecteurs Nf = h*l,,
c’est-a-dire, comme il est bien connu, les géodésiques isotropes relatives
a la métrique hyperbolique normale définie par /,g.

Nous notons qu’il résulte de (6-5) que :

af _ B l
7-1 B _ (g uu ) o
s’exprime simplement en fonction de 8 £,
Soit ¥ une onde sonique. Nous nous proposons de montrer que & f (et
par suite les 8u) se propage le long des rayons, c’est-a-dire que 8 f vérifie
un systéme différentiel de la forme :

NPV, 87+ ASf=0
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De la formule (4-7) il résulte qu’il existe des distributions f£; S, u* telles
que ’on ait sous les hypotheses faites :

(7-2) SIV.Vfl= ValgSf + 1,V 8f + [,V 8f + Ll f
(7-3) 3[V.V,S]l = LIS
(7-4) 8[V, V] = VI8u* + 1,V ,8u* + 1,V 8u* + Liu*

b) Partons de la relation (6-2) et dérivons-la dans Q. Il vient :

ViV & + z,u°‘V,gVa,f+ V,,(zu"‘)VJ: 0

S f

En écrivant cette relation de part et d’autre de X et retranchant, on obtient :

(7-5) 5[V, v ] +}u°‘5[V,,VJ] + S[Vp(%’ru“) VJ] =0
Or:

[ope)os] - iG] « o) e

est une combinaison linéaire de termes en 8 fet Su” et est donc proportionnel
a 8 f. Nous écrirons (7-5) sous la forme :

(7-6) IV, Vour] + j?(u“S[v,,v,f] ~0

ol le symbole = signifie modulo des termes proportionnels a 8 f.
En procédant de méme sur la relation (5-9) relative a 1’entropie, on
obtient :
u*8[V,V,S] ~ 0
soit, d’apreés (7-3),
WIS ~0
Ainsi S est ~ 0 et il vient :
7-7 5[VsV,.S]1~0
Enfin, en se livrant au méme raisonnement sur (5-10), il vient :
7-8 JUPS[V 4V ] — (8% — w)5[ V.V /1~ 0
¢) En tenant compte de (7-7) et (7-6) dans (7-8), on obtient :

YUV Vs f1 + (8% — w)S[V,Vpf] =~ 0
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soit, d’apres (7-2),
h“”(laV,§f+ IV Of + LLf) ~ 0
La fonction ¢ étant telle que I, = 2,9 vérifie P() = 0, le terme en f dispa-
rait et il reste :

h“”lav,,s f~0
soit :

79 NPV, 8f~0
Nous avons ainsi obtenu le théoréme suivant :

THEOREME. — Les distributions & f, 8u* a supports sur I’onde sonique
se propagent le long des rayons associés selon les systémes différentiels

NPVdf~0 NPV, 8u*~0

Il s’agit 1a de la propriété fondamentale des rayons.

d) Nous avons vu au § 4 que ’application 8 définit une dérivation. Dans
cette dérivation, on a manifestement sous les hypothéses faites :

8% =0 8, =0

On peut mettre les équations fondamentales relatives aux ondes soniques
sous une forme commode. En écrivant (5-5) de part et d’autre de X et
retranchant, il vient immédiatement :

§(rul) =0

Ainsi le scalaire
(7-10) a=rul, —

est invariant par la dérivation §.
De méme en écrivant (5-6) de part et d’autre de T et retranchant, on

obtient :
§(TUV) = 0
et le vecteur

(7-11) WP = c?r f(u?l)? — pl® = c*afif — pl*

est invariant par 8. Ce vecteur peut s’écrire :

1
W? = c?aft® + (czafl;al" —p) g
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et ses composantes tangentielle et normale par rapport a ¥ sont invariantes.
Ainsi :

§(fF)=0
Il en résulte que la direction de NP, qui est d’aprés (6-8) celle de 1%, est
invariante par la dérivation §.

III. — MAGNETOHYDRODYNAMIQUE
RELATIVISTE

8. — Les équations fondamentales
de la magnétohydrodynamique relativiste.

a) Un champ électromagnétique est défini par deux 2-formes H et G;
H est dit le tenseur champ électrique-induction magnétique : si * H est la
2-forme duale de H, les vecteurs orientés dans 1’espace :

eﬂ = uuHaﬁ bﬂ = ua(* H)azﬂ

sont respectivement le champ électrique et I’induction magnétique relatifs
a la direction temporelle u et I'on a u’e; = ufb, = 0. Si p (constante donnée)
est la perméabilité magnétique du fluide envisagé

ou A est le champ magnétique. Symétriquement G est le tenseur champ
magnétique-induction électrique. H et G satisfont respectivement les deux
groupes d’équations de Maxwell; le courant électrique J est en général la
somme de deux termes

¥ = wf + oef

ol 7 est la densité propre de charge électrique et ¢ la conductivité du fluide

b) La magnétohydrodynamique est 1’étude des propriétés d’un fluide
parfait (§ 5) de conductivité infinie 0 = co; J et par suite oe étant essentiel-
lement finis, le vecteur e est nécessairement nul. Le champ électromagnétique
est réduit, par rapport a la direction temporelle définie par le vecteur vitesse u
du fluide, au champ magnétique h. On sait que le tenseur d’énergie de ce
champ peut s’écrire [4]

1
Tagp = H g I h |2(umuﬁ - igaﬂ) - hahﬂg
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ot [k |> = — h’h, est strictement positif pour 4° # 0. Le tenseur d’énergie
complet est T,z = Tfﬁ + T,p, SOIt :

1
8-1) Tup=(c?rf + p| h|P)ups — qg.5 — uhhy (q =p+5ulh Iz)

Le systéme différentiel de la magnétohydrodynamique relativiste est consti-
tué par 1’équation de conservation de la densité de maticre :

(8-2) V(ru®) =0
par les équations de Maxwell qui se réduisent ici a :
(8-3) V (°uf — HPu*) = 0

et par les équations de la dynamique relativiste :
(8-4) V. . I*# =0

ou T* est donné par (8-1).

9. — Conséquences des équations fondamentales.

a) Nous utiliserons dans la suite un certain nombre de relations consé-
quences du systéme (8-2), (8-3), (8-4) (?). Partons des équations de Maxwell
explicitées sous la forme :

©-1) W u* + W — WPV A — BV =0

Par produits scalaires successivement par les deux vecteurs orthogonaux u
et A, il vient les deux relations suivantes :

92 uuPV hy — V=0

1
(9-3) SUT B + | [PT 0 =~ BV Ry = 0

b) En explicitant (8-4), on a :
1
-4 Y, {(Prf+p|hPu ) up+ (Prf+ p| PV g — Dﬁ(p + ip|h Iz)
— W hy — Ty =0
Par produit par uf, on en déduit :

0-5) Vo {(SPrf+ulh Pt} — u“%(p + %u | A lz) — ph PV by =0

(® Pour des démonstrations plus détaillées de ces relations voir [4].

ANN. INST. POINCARE, A-VIiI4 21
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qui, compte tenu de (9-3), peut s’écrire :
VArfu®) — ud,p=0
relation identique a (5-8). Si ’on y fait intervenir © et S on a donc :
A fV(r®) + rOud,S =0
Ainsi (8-2) entraine encore la relation :
9-6) woS=0

En utilisant (9-5) pour transformer (9-4), on obtient le systéme différentiel
aux lignes de courant :

1
(Prf+u|h PV P — (g% — u"u"’)&,(p +5H | A |2) + uh*u*  jh il — pV o’
—ph*vV =0

D’apres (9-3) et (5-4), ce systéme peut se mettre sous la forme :

O7) (rf + kIAWET  — (6% — b erd S~ r@D,8) — 3 gD, |h[?
+ plf PV B+ p| B2Vt uf — uV BH — ph NV B =0
Par produit par A, on déduit de (9-7) apreés simplifications et compte tenu

de (9-2) (voir [4]) :
.« K (0] _
9-8) VA" + 7 (Da,f-— = }}aS) =0

10. — Ondes magnétosoniques et ondes d’Alfven.

a) Dans un domaine Q ot f; S, les vecteurs u* et h* sont continus, soit £
une hypersurface d’équation locale ¢ = 0 (¢ de classe C?), non engendrée
par des lignes de courant (u*d,p = u*l, # 0). Nous supposons encore qu’a
la traversée de X, f, S, u* et h* vérifiant les hypothéses sur les tenseurs étu-
diés au § 4. Comme précédemment, nous posons :

[V S1=0L8f , J3[V,S1=1L8S , O[Vf] =184 , S[VH]=L8K

Le systeme différentiel (8-2), (8-3), (8-4) est équivalent au systéme différen-
tiel formé par (8-2), (8-3), (9-6), (9-7). Les relations (8-2) et (9-6) donnent
d’abord, exactement comme dans le cas de I’hydrodynamique :

(10-1) L6u* = —}(u“1,)5f
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et
(10-2) 8S =0

Des équations de Maxwell (8-3) ou (9-1), on déduit par un raisonnement
identique a celui du § 6 :

(10-3) WLSh + (HL)Su — WLSu® — ()oK = 0

Enfin, compte tenu de (10-2), le systéme différentiel (9-7) aux lignes de cou-
rant donne de maniére analogue le systéme :

(10-4) (rf + u|B2)L)8u — (g™ — wl),5f - ; 8| k|2
+ u@ L8| h|? + p|h|2WPLSu" — uhP1,6h" — p(h°L)5H* = 0

b) Etudions d’abord a quelle condition les distributions 8 f; /,8u%, P&Sh",
8 | h)? ne sont pas toutes nulles. Des relations (9-2) et (9-3), conséquences
des équations de Maxwell, on déduit les relations suivantes, conséquences
de (10-3) :

1,8h* — (u“l,)u"Shﬂ =0
1
5 WL [ h 1> + |k 2L,8u" — (W1)u’8hy = 0
Par élimination de u”Sh,, entre ces deux relations, il vient :

(10-5) %(uzl,)zs LB 12 + | b P@L)56 — (K1)1,8H = 0

Considérons maintenant la relation (9-8) conséquence de (9-7). Compte
tenu de (10-2), on en déduit la relation suivante, conséquence de (10-4) :

(10-6) SLOW + (BL)6f =0
qui peut aussi s’écrire :
(10-6") . S(frl)=0

Ainsi le scalaire b = f h*l, est invariant par la dérivation 8.
Enfin multiplions (10-4) par /. Il vient :

(SPrf + p | b )@ L)L8uF — Pr(g™ — wuP) 1,81 — %pl”lps |h)?
+ u(l L8 |k |2 + p| b P1)18u" — 2u(hPlp)1,8h% = 0
c’est-a-dire :
CriW,sut — (g™ — ) 1,5 %yzﬂl,,s |h|?
+ {2 h P@EL)LEE + (WL)P8 | k|2 ) — 2L, 8K = 0



290 ANDRE LICHNEROWICZ
D’apres (10-5), il vient :
(10-7)  Prf@L),8uf — cr(g™ — wuP)l 1,5 % ulL8 | k|2 =0

Eliminons § |4 |? entre (10-5) et (10-7). Par produit de (10-5) par — ul?l,,
de (10-7) par («*],)* et addition on obtient :

Erf(l)’ 1,8 — rl) (g — wuP)L1,5f
— WL, 18K — | B 5Ll 8u) = 0

ce qui peut s’écrire :

(10-8) { crfi (e )+ | b |2g™ 4} u"’ImIﬁSu‘8 - czr(u“la)z(g"‘lllu - (u“l,)z)ﬁf
— u(h°L)g*1 1lnlﬁ8h” =0

A cette relation, nous pouvons adjoindre (10-1) soit :

1,8u° + }(u"‘la)Sf -0
et (10-6) soit :
(F*1)SSf + f1,8K° = 0

Le déterminant de ces trois équations linéaires aux inconnues /81, 8 £,
1,8h? s>écrit :

H:
{Prf L +u| h1Pe" Ll Y u'l, =) (@™ 5L, — L)),  —wh g™,
Y/ a
1 = (Wl 0
f( )
0 (L) f

soit aprés développement :

H = {rf(WL) + p| k1%L, } v@L) + rf(Wh)? { g5, — (W)}
- ”(hala)zglul}.lu

Pour que le systtme considéré admette des solutions autres que la solution
nulle, il faut et il suffit que H = 0. Les relations (10-1), (10-6), (10-5) four-
nissent /,8u?, 1,6h°, 8 | h |* en fonction de § f.

¢) L’étude précédente concernait & f et les composantes normales 3
de u* et h*. Décomposons ces vecteurs selon leurs composantes tangentielles
et normales a X. Il vient :

B=op ey o yp Wy

I I,
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ouv?ly = t°l; = 0. Compte tenu du b, les formules (10-3) et (10-4) fournissent
les relations de la forme :

(10-9) (H1)80F — (u°1)5t* ~ 0
(10-10) (c2rf+ u| k|2 (WL)80" — p(h*1)8tF ~ 0

ol le symbole ~ 0 3 la méme signification qu’au § 7 (c’est-a-dire modulo
des termes proportionnels & 8f). Le déterminant des équations (10-9),
(10-10) aux inconnues 82, 8¢# s’écrit :

D) = (’rf + u| h|?) L) — p(h°L)

d) Nous avons ainsi mis en évidence deux types d’ondes. Si & f # O,
on a nécessairement H = 0 soit :

(10-11)
P() = ’rf(y — D@L +(Prf + p |k P) L)’ g™ L1, — u(h°l)’ g™ 11, = 0

On voit ainsi que ’hypersurface ¥, d’équation locale ¢ = 0, doit vérifier
I’équation :
Pl‘wpalq)auq)avq)ap(p = 0

ou I’on a posé :
P = cZrf(y — D*u"u'u® + (Srf+p|h Py utg® — ph*ht g™

Nous avons ainsi trouvé les ondes magnétosoniques que 1’on a pu aussi
mettre en évidence et étudier comme caractéristiques, lors de I’étude du
probléme de Cauchy [4]. Ces ondes sont les hypersurfaces tangentes aux
cOnes définis a partir du tenseur P**?, La génératrice de contact de £ avec

le cone est définie par le vecteur
19P(@)
B _ 0 7
N = 2 0l
soit :

(10-12) NP =2¢2rf(y — D@L + (Prf+p | b 1Pl (g™ L1y’ + W1)IP)
— wh°L(g™ L1 A + (B1)IP)

Si (10-11) n’est pas satisfaite, il ne peut y avoir discontinuité effective
que des dérivées des composantes tangentielles vf et 1# de la vitesse et du
champ magnétique, et ’on a alors D(/) = 0. L’hypersurface X, d’équation
locale ¢ = 0, vérifie 1’équation :

(10-13) (@S + 1| hP)ud,0) — u(hd,0) = 0
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Nous retrouvons ainsi les ondes d’Alfven, autre systéme de caractéristiques
du systéme de la magnétohydrodynamique. Posons pour abréger les nota-

tions B = /| (c®>rf + pu| h|?)/p. Léquation (10-13) peut s’écrire :
(B + 12,0} { (B — IF)o,9} = 0

Ainsi les ondes d’Alfven sont engendrées par les trajectoires soit du champ
de vecteurs :

(10-14) A* = Bu* + I

(ondes d’espéce A), soit du champ de vecteurs :

(10-15) B=p8"—-F

(ondes d’espéce B). Ces vecteurs sont manifestement temporels.

e) Nous avons placé antérieurement, les unes par rapport aux autres, les
vitesses relatives au fluide des ondes précédentes [4 b, § 36]. Etudions dans
quels cas on a simultanément P(/) = 0, D(/) = 0. S’il en est ainsi, il vient
immédiatement :

@@Ly — D{rf(L) +p | h|?P],} =0
Par la suite ou bien y = 1, ou bien
(10-16) rfl)? + | h|?°l, =0
En termes du champ magnétique, cette relation peut s’écrire, compte tenu
de D(/) = 0,
(10-17) (L) + | h |28 — wuf)l 1, = 0

Cette relation exprime que A est colinéaire 4 la direction spatiale

{ (wl)uP — I’} de propagation des ondes.

f) Pour y > 1, b* # k { (Wl )u? — I}, D(I) est certainement # 0 pour
une onde magnétosonique. Ainsi, pour une telle onde, les « discontinuités
infinitésimales » 8uf, 8% peuvent étre évaluées de maniére unique en fonc-
tion de & f. Nous aurons besoin en particulier de 1’expression de 8 | 4 |2
Drapres (10-7) :

%yl"lpﬁ [h|? = Pri@l)duf — *r{I°l, — (W1)*} &f
On en déduit en exprimant /;84°  partir de (10-1) :

SHIPLB R = = Crfy(l)8] — rf { Pl — (LY} 85
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c’est-a-dire :

(10-18) % WPLE | h? = — rf {7 — DWL) + L)} 8F

11. — Propriété fondamentale des rayons
associés aux ondes magnétosoniques.

a) Soit ¢ une solution de I’équation (10-11) aux ondes magnétosoniques.
Les bicaractéristiques ou rayons associés a ces ondes sont les trajectoires du
champ des vecteurs N? définis par (10-12). Ces vecteurs étant tangents aux
ondes magnétosoniques, (10-12) peut encore s’écrire en prenant les compo-
santes tangentielles des différents termes :

(11-1) NP =26%rf(y— D)LY +(Srf +u| B PP @LPL)P — w11
Nous nous proposons de montrer que 8 f (et par suite les 8u#, 84F) se pro-
pagent le long des rayons, c’est-a-dire que 8 f vérifie un systéme différentiel

de la forme :
NPV8f=~0

ou le symbole ~ 0 a méme signification qu’au § 7. De la formule (4-7) il

résulte qu’il existe des distributions £, S, u*, A* telles que I’on ait sous les
hypotheses faites :

(112) B[V, Vsfl = Vle8f + LV s8f + [,V 8f + LI,f

(11-3) O[V, VSl =11S

(11-4) 5[V, V¥ = VI8 + L,V 8u* + [,V 8u* + L

(11-5)  3[V,Vh'] = V,L,8K* + I,V ;8h* + 1,V ,8h* + LI h*
b) Des relations (10-1) et (10-2), on déduit comme au § 7 :

(11-6) FIARS +}u“3[v,v¢f] ~0
et
(11-7) 3[VV,SI~0

Des relations (9-2) et (9-3), conséquences des équations de Maxwell, on
déduit par dérivation en raisonnant comme au § 7 :

3[V 5V H] — u*d[V 5V ] ~ 0
et

%u’&'[v,vﬂ | B 2]+ | B |28V, V7] — BuS[V YV k] ~ 0
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En multipliant la premiére de ces relations par A%, la seconde par u* et
retranchant, on obtient :

(11-8) %u"u”S[v,vﬂ B3] + | B |PuPS[V 5V "] — KPSV ;Y A7) = 0
Considérons maintenant la relation (9-8). Par dérivation en V, il vient :
(11-9) FOlVV A+ h*6[VV, f1~0
De (11-8) on tire, compte tenu de (11-6) et (11-9) :
(11-10) :lzfu"uﬂs[V,V,, |2 ?] = (| b |Pyuu® — KRRV, V 5 f]
¢) Prenons enfin la dérivée covariante contractée de (9-7). On obtient,
compte tenu de (11-7) :
(Prf+pulh WPV 5V 41— Pr(g —uu)S[V , V 51— %/E[V,Vﬁ |h|*]
+ P S[V Vg | B |2+ | B |PuPS[V 5V "] — 2uhPS[V 5V H =0
ce qui peut s’écrire :
- — 1 -
rfuPd[V p Vv 4yl — *r(g® — wuP)o[V V1 — 5 [ V,VP | h|*]
+ u {2 h12uP8[V 3V ] + uuPS[V,V g | B |2] — 2KP5[V YV h1} ~ 0
ou la seconde ligne est nulle en vertu de (11-8). En utilisant (11-6), il vient :
@ 2, N 1 N
(11-11)  Ar{(y — D' + g%} 5[V, V,f1 + iué[v,,v” |h]*]~0
Introduisons 1’expression de :
S[V, Ve h|?]= V8| h|* + LV | h|?+ 1,V,8|h|* + Lig|h)?
Ona :
g 1 _
ia[v,,vﬂlh 121> PV,8 | h|* + AL |2
et (11-10) peut s’écrire :
x 1 a - 3 X Iy
SV 8| h|* + 5 f L | )P = (| h Py — BH)S[V, Y 4f ]
Apres produit par f(«°1,)?, la formule (11-11) prend la forme :

czrf{ @y — Dufuf + g% } (u”lp)ZS[Vavpf] + uf(u"l‘,)zlﬁvps |k |?
+ WPl { = SO 48 | h |2 + (| |y — RHB[9,V 11} ~ 0
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soit en ordonnant :

(11-12)
{SPrf(y — D + 82} (LY + { p| Ryl Lutuf — P } 5[V, 4 f]
+ uf@ L) { L) — @I’ } V48| h (A=~ 0

Substituons a 8[V,V,f] sa valeur tirée de (11-2). Le coefficient de f est
rf{(v = DL + PLY L + p| B PWPLGL) — plPL (L)
soit :
Erfly = D@L + (Prf + p |k *)PLWLY — pllL(h1,)* = P(I)
Ainsi le coefficient de f est nul. 11 vient ainsi a partir de (11-12) :

(11-12)  2{?rf(y — D@L + Pri@ L)1 + p|h |1 10f
— plP LI} Y 8F + pf (L) { W) — IPLuP} V8 | h|* ~ 0

D’aprés le calcul précédent concernant le coefficient de 7, le vecteur coeffi-
cient de V8 f dans (11-13) est tangent. Il en est manifestement de méme
pour le vecteur coefficient de V6 | & |>. La relation précédente peut donc
s’écrire, aprés division par 2 :

{Prf@y — D@L + p| b \PpIPLW )0 — plPL(K1)t*} V8 f
— 3 WIPLGELPY 8 | R | 0
soit d’aprés la relation (10-18) :
(26rf(y = D@L + (Prf + p|hPDPLGELW — plPL(EL)P} 7 487~ 0
c’est-a-dire en vertu de (11-1) :
NP8 f~0

Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant qui correspond a celui
du§7:

THEOREME. — Les distributions 8 f, 8u*, 8h* a supports sur I’onde magnéto-
sonique T se propagent le long des rayons associés selon les systémes diffé-
rentiels :

NPV f~0 NPVt ~0 NPV, 8h* =0

ot ~ O signifie modulo des termes proportionnels par exemple a 8 f.
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12. — Propriété des rayons associés aux ondes d’Alfven.

a) Soit ¢ une solution de 1’équation aux ondes d’Alfven par exemple
d’espéce A. On a :
(12-1) AR, 0 =A, =(Bu* + ), =0
Sous les hypothéses faites (y > 1, h® non proportionnel a (u°l)u® — 1),
on a P(J) # 0. Par suite :

8§f=0 IS =0 1,8 =0 §|h|12=0
De plus (11-12) se réduit a :
P(Df=0

et par suite £ = 0. Ainsi :
(12-2) o[V, V;f1=0
De (11-6), (11-9), (11-10) il résulte :
(12-3) S[VyV1=0  §[V,VH1=0 [V, h|*]=0

b) Pour les ondes d’Alfven envisagées ici, seules les « discontinuités infini-
tésimales » 8v*, 8¢* peuvent étre différentes de zéro. Des relations (10-9),
(10-10), ou %/, # 0 et ou les seconds membres sont nuls, on déduit que
8t* est proportionnel & 8. Le symbole ~ signifie, dans ce paragraphe,
modulo des termes linéaires par rapport aux 8»* (ou aux 8¢%).

Compte tenu de (12-2), (12-3), les équations de Maxwell (9-1) et le sys-
teme différentiel aux lignes de courant (9-7) donnent par dérivation :

(12-4) WSV V'] — uS[V,V ] =~ 0
et :
(12-5) Bl ju*] — KPS[V 4V *] ~ 0

Si nous multiplions (12-4) par A? et (12-5) par «*, puis retranchons, il vient :
(BPut — h“h”)_S[v,vﬁul] ~0
soit en explicitant : .
(B*uv? — BRP) 1,V ;8u* + 1,V 8u* + [l*) ~ 0
Le coefficient de »* est nul d’aprés 1’équation aux ondes d’Alfven. Il reste
ainsi :
{ B l)uP — (WLYRP } V ,8u* ~ 0
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soit en utilisant (12-1) :

B(ul)A? V,Su‘ ~0
Nous obtenons :
APV 80* ~ 0

Nous énongons :

THEOREME. — Les distributions 8v*, 8t* a supports sur une onde d’ Alfven =
d’espéce A se propagent le long des rayons associés selon les systémes diffé-
rentiels

APV 80t ~ 0 APYVg8t* ~ 0

ou = signifie modulo des termes linéaires par rapport aux 8* (resp. 8t").
Des résultats symétriques sont valables pour une onde d’Alfven d’espéce B.

¢) Reprenons une onde d’espéce A et étudions I’action de la dérivation 8§
sur le vecteur

AP = Buf + if
D’aprés ’étude du a, on a :
=0 15w =0 LS =0

11 en résulte :
8AF = B8P + &tP

soit, d’aprés (10-9) ou le second membre est nul,
(w°1)8A% = (Bu7l, + h°l)80°
De (12-1) il résulte donc [5]
8Af =0

Ainsi, pour des ondes d’Alfven d’espéce A, le vecteur A lui-méme, et sa
direction en particulier sont invariants par la dérivation 8.

13. — Autre forme des équations du § 10.

a) A partir des équations fondamentales (8-2), (8-3), (8-4), on déduit
directement par un raisonnement identique 4 celui du § 6 le systéme complet
de relations suivant, valable pour une onde ¥ arbitraire, d’équation locale
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= 0 (¢ de classe C?), que nous supposons non engendrée par des lignes
de courant (u*d,p = u*l, # 0) :

@13-1) (8ru*l) = 0
13-2) §(h Ly — wlh?) = 0
(13-3) 8(T°) =0

Ces relations expriment (voir [5], § 4) ’invariance par la dérivation & du
scalaire :

(13-4) a=r’l, #0
du vecteur manifestement tangent a ’onde X :
(13-5) VA = (W — ‘r-’h"
et du vecteur :
8 2 f | h lz B B 27 \1,B
(13-6) W= (c - +u 7o) an — ql’ — p(h* 1)k
b) De (13-4) et (13-5), il résulte I’invariance par & du scalaire :
1 n* Al
13-7) H = a—zvﬁv,, =5
Nous posons dans la suite (voir [5]) :
T= { a=c*r—puH

En tirant #* de (13-5) et reportant dans (13-6), il vient :
W? = aqar — gl* + u 2 AV

soit en décomposant W* selon ses composantes tangente et normale 4 T :

2
(13-8) W =X — (q - la—a)l”
Ila
avec
(13-9) X? = aars® + yg(h“la)vﬁ

Il en résulte que le vecteur X? et le scalaire

(13-10) a*
n=gq-— ITl-aa
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sont invariants par 8. Il en est de méme pour le produit scalaire
XV, = WBV, = c2afhl,

et par suite pour le scalaire (voir (10-6"))

(13-11) b =fhl,

Nous notons enfin que dans 1’expression :
a
V8 = (L) — - t?

v# est temporel et non nul, # est spatial et ne peut étre nul pour | A | # 0
puisque :

1PV, = WPV, = ‘;’|h|2

Ainsi V# et ¢# ne sont pas colinéaires. Si a # 0, V# et X? ne sont pas coli-

néaires et définissent un 2-plan =, en x € X, invariant par & et contenant les

composantes tangentielles de la vitesse du fluide et du champ magnétique.
Pour que a = 0, il faut et il suffit que :

h 2
(13-12) (02{ +u I_rT‘) (rd'L,)? — u(h1 =0

c’est-a-dire que X soit onde d’Alfven.

14. — Etude de la direction du vecteur NP.

a) Soit ¢ une solution de ’équation aux ondes magnétosoniques (10-11)
satisfaisant aux hypothéses du § 10; en particulieronay > 1et

Erfl)? + p|h|2Pl, #0

Il en résulte que o # 0.

Nous allons transformer 1’équation (10-11) en y introduisant certaines
des variables et certains des invariants mis en évidence au § 13. Il vient ainsi
pour cette équation :

(H1)
2 =0

2 h 2
(14-D czt‘:—z(v -+ (czr + #l—rTI 7)1”1,, -u

ce qui peut s’écrire :

B2 (RL)
rl—z(czazt +ulhPPPLYy — 1)+ (czt +p ‘r—2|- - ”(_;2—) rL,=0
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c’est-a-dire :

1

e (Pt + p|hPPLYy = 1) + al®l, =0

Nous obtenons ainsi :
2l“’l
a*t +pulh ]21"1

(14-2) G-1=

b) Transformons de méme 1’expression du vecteur N? qui donne la direc-
tion du rayon :

NP =2c%rf(y — 1) (L)’ + (Prf + pl| b [P y) L)L )"
— u(reL L)t

Ce vecteur est manifestement situé dans le 2-plan invariant =, et nous allons
le rapporter aux vecteurs invariants X# et V2. On peut d’abord écrire :

=2c%r(y — 1) = arv" + (c T+ pu I h2| y)(l”l Yarv? — y(h‘la)l"lpt”

Compte tenu de :

8 _ T _Tys

t a (h v 2 A%
il vient :

a 2
N? = {2¢? ‘c—()’ 1)+(c1:+11|h| )1”[ (h "‘) l"lzarv
+ [ (h"lz)l”IPV”
1l résulte de (14-1) que :
N = ¢? r— (y — Dard® + p- (h"lu)l”l \'"4

c’est-a-dire, d’aprés (14-2),

zaz‘cl"lp
c*a’t + p | h |21,

Nf = — aour® + ”f, HLHIPLV

On déduit de (13-9)

2.2 IpI r
Nf = — cats, (ﬁ_ W ﬂ) T apy\iey vb
LA i DAY R A GATZAG



THEORIE DES RAYONS EN HYDRODYNAMIQUE 301
La direction de N est donc celle du vecteur
— c*a*tXf + yg(h"ll)(2c2azt + p |k PPPL)VE

En utilisant b = f A°], et en divisant par 7, on obtient le vecteur colinéaire
aN?:

(14-3) M? = — 2a?X*P + 2u§ QV#
ou I’on a posé :
c2a® 1u|h|?
14-4 = — + - 1)
(14-4) Q T + 2 1 s

Pour que la direction de N? soit invariante par § il faut et il suffit que :
SM* = 2u§8QV” =0

Il en est donc en particulier ainsi si b = 0, c’est-a-dire si le champ magné-
tique est tangentiel au point envisagé de X.
¢) Cherchons a évaluer 8Q. Il vient :
2 2 2 1 p 2 0 287
(14-5) 18Q=——ca81+§llpy8]h| —ILulh| =

Or d’aprés la définition de

8t _8f 8r_8f(l_f:_;)

Tt f r f
soit
&t 51
(14-6) T=-0-D%
D’autre part, d’aprés ’invariance par & de » donné par (13-10), on obtient :
1 c*a?
) -plh)?)-=—8t=0
(o4 gu1n ) =G50
Comme 8p = c?r8 f; il vient :
(14-7) — 2a®ét + %1"1,,,18 A+ IPLc*r8f =0

En tenant compte de (14-7) et (14-6) dans (14-5), on obtient :

(14-8) ?8Q =1L {—crf+ @ —Dulh|*} 87f
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Pour que 8Q soit nul, il faut et il suffit que

_crf+plh)?

14-9)
( wlh|?

Nous avons ainsi établi que, contrairement aux résultats concernant les
rayons associés aux ondes soniques (en hydrodynamique) et aux ondes
d’Alfven (en magnétohydrodynamique), la direction des rayons associés
aux ondes magnétosoniques n’est pas en général invariante par I’opérateur &
de discontinuité infinitésimale.

Il y a invariance seulement si le champ magnétique est tangentiel ou si
la relation (14-9) entre les variables thermodynamiques et | k| est satis-
faite. Cette relation correspond au cas oil le cone défini par I’équation P(I) = 0
admet deux génératrices doubles, c’est-d-dire ou I’opérateur P(I) n’est pas
strictement hyperbolique [4 b, § 40].

A D’approximation classique, la relation (14-9) s’écrit :

(14-10) plh|?=rog

ou ¢, est la vitesse des ondes soniques.
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