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Etude des propagateurs tensoriels

et spinoriels

par

Jean COLLEAU

INTRODUCTION

La théorie des propagateurs sur une variété riemannienne, introduite et
développée depuis 1958 par A. Lichnerowicz, joue un réle important dans la
Physique mathématique moderne, par ses applications & la théorie classique
des champs et a la théorie quantique des champs sur un espace-temps courbe.

En théorie classique des champs, le propagateur, et les deux noyaux élé-
mentaires dont il est la différence, jouent un réle essentiel pour I’obtention
de potentiels astreints & un systéme linéaire hyperbolique du second ordre
(équations de Klein-Gordon, par exemple), grice aux deux théorémes
suivants :

— La composition au sens de Volterra de la « source » du champ avec ’'un
ou lautre des noyaux élémentaires donne le potentiel retardé, ou avancé,
généralisant 2 un espace-temps courbe ces notions classiques sur 1’espace-
temps de Minkowski.

— Toute solution-distribution du syst¢éme homogeéne peut €tre obtenue
par composition au sens de Volterra du propagateur avec une distribution

quon peut choisir & support compact dans le passé et dans le futur
(Y. Bruhat [4]).

En théorie quantique des champs, il est impossible d’étendre & un espace-
temps courbe de la Relativité générale la méthode, basée sur la transfor-
mation de Fourier, de construction de commutateurs et d’anticommutateurs
de champs, usuelle dans le cadre de la Relativité restreinte. Il faut donc uti-
liser une méthode équivalente, susceptible de s’étendre 4 un espace-temps
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courbe; cette méthode fait appel au « propagateur de Jordan-Pauli », qui est
généralisé sur un espace-temps courbe par la différence des deux noyaux
élémentaires relatifs & I’opérateur de Klein-Gordon sur les tenseurs-spineurs.
D’autre part, A. Lichnerowicz a montré [3] comment, en introduisant a c6té
du propagateur un noyau symétrique qui lui est lié, on peut définir des
opérateurs de création-annihilation.

Mais une différence fondamentale apparait dans le passage du propa-
gateur de Jordan-Pauli aux propagateurs sur les variétés riemanniennes : le
phénomeéne de diffusion des ondes. Ce fait se traduit par la séparation des
propagateurs du cas général en termes de front (seuls existant dans le pro-
pagateur de Jordan-Pauli correspondant & une masse nulle) et en fermes de
diffusion ou de queue (V).

Dans le cas du propagateur de Jordan-Pauli, A. Lichnerowicz [/] a montré
que tous les propagateurs tensoriels-spinoriels se déduisent du propagateur
scalaire par multiplication par les bi-tenseurs-spineurs de transport paralléle
de B. S. De Witt et R. W. Brehme (réduits 2 I’identité 8z- en coordonnées
rectilignes). L un des objets de ce travail est d’examiner comment, sur une
variété riemannienne, on peut déduire les propagateurs tensoriels-spinoriels
d’ordre quelconque du propagateur scalaire, ou du moins des propagateurs
des premiers ordres. La propriété ci-dessus ne s’étend qu’aux termes de front
des propagateurs du cas général. Nous obtenons pour les termes de diffusion
une loi plus complexe, et nous ’exprimons de fagon simple en approxi-
mation, sur un espace-temps « quasi minkowskien ».

C’est pourquoi une justification rigoureuse de telles approximations nous
est apparue nécessaire. Elle est basée sur la définition de dérivées (qui sont
des distributions) des noyaux élémentaires et du propagateur par rapport
a des parameétres dont dépendent (différentiablement) les coefficients de
P’opérateur. On déduit de ces dérivées des développements limités, suivant
les puissances des paramétres, des noyaux élémentaires et du propagateur.

Dans I-A, nous rappelons les définitions fondamentales de la théorie
des propagateurs dans le cas général.

Dans I-B, nous reprenons, en nous attachant a donner aux calculs une
forme plus tensorielle, un exposé de la méthode utilisée pour la construction
explicite des propagateurs. Cette méthode, initialement donnée par
S. L. Sobolev pour résoudre le probleme de Cauchy pour une équation
linéaire hyperbolique du second ordre, a été développée par Y. Bruhat [7][2] :

(M) Notation de B. S. De Witt et de C. Morette-De Witt, dont il faut signaler la
contribution a la théorie des propagateurs.
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elle donne les noyaux élémentaires comme noyaux résolvants d’un systéme
d’équations intégrales de Volterra généralisant les formules de Kirchhoff.
C’est le noyau de ces équations intégrales, nul dans les formules de Kirchhoff
classiques (cas minkowskien) qui est & D’origine des termes de diffusion
(itérées successives).

On se limite aux variétés de dimension 4, ou cette méthode est notablement
plus simple que I’extension donnée par Y. Bruhat [2] pour les variétés de
dimension supérieure paire. Ce sont d’ailleurs les plus importantes pour les
applications a la Physique.

Dans II cet exposé est complété par 1’étude de la différentiabilité du propa-
gateur par rapport a des parameétres, et par la justification de la méthode
d’approximation.

Dans III sont étudiées les lois permettant de déduire les propagateurs
tensoriels-spinoriels d’ordre quelconque des propagateurs des premiers
ordres. Pour les termes de front, on trouve la proportionnalité au bi-tenseur-
spineur de transport paralléle. Pour les termes de diffusion, la loi trouvée est
plus complexe (« décompositions ») et ne porte que sur le noyau des équations
intégrales de Volterra. Ce n’est que dans le cas quasi minkowskien, et en
utilisant la méthode d’approximation, que I’on peut en déduire des résul-
tats simples sur les propagateurs eux-mémes (IV). En outre, dans Il et IV,
on montre comment la confrontation de ces résultats avec ceux obtenus en
théorie de Petiau-Duffin-Kemmer sur une variété riemannienne (%), améne
a considérer comme primitifs les éléments relatifs au spin 1/2; ce résultat
est & rapprocher du « principe de fusion » de Louis de Broglie.

Dans V nous construisons, en application des méthodes développées précé-
demment, la premiére approximation quasi minkowskienne des propaga-
teurs relatifs & I’espace-temps de Schwarzschild, sous une condition qui
revient a restreindre 1’étude 4 la propagation des ondes dans le vide, et non
dans la matiére. '

L’étude des propagateurs m’a été suggérée par Mme Choquet-Bruhat.
C’est grice a sa sollicitude constante, a la clairvoyance et a la sfireté de ses
conseils toujours fructueux, et aux encouragements qu’elle n’a cessé de me
prodiguer que j’ai pu mener ce travail a bien. Qu’elle veuille bien trouver
ici, ainsi que M. Lichnerowicz, ’expression de ma grande admiration et de
ma profonde reconnaissance.

(® A. Lichnerowicz [2].
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CONVENTIONS ET NOTATIONS

1° Indices grecs o, B8, ..., A, &, v, .. ., p, G, . .. : reperes affines; valeurs 0, 1,
2, ..., A

Indices romains h, 1, j, k, ... : repéres affines; valeurs 1, 2, ..., n.

Indices italiques a, b, ¢, d, ..., m, n, ..., r, s, ... : repéres spinoriels;

valeurs 1, 2, 3, 4 (pour n + 1 = 4).
On utilise aussi les indices « condensés » suivants :
— Indices de ronde £, B, ..., £, ..., R, 8, ..., pour les composantes
des p-tenseurs :
A= (ag, ..., %),

ainsi que des (p-1)- ou (p-2)-tenseurs :
_7{14 = (Cxl’ ooy Kyy, a’u+19 RERE) ap) ;
Aur — (9(17 ceey Oy, Xypay ow ey Xpoys Opay -l ap)-

— Indices italiques minuscules encerclés (@), (®), ..., @, (), - - -, pour les
composantes des v-spineurs :

@=(a,, ...,a)
ainsi que des (v-1)- ou (v-2)-spineurs :
@*"=(@s - Qo1 Qg1 -+, &) 5
@ =(ay, ...y Qut, Qwirs «+ 5 Qx—1, Bxp1s - - -5 Ay).

— Les indices de capitale romaine A, B, ..., L, ..., R, S, ... désignent,
aux chapitres premier et Il, les composantes des champs U, V, f, etc.; aux
chapitres III, IV et V ou ce sont des champs de p-tenseurs-v-spineurs, ces
indices sont utilisés comme indices condensés :

A= (‘&: @)’ A¥ = (J{u’ @)7 Av = (‘A"s @w),
A = (4, @), ete. ..

20 Les indices gras se rapportent aux coordonnées et au repére
naturel qui leur est associé (ex. : x%, gAv, Dys - -)

Les indices ordinaires se rapportent 4 un repére mobile, précisé ou non
(ex. : Uy, fo, gy, 77, .. 2)

Les indices affectés de ' et " se rapportent respectivement aux points x’
et x”; les indices non affectés de ces signes se rapportent au point x.



PROPAGATEURS TENSORIELS ET SPINORIELS 199

Exemples :
Ab(x) , GMx,x) , ML, x").

30 Sauf indication explicite du contraire, la convention de sommation sera
utilisée partout, pour des indices de nature quelconque.

40 On note par 3 le symbole de Kronecker :

— nul si ses deux indices sont différents,

— égal a 1 si ses deux indices sont égaux,
quelles que soient la position et la nature de ces indices. Pour les indices
condensés,

A ’ AH
szU_Ar,z U$ N Sﬁqu‘f: UBI"’B"—IQHBu%—I'“Bp’ etc...

On note par e;::::zz le symbole de Kronecker i 2q indices,

— complétement antisymétrique dans chacun des groupes d’indices

(@2, -5 axg) €t By, --.5 B s
— nul si dans les deux groupes ne figurent pas les mémes indices ;
—égala + 1ou — 1si(By, ..., B, est une permutation de (xy, ..., ),
suivant la parité de la permutation.

On note par v,z ou n*® les nombres :
Nooe = Nao = Bous n* = :’Jao = %
= — & 7= — &,
¥*5 Ou Y5 désigne les matrices de Dirac, caractérisées par :

oY + YoYa = — 27age-
I, et T'a? désignent les composantes covariantes et contravariantes de la
2-forme spinorielle fondamentale.
50 C% = C%;,.0" désigne une connexion affine;
C% = C%,0" désigne une connexion spinorielle.
La connexion spinorielle canoniquement associée a la connexion rieman-
nienne est :

a 1 4 a
Ch=—4C a(vav®)s.

Courbure :
Q% =dC% + C*, A C%,

2-forme de composantes strictes R*pap-
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On note :
RaB,MJ. = gprBJ\U-
R =R (tenseur de Ricci)
? R  =g*¥Rg
609 est le symbole de dérivation :
04 © dérivée partielle 0/0x* ;
g : dérivée pfaffienne g = A0, ;
V est le symbole de dérivation covariante dans la connexion C.
7° On notera :
drtix=dx Ndx'"' A ... A dxn
dx =dxt Ndx2 A ... Adx®
A =dx' A oo AdFV A dFTY A LA X
d*-1Q = sin"~2 6’ sin"~3 07 ... sin 0= J6" A ... A OG-
= @=-0(O)d6’ A db" A ... A dOC-D),
8¢ Pour les tenseurs-spineurs-distributions, les notations de A. Lichnero-
wicz [I] [2] seront utilisées de fagon constante.
90 { h(x) },- désigne la restriction de la fonction / & x € T+ (conoide carac-
téristique de sommet x’).

10° Les exceptions aux conventions ci-dessus sont indiquées de fagon
explicite dans le texte.

CHAPITRE PREMIER

PRELIMINAIRES

A. Noyaux élémentaires. Propagateurs. Paramétrix ().

1) Opérateur linéaire hyperbolique ; conoide caractéristique.

On étudie un opérateur différentiel linéaire L du second ordre, aux (n + 1)
variables x®(« = 0, 1, ..., n), opérant sur un champ U, dont les m compo-
santes U, (A = 1, ..., m) sont des fonctions ou distributions sur un ouvert Q

(1) A. Lichnerowicz [1].
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de R*+! (®). L’opérateur L, a coefficients variables, est de la forme
(1-1) (LU, =LU, = gl v(x)alavUB + hg)‘(x)alUA + ka(x)Us,

oll on désigne par g*(x), hAM(x), ka(x) des fonctions bornées sur Q, dont les
propriétés de continuité et de différentiabilité seront précisées ultérieurement.

On désigne par *L ’opérateur adjoint de L qui opére sur des champs V
définis comme les champs U par leurs m composantes V®

(LVP =*L3V° = 050, { 2Y()V4 } — 2 { M)V } + ko) Ve,
Si l'intersection des supports des champs U et V est un compact de Q,
(12 (LU, V23 — (U, *L3Ve)q =0

(avec, par exemple, VB e C*(Q) et U, e Dy, ...).
On suppose enfin que, en chaque pomt x de Q, la forme quadratique
aux (n + 1) variables p, :

P(x, p,) =g (X)pyPr

est de type hyperbolique normal & un carré positif et n carrés négatifs, non
dégénérée. On choisit les variables x2 telles que g%(x) > 0 et que la forme
quadratique 3 n variables g#*(x)p;p, (1 <1i, k < n) soit définie négative
(x® variable temporelle, xi variables spatiales pour 1 <i < n).

Ainsi, L et *L sont du type de d’Alembert. Leurs hypersurfaces caracté-
ristiques sont les mémes; ce sont les solutions du systéme différentiel exté-

rieur
(1-3) P(x, py) =g¥™x)pypr =0, = padx>=0.
Elles sont engendrées par les bicaractéristiques, solutions du systéme
o d
(1-4) L L &2 —
gV(XIpy  —3PAPROEN(X)

Ce systéme est un systéme hamiltonien, ou la variable indépendante  est
le paramétre canonique. Les solutions sont les géodésiques isotropes d’une
variété U improprement riemannienne de dimension (n + 1) (coordonnées

(® Par exemple, U peut étre un champ tensoriel (ou un tenseur-distribution),
un champ spinoriel (ou un spineur-distribution), un champ de tenseurs-spineurs
(-distributions) (cf. chap. III et IV), etc.
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locales x® définies sur 'ouvert Q de R"*?), dont la métrique (hyperbolique
normale) est définie par

ds? = g5, ()dxPdx®, gy (x)gV™(x) = 8.

Les bicaractéristiques issues d’un méme point x’ engendrent une hyper-
surface caractéristique I'y, qui a en x” un point singulier conique (le cone
des tangentes est le cone élémentaire en x’), et qu’on appelle le conoide carac-
téristique de sommet x’. Nous supposerons dans la suite que, pour chaque x’
de Q, I',» n’a dans Q aucune autre singularité que x’, les géodésiques iso-
tropes issues de x’ ne se recoupant pas dans Q (au besoin, on réduit Q).

Le conoide I, se divise en deux nappes T';’ et I'y (type hyperbolique normal)
et partage (Q — I',) en trois régions : £, & (futur de x’,) &7 (passé de x’).
On note :

8x:=8;:uﬁ;’ ‘g;’;:g;%upxi’; gx’zg;; Ug;'zgx'ur‘x'-

Pour une partie K de Q, on définit :

ar=_Jsr wE={_J%,

x'e K x'e K
8 =8 V&, & =& L&
Définition (). — Une partie K de Q est compacte vers le futur (resp. vers

le passé) si, pour tout x’ de Q, P’intersection de K avec & (resp. avec &)
est compacte ou vide.

2) Noyaux élémentaires. Propagateurs.

On définit les noyaux-distributions de Dirac, Da(x’, X) et Di’(x’, x)
comme fonctionnelles linéaires, en x” et x respectivement, sur les champs (VX))
et (U,), ou (Uy ) et (V®) (dont les composantes sont des fonctions numé-

riques continues) par

(DA, V¥ Y (x) = VA(x), (DS, Ug ) (x) = Uy(x)

-1 g :
{Dy;, U, ) (x) = Up(x"), (Di, V2 Y (x) =V’ (x)).

Définitions. — On appelle noyaux élémentaires avancé E™* p(x’, x) et retardé

(®) Cette définition, qui s’étend & tout systéme hyperbolique, est due a J. Leray.
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E~A(x’, x) relatifs 3 I’opérateur L deux noyaux-distributions satisfaisant,
pour chaque x’ fixé, aux deux conditions :

— leurs supports sont inclus dans & et &p, respectivement ;
— ils vérifient, relativement a x,

(2-2) YLAEER(x, x) = Di(X', x).
On appelle propagateur relatif 4 L le noyau-distribution
2-3) Grlx', x) = E 2 (X, x) — ET2(x', %).

Pour chaque x’ fixé, le propagateur a son support inclus dans &,; il vérifie
relativement & x I’équation homogéne

LaGr(x', x) = TLAETR(x', x) — ALAETM(x, x) = 0.

On définit de méme les noyaux élémentaires *Ei:I(x', x) et le propaga-
teur *Gf,'(x’, x) relatifs & Popérateur adjoint *L.

THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE. — Sous des conditions de régularité

des coefficients g2V (x), hiNx), ki(x), la définition détermine univoquement
les noyaux élémentaires ().

Considérons le systéme d’équations linéaires aux dérivées partielles du
second ordre :

(2-4) LaUA(x) = fi(x)

ou le champ f3(x), figurant au second membre, est donné et appartient a Dl

On appelle solution avancée U, ou solution retardée U, de (2-4) une solution
de ce systéme, & support compact vers le futur, ou vers le passé, respective-

(*) Il s’agit en fait d’un théoréme global, valable pour les systémes hyperboliques
généraux de J. Leray, sur des variétés globalement hyperboliques (sous réserve
que les champs U et V soient susceptibles d’une définition globale : c’est le cas
des champs de tenseurs-spineurs).

Ce travail n’utilisera qu’un énoncé local, dans le domaine d’un systéme de coor-
données. La méthode de S. L. Sobolev et Y. Bruhat, exposée pour » = 3 a la sec-
tion B de ce chapitre, donne, dans le cas du second ordre, une démonstration locale,
et indique une méthode de construction des noyaux élémentaires (cf. une autre
méthode dans J. Hadamard [/] et E. Combet [I]).
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ment. Le théoréme précédent permet d’établir I’existence et 'unicité de la
solution avancée et de la solution retardée. En effet, les fonctions

@5) US@=(*BERfad)® et Ui(x) = (E™L, i) (),
dont les supports sont compacts vers le futur et vers le passé, respectivement,
vérifient

LU = GLPE™S, fu > () = (D5, fr Y () = A0,

d’ot le théoréme d’existence. Si inversement on a une solution avancée U}

ou retardée U, de (2-4), elle vérifie

UZ(x) =(D{, UF Yx = (FLYE®Y, UF ) ()

-6 U, U
) = <Eii> X’L:’Us:£:>(x)= CE=L, for ) (),

puisque les conditions de support permettent d’appliquer (1-2). D’ou le
théoréme d’unicité.

(2-5) et (2-6) sont valables pour tout champ f- de D; d’ou les relations
d’échange
Q7 ETNW,0)=BF(x, x); *GY(,x) = —G:(x, x).

Enfin, la composition du propagateur et du second membre donne un

champ
{Gr» fa) () = Ug(x') — U (x"),

ayant son support dans le futur et le passé du support de f5, qui vérifie 1’équa-
tion homogeéne (LU); = 0.
3) Paramétrix.

Définition. — On appelle paramétrix avancées P+(x’, x) (resp. retar-
dées P(x’, x)) relatives 3 L des noyaux-distributions satisfaisant, pour
chaque x’ fixé, aux deux conditions

— étre portées par 'y (resp. par T'y);
— vérifier, relativement 3 x

G- TLAPER(x', x) = Di(x', x) — MEM(x', x),

ou les noyaux-distributions M*%(x’, x) sont, pour chaque x’ fixé, des
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mesures de densité finie portées par I'Z (c’est-a-dire des fonctions sur T'F) (¥).
Ftant donné un champ U, € D5 %, on déduit de (3-1)

(PFR, LaUs ) () = (GLEP*R, Ul (¥) = ( Dy — M¥2,, U ) (x).
Ilenrésulte, en désignant par v(x’, x)d"x une (°) n-forme élément de volume
sur 'y, exprimée dans les n variables x!, ..., x?, que le champ U, vérifie

n . ..
les équations intégrales (f désignant une intégrale multiple ordinaire,

d’ordre n)
(@]

+A ’ ’ n
xel‘xi, nS(U)M R’(x s x)UA(x)v;(x s x)d .

(32) Up(x)=(P*L, LAU, ) (x) + f
Si réciproquement un champ quelconque U, € DG'? vérifie I’équation
intégrale (3-2), il vient

CGILP*R, Uy () = (D — M7, U, ) (),
ce qui prouve que PE(x’, x) est une paramétrix, avancée ou retardée, rela-
tive a L.
Par la méthode d’itération, on obtient les noyaux résolvants de chacun
des deux systémes d’équations intégrales (3-2) :

(33 Un() = D E*¥, LIU, Y )
(3-4) CE*3, £2) () = (P, i) ()
(3-5)

(@]

r+1 ” r
CE*ry o= | MG, ) (B0 fe) G, ).

x"eI E0SU)

L’itération donne une série convergente pourvu que | M3 | soit absolu-
ment intégrable dans 'S Q, pour tout x' e Q.

(®) On peut étre amené a poser des conditions moins restrictives sur la
mesure M*4.(x’, x), de fagon & pouvoir étendre la notion de paramétrix a des cas
ou les coefficients de L présentent certaines singularités. Mais, dans la résolution
par itération des équations intégrales (3-2), la convergence n’est établie ci-dessous
que sous cette condition. Une démonstration de la convergence devra donc étre
donnée dans chaque cas ou cette condition n’est pas réalisée.

(%) 'y étant isotrope, il n’en existe aucune qui soit canonique.
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0 1
Soit x’ fixé. E*p/(x’, x) est porté par ', Dans ( E*2,, £, ), seuls apportent
une contribution non nulle les points x tels que

xel'$, avec x"el'%; donc xeb3.

2
Dans ( EX}, f. ), seuls apportent une contribution non nulle les points x
tels que
xe&k, avec x"el%; donc xe&3.
Par ce dernier raisonnement, on déduit de (3-5), par récurrence, qu’il en est

r
ainsi pour tous les E*¥3-(x’, x) pour r > 2. Les noyaux résolvants ont donc,

pour chaque x’ fixé, leurs supports dans §2.
Enfin, les noyaux résolvants vérifient (2-2). En effet, d’apres (1-2) et (3-3),

pour tout champ U, € DL,

(S B2, U ) = (iéi:', LU ()
r=0 r=0
= {Dg, U, ) (x),

ce qui prouve que les noyaux résolvants (3-3) sont deux noyaux élémentaires,
I’un avancé, 1’autre retardé :

@
(3-6) DB, x) = B4, %),
r=0
L’existence de paramétrix implique donc I’existence de noyaux élémen-
taires (7).

4) Représentations du conoide caractéristique.

Considérons ’intégrale générale du systéme bicaractéristique (1-4). Les 2n + 2)

constantes d’intégration
— coordonnées d’un point initial x” de la bicaractéristique,

— valeurs p®) des variables p, en x’,
forment un systéme surabondant, par suite de 1’homogénéité en p,, et de la relation
en x’
4-1) V™ (x)pYp® = 0.

(") Cf. Y. Bruhat [3] et A. Lichnerowicz [I].
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On remplace les (7 + 1) constantes surabondantes pS’) par les (n — 1) cons-
tantes 07, 67, ..., 6(»—1), grice aux relations

@42 PO =AY+ ALLg.(0);

les coefficients A‘;: définissent une base orthonormée en x’, transformant (4-1) en

l—z{qj'(e)}2=0;

i=1

les fonctions ¢;+(6) donnent la représentation classique de I’hypersphére-unité 81
de En, par les (n — 1) angles 6. On désigne 1’élément d’aire de 8@~ par

4-3) dn—1Q = O-1)(0)d0’.d0" ... do(n-1),

On particularise la base orthonormée en x” par la condition

44 Al =0, dou pQ =Ag.

Les coefficients At: sont reliés & la métrique de U par les relations

A% || = Az > || Ak
A'&: = \/go'o'(xl)'

| =V Tery Gl = V= 2G)

@#-5)

Les coefficients A:’L,' de la matrice inverse sont définis par
O Ao . Lo .,
(4-6) Ay.Ag =1 AL, =0, AL AL, =8

La solution du systéme bicaractéristique (1-4) s’écrit ainsi sous la forme

@ X% = x% L d%x ;A3 0, ..., 00-D)
“8) py = A‘\J*” + A\i,',q].,(e) + 4,558, L, ),

En fixant x’, on déduit de (4-7) une représentation paramétrique du conoide
caractéristique I'y’, en fonction des n paramétres A, 0.

On a une autre représentation paramétrique possible de I'x’, au moyen des
n variables x!, x2, ..., x”. La transformation { xZ}/{ A, 6® }sur T'y s’explicite au
moyen des n équations (4-7) : « = 1, 2, ..., n. On désigne son jacobien par (8)

D xw, {2y ooy (X))
DO, 6, 67, ..., 6-n)  °

4-9) Alx’, 2, 0) =

Les hypothéses faites au § 1 sur I'y’ entrainent que A/®("—1(6) n’a pas d’autre

(®) { A(x) }x’ désigne la restriction & x € I'y’ de la fonction k; cf. « conventions et
notations ».
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singularité sur 'y’ N ©Q que le sommet x’. La formule de transformation corres-
pondante de 1’élément de volume est

g n(x’, x)dnx = Y(x’, X, 6)drdn—1Q

A(x’, 2, 0)

4-10
( ) 2 Q(x', 2, 6) =7 {x’, x(x’, A, 6)} -q)(n—_—]’mo

Deux autres représentations paramétriques de I'x’ pourront étre employées.
L’une utilise comme paramétres les (z — 1) angles 6 et x% ou 3® = x® —x",
Elle est valable dans tout domaine o gw(x)pv ne s’annule pas.

L’autre utilise les # paramétres
4-11) W=2g,00) =12 ...,n
Le jacobien de cette transformation est égal a

DO 22, ..., M)
Do, o, ..., 6¢-)

(412 = N=1D(1-1X(6).

5) Résolution explicite des équations intégrales.

La technique de résolution par itération des équations intégrales (3-2)
peut étre présentée de fagon plus précise (°) dans I’hypothése ou les para-
métrix, pour chaque x’ fixé, sont des sommes finies de couches mulitiples (1)
portées par ',y :

p
D (PELLYE) = [0, D adilx', 0. 0., 2).d"

© désigne une dérivation suivant une direction transversale a T..;
les o5 a/(x’, x) sont, pour chaque x’ fixé, des fonctions localement sommables
sur I'Z N Q, qui dépendent évidemment du choix de ©. L’hypothése d’hyper-
bolicité normale entraine que I'y- n’a aucune tangente temporelle; on peut

donc prendre pour ® la dérivation par rapport a x°.

Les équations: (3-5) pour r =0,(3-4), (5-1), permettent d’évaluer ¢ }%i:', fad
au moyen d’intégrales d’ordre 2n. Le remplacement, comme variables d’inté-
gration, des coordonnées spatiales des points x € I'y» et x" € I'yy par les
paramétres (%, 6) sur I'y et (3, 0) sur T, s’effectue au moyen des équa-
tions (4-7).

(®) Cf. Y. Bruhat [5].
(19 Cf. I. M. Gelfand et G. E. Chilov [I], chap. III, 1.8, p. 231.
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Soit x’ fixé. Etudions la contribution a ([:J*,‘{', fa) (x') des valeurs des
36/,(0 < s < =) en un point x choisi dans §5. On trouve une infinité de
chemins constitués de deux segments de bicaractéristique, reliant x & x" :
on peut les caractériser, par exemple, par les (n — 1) paramétres 60, qui

fournissent une représentation de I’intersection /*(x’, x) de I'Z et de ' :
ils caractérisent en effet la bicaractéristique joignant x’ au point x” qui
décrit I£(x', x). Les équations
(5-2) X% = x"% | o%(x’, %, 0) 4+ ¢% { X" 4 ¢%(x’, 3, 0), 2, 0)}
définissent un changement de variables d’intégration dont le jacobien

- a0
(5-3) Dx' s 3 030, 0= 25D
D()\, e’ A’ 6)

est égal 4 un déterminant d’ordre (n 4 1) d’éléments

Ix® D% o , - -
5‘97,,7)*—"3-63—,,,){36“ + %', 2, 0), 2,0}
] aaxa % (¥ 4 45, 2, 6), 3, 8)

Z}x" 3<p ( » ‘e’ o(x’, 2, 0), A, 6} (x 2, 0).

On obtient par ce changement de variables :

P
CESAIGEDY e CE R OIS

(n—1) ,
(5-4) ( R R(X's X) = f §t-1) Wé:):'(x » %, 0)dnQ

M=, 2L, 2, D)o@, )Y, 2, 6)
D(x' ;2 06320

modulo (4-7) et (5-2).
Pour r = 1, (3-5) donne ensuite P’intégrale d’ordre (2r + 1)

WEMX, x, 0) = Pr-1(H)

(5-5) <ﬁ*:,fA>(x')
‘Zf ” Mi: (', x").(x". x")dnx" f O B, )% i) x.

§$=0
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Les points x’ et x peuvent étre joints par I'intermédiaire d’une infinité
de points x" vérifiant

x"elE, x"e&].

Ce sont les points de la partie compacte ££(x’, x) de T'y» comprise entre x’
et /+(x’, x). L’interversion des intégrations donne

(E*2 )6 = Zf o BB, 0000000 d" ¥
(56)
(O]

E(S)L (x", x). MEL(x, x). -q(x x")d"x".
x"eC (&', x)

E(:;:)l:'(x > x) = f

Le méme procédé permet d’obtenir de proche en proche, pour tout r = 2

(E R,fA><x)—Zf‘“ EGv(x, 0.05/3(0).4" x
()
)

veptey EOUC X). MEL(X, X", x")d"x"

ESve, 0 = |

Les noyaux €élémentaires sont donc de la forme

| (B )= Z [ R 0084099 D

S=0

9 | +Zf B () .04, 4"

r
ESR (Y, X) = Z EGR(r, ).

\ r=1

REMARQUE 1. — Des résultats analogues s’obtiennent en faisant intervenir
dans (5-1), au lieu de la seule dérivation 2}0, les (n + 1) dérivations 9, par rapport

aux variables xV (cf. chap. II).

REMARQUE 2. — Si T > 0, les intégrales dans &’

(n+1)
[ g B D030 (s> 0)

écrites en (5-8) définissent les dérivées au sens des distributions

(— 1)‘2}“E(s)R
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Si la fonction E(f)l‘:,(x’, x) est localement sommable dans &% etsur T'Z, ainsi
que ses dérivées usuelles jusqu’aux ordres s et (s — 1), cette dérivée-distribution
est la somme d’une fonction localement sommable dans Sf (qui est la dérivée

usuelle) et de couches multiples, jusqu’a ’ordre s, portées par I‘)? :

(n+1)

o QOEGRAXs DA™ x
X

59 (3G S = [

s—1
() —1—
= [ DO, DY, e
t=o0 x

Si la fonction E(f);:,(x’, x) n’est pas suffisamment réguliére pour justifier ces
transformations, il n’est pas possible de séparer de fagon canonique les termes de
front et les termes de diffusion de cette dérivée-distribution.

B. Construction explicite (') des propagateurs
pour n+1=4.

Le présent travail s’appuie entiérement sur la méthode de S. L. Sobolev
et Y. Bruhat, pour établir quelques propriétés des propagateurs relatifs
aux opérateurs linéaires (1-1). Nous reprenons ici rapidement I’exposé de
cette méthode, en lui apportant quelques modifications de détail, inspirées
par la commodité des calculs ou des raisonnements (procédé différent d’or-
thonormalisation en x’, conservation de variables p,, homogenes) qui donnent
aux calculs une forme plus tensorielle.

6) Hypothéses.

On se limite dans ce travail a n = 3 (opérateurs a 4 variables) ().

On suppose que les composantes du champ U sont des fonctions numé-
riques, de classe C? au moins.

On fait en outre les hypothéses suivantes

a) Hypothéses de régularité de L : les coefficients g*¥(x), h;"‘(x), ka(x)
sont dans Q des fonctions de classe C*, C? et C° respectivement; ces fonctions

(1Y) Méthode initialement donnée par S. L. Sobolev [/] pour une équation, éten-
due par Y. Bruhat [/] aux systémes linéaires (auxquels est limitée la présente étude),
puis aux systémes quasi linéaires.

(1) Y. Bruhat [2] a étendu cette méthode au cas ol # > 3, impair (nombre pair
de variables n + 1 = 2% + 4, = > 0).

ANN. INST. POINCARE, A-111-3 et 4 15
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et leurs dérivées partielles jusqu’aux ordres 4, 2 et 0, respectivement, sont
bornées dans Q.
b) Hypothéses d’hyperbolicité normale : le coefficient g%(x) est borné

inférieurement dans Q par un nombre positif. Le déterminant || gAv(x) |
est borné supérieurement dans Q par un nombre négatif. La forme quadra-
tique a 3 variables gikp,-pb vérifie dans Q I’inégalité (v : nombre positif)
g*EX)pipp< — 1 (Sup [p; D*
1=1,2,3

De a) et b) il résulte que

— Les composantes covariantes g, ,(x) de la métrique riemannienne sont
continues et bornées dans , ainsi que leurs dérivées jusqu’a ’ordre 4.

— Le déterminant | g*(x)| est borné supérieurement dans Q par un
nombre négatif et ggo(x) est borné inférieurement dans Q par un nombre
positif.

— Il est possible de trouver en tout point x’ de Q un repére orthonormé

dont les coefficients Al(x") (ainsi que ceux de la matrice inverse) soient

continus (*3).et bornés dans Q.
— Si on introduit (sur I',-) les fonctions

= { gM(x) }xp,, Vérifiant ¥, =0,

on établit que (p%p,) est borné inférieurement par un nombre positif. En
effet,

2p°py = 2p°py — PP, = 2%%(py)* — &*p; Pk
P_1 ( 0 g* P,pk)
Py 2 (py)?
— On remarque que la valeur en x’ de p,,
((3’) = \/g 0’0’ (x )

est bornée inférieurement par un nombre positif.
c) Enfin, les seconds membres f(x) du systéme d’équations linéaires aux
dérivées partielles du second ordre

(6-1) LiUs =/

sont des fonctions continues et bornées dans Q.

= Inf g% > 0.

XEQ

(*3) Au chapitre 111, on utilisera également le fait qu’ils sont de classe C.
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7) Etude du conoide caractéristique.

Le changement de fonctions inconnues
(1) B=x 4% py=p0 4 r, = AUx) + AL()g O + 1y
transforme le systéme bicaractéristique (1-4) en

( dy* G’ [ 3 G ’
% =g®(x"% +3°). (Ay(x)+AY (x)g;(0)4-ry)=p*(», 1, g;(6), x)

2 di 1 . o Yoy
(T2 4 T — — 22, aM(® 4 5%) X (AR(X) + AR (x)g(®) + r2)

i
X (ARAX) 4+ AL Ax)gyO)+ r) = Ry(3, 7, g5(6), X))

dont on cherche la solution s’annulant pour A = 0.
Les seconds membres p* et R,, sont des polynomes des coefficients g®v

I

i

et de leurs dérivées premiéres, des variables r,, des g; et des Aﬁ'r. Ils vérifient
donc par rapport aux 8 inconnues z(y* et r,) des conditions de Lipschitz.

L’application de la méthode d’itération de Picard montre I’existence et I’'uni-
cité de la solution cherchée, pour | & | suffisamment petit

Y*E=o%(x’, 2, g;(6))
7-3 - -
" ry = 9,(x’, A, g5(0)). cf (4-7) et (4-8)

Cette solution z(x’, A, gy(6)) est continue par rapport a A et vérifie
74 [z] <M|a].

On en déduit que pour | A | suffisamment petit on a I’inégalité

SN ’ ’ " l N
(-5) Py = VgD + ro(x's 1 8, 6) > 5 Inf 4/gee() > 0.

Notons que d’ailleurs I’annulation de p, entraine celle des p;; de la sorte,
la restriction faite sur Q pour que p, ne s’annule pas est celle déja faite pour
la régularité du conoide caractéristique.

A cette borne inférieure positive de p, correspond une borne inférieure
positive de p% Sur I',» N Q, on peut donc utiliser indifféremment A ou x°
comme parameétre le long des bicaractéristiques issues de x’.

La solution (7-3) ne dépend de 6’ et 6” que par I’intermédiaire de g;(0).
Il est donc normal d’étudier ses dérivées par rapport & 6’ et 0” par ’inter-
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médiaire de ses dérivées par rapport aux gy, bien qu’elles soient surabon-
dantes. Chaque groupe de 8 dérivées z(® est la solution, nulle pour A = 0,
du systéme différentiel

dy*(»
Ly o v(p) 4 gavrg’p) + yu»

H B
(7-6) #
o
o Cvaya(p) ”“Bvrg,) + RS,)‘

L’indice (p) précise la dérivation par rapport aux gy pour | p | < 3.

BS = DygA(x'®" + y°) X (AfAx) + AQ(x)gy(®) + rp)
1 , o
(-7 5 Cya=—5 ,0,82(x'% + y°) X (AJAx") + AjAx")g(8) + 1)

X (ARAx) + ALy (0) + )
ont des expressions indépendantes de I’indice (p). Enfin, les expressions Y(?
et R® sont des polyndmes des coefficients gAV(x) et de leurs dérivées par-
tielles, des coefficients Aﬁ:, des gy, des variables ry et des dérivées z()

pour |p'| <|p|; de fagon précise,

—pour |p|=1:
Ya,i:gavA\j;zya,j(g’ A),
—pourl < |p|<3:
YD) — YD) (dag, A, g, zY),
ou
O<g<|plOo<|p|<]|p|
—pourl <|p|<3:
R = RY(d7g, A, ¢, 20,
ou
O<g<|p|+LO0<|p|<]|p|

77

Les hypothéses du § 6 suffisent donc a montrer I’existence et la continuité
des solutions z®(2) de (7-6) pour | p | < 3, vérifiant les inégalités

(7-4y [P0 | < M{2].

On en déduit les dérivées relatives 2 6’ et 6” d’ordre 1, 2 et 3 de la solu-
tion z(x’; A; 6%, 8”) de (7-2).
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)
Enfin, les dérivées ~— sont données directement par les équations (7-6).

O
Les hypothéses du § 6 permettent d’obtenir ainsi

amr(P)
v
3w pour m<4—|p| (Ipl<3)
amyu(p)
S pour m<5—|p|. (lpl<3)

La solution z(x"; A; 0, 6”) du systéme bicaractéristique (7-2), ainsi que
ses dérivées partielles d’ordre 1, 2 et 3 par rapport a 2, 6’, 8” sont donc conti-
nues par rapport a tous les arguments.

Il en résulte que le déterminant A(x’, », 6°, 6”) de la transformation
(x', x2, x3)/(», 0’, 0") sur le conoide caractéristique I',-, et ses mineurs, ainsi
que leurs dérivées partielles d’ordre 1 et 2 par rapport a 2, 0°, 67, sont des
fonctions continues de tous leurs arguments.

La premiére colonne du déterminant A est constituée par les p?, et les deux

i ‘1:

autres par y* . Par conséquent A, de méme que sa troisiéme colonne,

contient sin 6' en facteur; et (A/sin 6) est un polyndme de (g, A, g, r, ¥'),
homogene de degré 2 par rapport aux y’ (). La quantité

(7-8) D(x’, 2, 67, 07) = A3 sin 0/
est donc un polyndme de (g, A, g, 7, ;’), en définissant
(7-9) P =y a1, PO — 3i® -1

quantités bornées d’aprés (7-4)". La représentation de I',- par les 3 para-
meétres A définis en (4-11) fait apparaitre D, en vertu de (4-12), comme
déterminant fonctionnel

D({x*}x)

D(J)

Les mineurs de la premiére colonne de A ont une propriété analogue 2
celle de A

(7-10) D, 2, 0, 07) =

AP A
~_ n’ a = j (2) ’
sin 6' sin sin 0" A= Mgy D H, (q,. ).

(9 Pour |p| =1, 2, 3, on note encore les fonctions z(? par z'(y* ou r’),
z2"(y" ou r"), z"(y" ou r"), respectivement.
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Les mineurs des deux autres colonnes de A vérifient d’autre part
AP dgy e 1 Dy &
sin 6’ ° 06 sin 6’ 906”  sin 6’

= M3 — gyqn)D} = H(2, A, ¢, 1, 5.

%95

On a désigné par HY et HS) des polynomes homogenes, de degrés 2 et 1
respectivement, par rapport aux y’. On en déduit que les mineurs de D véri-
fient

(7-11)  ¢Di=HPq,¥), Gyw — qraw)Di =HP(g, A, ¢, 1, ).
Les éléments de D sont

o { xi }x'
oA

Les fonctions z’ étant nulles pour A = 0, il résulte de (7-6)

(7-12) = {&™}enygy + Y Cuy — quay)-

ih
limyl’h—llm% = lim Y**= gV (x)AY = n"AL.
A=0 A=0 A=0

On déduit alors de (7-12)

’ 3 g {xi}x' . . ; p
)l\lg: 5w = Al ;12 o = — AL
(7-13) B
: go,o,(x ) p(",)
IimD= — _ g —
[ a=o —g(x") ,\/_ 2(x)

D et D7, et leurs dérivées d’ordre 1 et 2 par rapport a A, 6, 6” sont des
fonctions continues de tous leurs arguments. Il en est de méme de leurs
mineurs, et des dérivées inverses &;)J, ainsi que de

(7-14) 2,0 = . g;(®, 7).

Pour les dérivées 9,6, il n’en est de méme qu’en dehors d’une boule entou-
rant x’.

8) Calculs sur le conoide caractéristique.

En prenant pour multiplicateurs des fonctions og/(x’, x) définies pour x
sur I'y’, formons les combinaisons linéaires

8-1) Ex (X', X) = op(x’, X). {LaUa(X) }x
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Les formules de dérivation sur I',» correspondant & sa représentation
par les variables (x!, x2, x3) sont

82) 0 (e = {0k} — L (D)
Py

Elles permettent de ne faire apparaitre dans Ex’ que des dérivées 0;{ h },-
sur le conoide, et des dérivées { O¢h }, transversales au conoide. On utilise
en outre, pourvu que les fonctions oy soient de classe C? des coordonnées x%,
la formule d’intégration par parties, de fagon a rassembler autant de termes
que possible dans une divergence calculée sur le conoide (*%).

(83) Ex=0i{EiU)} + {Us}xMr + {3U.} N+ { 2090U, }P.ox-
ou
B4 Eu(U) = {g®}ox0{ Us}w + 2 {2eU, brow {g™ }’I’,—

+ { Ul — 2% ({7 }wok) + { B }oob],

(8-5) My aiak({gik }x’c;’) % ({ h:i }x’G:') f {k: }x’f’:’
. . Py . . Py .
6 Npr=—2{g™¥} —d.0p+—1 BV | op
(8-6) {g™} 7, 2k +po§ A

N, P p ;
— o [’(}i({gw }xp_v) +;’35{ng }x,]
1] ]

pvp-n .

(8-7) P={gV"}, [CALE
0

L’annulation de P supprime de Eg- la dérivée transversale seconde de U,.
Un choix convenable des multiplicateurs o, annulant les coefficients Ng-,
supprime aussi sa dérivée transversale premiére : oy doit pour cela vérifier
un systéme différentiel ordinaire en A, linéaire et homogéne, le long de chaque
bicaractéristique issue de x’

de? .
8-8) 2 H =p, { h:v x,oﬁr — ok ;IJV'(}’. {g™ 1y

(g™ hp) + (g }x'p‘,pov.-(lé) %
0

(2%) Cf. Y. Bruhat [/], chapitre premier.
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Or le déterminant fonctionnel A vérifie 1’équation différentielle linéaire

homogéne

dA .
(8-9) T = A%({8% }epy)-

11 en résulte que les quantités

Aps or (¥, X) A, x) |
(8-10) wR'(x B x) - K(xl) Po Sin el i’

ou K(x’) est une constante ne dépendant que du point x’ et dont la valeur
sera précisée ultérieurement, vérifient le systéme différentiel linéaire homo-

geéne

dor

1 1 ;
o EP\,; hgY }x,coi' - vai}i{g"’ }x'mﬁ’ = Qg .

(8-11)
Les coefficients Qp de (8-11) sont des fractions rationnelles, de dénomi-

nateur p,, de (9g, &, r, A, q) et sont donc continus et bornés pour | A | suffi-

samment petit. On choisit la solution égale enx’ (A =0) a .

Soit V. n(x") la portion bornée de I'yy comprise entre les deux sec-
tions /Ay (x® = x% — N) et I, (x=x'0" — ), (N >%>0). Une solution U, du
systeme (6-1) vérifie

(8-12) Ex(U) — ox { fa }» = 0.

L’intégration de (8-12) sur V,\(x") donne, en transformant par la for-
mule de Stokes

. x0=x0"—
613 [ [ _Bdi= [ [T (UMY — (Ao ]
- xV=x"7 —
+ [ B
N
L’intégration sur VSL ~(x") conduit 3 une relation analogue.

Une étude du systéme différentiel (8-11), analogue a celle du § 7 sur le
systéme bicaractéristique, montre, sous les hypothéses du § 6, I’existence et

la continuité des dérivées wp? pour | p | < 2; en outre, les fonctions
or? = x5 O<|pl<2)

sont bornées pour i suffisamment petit. On trouve ainsi que les fonc-
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tions wa sont de classe C? par rapport a A, 6’, 6”. Dans V;‘:N(x'), il en est
de méme, d’apres les résultats du § 7, de la fonction

Py sin &’ i K(x") Do
A, 7 0, 0|~ [ D

8-14) w=(x" ;7 0, 0" =K(x)

et par conséquent des fonctions oy.. Sous les hypothéses du § 6, les transfor-
mations ci-dessus sont donc justifiées.

9) Equations intégrales de Kirchhoff.

On les obtient en cherchant la limite, pour v = 0, des équations (8-13).
Dans l’intégrale double au premier membre, on opére d’abord la transfor-
mation (x!, x2, x3)/(, 0, 6") de jacobien A

dix= A {dpd0 NdO" — D AN + O;07drAdY ).

Puis, en remarquant que sur 1,

a{xo}x a{xo}x' ’ a{xo}x' "o__
PIY ax -+ 30 de+__wde_o,

on se raméne 2 utiliser 0’ et 6” comme variables d’intégration sur /5 :

Ty —Pi
-1 dx_—a x91,.dONdY = — 2 22D.d2Q.
6D ' 3 {g% }x Pvpo

Il résulte alors de (8-4), ainsi que de (8-14) et (8-15), que

02 2pEAU) =2V L8 REobpd {5} { Uy e

" 2% {g™26Us b + { Ua J(— 830 { g%} + {7 })]

=12 \/ Lo REokp; { £U, b — 1904w oiopi{ Usgi® b
Le premier terme a une limite nulle pour A = 0. Puisque d’autre part

lim (A wr7) = 0, lim (A3 pw) = + K(x)V/ — g(x)Ak g
A=0

A=zo
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il résulte de (9-2)
) — D azp;EL(U)
i dz f ¥ o il S
hl:.‘l) J‘fl’?:ER(U) J- 8(2) ;‘ J_o Dy {go"}x'Pv

K(x? —&* WA
= & s U o o
_ V& vg,,,( )

V/— 2@

d=Q

K(x'). Up(x"). 4.

On choisit
4 ’
K(x)— + ¥V —86)

9-3 AT A )
O Vo (X)

De la sorte, les équations intégrales (8-13) donnent, par passage & la
limite v = 0, les équations intégrales de Kirchhoff

O) axUp)= [ [, (M0, 90U — e, 9A00 )
+[[ B,

auxquelles est astreinte toute solution U,, de classe C?, du systéme (6-1).

10) Existence et unicité des noyaux élémentaires.

Soit un champ U, € D > 11 vérifie les équations de Kirchhoff (9-4) ot
on a substitué

fo(x) = L3UA(x) € Da.

En outre, N peut étre choisi de telle sorte que I’intégrale double s’annule.
11 suffit de choisir une hypersurface ¥, d’équation x® = Cte = &, telle que

KX nNSU) =
et d’intégrer

sur Von(x"), en prenant N = x" — & si x'% > £ ;

sur Vo(x'), en prenant N=§ — x'%, si x¥ < £ ;
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Les équations de Kirchhoff (9-4) se réduisent alors a
(10-1) 4nUp(x) = f f f L MME, )ULPx
xevy ,N(x )

gt v

La comparaison avec (3-2) montre que 1’opérateur L admet les paramétrix
avancée et retardée P*4.(x’, x), distributions définies sur les champs ¢, € D3

par

1
+A N2 At
10D (Phed=—g [[[ o R Do

Ces paramétrix sont des couches simples portées par I's.

Selon le raisonnement du § 3, on obtient le noyau résolvant de chacune
des deux équations intégrales (10-1) sous la forme d’une série dont la conver-
gence a été établie par Y. Bruhat [/] (chap. I et IIT) dans une étude dont nous
indiquons les grandes lignes.

Si on représente Ty’ par les paramétres x°, 6, 67, les équations (10-1) s’écrivent

, ~_ (B _A
101y 4nU () = ol [f oM { U Lo — o2 {130, 1] oy @0
On doit montrer que le noyau

MLA K,
Psing  p

a, en valeur absolue, une borne supérieure pour tout x” et tout x de Q tels que

xeTy, | x* — ¥ | < N, donné. On ordonne pour cela ’expression (8-5) de M2’

selon w, ), et leurs dérivées partielles premiéres et secondes relatives a x', x2, 23,
Les dérivées logarithmiques de P’expression (8-14) de = s’écrivent

Diw 1

(10-3) -

1
[ — 2 [ . .
%D ai()\ D) ) Dtp‘,.

On se trouve ainsi ramené & dériver sur I'x’ par rapport a x!, x2, x> des expres-
sions F(G, A, q,, Z); on désigne ici par G I'un des coefficients g, h;o‘, oul’une

de leurs dérivées partielles; par A 1’un des coefficients A{,‘: ; par Z P’une des fonc-
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tions z® (0 < | p| < 2), © ou wl, obtenues en intégrant les systémes différen-

tiels (7-2), (7-6), (8- 11) ou ses derlves (8-11)". 1l vient

OF dF 1 D}
(104) dF = z 0 (a G DoG) + 303 Oy — %) B

L NTOF L Yoz D; 2z
+ 232512 %D dqy

o
DN
ou (8-11)’ en fonction de (G, A, gj,

Selon la fonction Z envisagée

»
P0<|p|<3) ou  P0<|p|<2)

On obtient alors, compte tenu de I’étude du § 7, les résultats suivants
R
173 —_ 1—
A{g* )y (aka o + 22 Dgan ) = GGy

R . . O 1
(252 {g™ } — {'}) (%wif + o #) = (7D}’

(10-5) _ _ )
(359,08 { g™} — 2 {m? o + {3 }u )l = (p***D

(o), %™ b 1
¥ T a % (ppP(eD)*

ol les polyndmes P, Q, R, S ont, relativement a leurs arguments y’, ", ¥”, ',

un degré minimal égal a 5, 3, 1, 6, respectivement. On en déduit

1
(811 I qh'qj') 'D! .

)

Zest exprimée par (7-2), ou (7-6), ou (8-11),

X P(g’ ag, ag: h, Dh, A’ q, 7, l‘/, y,’ y”, ©, “”) (‘)”)

X Q(g9 a-g’ h’ A’ q’ r’ r/’ y,’ y”’ (‘)9 0)’)

X Rg(g: Dg’ 02 s h’ ak, k, A) q, r, )")0):'

X S(g, 0g, 0%, A, q, r, ', ", ¥, ¥, Yol

"

KA/
(106 X _ =
P° b
Ti(g, 08, 0%, b, 0h, k, A, q,r,r', 1", ¥, ¥, 0,0, 0", ¥, ¥, o, 0")
D2
N S(g, 08, 0%, A, r, 1, 1", ¥, Y V"V VS V) g
3De g

ou T2, et S sont des polynémes de tous leurs arguments.
On remarque enfin que

im§ =1lim > = o)) (%‘{g"‘*}x'a 4w) = 0.

(0-n limS =lm =V (e p .
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Appliquoﬁs la formule de Taylor au polynome §(G, A, q, Z, ;), relativement
a tous ses arguments, a partir de leurs valeurs pour 2 = 0. Ce développement donne
un polyndme de degré minimal 1 par rapport a

{(GW—G(x)},  ZO), (YN -0}
Or, les g’“’(x) sont quatre fois continiiment différentiables; d’ol
(10-8) | G() — G(x) | < My y®().
D’autre part, en vertu de (7-4) et (7-4)"
[ZOY | <M1
1l vient enfin pour chaque ¥?

dd(p

Y4P0) = Jim = = YHP {d9(x"), A, g, 27(0) }

pour 0<g< |pletO<|p|<]|p]|; d’ou
A
a(p)()\) a(p)(o) f . % Bg(bg, A, q,r)y v(p) + gew » (Ya(p)) (Ya(p))“ f dx.

La formule de Taylor permet de développer le polynoéme { (Y*?), — (Y®?), }
en un polyndéme de degré minimal 1 par rapport a { G(x) — G(x) } et Z(»). En
appliquant, comme ci-dessus, (10-8) ainsi que (7-4) et (7-4)’, et en remarquant

que B% et g* sont bornés, on obtient
1] M
(10-9) | 2P0 — YP0) | < By A | Mu F du =~ |2

1l en résulte que | St | a une borne supérieure ne dépendant que des bornes
mentionnées au § 6. Il en est de méme de (K2 /p°).

Le raisonnement des § 3 et 5 établit ainsi I’existence et I’unicité des noyaux
élémentaires, et donne une méthode pour les calculer par une itération
convergente, a partir des deux éléments fondamentaux suivants, définis
pour x sur I'y

— op/(x’, %), solution du systéme différentiel (8-8);

— Mg(x’, x), défini par 1’équation (8-5).

Chaque noyau élémentaire se sépare, pour chaque x’, en termes de front
(distributions portées par T'y-) et termes de diffusion, ou de queue (*°) (distri-

butions de support inclus dans &,/). On démontre () que, avec les hypo-

theéses de régularité ci-dessus, les distributions EiR (x', x) pourr =1, sont

(1%) Notation de B. S. De Witt et C. Morette-De Witt.
(*) Y. Bruhat [5].
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des fonctions localement sommables dans 82 ; de la sorte, le seul terme de
front est

0
Ei:’(xla X) = Pil:'(x” X).

A. Dougliss [I] a montré que la condition nécessaire et suffisante d’absence

de tout terme de diffusion est I’annulation du noyau Mz (x’, x).
Pour cette raison, ce noyau est appelé noyau de diffusion. Par abus de lan-

gage, la fonction of(x’, x) sera appelée paramétrix.

CHAPITRE 1I

OPERATEUR DEPENDANT DE PARAMETRES ()

1) Hypothéses.

On considére maintenant un opérateur L 4 4 variables x!, x2, x3, x9, dont

les coefficients g2v, hﬁ", ky sont fonctions de ces # + 1 =4 coordonnées, et

en outre de K paramétres a,(u = 1, 2, ..., K) variant dans un domaine #A
de RX, voisinage d’un systtme de valeurs données a? des paramétres.

On pourra se ramener au cas ol a® =0 pouru=1,2, ..., K.

On se propose d’utiliser la méthode exposée ci-dessus (chap. I, section B)
pour étudier, moyennant des conditions portant sur la différentiabilité des
coefficients de L, la différentiabilité des noyaux élémentaires par rapport
aux paramétres a,. On définira une dérivée quelconque (d’ordre |k |,
k multi-entier) de I'un des noyaux élémentaires par

JkIEEA, , pAL R ,
(l-l) <W ’ﬁ>(x’a):W<EiR’sﬁ\>(x’a)'

Le but principal est de former, au voisinage du systéme de valeurs a, = 0

M 1 existe pour des systémes généraux a coefficients constants, hyperboliques
(J. Chaillou [I]), ou non (F. Tréves [I]), des théorémes de dépendance continue
d’une solution €élémentaire par rapport a des paramétres figurant dans 1’opérateur.
Mais nous avons besoin ici d’un résultat plus explicite, et dans le cas de coefficients
variables.
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des parameétres, des développements limités des noyaux élémentaires, définis
comme suit si

(2 (B fOGa= > (BB, L))

o<kl =<l

ou
lim e3(x, a)=0,
du=0

on dira que le noyau-distribution

(1-3) > SERER,

o<lkl<!

est le développement limité & ’ordre / du noyau élémentaire
E*i(x, x, a).

Les dérivées (1-1) pourront étre utilisées pour former des développements
de Taylor, obtenus en choisissant dans (1-3)

IIE+A,

(1-4) E¥ P, x) = i (a'E)k ', x, 0).

On désigne par / un entier donné, positif ou nul (on peut étendre au
cas [ = o0).

Les hypothéses a) de régularité du chapitre I (§ 6) sont complétées comme
suit :

Les coefficients gAY et leurs dérivées d’ordre 1, 2, 3, 4 par rapport aux
coordonnées, les coefficients A3 et leurs dérivées d’ordre 1 et 2 par rapport

aux coordonnées, et les coefficients k4, sont des fonctions de classe C/ de
tous leurs arguments (coordonnées x®* et paramétres a,) pour x€Q et
a={a,}ek

Chacune des dérivées concernées a une borne supérieure, valable pour
tout x € Q et tout a € &.

Les hypothéses b) d’hyperbolicité normale sont les mémes, les bornes
étant valables pour tout x €Q, et tout a € 4.

Il résulte de ces hypothéses que, en tout point x’ de Q, il est possible de
trouver un repere orthonormé défini par des coefficients A{‘,:(x’, a), fonctions
de classe C! de tous leurs arguments, ainsi que les coefficients Ax:(x’, a) de
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la matrice inverse, pour x’ €Q et a € £; en outre, ces coefficients et toutes
leurs dérivées jusqu’a I’ordre / ont des bornes supérieures valables pour tout
x' €Q et tout a e A.

L’hypothése ¢) sur le champ donné au second membre de (I-6-1) est
complétée comme suit :

Le champ f est de classe C! par rapport aux coordonnées (il ne dépend
pas des parametres a,). Il a dans Q une borne supérieure, ainsi que ses
dérivées jusqu’a ’ordre /.

2) Différentiabilité des fonctions y, », w.

Les fonctions y* et r,, sont définies comme constituant la solution du sys-
teme (I-7-2) s’annulant pour A =0, et les fonctions wy- comme constituant

la solution du systéme (I-8-11) égale a 821 pour A = 0. Ce sont des fonctions
des arguments suivants :

— le parametre canonique X le long des bicaractéristiques;

— les deux parametres 6’ et 67, par I’intermédiaire des gj;

— les 4 coordonnées x’¢” du sommet x’ du conoide caractéristique ;
— les K paramétres a, dont dépendent les coefficients de L.

Les dérivées des fonctions %, r,, wy’ dont on aura besoin dans la suite
sont les dérivées jusqu’a I’ordre / par rapport aux arguments x'¢ et g, :

— des fonctions y* et r, et de leurs dérivées d’ordre 1, 2, 3 relatives
a0, 0" (oun g);

— des fonctions wg- et de leurs dérivées d’ordre 1 et 2 relatives a A, 07, 6"
(ou A, gy).

Désignons par y*P?% et FP*® respectivement I’une (quelconque) des
dérivées des fonctions y* et r,,, d’ordre p par rapport aux gy, d’ordre g par
rapport aux x’6’, d’ordre k par rapport aux a,(p + g + k > 0). Ces 8 fonc-
tions constituent la solution, nulle pour A = 0, du systéme différentiel
linéaire

( dy(p.aio . Bayv(p.q,k) + guvr(p,q,k) +Ya(p,q,k)
dx — v v
(2-1) 1
} dry e Apak) RO (2.0.4) (2.2
\ :1) = Cyqy 2% — Byra ™" + RY.
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Les coefficients BZ et C,,,, sont ceux définis en (I-7-7). Les fonctions Y *#%®

et RY*® sont des polyndmes

— des coefficients g’“’ et de leurs dérivées partielles jusqu’a ’ordre k
par rapport aux parameétres g, et, par rapport a ’ensemble des arguments,
jusqu’a lordre (p -~ g -+ k) pour les Y, jusqu’a lordre (p + g -+ k + 1)
pour les R;

— des coefficients A“ﬁ: et de leurs dérivées jusqu’a I’ordre (g, k);

— des gj';

— des fonctions r, et des dérivées z?"4%) ol p' <p, ¢’ <gq, k' <k,
0<p +qg +k <pt+qg+k

De méme, les dérivées w2 P%F des fonctions wh- constituent la solution,
s’annulant pour A = 0, du systéme différentiel linéaire

A(p,g.k) A(p,q.k)
(2-2) dox™7 Qiups M L i
dn =~ PR (p,)pra+tk+r’

Les coefficients Q% sont les mémes qu’en (I-8-11). Les QA%* sont des
polyndmes

— des dérivées partielles des coefficients g7w jusqu’a Pordre k par rapport
aux paramétres a,, jusqu’a I’ordre (p + g + k -+ 1) par rapport a I’ensemble
des arguments;

— des coefficients A3 et de leurs dérivées partielles jusqu’a "ordre k
par rapport aux paramétres a,, jusqu’a ’ordre (p + q + k) par rapport
a ’ensemble des arguments;

— des coefficients A% et de leurs dérivées jusqu’a 1’ordre (g, k);

— des gj;

— des fonctions r,, et des dérivées z(4%) on p’ <p, q¢' <gq, k' <k;

— des fonctions wa’ et de leurs dérivées d’ordre inférieur strictement
a(p, g, k).

L’existence et la continuité des dérivées cherchées (g + k& << I; p < 3 pour

les 2298 p < 2 pour les wp®%P) résultent de théorémes classiques, sous

les hypothéses énoncées ci-dessus. En outre, les systémes différentiels (2-1)
et (2-2) permettent d’obtenir directement les dérivées par rapport & A des

fonctions y*PeR, J2eR  hpak)

(4-p), (3-p).

ANN. INST, POINCARE, A-111-3 et 4 16

jusqu’aux ordres respectifs (5-p),
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REMARQUE 1. — On a également besoin de 1’existence et de la continuité des
dérivées
dmyanek)  gm (ya(l?yq,k)) AP gm (mgi""'-"))
am am\ A Y AR

pour g + k < I, m + p < 3 et 2, respectivement. Elles sont assurées pour A # 0.
Les remarques ci-dessus sur la derlvablhte relative & A montrent que ces dérivées
ont une limite finie pour A = 0.

REMARQUE 2. — Les hypothéses faites assurent 1’existence et la continuité des
dérivées jusqu’aux ordres suivants

dmy (2:3:5)

e PoUrk<lh phg+k<I+3 mipta+k<I+4
SO p,q.k) .
LU pourk<h p+a+k<I+3, m4p+gtk<I+s

AP $P2K)
#— pourk</l, p+q+k<I+2 m4p+q+k<i+3

3) Différentiabilité des fonctions oy et My .

Il résulte de la différentiabilité des fonctions z(x"; A, gy; @) que le déter-
minant fonctionnel A et ses mineurs possédent des dérivées continues et
bornées d’ordres respectifs p, ¢, k relativement 3 A et 6, & x'%, 3 a,, pour
P<2 qg+ k<l

La remarque 1 prouve qu’il en est de méme pour le déterminant: fonc-
tionnel D, son inverse D2, ses mineurs D}, et les quantités

DD = )]
(3-1) DgyD} = g’ = o
h
D '(8yn — qygn)Di = 2\igy

(3-2) Vg, a) \/— = (¥, % gy, Q).
'\/go o(x'> @)

Il en est évidemment de méme pour

ropdx', A, gy, @) = hw (X, A, gy, @) wa(X, N, gy, @)

et pour ox'A (sin 67)1.
En dehors d’une boule entourant x’, c’est-a-dire sur Vi (x"), il en est de
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méme pour (A~ sin '), pour w et oy’ et pour les dérivées d;g;, 946',0;6”.
D’autre part, la substitution dans les coefficients

{ ng(xa a) }x’a { h;x(x, a) }x', { k;(x’ a) }x'

de la solution du systéme bicaractéristique

X% = x'*" 4 y*(x’, 2, g;49), a)

les transforme en fonctions g*”, A5?, ki des arguments 2, g; (8), x', a. Ces

fonctions, ainsi que les dérivées premiéres et secondes de g’“’ et KA possédent

des dérivées relatives & x'° et a, jusqu’a P’ordre /, fonctions continues de
tous leurs arguments.

Dans V%N(x’), on calcule les dérivées d’une fonction définie sur T,
soit A(x', 2, gy, a), au moyen de la régle

oh h
aih 3“7\ a VN + aq q i
Des propriétés de différentiabilité de 9,3, 9,qy, o, é"", E;", I;';‘, il résulte
que les fonctions Mg-(x’, 2, gj (0), @) définies par (I-8-5)

My =004({ g™ | o) — O {17 ook) + | Kb | o0

ont dans V(x") des dérivées jusqu’a I’ordre / par rapport 3 x'® et a,,
fonctions continues de tous leurs arguments.

Il en est évidemment de méme pour K% = M} A (sin 6)%. En outre,
ces fonctions et leurs dérivées K4 d’ordre g + k < I sont bornées
dans VE(x"). En effet, d’aprés (I-10-6),
ro \ Ta(g, g, 02, h, Oh, k, A, q, 7,2, 2", 0, &', &, _;’, ;”, (:)', o")
(pg)? D

S(g, 22, 9%, A, g, 1, 2, 2, ¥, ¥, ¥, Y") o
+ A "Ds

Kb =

L’étude précédente montre que les fonctions Aw(pe)—2, D, wp,, Tr:, de
(, gy, X', a) et leurs dérivées jusqu’a ’ordre / par rapport & x'°’ et a,, exis-
tent et sont continues pour x € v (x). Il faut montrer qu’il en est de méme
pour (S)\—l).

Exprimons S en fonction de (», gy, X', a). Les dérivées §(‘I’k) de cette
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fonction par rapport & x'® et a, existent et sont continues, en vertu des
résultats précédents, pour g + k << /. Ce sont, en effet, des polynémes de :

— g™ et leurs dérivées partielles jusqu’a 1’ordre k relativement 4 q,
jusqu’a l’ordre (¢ + k -+ 2) relativement 2 I’ensemble des arguments;

— Aﬁ: et leurs dérivées jusqu’a ’ordre (g, k);

—4y’;

— r,, et leurs dérivées jusqu’a I’ordre (2, g, k);

— les dérivées de y* jusqu’a ’ordre (3, ¢, k);

—les y™pa'k) pour p < 3, ¢’ < q, k' < k.

Puisque d’autre part la limite de S pour A = 0 est nulle pour tout x’ €Q
et tout @ € A, la limite de S@h pour A = 0 est également nulle. Un raison-
nement de mé€me type que celui du chapitre I (§ 10) permet de conclure
que (§(‘I=k>7\“l) est borné dans V& (x') pour ¢ + k < I En effet, en vertu
des hypotheses, les dérivées de gV figurant dans le polyndme S@# sont au
moins deux fois différentiables par rapport aux coordonnées; et celles qui
figurent dans Y%3.2:%) sont 1 fois différentiables par rapport aux coordonnées.

REMARQUE. — De la remarque 2 du § 2, on déduit que dans V;fN (x’) les fonc-
tions M} sont de classe C! par rapport a tous leurs arguments, et que toutes les
dérivées jusqu’a I’ordre / des fonctions K2, ont une limite finie pour A = 0; ces
dérivées sont donc bornées dans V5, (x").

4) Différentiabilité des noyaux élémentaires.

On suppose désormais que le support du champ f; est un compact de Q.
On a vu que le systéme linéaire aux dérivées partielles du second ordre

LUs = fo, foeDl
admet une solution avancée et une solution retardée définies par
4-1) = (x', @)= (E*(@), o )-

Conformément aux définitions (1-1) et (1-2)-(1-3), on étudie les dérivées
relatives aux variables x'% et a, de ces solutions pour établir que les noyaux
élémentaires E*} (x', x, a) et le propagateur G (x’, x, a) dépendent diffé-
rentiablement des variables x'® et a,; on obtient de méme des développe-
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ments limités des noyaux élémentaires et du propagateur en formant des
développements limités des solutions avancée et retardée (4-1).

On a obtenu les noyaux élémentaires au chapitre I (section B) en résolvant
les équations intégrales de Kirchhoff satisfaites par les solutions avancée et

retardée. Avec un choix convenable du domaine d’intégration Vi(x") = rs
ces équations s’écrivent

(42) Ui(x', @) = D5 (x', @)

+w A 4 2_
+ fo d)\J. 8(2)KRI(X,’ 7\’ qj,’ a)U'it {x,a +ya(x'; 7‘: qjla d Q .

(43) OF(x, a)

. +® ¢ Acl oy o
__fo d)\f s(z)sme'( s M gy @) Sa{ X" +Hy%(x, lq,,a)}———

est, d’apres les résultats précédents et I’hypothése c¢), une fonction de
classe C! de tous ses arguments. Les équations de Kirchhoff (4-2) peuvent,
par un changement de variable d’intégration, prendre la forme d’un systéme
d’équations intégrales de Volterra

£ K {x', Mx's t, gy, @), gy» a }
4_4 U' l’ :_(I), /, f ,dtff R’ > s ©s Yy s Yy
( ) R (x a) R (x a) + x,o 8(2) po {xr’ k(xl’ t, qj', a)’ qj', a}

o oL ’ ’ sz
X U x'® +y* {x', Mx', 1, g5, a), g7, a }, a]F.

La borne fixe £ est choisie de telle sorte que le support du champ f ne
rencontre pas x® = £. La fonction M(x’, X9, gy, a) est obtenue par résolution
de 1’équation

x0 = x'0 + y0(x’, X, gy, a).

En dérivant par rapport aux variables x'®" ou g, les équations intégra-
les (4-2) ou (4-4), on obtient de nouvelles équations intégrales

, QD 3 KA, won + o) d*Q

1 0Ky (; &0
+f st;ﬂ ox 4—,1_’
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(Ql)dg
(z)p Ui 4

1 9Ky .. &0
(0,1) (1. o) ® et
+J f s@ p° y Ua +f ffs(’)p" da Us 4 °

On peut considérer les équations (4-4), (4-5), (4-6) comme formant un
systéme d’équations de Volterra simultanées, aux fonctions inconnues

(4-6) UY(x, a o

dUSF  SOE*Y . QUS aE*
E ) R __ R . —_“R

@7 U, 5o =300 1) e ﬂ)

On les résout par itération en prenant pour termes initiaux

Oy (I"}(g,x)(x, @) = o
ox'? F ’ %a

© ’ (0)(1 0)
(4'8) UR'(x s a) = (Dn'(x’> a) ;0 Ur? (x', a) =

Par récurrence, on voit que ’on a, a chaque stade de I’itération,

) )

o'UR ’ . (’)(0:1) ’ . DUR’ ’
ax, (xya)a UR' (x,a)—— 3a (x7a)'

@9) U¢(x,a) =

On a montré d’autre part que les noyaux de ces équations de Volterra
ont des bornes supérieures quels que soient x’ et x dans Q tels que x e I',,
| x® — x%| < N, donné, et quel que soit a € +. Il en résulte que la conver-
gence des séries trouvées comme solutions de (4-5), (4-6), (4-7) est uniforme
relativement a x’ et a. La série Uy- est donc dérivable terme a terme

ZU“ 9(x', a Zﬁk ', a);

ZU“’ ¥, a UR ', a).

r=0

(4-10)

Sous les hypothéses faites, on peut de méme écrire un systéme d’équa-
tions simultanées de Volterra, constitué de (4-5), (4-6), (4-7), et des autres
équations déduites de (4-4) ou (4-2) par des dérivations relatives a x'°¢
ou a,, jusqu’a ’ordre / (ou, si / = oo, jusqu’a un ordre fini quelconque).
11 a pour solution Ug/(x’, @) et toutes ses dérivées jusqu’a ’ordre /, ainsi que
le montre un raisonnement analogue au précédent.

Les solutions avancée et retardée (4-1) sont donc de classe C’ par rapport
a tous leurs arguments.

En particulier, les hypothéses faites permettent d’en former un dévelop-
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pement de Taylor suivant les puissances des K parameétres a,, limité a I’ordre /
(ou, si I = oo, limité & un ordre arbitraire).

En ce qui concerne les noyaux élémentaires et le propagateur, on sait
ainsi, sous les hypotheses ci-dessus, définir leurs dérivées par rapport aux
variables x’% et a, jusqu’a ’ordre /, au sens précisé en (1-1), et en former un
développement suivant les puissances des K parametres a,, limité a ’ordre /
(ou, si I = oo, limité & un ordre arbitraire), au sens précisé en (1-2)-(1-3).

5) Etude pratique de la résolution par itération.

La résolution par itération du systéme (4-5), (4-6), (4-7) peut étre effectuée
suivant le modéle donné au chapitre I (§ 5).

Les éléments initiaux (4-8) de I’itération se calculent 3 partir de la défi-
nition (4-3) de @

aqnl N ?(»*Doy)

v —J ” <2)g oxe I
v d>Q

+ ch:f(SZ + —y—)i}vﬂ $ =

dx'o’ 4r
Q05 oo d(x:Dsp’)
_aa x’a)—‘_J‘o d)\JfS(g)g_ aa f;t
aQ

+ 2Doh ¥V, 1 % —

(1)

4z

Ilen résulte que les premiéres itérées vont se présenter sous la forme d’une
fonctionnelle linéaire de f et de ses dérivées

Doy, ®Oaon
UR' (X ] a) - s+ { E R'(x b X, a)fA(x)
xe(‘;x,(a)

+ B OV, x, @), fu(x) } déx.
52 {4 v

Q)
U(o l)(x a) = J.ff [xeg () { E(o,:);/(x,, x, a) fu(x)

E(" V(' x, @), fulx) } déx.

La méthode de résolution par itération exposée au chapitre I, § 5, montre
qu’il en est de méme pour les itérées successives. Les dérivées premiéres de
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la solution des équations intégrales (4-2) apparaissent donc sous la
forme

QU o a(vDo;)
e D= dx“swg awe (Sl
A a=Q
+xchR,( 4 ,c){ O {

+ f f J. j e (a){ E®O%(x’, x, a) fu(x)+ E“"'):)'(x', x,a)Ovfu(x) }dx

OU,f? , . + ® G(RZDGQ') PPN
O = — | dszsmg_aa Sl

+ ADop YOV (D, £, by

(5-3)

|22

+f f f f xeE 5 ){ ECV(x’, x,a) fu(x) FECORY(x', x,0)d, fu(x) }dox

Plus généralement, lorsqu’on dérive g f01s par rapport aux coordon-
nées x’% et k fois par rapport aux paramétres a,(q + k < [)la définition (4-3)
de @y, on obtient pour CI)ff"k)(x’, a) une intégrale triple ou interviennent
linéairement le champ f et ses dérivées jusqu’a 1’ordre (¢ + k) par rapport
aux coordonnées. On en déduit de méme, par itération, que les dérivées (g, k)
de la solution des équations intégrales (4-2) apparaissent sous la forme

(5-4) g+k
(g,k) (2,k), (a.)a ¢ » )
U= oo+ [ [ L )ZE& 2, x, PP LDA.

11 en résulte pour les dérivées des noyaux élémentaires

aq+kE:E ik

5.4)’ pE@ia, Z I OE @A,
-4 @xy@ay — " X T 2 (- DERSE

Les dérivées-distributions aﬁf)Ei((Z;"’Q' ont leur support dans &3(a)
et sur I‘i'(a)' mais ce n’est qu’exceptionnellement, si les fonctions

K

Ei(" n(x, x, @) sont suffisamment réguliéres, qu’on peut séparer une fonc-
tion localement sommable dans §5(a) (qui est la dérivée usuelle) et une
distribution portée par I'Z(a) (cf. chap. I, § 5, remarque 2).

La distribution P=“Y}. portée par I'7(a) est définie par une intégrale
analogue a (5-1). Dans cette définition, les dérivées de f, peuvent étre trans-
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formées au moyen de (I-8-2) (séparation sur I',- des dérivées transversales

et tangentielles). Aux dérivées transversales d¢f. correspondent des couches
multiples d’ordre s 4+ 1<q+ k + 1; mais aux dérivées tangentielles

D'{d%0f. }(t + s < g + k), ne correspondent en général que des dérivées
de couches multiples (d’ordre s + 1).

:!:(l,o)A +(0,1)A
P et P

Cependant, r’ sont sommes d’une couche simple et d’une

couche double portées par T'Z(a), car (5-1) se transforme en

;f“( )—f dxff@)ng(s’ aay)

(Gop+ 3o, ) a""i{ﬁ}x

— f a f f (oMDa (3"
a;bi )_f )‘ff ®"
%yi‘°"’(a;; op+ 2 a ; q') Do g{fA}x st

Py
— ?DgA, Y YO ,
fo dxffs(z)xDRpoy { ofA}x 4

dy a>Q
> 'o") { aof;\ }x' 4=’
(5-5

I N

020,
Par contre, cette particularité ne s’étend pas au calcul des a_ak—'k x', a)
x’

et de leurs dérivées, & cause de la singularité de o’ et des d4gy au sommet du
conoide caractéristique.

CHAPITRE III

ETUDE DE LA PARAMETRIX
ET DU NOYAU DE DIFFUSION
DANS LE CAS DES CHAMPS DE TENSEURS-SPINEURS

La méthode de S. L. Sobolev et Y. Bruhat de construction pratique des
propagateurs (chap. I, section B) utilise les deux éléments op/(x’, x) et

My (x’, x). L’objet du présent chapitre est d’étudier ces éléments dans le
cas des propagateurs tensoriels et spinoriels, et de chercher si I’on peut
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obtenir de fagon simple les éléments ch- et My correspondant 2 des ordres
tensoriel et spinoriel quelconques, connaissant ceux correspondant aux pre-
miers ordres (qu'on appellera « éléments primitifs »).

La section B établit des résultats de cette nature, trés simples, dans le
cas des opérateurs V*V , sur les p-tenseurs-v-spineurs. Ces résultats utilisent

les bi-tenseurs-spineurs de transport paralléle Ta(x’, x), ou du moins leurs

restrictions { Ta/(x’, X) }»» & x € T',~. Pour o4, la formule obtenue en (6-3)
est la plus simple possible

oarlx’, x) = Vo(x’, x) { TaAx’, X) }x-.

Pour My, les résultats obtenus sont plus complexes. On peut exprimer
les noyaux de diffusion d’ordre quelconque en fonction de ceux des cas
scalaire, vectoriel, 1-spinoriel, 2-tensoriel, 2-spinoriel, 1-tensoriel-1-spino-
riel (8-4). On peut aussi les exprimer en fonction des trois premiers seule-
ment, la formule (8-7) comportant alors un terme complémentaire d’expres-
sion simple (8-9) en fonction du bi-1-tenseur et du bi-1-spineur de transport
paralléle.

La section C étudie certains opérateurs (I-1-1) plus généraux, pour lesquels
des propriétés analogues peuvent €tre obtenues, en leur associant une
connexion C distincte de la connexion riemannienne C.

La section D s’applique & la méme recherche dans le cas des dalembertiens
et des opérateurs de Klein-Gordon, particuliérement intéressants en Phy-
sique mathématique; ce sont en effet ces opérateurs qui apparaissent dans
les équations de champ (du second ordre) auxquelles sont astreints les
potentiels des particules a spin. Ces potentiels sont représentés par les champs
de tenseurs-spineurs suivants :

a) champs p-tensoriels Ux4(v = 0) qui représentent le potentiel des « parti-
cules de spin entier p » : potentiel du méson = (spin 0 : champ scalaire),
potentiel du photon, c’est-a-dire potentiel électromagnétique (spin 1
champ vectoriel), potentiel de gravitation (spin 2 : champ tensoriel symé-
trique d’ordre 2);

b) champs p-tensoriels-1-spinoriels (v = 1), qui représentent le potentiel

. . . 1 . .
des particules « de spin demi-entier (p -+ 5) » : potentiel du neutrino, ou

de ’électron (spin 1/2 : champ l-spinoriel), etc... ;

¢) champ 2-spinoriel qui, en théorie de Petiau-Duffin-Kemmer, représente
le potentiel des particules de spin 0 et 1; cette théorie permet de faire I’étude
des principales particules de spin entier dans le formalisme spinoriel; elle
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sera utilisée dans la présente étude pour assurer une liaison entre le cas des
particules de spin entier et le cas des particules de spin demi-entier.

Pour la paramétrix oy, les résultats sont évidemment les mémes que pour

les opérateurs V*V . Mais le coefficient k5 des opérateurs de Klein-Gordon,
faisant intervenir la courbure riemannienne de U, complique un peu les

résultats concernant le noyau de diffusion Mg

Les résultats de ces trois sections présentent un intérét essentiellement
pratique, pour la construction de propagateurs d’ordre tensoriel et spinoriel
élevé. En outre, comme on le verra dans IV, ils s’adaptent particuliérement
aux calculs approchés.

La section E est consacrée i une confrontation de ces résultats avec ceux
de la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer. Cette théorie traduit 1’équivalence
entre ’écriture, pour les potentiels des particules de spin O et 1, d’une part
d’équations de champ 2-spinorielles, et d’autre part d’équations de champ
scalaires et vectorielles; il en résulte des relations entre les propagateurs
correspondants. Cette confrontation permet de réduire les éléments primitifs
aux seuls éléments du cas 1-spinoriel. Ce résultat, qui doit étre rapproché
du « principe de fusion » de Louis de Broglie, présente un intérét théorique
en Physique mathématique.

A. Généralités.

1) Champs de tenseurs-spineurs.

On s’intéresse désormais a des champs de p-tenseurs-v-spineurs, U, ou V&,
de variance duale les uns des autres. On représentera le plus souvent les
champs U par leurs composantes covariantes U,, et les champs V par leurs
composantes contravariantes V2 Cependant, cette convention ne corres-
pond pas a la représentation la plus courante en Physique mathématique

dans les cas particuliers 5) (U%, Vi) et ¢) (U2, V). On utilisera, éventuelle-
ment, pour passer de ’une a P"autre de ces représentations, I’isomorphisme
canonique défini en chaque point xentre les p-tenseurs-v-spineurs de variances
différentes : cet isomorphisme se construit au moyen du tenseur métrique
&%), et de la 2-forme spinorielle fondamentale I's, qui traduit Iisomor-
phisme (obtenu par composition de la conjugaison de charge et de
I'adjonction de Dirac) entre I’espace vectoriel S, des spineurs en x et

son dual S7.
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Dans le cas a) les champs tensoriels peuvent étre représentés par leurs
composantes dans le repére naturel associé aux coordonnées

Ug =Uq,a,.a,; Vit = Vo,

Au contraire dans les cas particuliers b) et ¢, ainsi que dans le cas général,
la représentation des champs U, par leurs composantes dans un repere spi-
noriel exige ’emploi d’un repére orthonormé, qui en dehors du cas plat
ne peut étre qu’un repére mobile. Dans ce repére, I’opérateur L s’explicite en

(1-1 (LU)s = LaU, = 7"%0,,0:U, + &*(x)9,U, + »xa(x)U..

Mais la méthode de construction des propagateurs exposée au cha-
pitre I (section B) ne s’applique pas directement dans cette écriture. En effet,
d’une part 3, et 0 désignent des dérivations pfaffiennes, non commutables ;
d’autre part, le théoréme de Stokes s’applique avec des dérivées partielles
relatives aux coordonnées. Il en résulterait divers termes complémentaires
dans les calculs.

Une écriture mixte est donc préférable : on effectue les dérivations par
rapport aux coordonnées, et de méme le vecteur de composantes p,, est rap-
porté au repére naturel; les champs sont au contraire représentés par leurs
composantes dans le repére mobile (repére orthonormé 4+ repére spinoriel).
Cette écriture mixte est en accord avec la convention d’indices gras ou non
employée dans les chapitres I et II. En outre, les indices A, B, R’, ..., dont
le seul objet était le numérotage des inconnues et des équations, prennent
désormais un sens précis, mais dans un repére mobile auxiliaire.

Précisons les relations entre les coefficients qui figurent dans (1-1) et

gM(x), KM (x), ki(x). Des formules définissant le repére mobile
(1-2) e = AS(x)dx™, d.h = ANx) b,
il résulte que

1-3)
3,0ch = AX(x)2y { AV h } = ANXAY(X)D9 3k + AN, AY(%)D .

L’identification des deux écritures de L donne
(1-4) () = AMDAY ()7,
(1-5) BMx) = AX(x) { G%(x) — 358 T (x) Ak(x) },

(1-6) ka(x) = %5(x).
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2) Equivalence des repéres mobiles auxiliaires.

Le repére auxiliaire servant a la représentation des champs se trouve étre large -
ment arbitraire. Dans le cas ou v # 0, tout repére spinoriel, et le repére orthonormé
sur lequel il se projette canoniquement, est admissible : un tel repére est déterminé
a une transformation du groupe Spin (4) prés. Siv = 0, tout repére, orthonormé ou
non, est admissible, y compris le repére naturel associ€ aux coordonnées : le repére
auxiliaire n’est alors déterminé qu’a une transformation du groupe GL(4) pres.

Il convient d’examiner tout d’abord comment se transforment, par un tel chan-

gement de repére admissible, les deux éléments o}(x’, x) et M3(x, x).

~ —

On désigne par I‘E(x) et F%(x) les deux matrices, inverses 1’'une de 1’autre, par

lesquelles se transforment, dans le changement de repére admissible considéré,
les composantes des champs de p-tenseurs-v-spineurs :

en U-() = I‘%(x)Ug(x), U-() = P2U ().

Si v > 0, désignons par Az(x) et A%(x) les deux matrices du groupe Spin (4),
inverses I’une de ’autre, qui traduisent le changement de repére spinoriel ; désignons

par Az(x) et A%(x) leurs projections canoniques respectives sur le groupe L(4).
Les matrices T" sont alors définies par

~ ~ ~ ~ ~

I‘%(x):Az1 X oo x AP AT % o x A
o al av

@2y 2t F _
TR =A% ... X AP A2 % ... x A%

\ € Y1 Yp ‘1 Sy

Si v =0, désignons par Az(x) et A:i(x) les deux matrices du groupe GL(4),

inverses I"une de 1’autre, qui traduisent le changement de repére auxiliaire (éven-
tuellement le passage du repére naturel & un repére mobile). Les matrices I' sont
alors définies par

-~ ~

s Y, 4 oy @
@-2) rC—A%x ... xA”, T2 AT x ... x A2,
r:3 @y % Cc Y1 Yp

La démonstration exposée ci-dessous vaut aussi bien pour 1’un et 1’autre cas.
Elle est basée sur la relation de transparence

~

@3) 2LV () = LE(TEUS) )

et sur le théoréme d’unicité. Du théoréme d’unicité résulte en effet la covariance
des noyaux élémentaires

I i;' ’ _ E’ ’ :!:§ ’ E
@4 E*4(x, 1) = TS ()EXE (v, HTE(0.
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Il en est de méme, séparément, de leurs termes de front et de leurs termes de
diffusion. Il vient ainsi, pour les premiers,

(O N o @z o .
2-5) <E ;,,f; >(X)—F;{,(X)<E ) I‘Ef:>(x)a
quel que soit le champ ( f;), a support compact; (2-5) s’explicite en

_ _”Leri l c—(x X)—T° (x)o- ', T2 A %) §f ()d3x = 0.
On en déduit que
A s N S Cr, A
@6 o, (¢, %) = TEE0, 0 | AW |
Les relations (2-3) et (2-6) impliquent la relation entre noyaux de diffusion

»

Soit en effet un champ U quelconque, & support compact. Ses composantes U
dans I’'un des repéres auxiliaires vérifient les équations de Kirchhoff

TR T
@-7 M;,(x » X) = P;,(x )M’;,

4nU-_(x') = f [f ps % M2 (', HU-(3) — o2 (x', LAV () ; &x.

Ses composantes U~ = 1'“ U_ dans PPautre repére admissible vérifient également
A

des équations de Klrchhoﬂ'

La comparaison de ces deux systémes d’équations de Kirchhoff montre, compte
tenu de la relation de transparence (2-3), et de la relation (2-6) établie ci-dessus, que

ME(x’, X)U~(x) — 6o(x’, X)LSU~(x) z dsx.
S (o} s D C

s | f f rers g M2 (x', x) — I‘%:,(x’)Mgs:,(x’, ATA(x) z U—(dx = 0

pour tout champ U a support compact. (2-7) en résulte.

Les relations (2-6) et (2-7) peuvent aussi étre établies par un calcul direct basé
sur les définitions données au chapitre I (section B) de la paramétrix et du noyau
de diffusion. Ce calcul direct établit également la relation

29 EL(U) - r¥ (xELW) —o.

REMARQUE. — Dans cette démonstration, le systéme de coordonnées locales x*
a été considéré comme choisi une fois pour toutes. Dans un changement de coor-

données, la paramétrix o}.(x’, x) et le noyau de diffusion My(x’, x) ne se trans-
forment pas par des formules tensorielles.
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3) Rappels sur le bi-tenseur et le bi-spineur de transport
parallele.

Soit une famille de courbes C(x") passant par x’ telle que, quel que soit x
dans Q, il existe une courbe et une seule de la famille joignant x’ et x.

Le transport paralléle le long des courbes C(x’) définit un isomorphisme
entre T,- et T,, auquel B. S. De Witt et R. W. Brehme [I/] () ont associé
un bi-1-tenseur f4-(x’, x). En désignant par v”(x) le vecteur tangent en x 3

R dx¥
la courbe C(x") passant par x, et par ¢ le paramétre correspondant (v"= EE)’
le bi-1-tenseur #;-(x’, x) peut étre caractérisé analytiquement par

dty: )
ﬁ + 0*C%ut0 =0; t& = 8 pour ¢ = 0.

(B-1) V.=
*
Son dual g (x’, x) satisfait 2 une condition analogue.
Le transport parall¢le le long des courbes C(x") définit de méme un iso-
morphisme entre S,- et Sy auquel on peut associer (E. Combet [I]) le bi-1-
spineur 15(x’, x). Ce bi-1-spineur peut étre caractérisé analytiquement de

*
la méme fagon, ainsi que son dual =} (x', x)
, w a de’ a m a a’
B-1Y V= T +C =03 T = & pour ¢ = 0.

On désigne par C%, les coefficients de la connexion spinorielle canonique-
ment associée & la connexion riemannienne :

a 1 byae
(-2) Chu = — 7 C%uulyer")i-

Par produit tensoriel de ces quatre éléments, on peut définir des bi-ten-
seurs-spineurs de transport parallele de nature, d’ordre et de variance
quelconques, soit TaA(x’, X).

On peut prendre la restriction & x € I',- de ces bi-tenseurs-spineurs : le
conoide caractéristique I, est en effet engendré par les géodésiques isotropes
issues de x’ qui, d’aprés les hypothéses faites, peuvent étre prises dans Q
comme courbes C(x"). Si on prend pour ¢ le paramétre canonique 1, les

(1) Voir aussi A. Lichnerowicz [I]. B. S. De Witt et R. W. Brehme prennent pour
famille C(x) les géodésiques issues de x’.
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composantes du vecteur tangent correspondant s’écrivent, en repére naturel,
d’apres (I-1-4),
d{x¥}y
(-3) ) = L (M) )y,
ou, en repére mobile orthonormé,

(3-3y oM(x) = { Al(®) }0¥(x) = 4" { ANX) Jo P

On en déduit les caractérisations analytiques

di & x’ o d ?5, x’ *o’
\ { 3 } =-—Y1“Ep7\{c Yu-Agt:' }x,; _{_d.‘;\i___.,)“ipl{c‘YsuAgtY }x,,

(3-4) { a
e *
d{ <}, . " di{= . . - *
/ _%}_ =¥ {C muAgr,,}x,; _%’_ —*piC by.Aérm e
d (P’V)TA, x’ & u_ %, - w_a,, XY
3-5) 4{?} — — 1 AN D BC ot D IC )T 3
u=1 w=1

les valeurs pour A = 0 étant respectivement 8, 8§-, 8r, 8/, Sx-.
B. L’opérateur V*V .

4) Introduction : décompositions canoniques.

On commence I’étude par le plus simple des opérateurs de la forme (I-1-1),
qui s’écrit sous forme covariante

4-1) . LAU, = V'V, U, = 9%V, VU,

U étant un champ de p-tenseurs-v-spineurs représenté par ses composantes
covariantes Uy(V, désigne la dérivation covariante dans la connexion
riemannienne et la connexion spinorielle canonique (3-2)).

Désignons par @YF?*

I’espace vectoriel des p-tenseurs-v-spineurs cova-
riants en x, obtenu par produit tensoriel de T p fois et de SJv fois. L’étude
qui suit repose sur les « décompositions canoniques » des matrices carrées
opérant sur ®F¥. Considérons une famille de matrices opérant sur les
divers espaces vectoriels @VF* (p et v prenant des valeurs quelconques) ;

Pintérét d’une « décomposition » vérifiée par cette famille de matrices est
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la détermination simple de la matrice de la famille correspondant a I’ordre
tensoriel et spinoriel (p, v) connaissant les matrices correspondant aux pre-

miers ordres. Par exemple, si on désigne par ®YC*,,6* la matrice de
connexion a ’aide de laquelle se calcule la différentielle absolue (rieman-
nienne) d’un champ de p-tenseurs-v-spineurs, on sait que (%)

P v
v AY u ¥ ~a,
@D PO = D BRGCH, B+ > gpgiC™, 0"
=1

u=1

De méme, on aura a étudier les « décompositions canoniques » des
matrices carrées opérant de PVF} dans WYE}, telles que P TA(x, x),
CIoa(x’, x), POMaAX', x).

Avant de donner une définition précise des « décompositions canoniques »,
il convient de faire une nouvelle convention destinée a simplifier 1’écriture.
A titre exceptionnel, dans ce chapitre et le chapitre IV, on utilisera la notation
suivante : un indice romain tel que a, b, ¢, d, r/, s’ remplace indistincte-
ment indice grec «, B, v, 3, ¢, ¢’ (se rapportant a4 un repére affine) ou
Pindice italique a, b, ¢, d, ', s" (se rapportant a un repére spinoriel), res-
pectivement. Seuls les indices romains h, i, j, k continuent, selon les conven-
tions générales, a se rapporter aux reperes affines, en ne prenant que les
valeurs 1, 2, 3.

On désignera ainsi par C%,, soit les coefficients C%, de la connexion
riemannienne, soit les coefficients C%, de la connexion spinorielle cano-
nique; ¥ désignera, soit le bi-1-tenseur g, soit le bi-1-spineur 7y, etc...
On notera (%)

pP+y V4 v

(PHv-Dpuga, N (-1 A%@ 1.0 gy, V- A@Y (0,)ga,
Z RB“ Sbu - Z Rﬂ&"@ Seu + R$@w Sbw’

u=1 u=1 1

(r+v-2np A @)qa,a, __ (p—20p A°@ (2,0 ¢%,%p
z Rouw Syl = Rgwg — Sa,
1<u<v<p+v lsu<v<p
v

4
(r—1v-1p A#@” LD e (Py—2)p £A@wx(0,2) Qa2
. w 'x
2,2 Ravor  Sep, T Raow o
u=1

w=1 1<w<x<v
etc...

_ () Pour I’explication des notations, se reporter a la liste des conventions et nota-
tions au début de ce mémoire.
(®) De méme que ci-dessus, se reporter a la liste des conventions et notations.

ANN. INST. POINCARE, A-HI1 3 et 4 17
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A titre d’exemple, cette convention permet 1’écriture plus simple de (4-2)

p+v
4-2) (p’V)CABueu = ngzcaubuueu‘
u=1
Soit ®YH2(x) une famille (quand p et v prennent toute valeur entiére

positive ou nulle) de matrices, opérant chacune sur @ME* On dira qu’elle
satisfait 2 une « décomposition canonique » d’ordre 0, 1, 2, 3, etc..., si,
respectivement,

(pv) Hll; — 8; (0,0) H,

p+v
(P,V)H: — ZS::(I)H:: o (p +yv— 1)8;(0,0)H,
u=1
p+v
(pV)gyA 40 (2)yya 2, “(1)
PV = Z 8:,,0 2 H:ub,, —(p+v— 2)28:., H:z
u=1

1<u<v<p+v

4 pt+v— 2)2(P +v—1 ooy

1 HUW (3)ry2,a,8
(43 { PH = 01 Z B:Mvw( Hbl;b:b:
) 1su<v<ws<p+v
p+v—3) SA“"(z)Ha,,a,,
- 1! B b,b,
1<u<v<p+v

p+v
(p+v—=3)p+v—2) A% (1)1 ra,
+ - anu( )Hbu
u=1

2!

_@tv=3)@+v=29@+>v—1) peoy
31 ’
etc...

Si des matrices ®YHA(x) vérifient I’'une de ces formules, elles vérifient
a fortiori toutes les formules d’ordre supérieur. En particulier, les matrices-
identités de chacun des ®F¥, ou toute famille de matrices proportionnelles,
vérifient toutes ces décompositions.

Inversement, si les matrices de la famille ””Hj(x) sont « m-décompo-
sables » (c’est-a-dire vérifient la formule (4-3) de décomposition canonique
d’ordre m), la condition nécessaire et suffisante pour qu’elles soient également
(m-1)-décomposables est que toutes les matrices (‘"”"')H'Q(x) d’ordre p’ + v
= m soient (m-1)-décomposables.
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Considérons de méme une famille de matrices ?S2- (x', x), chacune opé-
rant de ®YF} dans ®YF}. On dira qu’elle vérifie une « décomposition

canonique » d’ordre O, 1, 2, 3, etc..., si elle vérifie des relations analogues

a (4-3), mais ou les matrices-identités 8; sont partout remplacées par les
bi-tenseurs-spineurs de transport paralléle correspondants, c’est-a-dire si,
respectivement,

{ (P.V)S:’(xr, X) — (p'v)T;:'(x’, x)(o,o)s(xr, x),

p+v
- ., a,. ,
(P;V)S:,(xr’ x) — Z(p-Fv l)T:,,,(x , x)(l)Stf‘(x , x)
u
u=1
— (@ +v = DTl )OS, x),
(pv)QA _ (p+v—2)pak? (2)c®udv
Sa = > o S 0
1<su<v<p+v
p+v
(p+v—-1)pa¥ ()%
— (@ +v—2 > THITYOs
u=1
+ @+v-=2@+v-1 (p)a,00g
(4'4) 2 R H
(PY)QA . l (p+v-3) UOW (3)2uw
Sk =5 Z Ty Sy
1<u<v<w<p+v
+v—3) (PHv=2)pat @g%o
s Ty S,
1<u<ovosp+v
p+v
@+y=3)p+v—-2) (p+v—Dpa¥ ()gdu
T S
+ 21 )
N u
u=1
@+v=-3)p-+v-2)0(p+v—-1 (pw)A (0.0)S
- 3 ] R’ H
| etc...

Si les matrices ®”’Sa/(x’, x) ne sont définies que pour x € T',, ce sont évi-
demment les restrictions { Ta/(x’, x) }»» de Te/(x’, x) & x € 'y qui figurent
dans (4-4).

Les décompositions canoniques (4-4) possedent les propriétés énoncées
ci-dessus des décompositions canoniques (4-3). D’autre part, une dériva-
tion D en x conserve la propriété de vérifier une décomposition canonique,
mais en augmentant (en général) d’une unité ’ordre minimal de décompo-
sition (pour les décompositions (4-3), I’ordre minimal n’est évidemment pas
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modifié par D). Soit en effet une famille de matrices ’Sp(x’, x),

m-décomposable; écrivons I’expression de D¥”Sk/, pour p et v quelconques,
déduite par dérivation de la décomposition (4-4) d’ordre m; écrivons aussi
cette expression pour chacun des couples (p’, v') tels que p” + v =m + 1.

. - . a, - . - - r
L’élimination des Dtrf‘ entre ces diverses expressions conduit 4 la décompo-

u
sition canonique d’ordre (m - 1) de D”YS%. (vérification aisée pour m =0
et 1, seuls cas utiles ici). La décomposition canonique ainsi obtenue est
bien la décomposition d’ordre minimal de la famille des matrices D#VSE,
a moins que Dz,? = 0, comme le prouve ’écriture des D®**’S%: pour p’ + v’
=m - 1 : on a, par exemple, pour des (’””)Sﬁf 0-décomposables,

(4__5) D(I)S:’ _ t:’D (o,o)s — (0,0)SDtra, :

ou, pour des pMgh, 1-décomposables, mais non 0-décomposables,

Oght _ Bomed  Bamyed | 8A(0,0)
D Sr;ré — t‘_;D S'l' — trl'D Sr; -+ tritréD S
- a; a, a a a, a.
(4-6) — (VS5 2O9)DrT 4 (WSH — ZODeT ;
1 1 2 2 2 1
etc...

A c6té des décompositions canoniques (4-3) ou (4-4), linéaires homogenes

par rapport aux matrices Ha(x) ou Sp/(x’, x) des divers ordres (p, v), on
utilisera également des « décompositions avec reste » : lorsqu’une famille
de matrices ®YHJ(x) opérant sur ®YF¥, ou ¥S4(x’, x) opérant de PVF¥
dans PYF}¥, n’est pas m-décomposable (soit qu’elle ne vérifie aucune décom-
position canonique, soit que son ordre minimal de décomposition soit supé-
rieur), il peut étre cependant intéressant de mettre en évidence le reste de la
décomposition canonique d’ordre m. Par exemple, (4-5) et (4-6) sont des

décompositions avec reste, d’ordres respectifs 0 et 1.

Les coefficients des opérateurs V&V, sur les p-tenseurs-v-spineurs sont
des matrices gA¥(x)35, PVhiM(x), PVk4(x) opérant sur PYF}. Des décompo-
sitions, sans ou avec reste, vérifiées par ces familles de matrices, découlent
les principaux résultats de cette section.

Grice aux propriétés des coefficients @”hi(x), on établira la relation (6-3)
vérifiée par la paramétrix

(P,V)o.:,(x/, x) — {(P,V)T;l(xr, x) }x' (O’O)O'(x', x).
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Cette relation signifie que la famille de matrices ®o2(x’, x) opérant
de PYF¥ dans PVF¥, pour x €Ty, est 0-décomposable.

La relation (6-3) donne a la paramétrix une forme covariante, a partir
de la paramétrix du cas scalaire. D’ou I’intérét d’une expression explicite
de ©9(x’, x), objet du § 7.

Le § 8 est consacré a I’étude des décompositions vérifiées par la famille
de matrices PYMA(x’, x) opérant de “YF} dans “”F}. En s’appuyant sur
les propriétés des coefficients des opérateurs VV , sur les p-tenseurs-v-spi-
neurs, on montrera d’abord en (8-4) que le noyau de diffusion est 2-décom-
posable; d’ou I’expression directe du noyau de diffusion d’ordre (p, v)
quelconque, connaissant ceux des cas scalaire, vectoriel, 1-spinoriel, 2-ten-
soriel, 2-spinoriel, 1-tensoriel-1-spinoriel. On étudiera enfin le reste de la

décomposition d’ordre 1 de PYM2,, et on le mettra sous une forme simple;
cette décomposition avec reste permet d’exprimer le noyau de diffusion
d’ordre (p, v) quelconque en fonction des trois premiers éléments primitifs
seulement, et d’un terme complémentaire simple.

5) Coefficients de ’opérateur VeV .

11 faut, pour les calculer, expliciter la double dérivation covariante au
moyen des coefficients C”5, de la connexion riemannienne dans le repére

mobile orthonormé (coefficients de rotation de Ricci), et des coefficients C%,
de la connexion spinorielle canonique (3-2). On met ainsi (4-1) successive-
ment sous la forme (1-1), puis (I-1-1), afin de calculer les coefficients ? "')kf,‘(x),

Gy, @PIpAA(5) correspondants

7V, VeUs = 10,00, + P04 (x)0,U, + PKA(x)U,
= gKV(x)aZavUB + (P,V)h:l(x)a;\UA + (p,\')k;(x)UA_

I1 vient, dans un premier temps,

ug _ _uk
1 VuVeUs, gy, =0 {u(VeUg, 8 5,..6) — Chyy VaUs...8,.b1..5,

P
— % a
ZC B VgUﬂl_..au...Bp,b,...bv - zc wap_ \Y4 ZUB:-»ﬂp,bl---aw---b\. }.

u=1 w=1
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Apres explicitation compléte, le regroupement des termes semblables donne
les coefficients de (4-1)
p+y
(P,V)kg(x) = T‘uf.zsl:u (__ au.caubug + C)\iu-ca"b")\ + Caudgcdbuu.)
;-1 u=1
FoE > sCh, OV,
1Su<v<p-+v

p+v

(5_2) (p,v)c;u-(x) VEC!J- ESA . 2nuEZSA:Caubu§
Grice a (1-5), on déduit enfin de (5-2)

p+v

PO (x) = — 85" (ARATARCY: + AND AL) — 24D “EZSAZC""%Z

On reconnait dans le premier terme les transformés par changement de
repére des coefficients de la connexion : on trouve ainsi les coefficients C’\m
de la connexion riemannienne en repere naturel (symboles de Christoffel
de 2¢ espéce)

p+yv

6 AW = B — 24> B,

6) Proportionnalité de la paramétrix au bi-tenseut-spineur de
transport paralléle.

La paramétrix ®Yo2(x", x) relative a 'opérateur (4-1) sur les p-tenseurs-
v-spineurs vérifie, le long de chaque bicaractéristique issue de x’, le systéme
différentiel (I-8-8)

d(pv) R (PYV) AN (pv)n (o) A 7 D A )
ATy [PH ] ot o2l 167 22) 4 ol |

Or le coefficient “A3M(x) défini par (5-3) vérifie la formule de décompo-

sition d’ordre 0, avec reste
p+y

(6- 1 ) (V) hAl 8A (0,0) hl A)\ ,’JU-EZ 8::C3
qui permet d’écrire (I-8-8) sous la forme

d(p (J'R = A (pv) A d(o,o)
,, (p,v)
62) 2-— = —2p, " Es e ; PG, +2m) =
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ENst(x", %)
(', %)
que {(""')T;'(x', x) }x; leur limite pour A =0 (x = x') est

Les quantités vérifient donc le méme systéme différentiel (3-5)

o, x) _ 1w, ) Pop(x’, ) _
=0 ©6(x', X) = w(x', x)®V0(x’, x)

Il en résulte I’égalité
(6-3) PIoR(x’, x) = { PTRAX', %) e “o(x, x).
7) Etude de la paramétrix dans le cas scalaire.

Dans le cas scalaire, I’équation différentielle ©ON = 0 s’écrit, compte
tenu de (5-3)

2 oo 1dA | 14dp, N iA
D Goe i = K d gy P8l 20l
Or

1 .. %8
g\mcx‘m — g\m:glc{ G, V)= — zglc gi avgvl’

d’ou

2 deog 1dA 1 dpo 1 d{g}~r VA
0D Gosd — " Ad T p i T2z & Py 268"

Puisque, en vertu du systéme bicaractéristique (I-1-4)

dpr

1
(1-3) =5 {2xe" ),

I’équation (7-2) entraine que
A
(7-4) ©0qg(x’, x) X 'ii— _p°l =
Vv — {809 }x

Or, d’apres (I-8-14) et (I-9-3),

(°'°)G(x x) = sgn (3) V= 8&) (og)( x') 4/ |sin 6" .

(7-5)

x=x"
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On en déduit la valeur (sgn (2) \/ I—sin 6’ |) de la constante de (7-4). D’ou le
résultat (%)

(7-6) ©90(x’, x) = “'\/

8) Décompositions du noyau de diffusion.

_V—{s®}

~e@ie = Y5

On rappelle que le noyau de diffusion est défini, pour x € I'y, par (I-8-5)

Mp = 9,0, ({e™}rot) — 2 { W }xok) + { ks Jwrow-

(2,v) h:"

11 résulte de I’expression (5-3), ou (6-1), des coefficients qu’ils sont

1-décomposables. En effet, ’élimination des termes (— ZAZL‘n“EC“"b"E) entre
les expressions (6-1) de ¢ Iyt et de (l)h:"l,
u

p+v

(p,v)hgl A(o 0) h" + zs A7‘ “'Ecau )
(1)hau7~ 83"(0,0)]17\ 2 A" u.ECau

donne la décomposition canonique d’ordre 1

p+v
(8-1) AN — Zs:j“’hgzl —(p+v— DNOORA,

D’aprés (6-1), ces coefficients ne sont pas 0-décomposables.

Considérons de méme 1’expression (5-1) de @”k4. On en déduit les expres-
sions de ce coefficient pour 0 < p -+ v <2 : Pk Okd, @Ok = 0. L'élimi-
nation, entre ces expressions, des coefficients de la connexion, conduit a la
décomposition canonique (4-3) d’ordre 2

p+v
) K= > SOk — (v -2 Bk
=1

1<u<v<p+v

(%) 11 aurait été souhaitable de savoir exprimer % en fonction d’invariants
différentiels liés a la géométrie de 1’espace-temps; mais, pour les surfaces isotropes,
I’étude de tels invariants reste un probléme ouvert. A défaut, cette relation, bien
que peu maniable, peut rendre quelques services.
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Mais ces coefficients ne sont pas 1-décomposables, car
8-3) Orpib: — 80 Vkby — S VkE: = 20*°C,,Cz

Quant aux coefficients des dérivées secondes, ils sont évidemment 0-décom-
posables, puisque égaux a

g7“’8§.
En vertu de (6-3), la multiplication par la paramétrix @2 (x’, x) des
coefficients des opérateurs (4-1) donne des matrices, opérant de PIE*

dans (,,)F¥, satisfaisant & des décompositions canoniques (4-4) de méme
ordre : les expressions

{ g7w }x, (p,V)G:,’ { (o) h;?k }x, (V) ot { (2:v) /s }x, (p,V)o_:,

sont, respectivement, 0-, 1- et 2-décomposables. Il résulte des propriétés
énoncées au § 4 que chacun des trois termes de P M2 est 2-décomposable

(8-4) (P,V)M:, — Z

1<u<v<p+v

(p+v— 2) A ) (2)y PP
T o M,
v

p+v

—~@+v—2

(+v=1pat g p
R ( r;‘

n (p+v— 2)2(p +v—1) (@1 )00,

Mais les ®M2 ne sont pas 1-décomposables, comme le montre 1’étude
de M, 'af Posons, en effet
(8-5) (p,V)Z:;' —_ ak( { gik }x, (p,V)G:,) . {(p,v)h:i }x, (p.) o2,
Ainsi

(pVV)M:, — ai(p,V)Z:g + { (p,V)k: }x,(p,V)G:,'

Il résulte de (4-5) et (6-1) que
®6) Oz¥ {1 0 =O({g™ }, 0 {2} + 20" { AlCwr2 })-
Les relations (4-6) et (8-6) d’une part, (8-3) d’autre part, font donc appa-

a;a

raitre un reste dans la décomposition (4-4) d’ordre 1 de (2)M

a2z

R R Py MOV a;} O g"‘;af§(o,o)
®n My~ }x, My :t,l LOM | eom

—aoo(fi] f121)
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ou ’on désigne par Q ’opérateur
a; a, . a, a; ?
(8-8) Q(g tr; ;x” 3 tr; ;x’) = gglk }x'ai 3 tr; }x'ak ; tr; sx,
; by a,
+ -,Iu&( A:‘Ca‘b,it:; %x,a,- g t,; L'

ka, b/g D— a/._g ¢ a b, a, —b,g: )
+ A:I-C baitrz }x’ 13 { trl x’ + gc bxu-trlc bzétr2 </

Des calculs sur Ty, basés sur la caractérisation (3-4) de { #5 }.- et { 7 }x,
et sur D’isotropie du vecteur p,, permettent de réduire I’opérateur Q 2 la

forme condensée

a; a a; as
(8-9) Q(j i { . {i],) = {nvu e .

2

On établit également une seconde expression qui peut étre plus maniable
pour certains calculs pratiques sur le conoide caractéristique

i) = (e e((arhe — 2 (i)
(€A% — 2 {5

Py

w0 offiif

>
x’

x

a; as
V,_,,tr;Vgtrzf E .

REMARQUE. — On pourrait de méme former la décomposition d’ordre O avec
reste
1 00N — .
oMz, — {12 },OM = ... ;

mais elle ne peut étre utilisable pratiquement que si son reste peut étre réduit a
une expression simple, ce qui ne semble pas étre le cas.

~

C. Extension a certains opérateurs plus généraux.

9) Etude de la paramétrix.

L’opérateur (I-1-1) le plus général sur les p-tenseurs-v-spineurs, peut
s’écrire sous forme covariante

9-1) LaU, = 9"V, VU, + bi*(x) V .U, + IA(x)U,.

En chaque point x, b3 est une matrice de vecteurs contravariants et 2
une matrice a coefficients scalaires, opérant sur @VF*.



PROPAGATEURS TENSORIELS ET SPINORIELS 253
En explicitant la dérivation covariante, on obtient les contributions h”;"
et k" de (ba*V ) aux coefficients 4 et k3» de L

(pv) hﬂgl( .X) — AL’L\( X) (pv) bglb( X)
(9-2) V)7 1 V. S “Cu
(p, )k ;(x) — _ )bgu-(x)zszuca Cuu(x).
i u=1
Si on désigne désormais par g*¥, "2} et k' les coefficients de 1’opérateur
V #V y, il vient pour ceux de I’opérateur (9-1)

(P,V)h:l(x) — (p,v)hrgl(x) + (p:v) hl/:l( x)

9-3
( ) (V) kﬁ(x) — (P,\')krg(x) + (""')k"g(x) + (P,‘I)l:;(x)‘

Il est clair que /; n’intervient pas dans le calcul de la paramétrix, mais
uniquement dans le calcul du noyau de diffusion. Pour cette raison, 1’étude
des transformations qu’il apporte aux résultats obtenus 2 la section B sera
reportée & la fin; son influence est d’ailleurs trés secondaire. On étudie
donc d’abord I’opérateur

-9
V*V,Us + 55V, U, = g20,0,U, + (WA + hi) oo U, + (K'a+k"5)U..

Etudions la paramétrix correspondante. Dans le cas scalaire, il vient, au
lieu de (7-2),

©-5)
2 d9s  1dA 14dp 1 d{g)e 00t it
e i b N I T whe b SR S LS

On peut désigner par o(x’; 2, gy) la solution, égale a2 1 pour A =0, de
I’équation différentielle

6-6) 2 P AW @

Il vient alors, au lieu de (7-6),

V= 805 yx, x).

1
9.7 ©.0)q(x’ , X)) = —
) ot 0 =3 VB

é - {g(x)-; ot(x'
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D’autre part, on déduit de (I-8-8) que la paramétrix Yo vérifie, au lieu
de (6-2),

1 [dPVe2  (gA, 400 d [PV,
R R _ % R
©.0g ( .~ ©os  da ) - dx( (omc)

(p,V)GB, rty

(9-8)
R 4 a 1 V)7 A
= WPV{A:}X,(_nuZZSQu * C ubui 2x’+§ { (pprn_ 8‘;(°’°)b"'}x')'
u=1

Il est donc naturel d’étudier le rdle joué par les fonctions

p+v

Z~A A% ~a 1 V)7 A
(99) PICy(x) = > 85,C% (%) — = mue { PVBRH(x) — 85OVBH(x) ).
e 2
u=1

Or les coefficients @YVb2* sont les composantes de champs de tenseurs-
spineurs, et les coefficients ®:9p%(x) sont les composantescontravariantes d’un
champ vectoriel. Il en résulte que I’on peut définir, 4 I’aide des fonctions (9-9),
une dérivation covariante sur les champs de p-tenseurs-v-spineurs, autre que
la dérivation covariante riemannienne

5 VeVA = 0VA 4 PICA, VP = v, Vh — %M(“’”)bg“ — 5 pHv®

A

— V) A~ 1 v,
( VeUp= 0:U, — PCA:U, = VU, + 57,“&(“” bat — aCVpMU,.

On dira que les fonctions (9-9) définissent une « connexion p-lorentzienne-
v-spinorielle » (°). A cette connexion on fait correspondre un bi-p-tenseur-

v-spineur de transport parallégle @Ywi-(x’, x) caractérisé par
_ . AP, _
(9-10) 4V, W = 7P_“_ + v”(p"’)CAm(p"')w:' =0,

(PIyr — 84 pour ¢=0.

11 est associé a I’isomorphisme entre (»VF,, et @VF, défini par le trans-

port paralléle selon la connexion #¥C, le long de la famille de courbes C(x").
En choisissant x sur I'y, et v*(x) défini par (3-3)

o*(x) = 9*° { AY(X) }x Py,

(®) Cf. A. Lichnerowicz [2], § 13.
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on obtient la restriction { »Ywh: (x', x) }» de P?w au conoide caractéris-
tique I',. On déduit alors de (9-8) et (9-10)

©-11) g’ 1) = { PR, x) Jo Vo', ),

au lieu de (6-3). Mais, au contraire de ce qui se passait pour PVT2, le
bi-p-tenseur-v-spineur ne se construit en général pas par produit tensoriel a
partir des éléments d’ordre 1, (l)w‘}(x', x).

10) Cas ou les connexions ®»C sont en correspondance cano-
nique.

(2.,v) bQ

Le cas intéressant est celui ou les coefficients ¥(x) forment une famille

de matrices 1-décomposable
p+v
(pV) Al A¥(1) a0 A(0,0)7 1
(10-1) B = > SuPB ) — (0 + v — DRI,
u=1
Cette hypothése peut aussi €tre écrite sous la forme

p+y

(10—1)' (P,V)b:;u-(x) - sg(oso)bu(x) — (P,V)B;u(x): z S:Z(I)B:Zu(x)-
=1

Elle implique la propriété suivante des connexions p-lorentziennes-v-spi-

norielles YC4(x)
p+v

_— y—
(10-2) PICA(x) = Z 3., (0.

u=1
Cette formule signifie que toutes ces connexions généralisées se construi-
sent 4 partir de la connexion lorentzienne et de la connexion spinorielle

— 1
| Cre) = Co) — 372 ""BF @)
(10-3) )
é Clhe(x) = Co(x) — 3 g “BE(x).
REMARQUE. — Dans le cas général, 4 chaque connexion p-lorentzienne-v-spino-

rielle ‘P"’)@‘BE correspondent une connexion lorentzienne é“aa(p, v) et une
connexion spinorielle (E“bg( D, V) telles que

p v p+v
_ U~ W~ u -~
(P,\')CABE - _Z- B:ucaueug( P,v) + Z SZWCGW bWE( P, v) = E Sgl‘caubu‘é(p’ v);
u=1 w=1 =1
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mais ces deux connexions dépendent en général de p et v. Dans le cas particulier
envisagé, ces connexions sont les mémes pour toutes valeurs de p et v; ce sont la

connexion lorentzienne *-'C%;, et la connexion spinorielle o, 1)C"M’, définies en
(10-3).

On voit aisément que ’hypothése faite en (10-1) ou (10-2) est la condition
nécessaire et suffisante pour que

(10-4) p+v

I (x7, %) = I—[(”)w ', X) xn‘“’w (x', x)= ]‘[mw ', x);

Oy (x’, x) désigne le bi-1-tenseur ou le bi-1-spineur de transport paralléle
selon la connexion lorentzienne ou spinorielle (10-3).

Sous I’hypothése (10-1), ’ordre minimal de décomposition des coeffi-
cients PVR"AM et PV précisés en (9-2) est respectivement 1 et 2. 11 vient
en effet pour les seconds, puisque k" = 0,

p+v
009 =3 BIOY== D, (OB Ch, )
= 1<u<o<p-+v

Or des résultats semblables ont été obtenus, en (8-1) et (6-1) pour
(PIpaXen (8-2) et (8-3) pour “Yk’s. On en déduit par addition que les
coefficients de I’opérateur (9-4) sont respectivement 1-décomposables et
2-décomposables

f ptv
(p,v)hal o Sg(o,o)hl___ _2,’1u£A‘7L\28::Caub
u=1
+v
(10 6) ( (PV) A X Ak(1); a AWV yE=a ~a
ko — > 8uPk=2 > SuaC, O,
u=1 1<u<o<p+v 1
(1) 2,1 (1payk
— 4 e By B v)

Un raisonnement analogue a celui du § 8 montre alors que le noyau de
diffusion relatif a I’opérateur (9-4) est 2-décomposable

N a,a
(10-7) (@ ’v)MQ, — Z 5 (p+v— 2)WA’W (2)Mrl",-v
1<u<v<p+v vv
p+v
u
—(p+v__2)z =D A | mM
u=1

Loty = 2)2(p Y= Dwaya ooy
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Quant aux équations (8-7), elles doivent étre remplacées par

(10-8) (2)Ma,a, ga) a,g “’M gu) a sx ("M + g @), 22 : Y

X

~—2(°°)0'Q g(l) arg g(x) ==;

ou le terme complémentaire est défini par

(109) Q(}®w “’w:;'; = {gi*] 2, 3@ ax; > gm 28
+1)“F'(§ALC3‘ % 2, %(‘)w, F T s ; > 3(1) . :x)

+ g G, C s P b,b, 1 ; | WppeopaEe, b,b,; .
1 28 2 s .

(l)

24
x

L’isotropie du vecteur p,, ainsi que la définition (9-10) du bi-1-tenseur ou

bi-1-spineur “w? conduisent, de méme qu’en (8-9), & la forme réduite
ofl®,.2 (o af% ) 2T, DT Oy 1 e OBEHORIE®, b

Compte tenu de la définition de la connexion lorentzienne ou spinorielle
Eabu, et de (10-1), cette expression se rameéne a

(10-10) Q(} @iz |, [ MW )=

1(z>bb,azuv @, 2ibs +5 1w anu)ba,uv @, 5
l' l'
1

a3
U-Ev (l)w v (l)wr'

1w, a@aee @, b
+§ wri bbz vﬂ- wr;

Une expression étendant (8-10) & ce cas peut également étre obtenue.

11) Cas particuliers.

Trois cas particuliers intéressants de I’hypothése (10-1) peuvent étre signalés.

Cas particulier 1. — Si @9b%(x) = 0, la paramétrix ®%s n’est pas modifiée, et
est donnée par (7-6).

Cas particulier 2. — Si (PYB4*(x) = 0, c’est-a-dire si

(1-n (Ppat(x) = 55 O0b%(x),
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les connexions C coincident avec les connexions riemannienne et spinorielle cano-
nique C; donc

(p"')w:,(x’, x) = (p"')Tl‘:,(x’, x).

On a toujours (6-3), oit s s’exprime par (9-7) au lieu de (7-6).
En outre, (11-1) entraine que les coefficients (Ph"4A et (PVE"4 précisés en (9-2)

sont respectivement 0- et 1-décomposables. Les coefficients de 1’opérateur (9-4)
vérifient alors les mémes relations (8-1) et (6-1), (8-2) et (8-3) que ceux de I’opé-

rateur V*V e 11 en résulte que le noyau de diffusion relatif & un tel opérateur (9-4)
satisfait aux mémes décompositions (8-4) et (8-7) exactement que le noyau de
diffusion relatif a 1’opérateur V*v .

Cas particulier 3. — En plus de ’hypothése (10-1), on suppose qu’il existe un (%)
repére spinoriel tel que

(11-2) C~, (l)B = 0.

Dans ce repére, 1’opérateur (9-4) se réduit a

A A
LU), =gM00yU, + (“”"’bﬁAg — "7, )0aU, + kiU,
p+v .
A
a1 { TR =3 D 3% ; — T, OBYE 4y, (5 VB OB
- u=1
A w
— (1)B§u~(0,o)b2) g 37y z Stuu(l)B%uN(l)B'z'v:.

i1Su<v<p-+v

i ~ ~

D’autre part les bl-tenseurs-splneurs de transport paralléle selon la connexion C
se réduisent a I’identité dans ce repére. Le reste (10-9) de la décomposition (10-8)
se réduit donc a

—/ a; EN 1 2y
- ~ ~ )= _ = (1) (1)
(11-4) Q(S:;, 8&&) i B B~ :x,.

11 en résulte en outre que 1’ordre minimal de décomposition est conservé par
dérivation. Ainsi, (97" 247) est 0-décomposable; d’ou

+v
(P,V)M~ 8~ ©ON = © 2) g z 8:" _ v}\(l)Biu&
u=1 "~ -

- 1 a A dv a A v
(11-5) + ”11(2 (1)B§u~(1)BE; _ (1)]351:~ (o,o)b~) :

x’

AUV a A a v
~ g~u< g~v~
Sy D B OBROREEL

1<u<v<p+v
. A -
Des coefficients /;- convenables (cf. ci-dessous, § 13) peuvent en outre amener la

simplification oula disparition de ce reste.

(®) 11 s’agit d’une condition non covariante.
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Dans un repére spinoriel quelconque, on a les mémes relations (11-4) et (11-5).

Mais le bi-tenseur ou bi-spineur de transport paralléle, au lieu d’étre réduit a
Pidentité 5=, est égal a

(11-6) { Wi, ) Jo = { 1300 Jo TEG).

12) Hypothéses plus faibles sur b3,

Trois principaux types d’hypothéses plus faibles peuvent étre envisagés
a) Au lieu de (10-1), supposons seulement que chaque connexion (”"')C‘W soit
obtenue canoniquement  partir des connexions p-lorentzienne (l"°7@"$u et v-spi-
norielle (""’)f}@@
©w

_ _ £ O)E
12-1) (p,v)CABu - 3%(%0)0& Bt 3$(0 V)C@@KJ-
Il en résulte que

B ’ __( X -7& ’ (0,) @ ’
(12-2) PIyA (x7, x) = °)wj{,(x , x)\% w®,(x , X),

mais les bi-p-tenseurs (1”°)wj§, et les bi-v-spineurs “"”w%, ne s’obtiennent pas par
produit tensoriel & partir de “”w% ou ©Vw?.
On montre aisément que sous cette hypothése le noyau de diffusion relatif a
Popérateur (9-4) vérifie la relation
(PIMA ©,@ | (popgH @20),,4 ) 0@
vaRI —_ { VWQ_); ixl P Mﬁl— g W:K/;x' M®'
(12-3) + g (1”°)wj§,(“"')w%, }x,(o,o)M
_20,0_5( ! (p0), ~ (0y),,@
= 20950( {090 o [, 1),

ol 'opérateur Q a une expression analogue 1 (10-9) ou (10-10). En effet, (12-3)
généralise la décomposition (10-8) de (l’l)Mg,‘,’, et s’obtient par les mémes raison-
nements,

b) On peut aussi envisager, au lieu de (10-1), des hypothéses partielles de décom-
position : & chaque ordre spinoriel v fixé, suivant 1’ordre tensoriel

22

P
(12-4) PIpat(x) = ng',‘, <1=“>b§:$“(x) e P A )

u=1

ou, a chaque ordre tensoriel p fixé, selon 1’ordre spinoriel

(24 Pp(x) — ZS%:‘P’I)bi;:’;u(x) — O — D3QVbZ ().
w=1

ANN. INST. POINCARE, A-lll-3 et 4 18
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De ces hypothéses résultent des décompositions partielles de la paramétrix et
du noyau de diffusion relatifs a (9-4). De la premiére, par exemple, résultent

p
(PYA (x _ O D (s | I (1,0),,%u(- s
o (X!, X) c®,(x ,» X) wp;l(x , X) v
u=1

14

12-5) { (ppfA, { (p—1,0), A* @ _ (2,0),,% (IVEO)
( M2, ( W COMAS + (0 — 1) | PO, | OIME,

u=1
(0.v) ‘@ (r—2.0,,4” | o) @0 *u 0, % )
=2 e ®’ z % wﬁ,uv Q Wp’,‘ x wpl’) %]

1<u<v<p

¢) On peut enfin s’intéresser a des hypothéses de décomposition d’ordre supérieur.
Soit (P’V)b:“ m-décomposable. I1 n’en résulte pas entre les bi-tenseurs-spi-

neurs Vw2, de relation exploitable suivant une méthode analogue & celle des
§ 8 et 10, mais seulement une relation différentielle qui, pour m = 2 par exemple,
s’écrit

(2) a
., dPI, oW
26 P — = Z e L
B dq; bubv dq)
1<u<v<p+v
p+v W, 2
_ _ Au(l)*r,’, rl’l.
(p+v 2)283" Wy, o
=1

Les cas des décompositions d’ordre 1 et 0 sont, de ce point de vue, exceptionnels.
On peut, inversement, prendre pour hypothése une décomposition d’ordre m

de la famille de matrices (»w2,, de coefficients

P+

(p',v')XA I I(l) au

La décomposition d’ordre 2, par exemple, s’écrit

(p; _ (p+ uv 2
A27) = D ORI O
1<u<v<p+v
p+y
—(p+v— 2)Z(p+v I)XA" @, au (r+v— 2)2(}7 +v—1) (p’V)X;"

* ’
Le dual (""’)w=*=R (x’, x) satisfaisant 4 la méme condition, on montre que, en tout
point x, (""')B‘"(x) est E( )-decomposable Ilenrésultequelescasm = 2etm =3
ne différent en fait pas de m = 0 (cette propriété est évidente pour m = 1)

Pour m > 4, on obtiendra au moins une décomposition d’ordre g m+ E +l 2
du noyau de diffusion.



PROPAGATEURS TENSORIELS ET SPINORIELS 261

13) Influence du terme /;U,.

On suppose ici que les coefficients Epre yérifient (10-1), de sorte que les
bi-p-tenseurs-v-spineurs ®M\y4, se construisent par produit tensoriel. Cette
hypothése limite 1’étude 4 une décomposition simple de la paramétrix et
du noyau de diffusion.

Remarquons qu’il est possible aussi de se limiter aux hypothéses plus
larges du § 12 pour étudier I'influence de ce terme sur les résultats qui y
ont été¢ obtenus. L’étude ci-dessous s’étend aisément & de tels cas.

a) Cas on les Pl sont 2-décomposables ou 1-décomposables.

On fait ’hypothése suivante

p+v
a3 OB — SOG4y —DRI= > S,
u=1 1<u<v<p+v

Alors la contribution ({ @V }» @6l du terme /;U, au noyau de diffu-
sion ®YM2 relatif 2 ’opérateur (9-1) est 2-décomposable suivant une for-
mule du type (10-7). Le noyau de diffusion M2 relatif A (9-1)
vérifie donc (10-7).

La présence du terme I;U, modifie par contre les relations (10-8), en ajou-

tant un second terme complémentaire,

(13'2) { Ja,a, }.x (Z)Gr'r' .
Si, outre (13-1), on fait ’hypothése
(13-3) Joibn =

(coefficients "I 1-décomposables), on voit que toutes les relations obte-
nues au § 10 pour ’opérateur (9-4) sont valables sans modification pour
I’opérateur (9-1).

Si, outre I’hypothése (11-2) du 3¢ cas particulier du § 11, on fait I’hypo-
thése suivante (covariante)

(13-4) To = ;nu “BR“BLYF,

la formule (11-5) se trouve simplifiée. On peut méme supposer en outre que

(135 Op _ 3§(°’°)l=% g v, OB | 7,M(__ %(I)Bgu(l)Bgz 4 “)B{':“(“"”bi) g
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Alors,
(13-6) PIMA, x) = { TAR) Jo Talx) “OM(x', %),

~

ce qui est naturel, car L opére séparément sur chacune des composantes.

b) Si aucune hypothése n’est faite sur @A on trouvera, dans chaque
décomposition du noyau de diffusion relatif & I’opérateur (9-1) un terme
complémentaire provenant de la décomposition (avec reste) de
({13}, ®6%). La décomposition d’ordre 2 étendant (8-4) et (10-7) a
alors un reste, et perd ainsi son principal intérét; on écrira directement
la décomposition d’ordre 1 avec reste

p+v

(13-7) (p,v)M:, _ Z ; (p+v—1)w:”‘u zx,(l)M?Z +(@+v— 1) {(p,V)w:, }x,(o,o)M

u=1
Ly — uy a, a,
-2 Z (p+v 2)(;:’"” ( % (1)wr'f ; " g (I)W; 2 )
u )x v )x

1<u<v<p+v
p+v

+ 3 @I — > Sl (o + v — DI § [*Von.
u=1

Des hypothéses partielles de décomposition de P2 par exemple a p fixé
ou a v fixé, peuvent permettre d’écrire des décompositions partielles (7)
d’ordre 2, sans reste, du noyau de diffusion relatif a ’opérateur (9-1).

D. Dalembertiens et opérateurs de Klein-Gordon.

1l est particulierement intéressant du point de vue de la Physique mathé-
matique d’étudier plus en détail le cas des propagateurs relatifs aux dalem-
bertiens et opérateurs de Klein-Gordon. Ce sont en effet ces opérateurs qui
figurent au premier membre des équations de champ des particules a spin
sans masse (dalembertiens) ou avec masse (opérateurs de Klein-Gordon) :
le potentiel U, de la particule considérée, de masse m (constante), est astreint
au systéme d’équations aux dérivées partielles du second ordre

(OU)s +m*Uy =0

(O désigne le dalembertien riemannien, précisé au § 14 ci-dessous pour les
champs de tenseurs-spineurs des divers ordres).

() Cf. le cas des dalembertiens, étudié ci-dessous.
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Les résultats les plus intéressants de cette section sont ceux qui concernent
les trois cas particuliers

a) champs p-tensoriels (particules de spin entier);
b) champs p-tensoriels-1-spinoriels (particules de spin demi-entier);
¢) champs 2-spinoriels (théorie de Petiau-Duffin-Kemmer).

Le § 16, 2 1a fin de cette section, est consacré 3 présenter les résultats
concernant précisément ces trois cas particuliers.

14) Dalembertiens sur les p-tenseurs-v-spineurs.

Dans les trois cas particuliers @), b) et ¢) énumérés ci-dessus, le dalem-
bertien riemannien est défini de la fagon suivante

a) Sur les champs p-tensoriels (v = 0), on emploie le dalembertien de
G. de Rham et A. Lichnerowicz [I] :

p
(14-1) (DU)%En“EVuVEU$+(—Z eat2 z A :"a,,)Ua’c-
u=1

1su<vs<p

Dans les cas particuliers (p < 2) des champs scalaires et vectoriels, ce
dalembertien se réduit a

U =y U
(14-2) % DU =9*VaVe

(OU)g = 7"V, VUp — R§U..
Gréce a la métrique, qui établit un isomorphisme canonique entre T,

et Ty, (14-1) suffit & définir le dalembertien sur les champs p-tensoriels de
variance quelconque.

b) Sur les champs p-tensoriels-1-spinoriels (p = 0, v = 1), les dalember-
tiens employés (Dirac : spin 1/2, Rarita-Schwinger : spin 3/2, etc...) s’écrivent
(A. Lichnerowicz [2])

(143) (OU) = (OU)g = — (y*v*)oV,.V:U%

p
. ek b R b 1 oy & a
=1"V,.VeUg — 2Us—> ZR 8, u(Y“Yz)ﬁUal...au...sp-

u=1
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Griace a la 2-forme spinorielle fondamentale, qui établit un isomorphisme

canonique entre S, et S, et A la métrique, (14-3) suffit 2 définir le dalembertien
sur les champs de variance différente. Par exemple,

(14-4) (D’U)$b - F D.&d(l—‘ Uﬁa) =—-V v U$a(YZYu)Z

=1V, eUss — ER “ou YY" )iUs, ..

¢) Le dalembertien utilisé en théorie de Petiau-Duffin-Kemmer (A. Lichne-
rowicz [2]) sur les (1,1)-spineurs est

(145) (OU) =(OU)z = — (v"¥)aV. VUi = — V,.VU(x*¥")a
R 1 v
="V, VUi — 4 Ua+ 8 Rywne(v*¥')aly'y)aUe:

Ces dalembertiens sont tous des opérateurs auto-adjoints (en identifiant
chacun avec ceux qui s’en déduisent par dualité).

Dans le cas général des p-tenseurs-v-spineurs, aucun des dalembertiens
proposeés jusqu’alors ne posséde toutes les propriétés qui seraient souhai-
tables pour les applications a la Physique mathématique. On se tiendra a
une forme générale

(14-6) (QU); ="V, VU, + @V(x)U..

Il s’agit ainsi d’un opérateur (9-1) ot @ b5 (x) =0, et ou on fait sur la
matrice Y12 les hypothéses suivantes

— dans les cas particuliers a), b), ¢), le dalembertien (14-6) se réduit 2
la forme écrite ci-dessus :

asny U= ZS""RG,, +2 > SRR,

1<u<v<p

p
’ ,1) 14a R a 1 A4
(14_2) (p 1)];5[) = — —Z 8?38[, — i 28‘;; Bu LL(YQY )b,
’ 2) be R c 1 v c
(14-3) ©Phg = — 5 33+ g Rue(y"y)aly'v)as

— la matrice "')I: ne dépend, dans le cas général comme dans ces cas
particuliers, que du tenseur de courbure de la connexion riemannienne asso-
ciée a la métrique gAv(x) ;

— des hypothéses de décomposition sont explicitées ci-dessous.
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De P’expression (14-6) et de la seconde hypothése, ainsi que des calculs
faits aux § 1 et 5, on déduit que les coefficients d’un tel opérateur se calculent

tous a partir des coefficients g2¥(x) et de la matrice A§(x) définissant le
repére auxiliaire : h,'?‘(x) s’exprime en fonction de ces quantités et de leurs
dérivées premicres; k(x) s’exprime en fonction de ces quantités et de leurs
dérivées premitres et secondes. Finalement, ils ne dépendent que de la
métrique, car le choix du repére orthonormé est conditionné (partiellement)
par la donnée de la métrique. Si les fonctions gA¥(x) sont de classe C', on
peut choisir les fonctions Ay(x) de classe C', de sorte que les coefficients
h';l(x) et ki(x) seront de classe C'"* et C'™%, respectivement.

Indiquons trois exemples de dalembertiens sur les p-tenseurs-v-spineurs, généra-
lisant les dalembertiens usuels des cas particuliers a), b) et c).

1° Tran Van Tan [/] a proposé, pour v > 0, le dalembertien suivant, dont il a
établi le caractére auto-adjoint

v
1
(147 @, ==3 > VYU a5

w=1
La matrice (#%] # correspondante s*écrit
r (p)A, R A A% @Y %
(14-7) L) =— 78— 5, Z ZS 3wk (Y;Y Yo

$U(DW

u=1w=1

+ 4V Z 353 @valu N N (D

1<v<w<sv
(14-4) et (14-5) sont des cas particuliers de (14-7).

2° Tran Van Tan [2] a proposé un autre dalembertien pour v > 0, générali-
sant (14-4) et (14-5)

(14-8) (OU) = — V,VeUg, ey e

1l lui correspond la 'matrice (P/A(x)

14
R u u
148y PIRG) = — 78— Z IS S (e

v—1
1 . @ unagsr v Era
+ 8°s 8 SQuwR)\u,v;(Y Y (Y Y )b:

Le dalembertien (14-8) est également auto-adjoint, sous réserve d’associer dans la
dualité les indices spinoriels particularisés.
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3° On peut aussi former un dalembertien sur les p-tenseurs-v-spineurs, a partir

du dalembertien sur les p-tenseurs-g-formes-(v — 2)-spineurs, au moyen de la
relation de récurrence

4
PNA® 1 1 (p+gv—2) AL a.. .ay_
(149 143@ =3 z @ L% pct,. . .bv_:
q=0

X s;’:::g(y .. qu)bv—lbv(Y)‘l cee qu)

Fy—19

Ainsi, (”"’)1; est déterminé par récurrence, pour toute valeur paire de v a partir
de (14-1)’, et pour toute valeur impaire de v 4 partir de (14-4)’. Les expressions

explicites, de forme compliquée dés v = 2 et v = 3, ne seront pas écrites.

Cherchons maintenant quelles formules de décomposition peuvent étre
imposées aux coefficients @A Les exemples cités en (14-7), (14-8) et (14-9)
ne présentent aucune symétrie entre indices tensoriels et indices spinoriels;
on n’imposera donc a P4 aucune hypothése de décomposition
compléte (4-3), qui serait en contradiction avec ces exemples. On se limitera
a des décompositions partielles, suivant I’ordre tensoriel, & un ordre spinoriel
fixé v. Sauf pour v = 0 et v = 1, elles dépendront du dalembertien choisi, et
se présenteront comme une hypothése sur les coefficients I4. Cette hypothése
est la suivante :

Les coefficients /2 des dalembertiens (14-6) sur les p-tenseurs-v-spineurs
sont, pour chaque ordre spinoriel v fixé, 2-décomposables suivant 1’ordre
tensoriel, mais pas toujours 1-décomposables

p
410) P = D> SRS — (p — IFOUG + > sEONEG,
u=1 1su<v<p

L’étude des cas particuliers (14-1) et (14-4), et des exemples de généra-
lisation (14-7), (14-8) et (14-9) permet de vérifier aisément qu’ils possédent
cette propriété :

les matrices ? ’”1:% définies en (14-1)’ pour v =0 sont 2-décomposables

mais non 1-décomposables, car
(14-11) Oy = 2R, 5

les matrices ¥ ’1)1“%; définies en (14-4)’ pour v = 1 sont 1-décomposables

(14-12) Oy — 0,
ainsi que les matrices ‘»”/4 définies en (14-7)’ et (14-8)’ (dalembertiens géné-
ralisés de Tran Van Tan)

M) yo,@ .
(14-13) J3m®
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quant au troisiéme exemple (14-9) de généralisation, on obtient par récur-
rence, a partir de (14-11) pour v = 2v/, et de (14-12) pour v =2v' + 1,

@) %%@ __ oy o @ +1D1%%@
(14-14) T = 259R™, % Teoe = O-

Aucune autre hypothése de décomposition ne sera faite sur les coeffi-
cients V74 des dalembertiens (14-6).

Un opérateur de Klein-Gordon avec terme de masse ([ -+ m?), ou m est
une constante, associé & un dalembertien riemannien ] quelconque (14-6),
est aussi un opérateur de la forme (14-6), le coefficient ?YI4(x) y étant rem-
placé par

(14-15) Ppa(x) = PIN(x) 4 mesh.

Il est clair que @14 vérifie les mémes formules de décomposition que #V7a.

15) Paramétrix et noyau de diffusion.

Puisque b3 = 0, la paramétrix est la méme que pour I’opérateur V*V .
Elle vérifie donc (6-3)

Pop(x'y x) = { PP, %) 3w V(' ),

ou YT} désigne le bi-p-tenseur-v-spineur de transport paralléle selon la

connexion riemannienne et la connexion spinorielle canonique (3-2).
0.9 est définie par (7-6).
Si on essaie d’écrire la relation (8-4) entre les noyaux de diffusion relatifs
aux opérateurs de Klein-Gordon, on trouve un reste
ptv
uv (5 u
o= D RO (o —2) > sl e
X
1<u<v<p+v u=1
(p)7A o, o
PlyB__z 25 S;wR~%u%

isu<vsp

r4
iy —3
(15-1) —v=1 zsguReZ W - ) R
u=1

A o2

v

p v
1 (: uw__
Z £ By
3.2 Z SR B, Crer
u=1w=1
1 WX A -
_ Z SRy, VYN (YN

1€Sw<x <Yy

(o <]]
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De méme, dans les décompositions avec reste (8-7) de

(o, 2)M 192

b
rr2

(2,05 %1% (1, 1)y g0
Mp;p;9 Mp'r':

(0,0)

apparaissent, outre 6Q, de nouveaux termes complémentaires

qui s’écrivent, respectivement,

2 { R, B }x (2.0) Pis

9192

aga 1 « a s
(15-2) . ; Rgd — 5 R o u(rer)p g '(1 Vol

X

| 3 B+ g R PR ;‘ Doy

La décomposition d’ordre 2, ayant un reste (15-1), perd de I’intérét; c’est
la décomposition d’ordre 1 avec reste qui, pratiquement, est intéressante.
Cette décomposition, qui associe (8-4) et (8-7), ainsi que les termes com-
plémentaires (15-1) et (15-2), permet d’exprimer ®”M2 en fonction de
OOM et des éléments d’ordre 1, "M% et “PMF.

11 parait cependant préférable, au lieu d’écrire directement cette décompo-
sition, de P’effectuer par étapes, en s’inspirant des propriétés des coeffi-
cients /; (absence de symétrie entre indices tensoriels et spinoriels).

Ainsi, (14-10) suggére de rechercher, a chaque ordre spinoriel v, une décom-
position d’ordre 2 selon 1’ordre tensoriel. Cette décomposition s’€crit

(PI€gA, __ (22,0 A | (2v) 2@
M= D TR M

isu<vsp
(15-3) _(p_z)zg(p 10)T.f£“ ; (1v)M %

(p —2)(17 — D poyrt | Opg@
+__§_—§ PO LMY,

On !montre d’abord que les noyaux de diffusion (PIM', relatifs aux opé-
rateurs V*V, vérifient (15-3); on écrit en effet (8-4) pour

2, R / (0,

puis on vérifie que

(0,0) @Wop g’ (0.1)p 1" @06 g/ M1% (LD rraa (0.2)) £ /M8
M, M., M,’, M’ Mg, M,

12
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s’éliminent entre ces relations, pour donner une relation du type (15-3).
D’autre part, en vertu de (14-10), ({ ®V12 },» @Y%) vérifie aussi (15-3).

Cette décomposition d’ordre 2 est complétée par une décomposition
d’ordre 1 avec reste, elle aussi & ordre spinoriel v fixé. On déduit en effet
des expressions (8-7) de

B e @ eINg@
M, M2, IR,
la relation

(2aV)M a,ag@ _ g ta: ; (l,v)M:'xl@ gtalg '(l,v)M,::gl
X' X

P10, ®’ Pg Yx* 0 ® T
3 cu ozz % (O’V)M'@
_ __fonr@ (2,0)p g %1% f “’;’ I (1,0)p 4% (1,004 4%
(15-4) = [1Q | oMl — (] com b ] com;
°‘1 N ; G, O)M,]
= 2(0,V)G®IQ(§ } {t:; ;x) = Z(O’V) 8 uEV ta Vgt s .
On déduit d’autre part de (14-10)
CIEn@ ) () B::® tas (1,v)1°‘x@ @, &G
; BiB:®) {x P Pz®' - B ) x 9 ®'
% ) (l,v) B:® ax uz ©¥);@ ] O @
(15-5) el R e + ] 1)

— [ Ojan@ (z,v)cﬁl":@
- z 818:(0) {x” 9;92®'°

11 résulte de (15-4) et (15-5), pour les opérateurs de Klein-Gordon
@)y g %1% @ £l e @ %) (1) % 2 | (0N g @
(156 Mg — ] M3~ gzg MiS+ || MG,
(OO £ W@ | @ BB
=2 g,,“ Vol Vgt f e, Opier

Par ailleurs, la relation obtenue en (12-3) dans un cas plus général peut
étre appliquée & V+V,. Il vient en particulier pour p = 1

W) -3 V) (1,0)p g7 « ) O\ /@ V) 0,0y £+
(157) COMEG— (VTG | COME (2] COM B+ [VT3G]7M

v
_ ov—1) @Y ) uio & W |
=2 a®,w§7; vutp'vi","v .

w=1
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Les noyaux de diffusion relatifs aux opérateurs de Klein-Gordon vérifient
une relation analogue, avec un second terme complémentaire

) ©)T@ | @0pg2, a) OIN@ R @ .
MZ’%’ - )T®' :x' MP - { ¢ }x’ M®' -+ g )’I:‘/®: %x'(o oM

w=1
(G — 3305 — oot | |

Il reste une derniére étape : former le reste de la décomposition d’ordre 1
de “’”M%,, suivant I’ordre spinoriel. Une telle décomposition des noyaux
de diffusion relatifs a8 V*V, se déduit de (8-4) et (8-7), écrites pour p = 0.
Pour les opérateurs de Klein-Gordon, il vient, compte tenu de (14-4)’

(, v)M@ z ; ©, V_I)Tg;wf ©, I)Mf: +v—1) g (o,v)T%' gx'(o’O)M

as =] 3 feerZiate e
1<v<wsv

g

Les relations (15-3), (15-6), (15-8) et (15-9) permettent bien, comme on le
cherchait, d’exprimer un noyau de diffusion d’ordre quelconque, relatif a
un opérateur de Klein-Gordon, en fonction :

— des trois éléments primitifs "M, M2, ©OM2;

— des termes complémentaires définis en (8-9);

— d’autres termes complémentaires faisant intervenir la courbure de la
connexion riemannienne.

16) Application a la Physique mathématique.

Les formules les plus intéressantes sont celles qui concernent les trois cas
particuliers a), b) et c).

a) Spin entier p; v = 0.

Les relations intéressant ce cas sont (15-3) et (15-6). Compte tenu de
(14-1)’, elles s’écrivent pour v = 0
(15-3), (p)Mgl _ z g(p—2 oA }x, @

Ry 2,0,
1<u<v<p

—(p _2)2%(1)—1 o)Tft 2 (1)M + (p— 2)(}7 —1) g (po)T:;{ :x (o)M
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@)y f52% *| Q) £l o™ % (0
1560 My — 7] oM — {1 ] oM+ tei] oM
=2(°)G§ vy M. @ig % 1Bl
K vm"lvE +R 11 25x’
Le noyau de diffusion relatif a tout spin entier s’exprime ainsi en fonction

des noyaux de diffusion relatifs aux spins O et 1, et de termes complémen-
taires simples.

b) Spin demi-entier (p —+ %), v=1.

Les relations intéressant ce cas sont (15-3), (15-6) et (15-8). Compte tenu
de (14-3), ces relations s’écrivent pour v = 1, en changeant la variance
spinorielle,

iy’ z
Ra

1su<v<p

(p—-2, Oivl-w"‘t (5 2 u
Ruv ! )M
u U

p ’
(15-3) — =2 > |eorE] oM
L 2)2@ -1 foors, | ampy

(5/2) alazr *s (3/2) our' o (3/2) ar’
Rk

a1 a,

’ E oy [ 23
; (1/2)M =201 %"7“ vutp;vitpé gx,
, *
(15-8), ©mn _ %) e {4 ] oy

* ®,
b
— Oty vl [Res - R 85 |
X
Le noyau de diffusion relatif & tout spin demi-entier s’exprime ainsi en
fonction de ceux des spins 0,1 et 1/2 et de termes complémentaires simples.

¢) Théorie de Petiau- Duffin-Kemmer; v =2, p = 0.

La relation intéressant ce cas est (15-9). Compte tenu de (14-5)', elle s*écrit
pour v = 2, en passant aux spineurs mixtes,

’ , * , * *r'
(159 *Mus — {5 My — |5 LoMG + (=0 LM
(©)) wE * c R*. . 1 w Mb, v _E *r a
="0642n "Vt Vets + 4 Ta Ts' T 8 Rapue(Y'y )a(Y Y )ats s ;
X
Elle exprime le noyau de diffusion correspondant en fonction de ceux
des spins 0 et 1/2, et de termes complémentaires simples.
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E. Méthode de « fusion ».

La théorie de Petiau-Duffin-Kemmer traduit dans le formalisme des
(1,1)-spineurs les équations de champ (du second ordre) des particules de
spin 0 et 1. L’intérét principal de cette théorie, qui s’écarte de notre propos,
est d’en déduire des équations de champ du premier ordre (équations de
Dirac) pour ces particules, de méme que pour celles de spin demi-
entier.

Le résultat intéressant pour ce travail est 1’expression des propagateurs
scalaire et vectoriel (spins 0 et 1) en fonction du propagateur (1,1)-spinoriel.
On établit ici un résultat analogue pour les paramétrix et pour les noyaux
de diffusion. Or, dans les sections précédentes, ont été formées des expressions
de la paramétrix et du noyau de diffusion (1,1)-spinoriels en fonction des
éléments scalaire et 1-spinoriel (décompositions d’ordre 1). La confrontation
de ces résultats permet donc de prendre pour seuls éléments primitifs ceux
du cas 1-spinoriel (spin 1/2), en accord avec le principe de « fusion » de Louis
de Broglie.

17) La théorie de Petiau-Duffin-Kemmer.

Elle est basée sur I'isomorphisme entre 2-spineurs et éléments (non homo-
génes) de 1’algebre extérieure des formes

4

a a 1 1 o\
(17-1) 2= SR = D O Y
a=0"
qaq+1)
—1 2 C @
(17'2) q’gqu). cay = —1)1— (Ya; ... Yaq)axc = ((I)(q)x)a,. -.agt

11 est sous-entendu dans ces équations, et dans toute cette section, que,
dans tout produit (v, - . - Yaq)f, de matrices de Dirac, les g indices o, ..., o4
sont supposés tous distincts.

La théorie de Petiau-Duffin-Kemmer a été faite, en vue de ses applications
a la Physique mathématique, dans le cas des opérateurs de Klein-Gordon.

Elle s’étend a des opérateurs de la forme générale (I-1-1), ou (9-1),:?\L sur
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les g-formes et sL sur les (1,1)-spineurs, astreints seulement aux conditions
de transparence a 1’isomorphisme (17-1)-(17-2)

1
\Z _.(Yel - q)qu qU(q) oy

ql
q=0
4
173’ T D N s
4 - ad( q' Y cVYay. .. g
| Lg=0
a(g+1) a(g+1)
_1 2 %1 .0 —l 2 cy1a
o Gt LU= 5 S0 i

Cette transparence, moyennant le théoréme d’unicité des noyaux élé-
mentaires, implique (%)) que les noyaux élémentaires, ou les propagateurs,
vérifient des relations

q(q+1)

r'e ( 2 NP T Oy, ,
o G 0= S vl

18) Relations entre paramétrix et entre noyaux de diffusion.

11 faut rattacher ce résultat a la méthode de construction des propagateurs,
en établissant des relations analogues a (17-4) entre paramétrix et entre
noyaux de diffusion. Ces relations peuvent étre établies par 1’une ou I’autre
de deux méthodes.

a) La premiére déduit les relations cherchées de la relation (17-4) établie
en théorie de Petiau-Duffin-Kemmer. Les noyaux élémentaires véri-
fiant (17-4), il en est de méme, séparément, de leurs termes de front et de
leurs termes de diffusion. Il vient ainsi, pour les premiers,

~0)+ta,...a \

/ @ e
(18'1) \sEi ’f6> Z(q 1)2 pl Yq) <qE p;_“pZa (q)(q)f)oz;...aq/,

valable pour tout champ (1,1)-spinoriel %, & support compact. (18-1) s’expli-

cite en
q(¢+1)

1 s r'cs (_1) 2 ol o r"
”—J”xer;%“‘"(x’x)“ 4q )® (vl
g=o

co Mg a
(Yay -+ Yo Yol . (', x) fc(x)dsx =0,
3 9 ey« -0g

(®) A. Lichnerowicz [2].
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d’ou résulte

alg+1)
’ (_1 2 ’ Ny a~g™ %, ,
(182) "', 1) = Z 4(; g () e % ).

Cette relation et la condition de transparence (17-3) impliquent la relation
entre noyaux de diffusion

alg+1)
- __1 2 ’ AV A~ Ky...0 ,
(18-3) MG, )= z( IR LT Vi )

Soit en effet un champ (1,1)-spinoriel quelconque Ug, a support compact.
11 vérifie les équations de Kirchhoff

axUle) = [ [ [, (oMESe, DU — e, HPLEU) o,
Les g-formes (®@U) vérifient chacune les équations de Kirchhoff

4R(POU), ) = f f f r3

M, ::‘f(x’, XNPDU),, . o (%)

f1
Bi. -
—q"pi (x x)aLy a‘;(dxq)U)a,.,.aq(X) d’x.

La comparaison de ces deux systémes d’équations de Kirchhoff montre
que, compte tenu des définitions (17-1) et (17-2) de S et ®@, des conditions
de transparence (17-3), et de la relation (18-2) établie ci-dessus,

alg+1)

e [ff o it - (_4(1q) v)z SEPPE LSRR &

q=0

7 M (x X) ; Ui(x)dex =

pour tout champ (1,1)-spinoriel U; & support compact. (18-3) en résulte.

Les équations (18-2) et (18-3) se résolvent sur le modele de (17-2) pour
g=0,1,2,3,4:

a(g+1)
~ ... —1 2 ,
fo M= D Dy S e )
Py 21 Pq
(18-5) q(q+1)

~ .. &, —1 2 , o - ,
M, .;(x’, x) = ( i (Y seen Yp,)f'(ya‘ v YDEMLE(, x)
q °1 q
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b) Une autre démonstration est basée sur 1’étude des conditions de trans-
parence (17-3). Ces conditions se traduisent sur les coefficients g7“’8§, h:",
k& de ’opérateur (I-1-1) considéré, par des relations de la forme

(YB: . Bq)b(%o)Hal Bq SHZ;(Yal . Yaq)g

(18-6) a
( (q’O)H b uq('Ya. e 'Yuq)a =(vp, - -- YBq)gs

Ces relations sont également vérifiées par les coefficients b3* et /5 des opé-
rateurs L mis sous forme covariante (9-1) : la dérivation covariante selon
la connexion riemannienne et la connexion spinorielle canonique (3-2) est
en effet transparente aux matrices de Dirac.

Les relations (18-6) sont aussi satisfaites par

(q,ﬂ)éa----«,, (q,O)haxu-aq)\ — 5™ 5% (O,O)hl)
Ba--.Bq B~ %

By...Bgu = ) nu-EAl( R »
(18-7)
ity = — P AF(H — $3000),

cocefficients respectifs des connexions g-lorentziennes et (1,1)-spinorielle
associées aux opérateurs L considérés. Les relations (18-6) sur ces coefficients
s’écrivent

@ogm -t (AP — Cn (Y . Y)I=0
18-8) - a
( (q,o)ca,. ..o

b d
o pguYn o Yo)a — Caaulye, - Yo )b =

Ces relations expriment que chaque g-forme-(1,1)-spineur défini par pro-
duit de matrices de Dirac est & dérivée covariante nulle dans la connexion
g-lorentzienne-(1,1)-spinorielle construite canoniquement a partir des
connexions (18-7).

Cette propriété peut encore s’exprimer par des relations de transport

paralléle. A la connexion g-lorentzienne (q"')éa""“qe 6
i By

bi-g-tenseur de transport paralléle @™ "*4(x’, x); 4 la connexion (1,1)-spi-
B Py -Pg
norielle sCf,jl,’,u correspond le bi-(1,1)-spineur de transport paralléle

correspond le

ANN. INST. POINCARE, A-I111-3 et 4 19
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s r : - . . .
Wwas (X', X); aux connexions opposées correspondent les bi-tenseurs ou bi-spi-

neurs duals de transport parali¢le.

(18-9)
d(q’o)wal. -0y
el ...0l .. .0y B;...84 @ ..y « o’
U Wi J—ALL ¢ oW @ T H0)=8 .81
d(p 1o - - Bgit P17y Py P o] o
*p/ ’
d(q’o)w 1 -Pq , ’
Bi...By v (g0 =% % @oF ol o) @0l . 0 f1 Pq
- = C B w1 Pq, W' "g(0)=81...8 7
do Bi...Bgu ..oy Bi...8, 4 8,
s r'c
d Was' y.séc,b s r’'d _ u séb,c s r'd s. r’c sr'sc'
=—0 a,du. Wbs'—U d,an. Whs’s Was'(o)z a’Os'-

g

de

De (17-3) résultent donc les relations de transport paralléle des produits
de matrice de Dirac

Ay, . .0 ’ ’ nr’
o «™... y“a)g = @0 wp;. ) ‘p‘,l stiré(Ypl ... qu)s'
18-1 .
( ) ( i c (q,O);:p;, . 'pt,l swr’c;( )_,'
Yo - Yﬂq)a - Bx---Bq as Yp; . o Yp' e
On en déduit, en vertu de (9-11)
~ Bi...B, 4 \r’ ) b >
(18-11) To, A =G e
puis, en vertu de (18-6) et (18-11),
:I‘ ozx...aq’q\ 6""3‘1( o 9’)" oy anaSpybes _r'd
Hﬁl...Bq Gp{.‘.p,} Yt Y9y =(("... Y9 Hag 0.

Les matrices de Dirac étant des constantes, une telle relation peut étre
dérivée sans modification : 1 fois pour Hj = hf,o‘ , 2 fois pour Hy = 83gAv;
d’our

-~ oy, . .0 ’ nr ,
(18-12) M, .pZ(Y"‘ A AR v V2

De (18-11) et (18-12) on déduit sans difficulté (18-1) et (18-3). On a ainsi
une autre démonstration des relations (18-1) et (18-3), ou (18-5) (°).

(9)’ Le calcul par itération des noyaux élémentaires comme noyaux résolvants
des équations intégrales de Kirchhoff, montre que (18-2) et (18-3) impliquent(17-4).
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19) Réduction du nombre d’éléments primitifs.

a) Considérons tout d’abord le cas des opérateurs de Klein-Gordon

définis au § 14. (18-5) exprime ?M:f"':‘f en fonction de M.LS, donc, en
L0

vertu de (15-9),, en fonction de a7 2)MI,', de @ M, et de termes complémentaires
simples. Or deux des trois éléments primitifs trouvés a la section D, OM

et (I)M";‘/, sont précisément parmi ceux qui vérifient (18-5); d’ou réduction
des éléments primitifs & un seul, “*MY .

De fagon explicite, on obtient pour @M, compte tenu des identités véri-
fiées par le tenseur de courbure (A. Lichnerowicz [2], § 15)

’ , ’ *, *
OM = § 8782 °MeS = {58 LM + 2 {3 M — Om

+ Ve Ve + R )
d’ou ;
19-1) OM= {5 LM 4 L Oa {5V, + R )y
On obtient de méme pour Mg
Mg Lt £} M (1K)
— {5} "M+ [—— ; Yot { VT et Jot % (l; S?a‘—RE) 7 %x]
La substitution de (19-1) donne
(192) Mg = — 7 2y + {13 Jo 3t (ML ()
1+ O {29,5 Vst Jo) +  { RS — 4R} Vo

REMARQUE. — Le second terme complémentaire de (19-22, qui fait intervenir la
courbure riemannienne, s’annule sur un espace-temps d’Einstein.

Les équations (19-1) et (19-2) montrent que fous les noyaux de diffusion
relatifs aux opérateurs de Klein-Gordon (14-6), pour p et v quelconques,
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peuvent étre exprimés en fonction du seul élément primitif “®M} et de termes
complémentaires simples (*9).

La paramétrix vérifie des relations analogues. On déduit en effet de (6-3)
la décomposition d’ordre 1

Sor’s = @ { P28 Y = {25 1,00 Y { } (1/2) 2 {T 1.9,
11 en résulte, en vertu de (18-5),

1 1
(0)0= ss sas rc __ } (1/2) r’ A { }x (1[2) a )0_’

4 4
soit
(19-3) ©g = ;11{ 8 30
Do = — %Yp'i:*r"? A
4 Yo'r’ s' ({ Ts’ }x (2 A a + { }x (1[2) c { t:’ }x'(O)G
d’ou
W94) D= — 1 oty {1 }om) {5 0.

Enfin, en vertu de (18-10), il vient pour le bi-1-tenseur de transport
parallele

’ * ’
(19-5) 0, ) = — Yo O 2 .

THEOREME DE « FUSION ». — Les éléments ca/(x’, x) et My(x', X), @ partir
desquels se calculent par itération noyaux élémentaires et propagateurs, peu-
vent étre exprimés, pour un spin quelconque, en fonction des €léments relatifs
au spin 1/2, et de termes complémentaires simples, en accord avec le principe
de « fusion » de Louis de Broglie. ‘

b) Cette propriété s’étend évidemment 3 d’autres opérateurs. Il suffit de consi-
dérer des opérateurs (9-1) satisfaisant a I’hypothése (10-1), et dont les coeffi-

cients bi* et I vérifient les conditions de transparence (18-6).

(*°) Dans les formules (19-1) et (19-2) on peut faire intervenir, au lieu du noyau
de diffusion &/ 2)M’ du cas 1-sp1nor1el le noyau de diffusion du cas spinoriel « de

type positif », et le noyau de diffusion du cas spinoriel « de type négatif » (cf. A. Lich-
nerowicz [4]), le type étant le méme en x’ et en x; ¢’est-a-dire les noyaux de diffusion
du cas des « spineurs a 2 composantes ». Il suffit pour le voir de fagon simple de
choisir un systéme particulier de matrices de Dirac, bien adapté a la séparation
des types positif et négatif,
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L’étude de la section C montre que (»M?, s’exprime en fonction de @M,
oMz, ©DM?, et de termes complémentaires simples. En particulier, 2)M"‘"’
1 2

s’exprime en fonction de o, 1’Mfl et de termes complémentaires simples; les rela-
tions (18-5) permettent alors de réduire les éléments primitifs a “’"’M‘r’,.
Avec I’hypothése /4 = 0, par exemple, il vient ainsi

1 * 1 ¥,
(19-6) ©OM = 3 { (o,l)w; }x,(O.l)Mtrx, + 3 0,0) { nuE Vu(o’l)WfIVE(o")W; }x,

19-7) (I’O)Ma =z (2"{ vay*  — {(I'O)W:’ }X’Fa;asrrlrz)

aa;
% (g (o.l)wf,’z DM | 00, ey, n,° V ©.1,,% g )
2 )x 1 X

Quant a (19-3), (19-4) et (19-5), il suffit de les transcrire en remplagant t;‘, et 7
par “:9y% et (.03, et en changeant certaines variances spinorielles.

¢) REMARQUE. — Une méthode formellement analogue utilisant, par exemple
dans le cas des opérateurs de Klein-Gordon, la transparence

np:ﬁaLU Lglg:(nﬁldaU)’

et le caractére uniforme du champ 1, , , exprime (OM en fonction de ")M“‘“’ et
2 1

donc de @M. 11 vient d’abord

(19-8) ©) :;11 na,a,(z) a::: p‘pz ROV :%”la,a,(z)Mam 1"2
On en déduit
1%, 1 * ,
199 OM = {rZ} . OM + 6 {4*y vty + R},
1 %
(19-10) O =7 {15 }+ Vo3

Ces relations sont compatibles, respectivement, avec (19-1) et (19-2), avec (19-3)
et (19-4). On peut d’ailleurs aussi les obtenir par élimination de **M”, ou /2o’ ,
entre ces relations.

20) Extension aux ordres tensoriels et spinoriels supérieurs.

Ainsi qu’on I’a vu au § 19, la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer présente
un intérét particulier pour les opérateurs dont la paramétrix et le noyau
de diffusion vérifient une relation de décomposition d’ordre 1, sans reste ou
avec un reste simple.

Supposons que I’on n’ait pas de telles décompositions, mais seulement
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des décompositions d’ordre m = 2 (). On peut toujours, grice aux relations
obtenues en théorie de Petiau-Duffin-Kemmer, exprimer “”M et ““M- en

. (0,2 . . . vy s T

fonction de ? M:?':f ; mais ce dernier, qui est un élément primitif, n’est pas
12

décomposable; d’autre part, il y aurait lieu de considérer aussi les autres

g2 « e, ,0 312
éléments primitifs : "M%, @ )Mp'p', . e
172

On se propose ici d’exprimer tout élément primitif 7 YIME (p' + v <m)

. ry ” . ., . a. . .q
en fonction du seul élément primitif (°'"')M’,‘ rf".
1" 'm

L’isomorphisme S associe en effet également a toute forme a valeurs
p-tensorielles-v-spinorielles

4
()
CPA@ = Z‘Pa,. - Op,Gr. .. By,Ba. . . By

g=0
un p-tenseur-(v -+ 2)-spineur
4
@) et =Graki= D, 0" e,
a=0
g+
(202) Dm0, = POta@lon .5y = 2 (10, - Yot

On déduit d’autre part de I’isomorphisme S des isomorphismes S®),
S®, ..., S® . qui associent, respectivement, a toute double-forme,
triple-forme, ..., M-multiple-forme, ... :

4
o E (2,9")
? = (Pa,...aq,ﬂ,...ﬁqb
4,9'=0

4

13 (2,4°,4")
Pas. . .ag,Br. . Byt ¥ie s Yg>

Il

a,9’,q"=0

etc...,

(11) Cf. chapitre 1V, § 8.
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un (2,2)-spineur, un (3,3)-spineur, ..., un (M,M)-spineur, ... :
4

1 £
L =(8D9"8= D (e

— q:9q
4,9"=0
cpgz’q ? By. .. Bql
(20-3) 4 1 . o
BRSO = D g 0 PO R
2.9',94" =0
Y1 Y @.4".4")

(Y . 2 )c,cP«x, q,B,. . .qu,yl. - Yq”

etc...

Ces équations, comme (17-1), se résolvent par rapport aux doubles-
formes, triples-formes, etc... :

(9.4") (@.2")
Py . .b = (P Wt ..ty .. By CLC-e.
avec des expressions se déduisant aisément de (17-2).

De méme que S, chaque isomorphisme S®™ associe enfin a toute M-mul-
tiple-forme & valeurs p-tensorielles-v-spinorielles un p-tenseur-(v -+ 2M)-
spineur.

Considérons alors une famille d’opérateurs L transparente a tous ces iso-
morphismes. Moyennant le théoréme d’unicité, les relations entre propa-
gateurs de la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer s’étendent a ces différents
cas. Par exemple,

q(g+1)

108 ar (=1 2 / A~ BBy
C;°l c Z 4q 7 (Yﬁx .o YBq)z(Ycl e Yoq).s'(l’o)q Gp'c;. ) .0:1
q9(¢+1) | 9'@ +1)
(20-4) G’I'ZC’C‘ _ Z (__ 1) 2 2
16g ! q"!

aa,s. s, (Y“I et Yocq)fzi(YB. .. Yﬂq’ z:
TP gd=o

(i,

De méme que de (17-4), on déduit de ces relations des relations analogues
entre paramétrix et entre noyaux de diffusion. Les relations ainsi obtenues se
résolvent en (20-5) sur le modele de (18-5).

Soit alors des opérateurs L tels que ?’s} et “Ma- soient m-décom-
posables : on sait donc les exprimer en fonction des éléments primitifs

¢4 et PYIMA d’ordre p’ + v/ < m. Gréce aux relations (20-5), on sait

(o33

’ ’ ,-'AAI . ..aq,ﬁl...ﬁq'
(Yal...*{(’q'),‘l‘lG, : s s
55 4 .pq,cl... q

NN
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exprimer chacun de ces éléments en fonction de ' % )c%, et OV T¥IM@,

(cf. ’expression de "M% en fonction de “?M%); puis, grice 4 la décom-
position d’ordre m de ces derniéres matrices, en fonction des ©” )c:%, et
o )M% d’ordre spinoriel v/ < m.

Toutes ces matrices, dont 1 ordre v a méme parité que m, s’expriment,

n . . a,...q a...q,
grice aux relations (20-5), en fonction de ®™s", "™ ou “™M’, s celles

rl...rm fl... ™
dont l’ordre v est de parz’té différente s’expriment en fonction
_ 1) G1...@ — .
de @™ l)cr,' rf" u O 1)M = (cf. ’expression de “”M en fonc-
1 Tyee- "m—1

tion de ®?M¢ )

En utilisant toujours des relations (20-5), on écrit une équation entre
“’""”c% et (°’"'+’)GOG:>, et entre “"”'”M%, et ("’"’“)M%,. Puis on écrit la
décomposition d’ordre m des éléments du cas (m + 1)-spinoriel et on y sub-
stitue ’expression des éléments d’ordre v/ << m-2 en fonction des éléments
d’ordre m ou (m-1) : d’olt un systéme linéaire (20-6) entre les éléments du
cas (m-1)-spinoriel et ceux du cas m-spinoriel. Le résultat annoncé est établi,
pourvu que (20-6) soit un systétme de Cramer.

A titre d’exemple, on peut établir de telles relations de « fusion » d’ordre 2,
associées a la décomposition sans reste d’ordre 2 (8-4) des noyaux de diffu-
sion relatifs aux opérateurs V*V,,.

(PINAA, (p+v—2)pa® ( (2)
MY = z g T:,,,g M

1<u<v<p+v e
p+y

(PT"_Z)Z‘(I’+V l)T ; (l)M
u=1

Loty — 2)2@ =D congs, ) ooy,

a,a, (1,1) aa (2,0) Xy Oy
Mp ro M

(0,0) (0,1) (1,0) (0,2) .
M, OOMp, COMz, OOMI o

De (18-5) et (20-5) on déduit d’abord

(1,0) 1 s’ aasyxr’c
M r=— ZYp’r’Y c Mgy
. (1,1)Ma a __ 1 s acqo, 1)sMaz ‘b
(20-7) o’r’ = — ;‘Yp'r'y res’
' I
(2,0)M°‘:“: 1 Ly ) az,a1 %sa, SSy £ 12iCn
,
§ P1P2 6 01 ; 9; ; al & ala.s;.s;
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' C Cs
Puis on déduit de (8-4) les décompositions de “M%2 et M '
“‘““’1 2
fonction des noyaux de diffusion des cas 2-spinoriel, 1-spinoriel, et sca-

laire. Pour ce dernier, il résulte de (18-5)

(208) COM = BRMLS = ML
Enfin, de (20-5) et de la décomposition ci-dessus de “*M2L% on déduit
le systéme (20-6) entre “"M2 et 2)M“"”

1 2

@06y (4555 + {=2 75 })OOME = {5 }oMi %+ { < LMY,

qui se résout en

(20-9) 0N e, - ! { ‘rb/} s sa + {‘r } SM 4 b,Ts; sMsib,
r - 4 § x I‘ X S; b, x, b,S; .

REMARQUE. — Les opérateurs "y sur les p-tenseurs-v-spineurs satisfont évi-

demment aux conditions de transparence aux isomorphismes S™, pour tous les
ordres. Pour les dalembertiens, la formule de récurrence (14-9) est destinée 4 assu-
rer cette transparence. Par contre, les dalembertiens de Tran-Van-Tan (14-7) et
(14-8) ne satisfont pas ces conditions en dehors de cas particuliers.

CHAPITRE 1V

APPROXIMATIONS QUASI MINKOWSKIENNES
SUR LES PROPAGATEURS

A. La méthode d’approximation.

1) Etude succincte de P’équation des ondes.

L’équation de d’Alembert a coefficients constants s’écrit

(1-1) LAU, =7V0,0,U; = 090U, — Za U, =f.
0} —
L’opérateur L est le dalembertien riemannien relatif a ’espace de Min-

()
kowski, en coordonnées rectilignes orthonormées.
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Par simplicité, on choisit, pour la représentation des champs de tenseurs-
spineurs, le repére naturel correspondant; c’est-a-dire

Arx) = 8, A (x) = 8%.
(0 ()

Le conoide caractéristique I',- se confond avec le c6ne élémentaire en x’,
soit C,+, d’équations

(1-2) X0 = x" 3, xi = x""" — Agi(8).
On en déduit

1-3) A= —2sin ¥, D= —1.
(0) ()

Dans tout systétme de coordonnées rectilignes, les coefficients de la
connexion riemannienne sont nuls. Il en résulte que les bi-tenseurs-spineurs
de transport parallele se réduisent a

-4  t(x, %) =8, T(x', x) = §/, PITA(x', x) =
() (O] (0)

11 résulte alors de (II1-5-3) et (III-6-6) que la paramétrix est égale a

1-5) @I A (x", x) = Saaa-L.
()

La définition (I-8-5) du noyau de diffusion donne

1-6) @ ")K Ax’, x) = D PIMY(X’, x) =
() (0)
Les équations intégrales de Kirchhoff se réduisent aux formules de Kir-
chhoff classiques

[e o] 2
(1-7) UZ) = 03(x) = f 2 m f f M+, X7 —2gy) T
° @ L /-

S o s

Elles donnent directement les noyaux élémentaires, qui sont donc égaux

aux paramétrix, et portés, pour chaque x’, par CZ (principe de Huyghens) :
ils sont réduits a leurs termes de front. Le propagateur correspondant est
appelé classiquement « propagateur de Jordan-Pauli ».
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2) Définition du cas « quasi minkowskien ».

Le cas particulier, important du point de vue des applications, désigné
ici (*) sous le nom de « quasi minkowskien », concerne un opérateur L dont
les coefficients dépendent de K paramétres a,(# = 1, 2, ..., K) qui satisfait
aux hypothéses suivantes

— pour a = {a, } = 0, opérateur L se réduit & 'opérateur L défini

)
en (1-1) :

AV(x, 0) = AV,
@-1) g™M(x, 0) =7

v A
\ hB (xa 0) = 09 kB(xs 0) =0 >

— les hypothéses a) et b) énoncées au chapitre II (§ 1) : pour [ =1 si
I’on veut faire une approximation quasi minkowskienne du premier ordre;
pour une valeur de / quelconque, si 1’on veut faire une approximation d’or-
dre / quelconque; si ’opérateur L considéré est, soit V#V ,, soit un dalem-
bertien (1 étudié au chapitre III, section D, il suffit de faire les hypothéses @)
et b) du chapitre II sur les coefficients gAv(x).

On se propose d’étudier les approximations quasi minkowskiennes des
diverses fonctions (coefficients de ’opérateur, bi-tenseur-spineur de trans-
port paralléle, « paramétrix » oy’, noyau de diffusion, etc.) ou distributions
(noyaux élémentaires, propagateur, paramétrix proprement dite) attachées
a Popérateur L, en utilisant la méthode et les résultats du chapitre II : la
notion de différentiabilité par rapport aux a, y a été¢ définie pour les distri-
butions étudiées, ainsi que la notion de développement limité de ces distri-
butions.

Nous prenons dans toute la suite pour infiniment petit principal

K

lal= > lal.

u=1

Notation. — Pour ’'une quelconque, soit H, des fonctions ou distributions
ci-dessus, attachées & ’opérateur L, et dépendant différentiablement (pour
les distributions, au sens du chapitre IT) des paramétres a,, on désigne

— par H la valeur de H pour @ = 0 (valeur « minkowskienne », corres-
(0)
pondant a ’opérateur L);
©

(1_) Un sens différent est souvent donné & ce terme : il correspond & une approxi-
mation « champs faibles, vitesses faibles ».
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— par H la « partie principale » de (H — H), c’est-a-dire

®
K
H— )
™ 2 (ba,, a=o

— par H la « partie principale » de (H — H — H)
) ) (1)

K
1 Z o2H
H — 21 4 D(——) ;
() 2! ul Dauaa,, a=0

uy=1

— et, d’une fagon générale, par H
o

(I) i z (a* [zzlaal)}"{]

|k [=2

3) Particularités du cas quasi minkowskien.

Les hypothéses du § 2 ont, compte tenu de I’étude de I’opérateur L, les
©
conséquences suivantes :

— on peut choisir, pour la représentation des champs de tenseurs-spi-
neurs, un repére mobile orthonormé dont 1’écart au repére naturel soit infi-
niment petit avec | a ||

A AN 0Ad u B A
G-1) AMx, @) — P ~Ar= Za,, (5,0);  Ab(x, a) — 3% ~AL;
Q) )

da,

u=1

— 1’écart du conoide caractéristique T',’ au cOne élémentaire C,-,
{x0} —x"0 —2, {xi ) — x4 2g; (),

est un infiniment petit équivalent a

K
— a_ v
(3-2) Yo = Zau % ', 2, 47(9),0) ;

u=1

— les coefficients C*3, et C%, de la connexion riemannienne, et ceux de la
connexion p-lorentzienne-v-spinorielle @eneA
infiniment petits avec | a |;

— les composantes du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci, ainsi

que la courbure scalaire, sont infiniment petites avec || a |;

su associée a I’opérateur L, sont
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— I’écart & D’identité des bi-tenseurs-spineurs de transport paralléle est

infiniment petit avec | a |
K a A
’ Wr’ , ,
(3-3) Wa ', x, @) — By ~ W= D a5t (x, %, 0) 5
(0] u

u=1
— il en résulte que les dérivées covariantes
A A A B A A
S V uWr” = au.WR' +C BuWr’ ~ ay.wx’ +C RE
[6)] )

( qu:' = auw;:' +—(—:Asu.W:’ ~ ap.WQ' _}—EARU.
(3] )

G-4)

sont infiniment petites avec | a |.
REMARQUE. — De la relation
A *sl ’
warlx', ) wa(x', x) = &,
il résulte, & la premiére approximation quasi minkowskienne,

x,
(3-5) war(x’, x) 4 wi(x’, x) = 0.
(€3] eV}

Appliquons d’autre part les résultats du chapitre II concernant les équa-
tions de Kirchhoff. De méme que les équations de Kirchhoff se réduisent
a (1-7) pour a = 0, il vient pour les dérivées U @ (x’, 0) (cf. (II-4-5) pour

g=1):
o, QEEY Ral X
66 U, 0= (550 O o ) = a6 0)

, . axQ
_ 0 " agiA(0)) 22
[T [ [ e o 7 — aguo)
Ces équations, de méme que (1-7), donnent directement les UZ ("’°)(x’, 0).
D’autre part, (II-4-6) se réduit a

aEi
{ )

D(I)i oKz 1 d2Q
w20+ [oatf o (50 0555

qui donne UZ @P(x’, 0) comme somme de deux termes

?}(D‘

37 UM, 0=

38 UF*, 0=~

x’, 0)

’ /0’ dQ
+f dx”sw X (x', 2, 6, 0)0EY 4, x7 R PRONEA



288 JEAN COLLEAU

Il en est de méme de toutes les dérivées U$ (q’l)(x’, 0).
Dans le cas des dérivées UZ ("”‘)(x’, 0), il vient

(3-9) trpd
AR oK A
+(2,2),.r @n
Urr 7(x', 0) = (@x)( )rz(aa)2 O+ f f f smp“( ) RO

;}KR (0,1) +(g+1,0) o K + (g,0) dQ
+f ”(2) [( )oy U8 +3(0a)2§U‘q]4ﬂ

d’out un calcul simple de ces dérivées, en prenant A au lieu de f comme
variable d’intégration, et en substituant :

dans la premiére intégrale, I’expression (3-8)’ de UE @V,
dans la deuxiéme intégrale, les expressions (3-6) de UF @ ¢t yF@+19,

D’une fagon générale, on constate que pour a = 0 chaque dérivée de la
solution avancée ou retardée se présente comme une somme finie, au lieu
d’une série convergente d’itérées. Le calcul d’approximation des noyaux
élémentaires et du propagateur au moyen de développements limités s’en
trouve grandement simplifié.

Au contraire des premieres particularités énumérées au début de ce para-
graphe, qui n’ont lieu que sous les hypothéses (2-1), cette simplification a lieu
dans tous les cas ou pour a = 0 le noyau de diffusion est nul (1-6) (3).

4) Calcul des propagateurs approchés.

Etudions tout d’abord les termes initiaux de ’itération
1 doF ©
41 @i,:—za ', 0) = E¥2, fu).
( ) (k)R k! ( ) (a )k ( ) <(k) R fA>
Ils ne font intervenir que la paramétrix, par ’intermédiaire de

4-2) PaAx’, x, @) = — A2Dacj-.

(® La discussion sur 1’existence d’opérateurs L autres que L dont le noyau de

dnﬂ'usmn soit nul reste ouverte. Il a été conjecturé (principe de Huyghens) que L
()
était le seul a posséder cette propriété.
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)
Puisque Pg- = A8y, le noyau-distribution E*} (x’, x) est défini par les
© )
intégrales triples sur C

) + , o
@3 sy =[Ta[[ | mres 2 o, 2T —ag)
® ° 8O

X fax' 4+ A, x'E — agy a0

4
i’ , azQ
+ f )\d;\ff (2) \'-fl‘l + )" X P )‘qll)y(\;)(x > )‘, gy, a) _4? .

Il est parfois plus commode de substituer dans la 2¢ intégrale

(4'4) avj;i(xm, + )\: x’i’ - 7\%’)}’2’{)(3", 7\9 qgi’s a)
=/l A+ 3, X = Mg + ¥h) — Y 0 xT —agy).

On a de méme
(0) R
4-5) <(F;*R',fA>
2
+ © ’, . 2
=f dx f f Pax’; x4, x' ¥ ) fux® , x —Aqi:)ﬂ
° (2)( 2 4r
* " "X o’ V(o
+ 0 8(2)(1)R'(x X7 AN X =M Y(*'s b 4r)

2
X Dy fulx 42, 2 — 2g) B
4z
o 1 vy xn 0 /it
+ f A f 5 YOYHOyOnfr(x” + A, x" — Agy)
o s@ (2
o i a:Q
+ 1 i + 2, x T —2gy) o

etc...

On obtient ensuite, conformément a la méthode d’itération exposée au
chapitre Ier (§ 5), la partie principale de la premiére itérée en transformant
I'intégrale sextuple

X (1)

@5) <Eﬂbn,fA>—\za,,”’E ONA

s “BQ pre (o
= fo d)\f s® E— fo d)\ffs(z)l(lgk,(x s Ay e) .
a:Q

X L {xY a2, x —kql(ﬁ)—lq.(ﬁ)}—.
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De méme, (3-9) donne, pour le terme du second ordre de la premiére itérée,
la somme d’intégrales sextuples

;tA
@D (B zlaﬂ.,gg .4

Jo s@)z) ( )

[I5a] ] (2)11 (O 1 77— 2ge0) — 7))

d2Q (o — o
X' @s 0
+ o[ x oK G 9 [ PR E AN
+ 20 A 2 —0ge(®) 53, 6)} B
, - )
X O, fa {x'Y 4+ A4 A, x'T — agi(8) — i (9) } T

\ 6 &L (=25 f f
+ f a ffsﬂ)m » M b("') (1)

{x'°’ + A, x7 —agr(0) 52, 0}

0’ S 57 = o dZQ
X fa{x"% 4+ 242, x'i *-Mi'(e)—lqi'(e)}ﬁ-

Les intégrales sextuples donnant les termes successifs ¢ E s fa ) dela

premiére itérée s’obtiennent suivant les mémes principes.
Le changement de variables d’intégration (I-5-2) par lequel on transforme
ces intégrales sextuples se réduit ici a

(4-8) X0 = x'0 4 A+ 2 xt = x'i" — rgi(0) — rgy(0),

puisque tels sont les arguments de f, et de ses dérivées. Le déterminant
fonctionnel de cette transformation vaut

4-9) D(x’ ;02 6) = — A%sin 6’ (1 — cos w),

ou w désigne I’angle des vecteurs spatiaux définis par (6, 6”) et (6", 6")

3
cosw = Zqir(e)qi,(é) = cos 8’ cos 6’ + sin 0’ sin 6 cos (6" — 67).

i=1

On remarque que

(4100 M1 — cos w) = x0 — x'0 4 (xi — x')g(6),
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ce qui permet d’exprimer cette quantité en fonction de x%, x'¥, 6, 6”. On
déduit alors de (4-6) et (4-7)

(4-6)y
K;'(x,’ A, 6)

@ . dQ
EA o1 v Y @
(?) x> %) el 67 —) }j f 8™x0 — x4 (x* —x'¥)qy(0) 162’

@ ,
BN, 9= —t{£ (¥ —x™)}

(2)(0)
x [ [ GIKEG 2, 0 + 5K, 2, 0)
8@ () @
PR, X — gi(0) 5 3, B)]
[¢))
47y 1 aQ

T x4 (x* — x'¥)gy(0) 1672
Ei”‘ xx)=—2{+&"—xV)} f f ()K;’i(x', 2, 6)

@ @
T8 0+ 58 (V0 27 — 20,033, 0} a0
x0 — x4 (x* — x'7")g;(0) 16n2

ou on a défini

Uev —xY) = Y { (2 — XX (x¥ — x¥) } X Y(x0 — x)

(@11) Y()=0sit<0,  Y(@)=1sit>0.

Dans les intégrales doubles (4-6)’, (4-7), A, A, qu+(0) sont supposées rem-
placées par leurs expressions en fonction de x%, x'®, 6, 0" déduites de

x0)2 — B (xi — x')
2 X0 — x" + (x* — x'"')g;(0)

/

A=

4-12) Z(x" — x4 2(x0 — x') (xF —x"¥) g;(8)

13y

A= —x"0 A= =
* 2

x0 — x4 (xf — x'¥')q,;(6)

x* — xk —2qi(8)
= .

Qk'(é) =

Enfin, les approximations des itérées successives, a partir de la seconde,
s’obtiennent assez facilement & partir des approximations de la premiére

ANN, INST. POINCARE, A-I11-3 et 4 20
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itérée, conformément a (I-5-6) et (I-5-7). On obtient ainsi, pour la partie
principale de la seconde itérée, en appliquant (3-8),

L: ’ 6
8(2):([311 (x ’ 7\9 )

@ , " d20
X B*0 {x 3, %7 —2ge(0) ; x} .
[e)) 47\:

(2) )
(4-13) E*Mx, x) = f 2 f f
(2) °

()

Les expressions de E¥3(x’, x), et des termes d’ordre supérieur, s’obtien-
)

nent selon les mémes principes, mais sont évidemment plus compliquées.

B. Exploitation des résultats du chapitre IIL

On utilise cette méthode d’approximation pour obtenir des décompositions
approchées des propagateurs, a partir des résultats obtenus au chapitre III
sur la paramétrix et le noyau de diffusion :

— proportionnalité de la paramétrix au bi-tenseur-spineur de transport
paralléle : (I11-6-3) étendu en (I1I-9-11)-(I11-10-4);

— décompositions exprimant les noyaux de diffusion d’ordre quelconque
en fonction de ceux d’ordre (p +v) =0, 1, 2 (§ 8, 10, 15);

— relations de « fusion » (§ 19, 20).

En effet, de ces relations trés simples ne résultent par I’itération que des
propriétés beaucoup plus complexes des noyaux élémentaires et du pro-
pagateur eux-mémes. Ce n’est qu’en approximation quasi minkowskienne
que 1’on pourra en déduire des résultats simples, au'moyen de la méthode
d’approximation ci-dessus.

L’exemple traité ici, relativement général, et conduisant cependant a des
résultats assez simples, est celui d’un opérateur L quasi minkowskien, donné
sous la forme (III-9-1)

LU, = V¥V, U, + bp* vV, U, + U,

satisfaisant aux hypothéses (III-10-1) et (III-13-1)-(III-13-3) (" et Ip
1-décomposables), ainsi qu’aux diverses hypothéses de transparence néces-
saires a I’établissement de relations de « fusion » (chap. III, section E).
Nombre d’autres cas pourront évidemment €tre traités par analogie.
Au cas particulier des dalembertiens et opérateurs de Klein-Gordon
(cf. chap. III, section D), sera consacrée la section C de ce chapitre.
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5) Décompositions sans reste des propagateurs approchés.

L’hypothese (I1I-10-1)" entraine, ainsi qu’on 1’a vu,

p+v

(p’V)P I:'(x ’s x) = (O,O)P (x', X) I [ z (‘)w:"‘(x ft x) 2 ’;
1 u x

Il en résulte, pour les approximations jusqu’a la Jiéme,

'(”’\’)P“(x x) = (”)P(x X)38 = ASp

p+v

u a,
PIPL, 1) = PG, 98 + 12 B f w3 |
@ ® — ' %

p+v

-1
(- (b3)pa, _ OOpss, | GOp 8;",‘3(” :u;
(2) ) (1)u= @' )x’

p+v

z \ () 2u up a a,
oSl 3 wlmrl]
1 @D Wv )x

1<u<o<p+v

| etc...

On voit que @YP% est k-décomposable (0 < k </). Les relations (4-3),
®

()
(4-5), etc... définissant les diverses approximations du terme de front »Y E*2

() N . .
u PG montrent que la k'™ approximation est k-décomposable :

(0) (0)
(p,V)E:f::l(xl, x) — 82,(0,0)Ei(x1, X)
Q]

)
p+y
(0) u (0 ta (0)
CIE =, x) = D BuCE (¢, %) — (p+v— DI OVES(x, %)
® “— @ " o)
(5-2)
(0) up (0O );{:auav u (1( ):*:au
PIEEA, Z 8:,,,,,( DR —(p+v— 2)28‘“," )
(2) ) TuTy

1<u<v<p+v
+ (P + v — 2)2(17 + v — 1) 8:'(0,0)Ei’
(2)

etc...
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L’étude du chapitre III (§ 10) a d’autre part montré que 1’on avait la
décomposition

p+y

(53) PRy => { D, fx,‘“xjf — @+ V= {"w LK

u=1
) Z (p+v——2)PA"“"’v6 g (&)} au§ ; ®,, 2, }

1<u<vo<p+v

Or on voit aisément sur (II1I-10-8) ou (III-10-10) que le reste
Q(gmw‘g

H

a
B g(l)wr," % ) de cette décomposition est un infiniment petit du
X v )X

second ordre par rapport a || @ |. Il en résulte que la partie principale du
noyau de diffusion est 1-décomposable :

p+y
(5-4) PUKR = z 8K — (p+v — D& K.
()] ™% (e}

Les termes du second ordre de (5-3) s’écrivent

p+y

u a a a, a,
PIRL = Zsﬁ,u“’K“ z '"”(3(1) g WK™ | :mw.;; (1)Ka\;)
@ = @' @iy @ W lx @

1<u<v<p-+v
p+v

(p—l—v—l)(S“ (oo)K_{_(oo)KZSA 3(1) auzx)

(2) (1) (O]

2, 2y
— 2 Z D (g Dy« ; Dy )
uv(Q2) Tu x" ™ \x’

1<u<v<p+v

et sont donc 2-décomposables

p+v
5 PKy= > B K — (v 2)28‘* wg*
@) @ u
1<u<o<p-+v
(P+V'—2)(P+V—“ 1) A(OD)K

()

Ce résultat s’étend de la fagon suivante & un ordre k& quelconque
O<k<):
p+y

— le terme d’ordre k de Z ; vy~ [ (I)K:f‘ est k-décomposable;
’ u

N=1

(0,0)K { (@.v)

— le terme d’ordre k de wh: } est (k-1)-décomposable;
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— le terme d’ordre k de
z (Hv-Dpal? &5} @, { B %
R Ty ’X Ty )x’
1<u<v<p+v
est, en vertu de (5-1), k-décomposable.

Par conséquent, @YK est k-décomposable.
®

(1) (1)
I résulte de (4-6) et (5-4) que la premiére itérée PYE %2, ou PVG2, est,
en partie principale, 1-décomposable :

p+v
(1) u + (¢}
(5-6) (PIEEL, E sA,,,“’E o (p+v— DSNOOEE,
le) o % W

(4-7) montre que les termes du second ordre de la premiére itérée sont
2-décomposables :

(1) up oy taa
(67 PYBEY = Z 3w @E
e} @ Tu'o

1 <u<v<p+v

_(p_l_v—‘z)zSAu (1) )iau (P—{—V—Z)Z(p-i—v—l)aal(”)(gi

(2)

De méme, 1approx1mat10n a lordre k(1 < k <) de la premiére itérée
est k-décomposable.
Dans l’expression (4-13) de la partie principale de la seconde itérée,

(IR et @ ’*')Ei sont ’un et ’autre 1-décomposables.
® @

@) (2
(PVg et (?YG?. sont donc 2-décomposables. De méme, les termes
2) (2)
d’ordre k de la Aitme jtérée (h < k << I) sont k-décomposables.

Il en résulte que les termes d’ordre k& du propagateur et des noyaux élé-
mentaires sont k-décomposables :

(P;V)Ei:,(xl’ x) — 8;:'(0'0)Ei(x', x)
(0) ()

p+v
PUBRG, ) = D B CE D — (o — DR VB ()
1 Il 1
u=1
5- P+v
( 8) (p,v)EiA' — Z 8'\'::”(2)Eﬂ:3uau (p+v_2)ZSA (I)Eiau
@ = @ @ T

1<u<os<p+v

+ P+v—20p+>v— 1) 8:'(°’°)Eﬂ:.

2 @
etc...
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Les propagateurs approchés a l’ordre 0, 1, 2, ..., &k, ..., [, sommes de
ces termes, vérifient évidemment les mémes décompositions.

6) Décompositions d’ordre 1 des propagateurs approchés.

Mais des décompositions d’ordre 1, avec reste, pourraient étre plus inté-
ressantes que ces décompositions sans reste d’ordre croissant, car elles per-
mettraient de se ramener aux seuls éléments primitifs “?E*, ®VE*3,
(0,1)E:i:¢’ll.

Malheureusement, la complexité du reste augmente avec 1’ordre infini-
tésimal, ce qui limite leur avantage sur les décompositions sans reste
ci-dessus. On va ici s’intéresser aux seuls termes du second ordre infinitésimal,
pour lesquels le reste a une expression déja fort lourde. A partir du troisi¢éme
ordre infinitésimal, les formules obtenues seraient d’exploitation tres
malaisée.

Pour le terme de front, on déduit de (5-1)

@phe 8’=(1)P“* 3“!(1)1)az + 83’ 20.0p 2(1) O “-2
®72 2 @1 n LIe) o @'

<

d’ou

ffs

ey
- if o e
" 1 "2

X faa (X 4+ 2, xT — gy

(0) (0) (0)
+a;a; E I ta. X
(6'1) <(2)E : 'I’ f;laa > - < (l)E r]’?’f‘aﬂz > - < @ (E) !‘;” j;'xas > + < (o O)E)tf f;'u" >

axQ
4r

Pour ’écriture de la premiére et de la seconde itérée, on fait la conven-
tion suivante : les indices suffiront 4 indiquer les arguments de chaque fonc-
tion; les indices affectés de ' se rapportent au point x’ de coordonnées x'V
les indices affectés de ” se rapportent au point x” de coordonnées

B N Y

xlli' — xlil _ 7\qll(e) — xi + ;\qi”(é) ;
les indices non affectés se rapportent au point x de coordonnées x¥. On notera
en outre

(Z)a(x X3 X)—{n;n(x X”)}x-i-{w (x5 X) 1o,
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qui est le terme d’ordre || @ | du bi-tenseur-spineur de transport paralléle
le long de I’arc brisé x'x"x

(X', x ;%" ;@) = {w,ﬁ:(x', x"; @) Y { Wi(x", X ; @) }xe.
On déduit alors de (4-7)" pour la premiére itérée

(1) (1) (1) (1)
() Ta12s 23(1) 1 21 a1(1) s tas 21 032(0,0) 1> +
( E™ ., —3 ., "E", —8,"E" '+ 8.8,""E

(2X0)' 12 RGO 1 X0 1% @0

= —t{x -} !

8@ x? — x + (xf — x')g(8)

O 2100 Y0 _ 2 | [ 220,05\
(6-2) X [( )Kr, —3 K) z,: + ( K?—32 K) z,;
(63337 1 W (6.2 2 @ @

~ 1 as dZQ
— 2\ §(1)w3, 2 g(l)w , } —
o(wi Lo {oiz]) | fem-
‘”%i vaa 8",’(‘)(113) rva s “’(}13)“ e 8",‘82'1'“""(]13)i Y_—o.
@ iz F r Tt

2 () @1 1 (9 @ 1 @ @

Pour la seconde itérée, on déduit de (4-13)

(2) (2) (2 (2)
+ + 1 15.32(0,
63) PE*SE — sIWESh — s WEFD + 75U CVE*
(2 vz 2 (2 1 1 (2 ‘2 12 (9

+ a" a" (1) (1)

— O 1(0,0) M *a: 22(0,0)
_fo dx”sm ( K — 5 K)( E*S — 55 Ei)

@ LP R ¢ V) 2 2

+ ((I)Ka; _ Sa;(o,o)K) ((l)uE):ha’x' _ 831(0,0)(]15? i:) gd_zil
’ ’ » 4TC b
i

W2 LN w T @

o, en vertu de (4-6)’,

(1) @
6-4) PE*p — 8-CVE+
(&) @
- (0,0,
WKy — 8 “K

— ny” [6Y] &) dzﬁ
= —{{ (= —x") }ffs(z)xo — x"" 4 (xf —x"")gy () 167"

L’intérét de ces décompositions se trouve ainsi limité par le fait qu’on
ne dispose pas d’une formule simple donnant

(I)Kal _ 83, (O,O)K
r T .
6V} (»
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7) Relations de « fusion » a l’approximation linéaire.

Elles sont basées

— d’une part sur la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer;
— d’autre part sur les décompositions d’ordre 1 des propagateurs
approchés.

Une premiére méthode consiste & déduire des relations (I1I-19-3), (I11-19-4),
(I11-19-6), (I11-19-7) entre paramétrix et entre noyaux de diffusion des rela-
tions approchées entre noyaux élémentaires et entre propagateurs, suivant
le procédé utilisé ci-dessus.

.« . . , ~ +% ...
Mais il est plus simple de résoudre par rapport aux 9E o ;’1 les rela-
1%

tions (III-17-4) obtenues en théorie de Petiau-Duffin-Kemmer, sous la
forme

(7_1) (O,O)E:t(xf’ X a) — %Pa,a,(o 2)E ﬂ:ﬂxaz( $x ; a)l_,rlr2’
2
(7-2) COBEL(, x5 @) = § Yaa OB, x5 anl
puis d’en déduire des relations approchées, dans lesquelles on peut substi-
tuer la décomposition approchée d’ordre 1 de . 2)E obtenue en (5-8) :
(7-3) R R S VA R ¥ 8"““ OE*,
1

Il résulte de (7-1) et (7-3) la relation approchée
(7-4) OO (e, x) = 3 CUEH(x, ).

On déduit de méme de (7-2) et (7-3), compte tenu de (7-4), la relation
approchée (3
(7-5)  “UEF(, x) = {2(m Ve + 8% 8, JOPEE(, ).

Il résulte de (7-4) et (7-5), ainsi que des propriétés de commutation des
matrices de Dirac, que, & cette approximation,
oo ,op+ N s )
E 0 °E 1 (lo)E:l::,___ (61 °)Ei§,=(00)Ei:

(7-6) ODpR0 _ (LOp i (1,00 +i W0 i ..
E = ’Eo/’ R = — ’E*i' (1:,&]).

(® Cf. chapitre III, § 19, remarque (1) sur les « spineurs a 2 composantes ».
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De méme, les fonctions “”w, “Vp%, IKZ (soit “VSY 1’une quelconque
d’entre elles), de x’ et x, sont telles que
q

(7 7) (I’O)S?)’ — (I,O)Si, — (I’O)S:’ — (I,O)Sg, — (O,U)S
(oge, _ aogi, angl, _ _ @oyg], G # ).
Un raisonnement direct permet d’ailleurs d’établir cette propriété, sous
les seules hypothéses (impliquées par celles faites au début de cette section),
que la connexion lorentzienne C%, est compatible avec la métrique, et que
(7-8) 100 15 = — 0 15,
e ® _
On déduit en effet des relations de transport paralléle de g, et de (3-5)

s x)+‘“” LGy x) =

que “w% a la forme (7-7), avec @“w = 0. Puisque ““w% = 3%, le bi-1-ten-
(63 » ®

seur de transport parallele approché a la forme (7-7), ainsi que

On en déduit la méme propriété pour “”K%, en utilisant ’antisymétrie des

coefficients de L

(1,0)Pa,
o

,0) 7 LA 1,00y uA 1,0 (1,0)
w“")h‘g = ¢ )hg 5 ’%cu( )kgz kas

— Npu — "B

liée 2 la compatibilité avec la métrique de la connexion C,, et a (7-8).

8) Relations de « fusion » approchées aux ordres supérieurs.

Deux points de vue peuvent étre envisagés.

a) Les formules de la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer employées ci-des-
sus doivent étre associées & des décompositions d’ordre 1. 1l faut en effet :

— d’une part exprimer les propagateurs approchés en fonction de ceux
des spins 0, 1/2, 1;

— d’autre part décomposer le propagateur 2-spinoriel approché.
Il faut donc utiliser les décompositions d’ordre 1 avec reste étudiées
au § 6.

La relation (7-4) peut ainsi étre complétée par les relations suivantes

(0) (0)
®1) (“UE* —:}‘“”)Eiﬁ',fﬂf)
(2) @) . 20
o (o,0, a @D r' a-iz
f A f f sm{ wr el 3 S ]

[63]
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déduite de (6-1);

(°°)E*(x x) — 4(°1)Ei'(x x)

(2X0) (2)(0)
_ L v_ Y J‘J‘ (o,1)Ka:' 1 (o, b’sa @,
=7 16x H{EE"—x")) s® I o 4 (Il() ) @
— » * ,
@-2) —2Q({ “uh, {0z 3]
2
y 1 dzQ

2 — % (F — x7)gu(®) 4

(1) 1
(O,O)E:!:V(xr, x) (, I)E:tv a (x x)
® O 4 o

déduites de (6-2);

®3) E* 3 vpel, ! el (‘“ VK — L OIKY s::)
@ 13 s\ o 4 o
*(1) Leo 20 ., 2\ J20
(0,1) :i;r (,1) £ qr
X E D Y )-
( &) 4 @ °°) 4n
déduite de (6-3).

On déduirait de méme de (6-1), (6-2) et (6-3) les relations complétant (7-5),
au second ordre infinitésimal.

b) Si I’on veut utiliser les décompositions sans reste d’ordre croissant
mises en évidence au § 5, il faut leur associer les extensions aux ordres supé-
rieurs de la théorie de Petiau-Duffin-Kemmer (chap. III, § 20).

Sur le modele de I’exemple qui y est exposé, traitons le cas des relations
approchées au second ordre quasi minkowskien. 11 résulte en effet de (5-2),
(5-6) et (5-7) la décomposition approchée

p+v

(g + uv +a,3, u +a,
(8-4) PVEEA — E SQ,u,,(z)E v —(P+v—2) si'u(l)E o
uv
1su<v<p+y u=1

4 @+v— 2)207 +v—1D 58, OO

qui exprime “YE*2, pour tout p et tout v, en fonction de

0,07 + D +a 1,0+« (0,2)p; T4 L)ptaa (2,0 =41%
E ) E r’s )E e’s )E r;y;, ( E o’r’s E plpz
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Les relations cherchées doivent exprimer ces six éléments primitifs en

(o, 2)E:l:al 2

fonction de . seul. De méme qu’au chapitre III, § 20, il vient, en

seconde approxzmatlon quasi minkowskienne,

Cop:  _ 1 (o,z)E:ta r’
= Z r'a
QOpte 1 & ©ogptan 4
E*g ——ZY aa, "ra o 12
©Dgta l ooygtar 1 ©D5+b s’ | (0,2 +]
E*% = I E ‘;,,,_|.§ 3;'( )E*s'zf 4. ¢ )E:i:llzl)
(1,)n+a 1 ’(0,2)x +ab
E*5r = — 5 (vv")s @PE*74

2%, (0,2 =bba  or o 1 0,2 i
—|— 5 T E oY S350 — ZSZ:( )Eig,l,

1"2
®8-3) 5i(ve)s “PEL
1 ,
. § ngS‘,'/((o'z)Ei?'g + 3(0,2)E:!:$Ix')
eopEen 1 jma 1 aoa rsS\eoriab
E plpz Z(spéY aprll + Sp;{ apr; ) E r's’

+ ‘11 (Y 'Y“‘) (Y "{“’)’ A

a, 12

;8%(7 DR (A }(M‘)E“’
1
4

o (2 ((0,2)F +a r’ ©2Dp:+im
| 7 58 (B0 4 E*/7).
Aux ordres d’approximation supérieurs, on obtient des relations analo-
gues, toujours sans reste : tout noyau élémentaire ou propagateur approché
au kitme ordre (0 << k <</) quasi minkowskien s’exprime linéairement au
moyen de 1’élément k-spinoriel correspondant.

C. Dalembertiens et opérateurs de Klein-Gordon.

Comme on 1’a vu au chapitre III, section D, on trouve pour la paramétrix
relative & ces opérateurs les mémes résultats que dans le cas de V#V . Les
résultats indiqués ci-dessus a la section B sur les approximations quasi

©, © o
minkowskiennes a divers ordres de VP2, PVE=A, (PYGA, sont donc inté-
gralement valables dans ce cas.
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La différence intervient sur les itérées, a partir de la premiére : les décom-
positions du noyau de diffusion comportent en effet un reste supplémentaire,
fonction des éléments de courbure. Cette section a pour but d’indiquer I’effet
de ces termes sur les noyaux élémentaires approchés.

9) Décompositions approchées au premier ordre quasi min-
kowskien.

Les coefficients @14 des dalembertiens ne sont pas décomposables, méme
4 la premiére approximation quasi minkowskienne. Aussi, au lieu de s’inté-
resser aux mémes décompositions qu’a la section B, on va procéder comme
au chapitre III, § 15.

Ainsi, il résulte de (III-15-3), au premier ordre infinitésimal,

(P A A (2,3) 0, 0@ A% (1) u@
O Kb = S LK — (p~2)zsa,u K o

1<u<vo<p
(P—2)(P 1) 5% OVK®
+ M =N J £) K
2 ' (1)"
Il en résulte en vertu de (4-6) une décomposition analogue de (”"’)Ei{{r

@)

(1)

et de PG, Compte tenu des décompositions vérifiées par les termes de
@

front approchés, on obtient, pour les noyaux élémentaires et le propagateur

approchés au premier ordre infinitésimal, la décomposition

(9_2) (P,V)EiA _ Z 8.7‘(’."" (2,) i“u“vg
/uv ;p, ’,
1<u<o<p v
p
A% (1) +,@ (p —_ 2) (p —_ I) OVE+@
— =D 3B g+ 2T Dyt ovg2 g,

La décomposition (III-15-3) est complétée par (III-15-6) qui, en partie
principale, s’écrit
9-3) (2,v)(Ka.a:@ . 8oc:(l,v)l(au% 4 8&1(1,v)Ka,é'_ Sou az(o,v)K@’_)\(v) Jauu@

1)";9;@’— A P12 e Cl

Dans les cas particuliers intéressant la Physique mathématique : v =0
(a-spin entier) et v = 1 (b-spin demi-entier), (9-3) s’écrit

“*“’ %2 (1) %1 ( ( -
=85, UK 4+ 5, UK — 5, 8,°’K 2R™, %

93) OK.=28
2 @71 1 @ 2 @

(1)12
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" 5/2)g %t “*(3/2) arr’ %1 (3/2)p, %" % (2 (1/2)7, 1’
®-3) Kp1°2 "2 {S) £, at 8"1 (Il( 8";8";( (Il()a :

11 résulte de (9-1) et (9-3)" que pour les spins demi-entiers (v = 1), les
noyaux de diffusion sont, en partie principale, 1-décomposables suivant
I’ordre tensoriel. D’ou la décomposition des noyaux élémentaires approchés
au premier ordre quasi minkowskien

p

(PHUDL+A, A¥ (3/2) T 4 g Er
©4)  PHPEELT— S STLOPETY — (p — D8R OB

u=1

Il résulte au contraire de (9-3)' que, pour les spins entiers (v = 0), la

décomposition d’ordre 1 des noyaux élémentaires approchés au premier

ordre quasi-minkowskien a pour reste
(9-5)

DR 2 (0 A xT—g
:kaxaz (x + x q)dg

l (1) pl pz
(6 D =t{£ >~ V)}“S@ X — X0+ (d — x7)gr(0) 167

ou
3
ooy Sy
i=1

20— X (5 — )i ®)

[

A=

conformément au calcul (4-6)" des termes du premier ordre de la premiére
itérée. D’ol1, pour les spins entiers, la relation approchée au premier ordre

(9-6) PEEE — Zb‘ﬁ,u(l)Ei%f—(p D8R+ > S H i“’f“',’.
e pupé

u=1 1Ssu<v<p

Quant aux décompositions (III-15-8) et (IT1-15-9), leurs termes complé-
mentaires dépendent du choix du dalembertien. En se limitant & I’étude des
cas particuliers b) et ¢) intéressant la Physique mathématique, on obtient
les relations approchées entre noyaux de diffusion

G 5 OKE 4 8% WIKY — %5, OK
(¢)] ()] ()] (6]
| P
+ 2 3 Rau-up 3 + 2 R’ Ba(YG Y B)xrz §
) [¢5]
o7

’ , . #* ,
Ko = 82“’2’1(; + 8 KRS — 5, 80K
@ (3] (6]

, 1 o r’ cl\¢
TA é 2 Rus®% o 8, Rﬂ‘ola‘oz(v tyg,Jo (e ™) g
(1)
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D’ou, pour les noyaux élémentaires approchés au premier ordre,

(9-8) (3/2)E + :,:; —_ 8;'(1)13 i:g, + 8:’ (1/2)E +r’ _ 80‘,8’/(0)13 +

1 an 1
5 SAHE —ZH“ CR0A
1)

N

’ ’ ’ * ’
(99 ‘E*,o = 8UPEX] 4 s’ CPEES 8 8% “”Ei
:!:Bl Bs

—3 Lase, giﬁ & + oo, (47 ) (Yef;}?"

De (9-4) et (9-8) résulte la décomposition d’ordre 1 avec reste exprimant,
a l'approximation du premier ordre quasi minkowskien, les noyaux élémen-
taires de tous les spins demi-entiers & 1’aide de ceux des spins 0, 1, 1/2

(0-10) PTEEES Zsﬁ,,,“’E*“"Jr 5% OB — pog 5 O*

p
, z :I:ocuu- Z :l:otuB
-_—— 8 8 (1) [L'p;‘ J{Iu p 5 (Y YB)a

10) Décompositions approchées aux ordres supérieurs.

Aux ordres supérieurs d’approximation on peut déduire de (III-15-3) des
décompositions sans reste suivant ’ordre tensoriel : le terme d’ordre k
(1 <k <) du noyau de diffusion est (k + 1)-décomposable

(P,V)KA - S&uvw (3,v) c‘ll°‘v°‘w@
R = R HOW Kp'p'p' ®©’
(2 (@uow

1<u<v<ws<p

A% (2,v) %, %@
—=3 > LK

1<u<v<p
(p — 3) (p —2) ZSA: g™
()yu

_@=3)(r—2 (P — Dt ong@
3! R (z)®,’

(10-1)
o Q'

i
| etc...
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De méme que la partie principale de la premiére itérée est 2-décompo-
sable, ses termes suivants vérifient des décompositions sans reste d’ordres 3,4,
56, ...

(4-13) montre ensuite que la seconde itérée est, en partie principale,
4-décomposable, et que ses termes suivants vérifient des décompositions
sans reste d’ordres 5, 6, 7, ... D’une fagon générale, la ke itérée a une
partie principale (d’ordre infinitésimal k) 2k-décomposable suivant 1’ordre
tensoriel; son terme d’ordre infinitésimal (k + A) (k + k <) est 2k + h)-
décomposable.

11 résulte ainsi de (III-15-3) que les propagateurs approchés au kitme ordre
infinitésimal sont, 4 chaque ordre spinoriel v fixé, 2k-décomposables suivant
I’ordre tensoriel.

On complete (III-15-3) par (III-15-6) pour obtenir des décompositions
d’ordre k avec reste, suivant I’ordre tensoriel, des propagateurs approchés
4 l’ordre k. Dans les restes de ces décompositions, n’intervient que la partie

principale R de la courbure, par U'intermédiaire de ¥J**@_ Ep effet,
o B HFB®

les termes d’ordre infinitésimal k& > 2 de la courbure peuvent étre traités

% A

o [ 2 rqe s 3
comme ceux de Q (g tp'1 ; » gtp/ % ,), et sont donc éliminés dans les décompo-
1)x” [ P2 )x
sitions d’ordre k.
Remarquons que ces décompositions #n’ont pas de reste pour v = 1 (b-spin

demi-entier), puisque

“TgEs=0.

Il en est de méme pour tout ordre spinoriel v > 0 dans le cas des dalem-
bertiens (I11-14-7) et (I111-14-8) (Tran-Van-Tan), ainsi que pour les ordres
spinoriels impairs dans le cas des dalembertiens définis par (I11-14-9).

Pour v = 0 (a-spin entier)
OIEE = 2R,

de sorte que la partie principale de la courbure intervient effectivement.
La complexité des restes croit trés vite avec ’ordre infinitésimal, du fait
que ’ordre minimal de décomposition (sans reste) est 2k : on trouvera, a
chaque ordre infinitésimal, un terme complémentaire pour la premiére itérée,
deux pour la seconde, ..., k termes complémentaires pour la kitme itérée, etc...
(B:}:v A
(

r~»qui

(0)
Ainsi, au second ordre infinitésimal, a4 c6té de ( )Ei;%, et de @
2)

@)
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sont 2-décomposables, on trouve les décompositions avec reste

PR x4 _ 54 @F Eu
Y0 R @fio
. 1<u<o<p
(1) 1o r—2(p-—1) (1)
A W =% p £ (0)
+(p— 2)23 e ¥ 1 iy
(z)(o) u @0

Auww (D oapa,
= S
2 uwow

1<u<v<ws<p

10-2 uv ( ) 4+ (2) +
( ) (p)(l:;)‘ + .:‘e _ Z 8;: o Ei) Gu“v + (p _ 2) Z sﬁlfu (l) all
2 2’ [©) Py

1<u<v<p

_(@—=2 (P —1) 5%, op
(2)
. Z N Auow (3)(}? o0,
- upw ’ 0.
1<u<v<w<p & ® pupupw

AHOWX (4)(2)i°‘u“v°‘w°‘x
T2 e HTE

1<Su<v<w<x<p

Quant aux spins demi-entiers, on peut & chaque ordre infinitésimal &
former une décomposition compléte d’ordre k£ généralisant (9-10). En fait,
ces formules sont peu utilisables, et semblent méme un peu artificielles, par
suite de la dissemblance des définitions (III-14-1)" et (I1I-14-4)’ du coeffi-

cient Iy pourv=0etv = 1.

On peut aussi, de méme qu’au § 6, s’intéresser 2 des décompositions
d’ordre 1. On trouvera évidemment, outre les termes complémentaires écrits
au § 5, des termes provenant de la courbure.

D’une fagon générale, les décompositions approchées aux ordres supé-
rieurs a2 1 sont compliquées, et aucune ne présente un intérét particulier.
Mais la méthode générale utilisée ici permet, pour chaque application, de
former la décomposition approchée utile.

11) Relations approchées de « fusion ».

On utilise les mémes méthodes qu’aux § 7 et 8. Les relations (7-1) et (7-2)
déduites de (III-17-4) se transcrivent en

(11-1) OB, x;0) = ; BN, x5 @)
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(11-2) OEX%(x', x ; @) = iy"ﬁy‘, SSEE(x, x 3 @).

A toute approximation, (11-1) et (11-2) s’écrivent de la méme fagon. On y

substitue la décomposition approchée d’ordre 1 de sEi' % obtenue en (9-9).
De (11-1) et (9-9) résulte la relation approchée

OB*(x, x) = 211(1/2)E:’:5' 4 ‘11(1/2% £ _ O _ %H:i:ilét
)

+ 1 ialsg(

—H

Or, des identités vérifiées par le tenseur de courbure (A. Lichnerowicz [2],

, + 8482 ,
§ 15), résulte pour I;I - &', x)

:‘:Blﬂz r
1o, (X' X). (Crrarexsly = — SHEE2(, ).
(1) 1)
D’ou
(11-3) OF*(x', x) = l“’”Ei’( g x)——Hig (X', X).

On déduit d’autre part de (11-2) et (9-9), compte tenu de (11-3) et des

BxB
identités vérifiées par H (x x)

o s ;1 ey
(114)  OE*3 = — (PR OB — 3RS
1
+5 (H*“'”' — 2 SFHELE).
[¢)]

On a ainsi obtenu en (11-3) et (11-4) les relations de « fusion » approchées
au premier ordre quasi minkowskien (*). Elles complétent (9-6) et (9-10) pour
exprimer les noyaux élémentaires approchés relatifs a un spin quelconque,
entier ou demi-entier, en fonction des noyaux élémentaires approchés relatifs

au spin 1/2, et du terme complémentaire Hi:l;:g (x’, x) défini en (9-5).
[€))

REMARQUE. — On peut déduire de (11-3) et (11-4), ou établir directement &
partir de (3-5) des propriétés telles que (7-6) et (7-7), pour les opérateurs de Klein-
Gordon; cependant, ce sont

— au lieu de

+a 1 =+
(1,0)E:|:Z,, ((I’O)E“p' — (Hl) . )

(%) Cf. chapitre II1, § 19, remarque (2°) sur les « spineurs & 2 composantes ».
ANN. INST. POINCARE, A-l11-3 et 4 21
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— au lieu de
oge, ((x,o) « 1 a)
s K + > xg) 2),

qui, dans ce cas, sont de cette forme.

Aux approximations d’ordre supérieur, on peut, de méme qu’au § 8,
compléter ces relations par de nouveaux termes complémentaires, plus
compliqués. Elles résultent de la substitution dans (11-1) et (11-2) des
décompositions approchées au k®#me ordre quasi minkowskien (k </) de
SE*, (x’, x), déduites de (I1I-15-9),. Les relations de « fusion » ainsi obte-
nues doivent étre associées aux décompositions avec reste d’ordre 1, satis-
faites par les noyaux élémentaires approchés a ’ordre k, mentionnées au
§ 10. Ainsi, a la ki®me approximation quasi minkowskienne, on peut exprimer
les noyaux élémentaires relatifs & un spin quelconque, en fonction de ceux du
spin 1/2, et de termes complémentaires. On n’explicitera pas ici ces termes
complémentaires, dont la complication augmente trés vite avec k (cf. § 10).

L’autre point de vue mentionné au § 8, pour les relations de « fusion »
approchées aux ordres supérieurs, n’est valable, dans le cas des opérateurs
de Klein-Gordon, que pour l'opérateur défini par (II1-14-9) (cf. chap. III,
§ 20) : il n’est donc pas question d’écrire des formules explicites, mais seule-
ment d’indiquer une méthode. Tout noyau élémentaire approché au
ki¢me ordre quasi minkowskien peut ainsi s’exprimer en fonction du noyau
élémentaire k-spinoriel et de termes complémentaires (peu utilisables dés
k = 2), fonctions de la courbure.

APPENDICE

12) Approximation linéaire du propagateur du spin 1/2.

Du point de vue du principe de « fusion », il est intéressant de savoir exprimer
un propagateur quelconque, approché au premier ordre quasi minkowskien, en
fonction du propagateur approché du spin 1/2.

Au contraire, dans la pratique, il est naturel de calculer d’abord le propagateur
relatif au spin 1; il est donc utile de disposer d’une formule permettant d’en déduire
le propagateur du spin 1/2. La formule établie ici ne concerne que la premiére
approximation quasi minkowskienne.

Précisons les hypothéses faites. On considére les deux opérateurs Lg et Ly, écrits
sous la forme

12-1) L} =8v*v,. + {86"®) + B } v,. + EW®.
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Les connexions lorentzienne et spinorielle qui leur sont respectivement associées

= 1
Co,(0) = C2%,(0) — 5 7,:BE®)
doivent vérifier

122 T = — 3 T (175

au moins en premiére approximation quasi minkowskienne; de méme [ (x) doit
vérifier

1
(12-3) “”“(f)Z(x) =—3 (""’(f)g(x)(vave)g.

Notons que la condition (12-2) est en particulier vérifiée par des opérateurs tels
que Bi*(x) =0, puisque la connexion riemannienne C"‘Bu et la connexion spinorielle
canonique C“bu vérifient (12-2) : V“Vu, ou un opérateur de Klein-Gordon, sont

dans ce cas.
Les opérateurs de Klein-Gordon vérifient aussi (12-3) en valeurs exactes; 1’étude

ci-dessous leur est donc applicable :
1 1 R
— 2 (5000 = — 3 (1) — R + mosg) = (— G+ mt)og = VL.

Une condition un peu plus générale permettant de satisfaire (12-2) est la sui-
vante :
— la connexion lorentzienne E“Bu est compatible avec la métrique ;3
— la connexion spinorielle C est canoniquement associée a4 la connexion

lorentzienne C% Bu

by

Quoi qu’il en soit, tout ce qui suit s’appuie uniquement sur (12-2) et (12-3), et
s’applique donc largement.
On considére le bi-1-spineur

1 ,
(12-4) Ppdx’, x) = — by (mep )‘r’,(l"’)w:,(x’, x).
1l est égal, pour x = x', a
125  ¢fi(x, x) = (Ya,y )z }1 337 — 5% = OV, x).

Sa dérivée absolue le long d’une courbe C(x") vaut

_ 1 P 1
T e N T

10 v e b ral
- Z( Owpr® p(Copyrar — Cooy¥el)-
En effet, ("")w;‘: est le bi-1-tenseur de transport paralléle, 'y"',’f ne dépend que du

repere en x’, et v, doit étre considérée comme 1-tenseur-1-spineur en x, 1-spineur
en x’. Il résulte alors de (12-2)

_ 1 — , 1— e
(12-6) U“V;ﬂ’:’ =32 o+ ; CBau(YBYp )g + i CAV;J,(YAYVYQ:‘YD )’, ; ("")w;‘,.
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En premiére approximation quasi minkowskienne, cette équation se réduit a

do?,
— 1
@21 oS = o | Sl 4 Sulo a2 =0

Ainsi ¢ % est caractérisé par (12-7) et (12-5), de [la méme fagon que ©, 1)(w : ces
@ v

deux bi-1-spineurs sont donc égaux. D’ou la relation approchée au premier ordre

quasi minkowskien

(12-8) OV, 3) = — 3 (1,77 )E BN, ).
11 en résulte, pour la paramétrix, la relation approchée
/ 1 ’ ’
(12-8y ©OUPL(x, X) = — 7 (va1° )2 OPU(x, x).
On déduit d’autre part de (III-10-3) que
WA — 52 O — 2ARECT,
il en résulte, d’aprés (12-2), que
(12-9) oupaA _ 1 B)a(1,0)7 %A
- b = — g (va")5Ong™.
Quant aux coefficients
(1)k/g + (l)kn]:«; = y]u,E(_ ay.cabl';‘ + C)\Eu.cabl) . (0,0)b_u.cabu + Cany.(.qu.icnbg__ Bl;u.),
ils vérifient
1
(O,I)k/Z + (o,l)kula, 4 Z (Yo‘yﬁ)g((l,o)k,g + (l’o)k"g)
1 -
= C%, ("5 — B¥) + 7 (var®)iChu(n*Clez — BR).
D’ol, en premiére approximation quasi minkowskienne,

1
12-10 (o, l)k/a (o, 1)k/ra 2 Ba/(1, o)k,a (1,0) 7. nx
(12-10) k' + OOk — 2 (r¥®)8 ( + SOk

Puisque

2OV 59 (x7, x) = 8%, A ") e (x x) = 8%,
©)
les relations (12-9), (12-10), (12-3), et (12-8) permettent d’écrire

a1y K, ) = = 4 (v )2 UK, .
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De (12-8) et (12-11) résulte la relation entre noyaux élémentaires et propaga-
teurs approchés au premier ordre quasi minkowskien (°)

(12-12) CVE=L(x', x) = — %(yay*")?,“’“’Eiz’(x', x);
ou, avec changement de variance spinorielle,

’ e 1 ’ ’ ,
(12-12) QDB (x/, x) = — 1 (¥ 1) PEEL, X).

La formule (12-12) se développe sous la forme

3
1 , 1 .
(1213) OVEEL — 250 WOBE 4 2 (roy )8 (POEEY + WOB)
i=1
1 . .
4 3 E (v Yj,)«rz,((l,O)Ei;, —(1’°)Ei{/) :

1<i<j<3

Cette formule ne fait intervenir que la partie de (1>°)Ei:‘, qui est de la forme (7-6),

et élimine le reste (nul sous les hypothéses de la section B).

Avec des hypothéses sur L assurant simultanément (12-12) et les relations appro-
chées de « fusion » (7-5) ou (11-2), se pose la question de la compatibilité entre ces
deux types de relations. Les conditions de compatibilité, obtenues par élimination,
s’écrivent

’ 1 2 . | ,
(12-14) ; 338% — & (vax” ) Avar) + § 508 ;(O,I)Ei?, o,
(12-15) (8‘;82: + nac'nﬁp, B % Szlsg’)(l,o)Eig’ —o,

ou, dans le cas des opérateurs de Klein-Gordon,

, P IV 1., i
(214 g 8080 — 5 (¥ va)e (P )o + £ 38 ; CPEE — 0,
(12-15y (sgsg,' g — % sg,sg') (“)Ei 5, _ }1 (Hl)ii,‘;,) —o.

On vérifie aisément que (12-12) ou (12-12)’, impliquent, respectivement, (12-14)
ou (12-14)’, et que (7-5) ou (11-2) impliquent, respectivement, (12-15) ou (12-15)".
D’out la compatibilité.

(®>) On peut sur ces formules séparer les types positif et négatif de spineurs,
en x’ et en x. Par un choix adapté de matrices de Dirac (cf. chap. III, § 19, remar-
que (19)), on vérifie aisément que les éléments approchés relatifs & des types diffé-
rents en x’ et en x sont nuls, conformément au résultat établi sur les noyaux élé-
mentaires par A. Lichnerowicz [4].
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CHAPITRE V

APPROXIMATION ASYMPTOTIQUE
DES PROPAGATEURS
RELATIFS A L’ESPACE-TEMPS DE SCHWARZSCHILD

1) Introduction.

Ce chapitre est consacré a ’application des résultats des chapitres précé-
dents au cas particuliérement intéressant de I’espace-temps de Schwarzschild
(solution statique & symétrie sphérique des équations extérieures d’Einstein).

Dans les coordonnées de H. Weyl, la métrique des sections d’espace est
conforme a la métrique euclidienne, ce qui permet d’utiliser aisément, au
lieu de 7, ¢, ¢, les coordonnées spatiales

xV=rcos ¢, x*=rsinpcos ¢, x3=rsin ¢ sin ¢.
L’élément linéaire de ’espace-temps s’écrit

2a
2r+a

(1-1) ds2= (l — ) dr: — (l — 21'&1)_ (dr2 + r2de® + r sin®o di?)

3

— (1 — %)2(&)2 - (1 — Zria)_4i2(dx')2-

=1

Une étude en valeurs exactes est possible, en « coordonnées polaires »
(¢, r, 9, ). Le conoide caractéristique et la paramétrix sont obtenus au moyen
d’intégrales définies. Mais ces expressions, en particulier celle de A, sont
trés peu maniables, et ne semblent pas susceptibles de pouvoir conduire &
I’achévement de I’étude. Méme dans le cas minkowskien (a = 0), le résultat
classique n’est pas obtenu aisément en coordonnées polaires.

L’emploi des coordonnées x® ne permet d’autre part pas une résolution
explicite en valeurs exactes, du fait de I’enchevétrement du systéme bicarac-
téristique.

L’étude faite ici est une étude par approximations : on considere le para-
métre a, lié & la masse centrale, comme infiniment petit (hypothese des
champs faibles), et on cherche & former des développements limités des
propagateurs suivant les puissances de a.

Pour cette étude, il faut se limiter 2 un domaine de 1’espace-temps ou les
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hypothéses de régularité de la métrique et d’hyperbolicité normale (chap. I°T,
§ 6, et chap. II, § 1) sont satisfaites pour toutes valeurs de ae] — A, 4 A[
(A donné).

Puisque la forme quadratique P(x, p,)) s’explicite en

0 R = (EE oo () Do

on voit qu’il en est ainsi en se limitant & un domaine ou r est suffisamment
grand. On peut, par exemple, choisir le domaine

Q. :r>s, ouon a choisi s>1—;—.
C’est en ce sens que les approximations faites sont des approximations
asymptotiques. On pouvait d’ailleurs penser qu’il en serait ainsi, car le para-
métre a a la dimension d’une longueur, et n’intervient dans la métrique (1-1)
que par le rapport (a/r).
Mais cette restriction est encore insuffisante, car les propagateurs G2 (x’, x)
ne sont nuls que si

x¢8&, cequiéquivauta x’¢&,.

Or, si loin de la masse centrale que soient x’ et x, leurs émissions §etd,
rencontrent ’hypersurface d’équation r = s. La condition pour que le calcul
approché du propagateur Gy’ (x’, x) puisse &tre mené de fagon rigoureuse,
c’est-a-dire en ne s’intéressant qu’a Q;, est donc

1-3) EENEf <,

Cette restriction implique la condition suivante entre le point d’étude x’
et le support de f (second membre du systéme aux dérivées partielles, ou
source)

(1-4) 85 nEqp < Q.

Remarquons qu’il serait également possible de remplacer, pour r <s,
la métrique (1-1) par une métrique solution d’équations intérieures d’Ein-
stein, se raccordant C'-différentiablement avec la métrique (1-1) pour r = s,
et telle que les conditions de régularité et d’hyperbolicité soient satisfaites
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aussi pour r < s. Cette méthode, d’ailleurs conforme a la réalité physique, ne
sera cependant pas développée ici, car elle pose plusieurs problémes délicats :

— le choix d’un tenseur d’impulsion-énergie intérieur;

— les difficultés apportées a la méthode de construction des propagateurs
par les discontinuités des dérivées secondes et suivantes du coefficient g*V(x)
de L pour r = s;

— les difficultés pratiques de calcul aux traversées de I’hypersurface de
séparation r = s.

C’est pourquoi on ne construira les propagateurs que pour les couples de
points (x’, x) satisfaisant la condition (1-3) (}), ce qui revient & restreindre
I’étude a la propagation des ondes dans le vide, en réservant le probleme
de leur propagation dans la matiére.

On ne fera ici que des approximations quasi minkowskiennes du premier
ordre. Pour obtenir des approximations d’ordre supérieur, la méthode, et
la technique de calcul seraient analogues, mais les calculs sont beaucoup
plus compliqués. L’approximation du premier ordre donne une premiére
idée des modifications apportées aux résultats minkowskiens (propagateur
de Jordan-Pauli) par le champ de gravitation.

Si ’on considere cette étude approchée du point de vue de la Physique,
on constate qu’elle est tout a fait acceptable : dans I’exemple du systéme
solaire, 2afr < 0,001 a I’extérieur du tube d’univers du soleil (i. e. pour r>s).
Les vérifications physiques des effets relativistes se limitent d’ailleurs le plus
souvent aux termes du premier ordre. Cependant, dans le cas d’astres beau-
coup plus denses que le soleil, une telle étude limitée & 1’approximation
asymptotique du premier ordre quasi minkowskien ne donnerait que des
résultats trop sommaires.

Les résultats obtenus ci-dessous sur les propagateurs (ou noyaux élémen-
taires) approchés au premier ordre quasi minkowskien, relatifs aux dalem-
bertiens, sont les suivants :

10 Pour les spins 0, 1/2 et 1, les propagateurs n’ont, a cette approximation,
et sous la condition (1-3), aucun terme de diffusion. Leur forme est trés
comparable a celle des propagateurs de Jordan-Pauli (IV-1-7) : il suffit de

remplacer I’identité 3;- par le bi-tenseur-spineur de transport paralléle, et

(¥) C. Morette-DeWitt [I] a cependant obtenu, par une méthode de construction
différente, des résultats intéressants sans s’imposer cette restriction; mais ses
approximations semblent sous-entendre l’équivalence entre la singularité de
Schwarzschild et la singularité newtonnienne usuelle (pourlasingularité de Schwarz-
schild, cf. J. Colleau [2]).
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de prendre pour support le conoide caractéristique au lieu du cone élémen-

taire. La différence Gi’ (x’, x) peut s’écrire comme somme d’une couche
@
simple et d’une couche double portées par le cone élémentaire C, .
2° Pour les spins entiers supérieurs a 1, ou demi-entiers supérieurs a 1/2,
les propagateurs approchés ont en outre un terme de diffusion, lié a la cour-

bure riemannienne. Tous ces termes de diffusion s’expriment simplement &
. EN % -
I’aide du noyau H™_; ’(x’, x) défini en (IV-9-5).
[63) 172

Des résultats concernant les dalembertiens se déduisent aisément ceux
concernant les opérateurs de Klein-Gordon avec terme de masse.

2) Etude de la métrique approchée.

A TPapproximation quasi minkowskienne du premier ordre, la métri-
que (1-1) s’écrit

@) ds* = (1 _ 27")(dx°)2 _ (1 + 2}’) i(dxi)z,

et la forme quadratique P(x, p,,) s’écrit
3
2a 2a\
) P 2= (14 7)o~ (1-2) > 692
i=1

Pour la représentation des champs tensoriels et spinoriels on choisit le
repére mobile orthonormé le plus simple, défini par

(2-3) - (1 — ;’)dxﬂ 6l — (1 4 ‘ri)dx".

Les matrices correspondantes ont donc pour coefficients, a cette approxi-
mation,

/ . . .
As=1-2, Al=0, Aj=0, A;:3§(1+‘;‘)

2-9)
Ad=1+%, Ai=0, A%=0, A;=a§(1—‘3).
r r

C’est évidemment griace au méme repére, en x’, que ’on peut définir les

paramétres angulaires 6’ et 6", & partir des valeurs de p.



316 JEAN COLLEAU

En posant
p=r(x),
il vient

@5 W=Ar=1-%. ‘°’—A:q(e)+A'—(1+)q«(e).

Le calcul des coefficients de la connexion riemannienne dans le repére
naturel (symboles de Christoffel) donne

Cl0o = C°,-k = Ciok = Ciko — 0 (relations exactes provenant du
caractére statique)

(2-6) { Cl; = Cl = Clog =2 x'
[é)] f¢y) @ r

3 a - - -
¢ ;hle =5 (x'8pp — x5 — x*35,).
1

Les coefficients dans le repére mobile orthonormé s’en déduisent par la
formule de transformation

C%, = ASAYATCA, . + ASATY AR,
Ex A vTt A

qui s’écrit, en approximation,

(c:w = (C)‘

1 1

C=ChNg+ 2 A\,, soit

o) W A A 4~
C\.k=c Vk_ v;sx .
w I

D’ou la valeur des coefficients de rotation de Ricci

C%o = C% = Clox = C'yy = C’; = 0 (relations exactes)
(2'7) : a ; - a . .
oio =Clp= _3x1’ Ch = iy (x'shk — xhs;().

&) @ r (o) r

On explicite la valeur des coefficients non nuls en
C00=C10—C22—C133———C12-— —Cals:“x'
(0] @ ] ® o] (e} re

(2'7)' 00 - Cozo - C 33 — C 11— C323 -_ C121 _ s x2
(6} @ (eN) (¢N] [¢)) (6] r®

3 0
Co=C’%=Cp,=C 22—"‘C131:—C32——‘§x3
@ @ ® @ (&) @ r

On se limite ici 4 I’étude des dalembertiens définis au chapitre III, sec-
tion D (I’étude des opérateurs de Klein-Gordon avec terme de masse s’en
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déduirait aisément). Il résulte de (2-6) que les coordonnées de H. Weyl sont
harmoniques, a 1’approximation linéaire

28) OO = — 2" Chynlx) =
1) [6))

Le dalembertien scalaire (III-14-2) se réduit donc, 4 cette approximation,

2-9) (1 42 )a oU— (1 — —)za

En ce qui concerne le dalembertien vectoriel, on remarque tout d’abord
que, par définition de la métrique de Schwarzschild,

R,z =0

en tout point x € Q;, puisque la métrique y est de classe C? (et méme Ce).
Les coefficients approchés se calculent donc a partir de (2-7) grice aux for-
mules

OB (x) = — 20 Coy(x)
P 1)

(2-10) S
(I,O)kg(x) = . nuiau CaBE(x) = Za‘icaai(x)
1) (€3}

i=1
déduites de (ITI-5-3) et (III-5-1). 11 résulte de (2-7) que

1,02 __
k% =0,
)

et que le dalembertien vectoriel approché s’explicite en
‘ (OU), =gM0,0,U, — 2ar=x73,U,
@-11) } (OU), =g?v0,2,U, —2ar—x*d,U,
+ 2ar-*(5ix" — 85x%)d, Uy

Les coefficients approchés du dalembertien p-tensoriel (I1I-14-1) sont

p
(», o)h a‘k?s(x) . 284 (1, O)h ‘Xu;\(x) - Z‘nlvzsgzcdus v(x)
”® ? - @

@-12)
(p, 0)k %(x) -2 § 835!40 duBufva (X).
N ) v

\ 1<u<v<p
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Les composantes du tenseur de courbure se calculent, a cette approxi-
mation, a partir de (2-6), car elles ont méme partie principale dans le repére
naturel et le repére mobile (2-3). Les seules non nulles ont pour valeur

Rf,‘;( =R ﬂ'o =Rx= .i,lf, = a(3x"x’e — r28}<)r—5

(6)] [€)) (€Y] (€))
ih ih : 00 hpy i0 i Oh

R = 3R g0 + 3R j — &R o — SR o',

)] @ o) ® (€M)

(2-13)

Le dalembertien 1-spinoriel a pour coefficients approchés

a l a 1 v, a
OVp A= — 2 e R 5 7 "C%(Yux®)s,
(2_1 4) [¢)) ()] Q)
(O,I)kg =0

(€3]

puisque R = 0 dans Q; pour la métrique de Schwarzschild. On en déduit
enfin les coefficients approchés des dalembertiens (III-14-3) relatifs aux
spins demi-entiers, ainsi que ceux du dalembertien (III-14-5) sur les
(1,1)-spineurs, utilisé en théorie de Petiau-Duffin-Kemmer.

3) Etude approchée du conoide caractéristique.

11 s’agit d’obtenir les équations approchées des bicaractéristiques issues
du point x’ de Q,, de coordonnées

x'0 = T, x't = paz"
£V = cos o, 2’ — sin «’ cos &, £3 = sin o' sin «”

G- ;

sous la forme
3 XX =% 0,07 57, p, o, ) = ¥ 4+ ¥
Pvzpv(l 5 ela 6" 5T P O(.', OC”) = DP(oyy +p(1)v-
Le systéme bicaractéristique approché s’écrit

d @y 4 P
G2 d—- 0 _ _Po_ P

il — .
2a 2
(1 + 7)1’0 - (1 - 7‘1)17,' 0 ’%ka(Pv)z
v=1

On en connait déja (cf. chap. IV, § 1) la solution a 1’approximation min-
kowskienne (a = 0) :

(G3) yH=nr J’(g) = — Agv(9), Py =1, Poe = P(o)(z.)’ = qi(9)
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d’out
3
(3-4) re= Z("" + ¥3)" =" — 2028 gr() + 22
© i=1
On posera
(3-5) ¥’ q;(0) = cos o’ cos 6’ -+ sin «’ sin 6’ cos («” — 6")

= m(0) = cos ©(0).

Du fait du caractere stationnaire de la métrique de Schwarzschild, la solu-
tion du systéme bicaractéristique vérifie, en valeurs exactes,

po = Cte = p¥ = AS(x"),

c’est-a-dire, a I’approximation utilisée ici,

a
=1—-.
Do 5
On en déduit
A 2 1
- (3-6) 9 =af( —-—)du
) Yo o\V/(u— p cos p)*+ p*sin P
A—mp+ r N
=2aLlog——— D a7,
£ e —m) e

L’intégration du systéme (3-2) s’achéve, compte tenu de (2-5), par

G por=20c®) + 20} MO g,
=20 + 22| —man 2+ @ —min(} - )]
(0) )
6y oty = [ [ D —piu3 03 0]
= gkqi' — p(lzfamz) (& — mgy) (mn tr- e)-

Ces intégrations ne sont valables que pour m =cos p #e= + 1. 1l
faut faire une étude particulieére des deux bicaractéristiques opposées issues
de x', caractérisées par

0 =o +2k'n, 0 =o +2%'x, soit gy =&’ (cosp=+1)
0 =n—a +2k'n, 0" = o’ + 2k" + D=, soit gy = — ¥ (cosp = — 1).
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Cette étude directe nécessite une discussion du signe de (p — eu) :

poure=—1l,p—esu=p+u>0 ©pourtout wu=—op,
poure=+1,p—su=p—u>0 pourtout u<p,

conditions réalisées dans Q;.

D’ou, au lieu de (3-6), (3-7)', (3-8,

-6)" o —af" ——Z——E)duz—-ZsaLo p—ch_ak
-0 Yo afo(lp—sul o £ % 0
" o a,. L (* p—cu _.a ., 0 1EA

G-7 P(l)i—as‘)g’ +2a£'fomdu—epi' o en

. A . o
G8)Y i — f e tigy = <%,
o P e

On peut regrouper les expressions (3-6) et (3-6)" de y(f), (3-7) et 3-7)
de payi, (3-8) et (3-8)" de yy en

r+A

(3-6) y& =—-@—|—2aLog(—~°)+ e
@ P r—a+top
©
Mr + )
] 9, i mgy @ o (1L
GN poi=d +2a;(gl mq')pr(r+9—mk)+ql(r P)s
©© ©

2an2

(3-8) yb= g Agy

Ces expressions sont valables pour toutes valeurs de m = cos p. Elles

montrent que, dans Qg y(g), Pyis y(f) sont des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables de 2, ¢/, 6",

Gréce a4 (3-6) et (3-8), on obtient la représentation paramétrique approchée
du conoide caractéristique T',-, en fonction de 2, ¢, 6”

2 (:)+7t+9

X=r1la—a-+2aLlog®

+ 9+ N Ogr—l—I—P
39 O]
;\2

xi = ki’ — ngy— " — mygy).

2a— "
o(r +p —md)
©
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Calculons maintenant le déterminant fonctionnel A de la transformation
(x', x2, x3)/(2, 0, 8") sur I',-. Son approximation minkowskienne a été indi-
quée en (IV-1-3)

A= —Asin 0.
©)

Le terme du premier ordre se calcule par la formule

aJ’(l) 3)’(1) . a}’(1)

I;, I} et I désignant les co-facteurs respectifs, dans A, de

a{xi}x' a{xi}x' O {xt}s
[0 N 20" P2

Leurs approximations minkowskiennes valent

. — A2 sin 0’g:(6 =2 9’ = — 2L
(3 22 sin 6'g;(6), I X sin 2}6' v k=gnv 0w
i

R
A partir de I’expression de < Yo ) déduite du systéme bicaractéristique (3-2),

o
et de (3-7), on obtient, d’une part

3)’(5
3-10 I; = 7\2 sin 6’.
(3-10) 55

D’autre part, si on considére que I’expression (3-8) de yfl) fait intervenir 6’
et §”, soit par I’intermédiaire de m = cos g, soit par ’intermédiaire de gy, il
vient

a}’(1) " J’(l)
F 4 L <r=2Asin ¢
(o) 6 o 90

D‘y(l) (Z}ql i}ql 1 gqi' %r
267 26" T sinz 6’ 96” 0"

n 3yu) (aql om 1 g a‘m)
26’ 26 T sin? 6’ 267 36"
ou
d, 3 A 2m
=adi{ =4 ——
ogy T Te—m ;
©
; r

Om 00 _2ap(r—|—p—m)\)2 r o6
© ©
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3 2\ 2 3 L\ 2
2068 - 26
j=1 i=1
dm)\ 2 1 om\® .
(w) T sine o (a—e) =sin®p=1—m?

entrainent enfin

Les relations

aJ’u) aJ’(f)__ 2a_, . o
"I—(% 206" 7 A% sin 0.

3-11 ;

(3-11) (0) 30
O]

Le résultat final résultant de (3-10) et (3-11) est valable pour toute valeur

dem =cosp:

| A—I—A=—7\25in6’31aa(é—|—z>%

© @ (’;)
3-12
(3-12) )
D+D=—1!1—al-+—
© @ P r

(0)

4) Approximation des bi-tenseurs-spineurs de transport
parali¢le.

Puisque (IV-1-4) tJ' = 33, on déduit de (II1-3-4) la valeur de la dérivée
©)

de 1t
@
dt:' 3
1) o 3
ar e 00 ’-=1(1) cigi()
c’est-a-dire, d’apres (2-7),

dry

[¢3) —_ 0
dn

a  di

. o o i g
(C2Y) PIN an 42 (P8 — 2av)
)

dt

O g Py ) (=0sia=D().
©

(2) Conformement aux conventions générales, tous les indices romains (a, ..., h,
i,k ..., ..) désignent dans ce chapitre un indice, égal a 1, 2, 3, relatif a un
repére aﬂine
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Compte tenu de la valeur pour A =0 : tgfl(x', x’) = 0, ’intégration de
&)

(4-1) conduit, pour m = cos p. # 4 1, aux valeurs approchées

ty=0
@
i a 1
DS e & — "’%)— + (v — mE')(* - 5) %
42) or .
a M mg . 0 )
13 = @, er
B e e O S K 2
(O]

Pour m = cos ¢ = & = 4+ 1, une étude séparée donne

. A - a
4-2) 1=ty =—a———F ty=0.
(1)l ('1)o ple—en) ™’ (1)r

Les formules (4-2)’ et (4-2)" peuvent €tre regroupées, de fagon a obtenir
des formules approchées valables pour toutes valeurs de m = cos @

[ 1o+ te=1

(0 @)
) kg)%-p) 11
1% =t = —alE —mg) O +q'(—~—)
! or (r + p—md) ro e
(4-3) () (® ©)
) , kgr)-l- °)
Dottt =80Fa(t%qy — 8 q) — 20— .
,\(o) +(l)r +aE® gy — & qa)(zr)((or)ﬂ_mn
()

Ces fonctions sont, dans Q, des fonctions indéfiniment différentiables
de 2, 6, 0",
Le bi-1-spineur de transport approché s’en déduit griace a (IV-12-8)

a 1 o o \Na l o Na
@4 =+ T" =72z ( tp' + t p')('YaYp )r’ =& — lp/(yayp ),r
) 4% 44

Mr + o)

- - g ! L i l — ! a
= 2 z (g qu or (I' + p— m;\) + gi (I‘ P) g(yoyi/)r,

=t ©© ©

Mr+p)
© v .
M Py zk & ge — 2 ) (i)
() (0) 1<i<k<s

ANN. INST. POINCARE, A-111-3 et 4 22
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Le bi-p-tenseur-v-spineur de transport paralléle se déduit par produit
tensoriel de z,- et 7y-. A la premiére approximation quasi minkowskienne,
il en résulte que

“5) POTY 4 PO = 8 Zs*, £ + s; =

[6)) [N @) £

On peut ainsi obtenir M4, A partir de (4-3) et (4-4).

5) Paramétrix approchée dans les cas scalaire et vectoriel.

On calcule la paramétrix du cas scalaire grace a (III-7-6)

oo L V= 180}
A \/_ Dpo
A Dlapproximation du premier ordre quasi minkowskien, il vient,
d’apres (2-1),

V== (1= 2) (14 %) =142

(0) © (O]

et d’aprés (2-5) et (3-12),

e R

()

Il en résulte que, sur Vi (x') (portion de ' o7 < | x° — ¥ <N,

1
_x(D—{—D)'

(O] )

1 1 2

- (0,0) 0,006 — _— il -
(5-1) 6 -} (0.0¢ )\31+a(p+r)
©

La relation (III-6-3) permet, sur V5(x’), d’en déduire la paramétrix
approchée du cas vectoriel, compte tenu de (4-3)

R ]
(0)

sy | OV =01 ) e (Z)+ ° Ll (!
G2 ! ¢ @ or(r+oeo—mh) A\ )
(0)(0) ©
r+e

(1,0) __ xa(0,0) ’ !
o= 8t aC e — 200
(0) (0)
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6) Noyau de diffusion approché dans les cas scalaire et vectoriel.

On rappelle 1a formule (I-8-5) de définition

M — 2,2,({g Job) — 3, (s Juo) + { K4 Juob.

Comme on I’a remarqué au § 2, le troisieme terme disparait dans le calcul
du noyau de diffusion approché des cas scalaire et vectoriel, relatif a I’espace-
temps de Schwarzschild. En vertu de (2-8), le deuxiéme terme disparait
aussi dans le cas scalaire; dans le cas vectoriel, il se réduit 4

3
. . 2
24( { €0 B }x,u,o) Gg,) ~ { 1,0 h‘é’}xr("") o) = Zz}i(_ {C - }x)
) © = \WMo
Le seul cas ou ce terme n’est pas nul est, d’aprés (2-7), celui ot 0#as#p#0

=12 AR 2V 5]
a1\ _ 2o () _5(?)®
o0 Safiea) )5 )22 )]
i—1 © = ©

Il vient, pour le cas scalaire, et pour les termes diagonaux (« = p) du cas
vectoriel

(O,O)M — (I,O)Mgl — (I'O)M:' — (1s0)M§, — (I’O)Mg’
(63 ()] [6)] w [€Y]

somf (=2 ] Seei 4]

Or, ainsi qu’on le remarque aisément, on a, & ’approximation du premier
ordre quasi minkowskien,

2 — i i o rz 2 2.
Z{y +y 3 2({({) +x s, = xT) = (1+ )

i=1

11 en résulte que

(6-2) (o, O)M @, O)M (I’O)Mi’ — (1’0)M§' — (I’O)Mg' = 0.
(V) (1) [¢3) @) (€3]
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Les expressions (I-8-5) de “”M% = ®"M. et de “”M2 (a # r) contenant
en facteur le paramétre a, les calculs de dérivation peuvent étre menés a
I’approximation minkowskienne (@ = 0). On supposera donc qu’on a

substitué les expressions minkowskiennes de gy, m, r, A en fonction
- (O]
de x!, x2, x3, o, &

et =X

3
i
p— EE x
_ i=1
» N m=

(6-3) & A A
S el Sy

11 est commode, pour effectuer les calculs, d’écrire les expressions (5-2)

de 6% = 9% et de @6 (a # r) sous la forme
(1) (¢V] (1)

[

(1,0) 0 ,0) i
|98 = 400k, — o (HI, 41, )
) 1)

(6-4) ? (1,0) o — aHJaI'
@ !
ou
r
— (0) te — i 1+ ___m)\__
er(r+e—mn) pr r -+ —mi
(0 (0) © ©
(6-5) J:l = Ea qr'_ E"’ qa"
Ji = mgy — &V
=% (1 _ 1)
A\r ]
(0
Pour calculer
i 3
\ COME — MY, — 5> 0,0, (HI + 1)
V] V) =

(6-6)

@08 : o 2 x® 2 x"
[“7ME=—a} Sooum)+o(1 ) =20 5) ¢
' k=1 (0) ©



PROPAGATEURS TENSORIELS ET SPINORIELS 327

on effectue, en appliquant (6-3), les calculs préliminaires

m 2r + p — m\ rtope
=X X e ) o
! prd er® (r+eo—m\)? er(r + p — mi)?
© (0) (©) (0) (0)
3
4 202 — mp)
ZDkaH T r(rde—m) + or¥(r 4+ p — ma)?
k=1 © (0 © (0

1
o)y = )‘\{ Jegr + m(grae — 83 }

P | , , ,
Oply = 5 (— £ 8 + £ S + e I7)
(6-7)

3
2
Zakakji’ =5 (i + 2mgy)
k=1

3
ZakakJ:f - )%Jff’
k=1

3
2 2 1 1
Zakakli = W{ ol — (v —mp)gr } + X %’(7 - E)

k=1 (0) [()]
2 x° 2 xr 20 _ar
‘», °r(i : F) ""a(i : r—3) =5arlr
k © () )

La substitution dans (6-6) de ces résultats partiels donne

(U’)M;’, — (I’O)M:;' =0
(&Y} (&)

COMZ =0 pour a#r.
)

(6-8)

11 résulte de (6-2) et (6-8) que, & I’approximation du premier ordre quasi
minkowskien,

(6-9) COM(x, x) =0, ®OMZ(x!, x) = 0.

Rappelons que tous les calculs aboutissant a (6-9) ont été effectués sous la
condition (1-3)
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7) Propagateurs scalaire et vectoriel.

11 résulte de (6-9) que, pour deux points x’ et x satisfaisant a la
condition (1-3), le propagateur scalaire et le propagateur vectoriel approchés
n’ont aucun terme de diffusion (3).

En effet, les formules de Kirchhoff donnent alors directement les propa-
gateurs approchés

(OOG, [ ()= — fj:ld%ffs(z){f(x) b d‘ti.r?
7-1) :
<(1’°)G:', .f;z > (x’) — J‘fw Adlffs(z) { t:/(x’, x)ffz(x) }x' dzi_z .

Ces formules sont valables pourvu que le support du champ d’épreuve
vérifie la condition (1-4)

&2 N8I, < Q.

Il est intéressant de comparer ces propagateurs aux propagateurs de
Jordan-Pauli (IV-1-7). Les formules (7-1) sont la généralisation la plus
simple possible a un espace-temps courbe des formules valables sur un
espace-temps de Minkowski. Il n’y apparait que deux termes correctifs
linéaires en a : 1’'un correspond a la distorsion du conoide caractéristique;
P’autre, qui n’apparait que pour le propagateur vectoriel, correspond a
P’écart a I’identité du bi-1-tenseur de transport parallele.

Pour faire apparaitre clairement ces termes correctifs, il suffit d’écrire les
relations (7-1) comme sommes d’intégrales sur C,-, suivant la méthode
générale des chapitres II et IV. Il vient, comme en (IV-4-2)

{©0G, f)(x)
()]
+e i 20
= f_w 7\d)\jfg(z)yz,l)()" e)avf()‘ + 7 — My + Pgl ’ZT_t
(72) ( (7G5 S ()

- f_w 7\d;\J‘J‘S(z) {30 0.0y foln + 7, — Agy + pE")

a iy d2Q
+ Ip'(;" e)f;l(k + T, — Ay + pgf ) } A=

(1) 4r
(®) C. Morette-DeWitt [/] a obtenu ce résultat simultanément par une méthode

différente; elle donne aussi un autre résultat dans le cas ou la condition (1-3) n’est
pas satisfaite (cf. remarque (1) ci-dessus, § 1).
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A Décart 4 l’identité du bi-1-tenseur de transport paralléle correspond
une couche simple portée par C,.. A ’écart 2 C,- de TI',- correspondent
une couche double et la dérivée d’une couche simple portées par C,-; la
dérivée de couche simple apparait en utilisant la relation (I-8-2)

=, 4 Pi .
{aif}x az{f}x +po{aof}x

qui permet de séparer les dérivées transversales et tangentielles au conoide.
L’intégration par parties sur C,» montre, comme en (II-5-5), que la dérivée
de couche simple est €gale a4 une couche simple portée par C,-

<996, 1) "

=—2[ "M [] ,

r+p+2A
Log ®——- “” O S+, —Agi+pEF)
(0)

f(H—'f —Agy+pE¥) ) d°Q
r 4n
()

(73) (<76 S &)

—=J 00

+ 7fp(k+ T, — Mgy +-0E")

(O}
o ’ i' dZQ
+ 105 % g AT, =g 4-68") | 5
(6V) TC

e+

20Log® e 0o fulht-7, —Agir+pE)

8) Conséquences pour les spins entiers supérieurs.

Griace 2 I’étude faite au chapitre IV, § 9, on sait déduire de (7-1) les propa-
gateurs approchés relatifs 2 un spin entier quelconque p, sous la condi-
tion (1-3).

Le fait essentiel est I’apparition, pour les spins p = 2, de rermes de diffusion
liés a la courbure riemannienne R*g%g,. (9-3)" et (9-1) donnent en effet
pour le noyau de diffusion, compte tenu de (6-9),

PR %) = — DR ()
@
(8'1) 4."” o
(")(Il()f{,(x’, N=—2 > R (.

1<u<v<p
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21 29

Le terme de diffusion correspondant, dans le propagateur approché "’Gp,p,
1e

ou (")Gj;{. est, respectivement,

(- 31 29 — 00y ’ +oxs, ,
gp;p;(x" x) = g p;p;(x , X) — {;I) p;p;(x , X),
(8-2) uv %%
St H (%)
D, S, )
1<su<<vsp

Le calcul se fait d’aprés (IV-9-5), en substituant les composantes du ten-
seur de courbure évaluées en (2-13). Il suffit donc d’effectuer le calcul de

(8-3y H*iy=H*i =H*) =H*k
® @ ® ®

=20 { £ 6" — 5} [ [ (o Caa — 3w
— W38 g + 38% g — 2m3) + om(3E7EE — 1))
1 dzQ
XA AL =g 16w

en substituant

(x® — x’O’)z _ z(xi _ x'i’)z

1 im1
A=z . = .
20X (- )i 0)
On a alors
" a,a, 2,2, a2, _00 a, _a,0 a;__0a,
(8-3) Hr;r; = 81"1"1.10'0' + 3 Hr'r' - sr'Ho'r' - sr'Hr'o”
[e)) 12y wmtz Iy 2 Xyt

1 &s

toutes les autres composantes du noyau H, '(x’, x) étant nulles.
(12 :

Le propagateur approché relatif au spin entier p est donc défini par

(8-4) <(p)G¢£ﬁ" f_& > (x/) —_— f-_l_:)\d)‘ffs(z) {(P,O)T‘ﬁ,(xl, x)fﬂ(x) }x»-d—:;?

+ Z ffffgx g:Zp;(x" x)fp,...a,,...a,,...pp(x)d‘x.

1<u<v<p
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Comme ci-dessus, mettons en évidence sa différence avec le propagateur

de Jordan-Pauli "’)GA défini en (IV-1-7). Elle est la somme de trois termes
00
correctifs, dont deux seulement sont portés par C,-.

(8-5)
<(p)(Gl);%" Ja2 &) == f :L : )\dxf f NE) {y W 9)-9,1; 2047 — Agi +oEF)

P
a oy d2Q
D o eyt — M o) G
u=1

+ z J f J o gp:’:pz(x s X for oy oy 0 (X)X

1<u<v<p

Le premier terme peut étre transformé de fagon a faire apparaitre, comme
en (7-3) pour les spins 0 et 1, une couche simple et une couche double portées
par Cy.

Pour obtenir les propagateurs approchés correspondant a une classe de
p-tenseurs présentant des symétries partielles ou complétes, il suffit de faire
dans (8-4) les regroupements nécessaires pour que n’apparaissent que des
composantes indépendantes du champ f. Il vient par exemple pour les
2-tenseurs symétriques (potentiel de gravitation), et pour les 2-formes (champ
électromagnétique)

60 Oy 1=~ 0] (G0 o] 52

2

+ f f f f & HZ (', %) + HZZZ'(x x) Ef(a,«,)(x)d%c.

@f® 2

-~ oLy & a: %y 0‘: 31 a:Q
@D CGE iy V== [T [ [ (5 020) frea]

1

HO" (" (s -~
+ J-Jffgx ; (1)"192 > %) gplpz(x > %) %fl«‘ad(x)d *

9) Spins demi-entiers.

En application des résultats du chapitre 1V, § 12, on voit que le propa-
gateur approché du spin 1/2, comme ceux des spins 0 et 1, et de méme sous
la condition (1-3) n’ont aqucun terme de diffusion.
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On déduit en effet de (IV-12-11)

, v , 1,7 \v ,
O-) PRI, 0 = 5OKE, 1) — 5 (Y ro)e VK, %)
(&) @ @

1O e v ,
— 3 D G PR, 0 =
(1)

aFr

11 résulte de méme de (IV-12-12)’ et (7-1) que
QR paN gor o o d
02 (6L e =— [ [ e 0w e

On peut mettre en évidence sa différence avec le propagateur de Jordan-
Pauli, sous la forme
-3

@/2)~r ra N +o v r g '
6L 1y o)== [T [ 180 0201 (1 5 — 2 +e)

*r’ a 2 dzﬂ .
+ a0 O (4 = — g+ ek Mo

ou, de méme qu’en (7-3), comme somme d’une couche simple et d’une
couche double portées par C, .

D’aprés (IV-9-8), le propagateur approché du spin 3/2 a un terme
de diffusion

04 (P e=—[ " [ [ | Lo 0020 e e

—3/[] | o B8, (vl f2a.

En vertu de (IV-9-4), on retrouve, pour tous les spins demi-entiers supé-
rieurs a 3/2, le méme terme de diffusion, et lui seul

(9 5) <(p+1/2)G.‘Ra3fi>(x)
=~ [ | [y (T, 97, Ny

ZJH.L, (1):"3( s ) (Y ve)e for. .ty 0, (W)
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Ou peut, comme en (8-5), mettre en évidence la différence avec le propa-
gateur de Jordan-Pauli

(9-6) (‘P“’*’G;t,;’, )

d Q
—— [T f P 0 SR+ 7, — g + &

_f_wm” ol T;(x, )& (n 4 =, — Agr -+ pi’)

+ Z DY S LS Y

- %ifjff &y (I-%puﬁ € x)(Y Ys)a fm .. .op(x)d4x~

La premiére intégrale peut étre transformée pour faire apparaitre, comme
en (7-3), une couche simple et une couche double portées par C, .

10) Remarque sur le propagateur 2-spinoriel.

En vertu de (IV-9-9), le propagateur 2-spinoriel approché a un terme de
diffusion, égal a

1 _.g

(10-1) I3 c,fz(x (¥ va, ) (rar?)2-

On peut se demander si la présence de ce terme de diffusion n’est pas
contradictoire avec les résultats obtenus pour les spins 0 et 1. Il faut déduire

de SGZ;C', par résolution des relations (III-17-4), les propagateurs approchés
relatifs aux formes des divers degrés g = 0, 1, 2, 3, 4, afin d’examiner quels
sont ceux d’entre eux que concerne ce terme de diffusion.

Des relations sur la courbure

R%, %0 (¥ ivpvp"2)1 = R,
1

(10-2) R% % (r ey ey e )i = 32 (RZ vy RS?),

1 2 : ; I/
R %G (Y v Yy Y Yay oty )i = 8R,
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il résulte que le terme de diffusion (10-1) ne concerne pas les propagateurs
antisymétriques d’ordre 0, 1 et 4, mais uniquement ceux d’ordre 2 et 3. On
retrouve pour ces derniers les termes de diffusion

(10-3) B, %) — HE(x', )
@°1°2 @1’z
By yB1Bs B2y BBy B3y yB1Bs
10-4 e““"*"“(b‘ 1Y st %R 4 s HY )
( ) BaB:Bs 91(1)9293—*— 92(1)9391_1_ 3 (1)°1P2,

conformes aux résultats du § 8.

11 subsiste une contradiction apparente entre les résultats obtenus pour
les potentiels électromagnétique et mésonique (§ 7), et pour les champs
électromagnétique et mésonique (§ 8 ou 10). Elle peut étre levée grace aux
identités (A. Lichnerowicz [I])

(&)

~n~ Ba ’ ®~a ., o @, , =
(10-5) Vg G[pip;](x,x)-{— Vp; Gp;(x,x) Vp; Gpi(x,x) 0,

d’ou il résulte, pour les termes de diffusion,

(10-5)’ VeH (', x) — VHEE(x', X) =0,
1"z () 1°2

et

(10-6) deOG(x', 9) + Ve GRAFEI . ) =0.

En effet, dans le cas du champ électromagnétique, la source fi4q, dérive
nécessairement d’une 1-forme-potentiel

fet® = 3 { Va9u8) — Vara )},

de sorte que la contribution apportée par le terme de diffusion (10-3),

o0y 20y 1
J. f J f E,«((I;I)O{é - goioé) f(v“‘%* — Vapa)dix
<] 8 a ,
=3 < vB(H“, e HO' ;), Qa>(x ),

o2 @i
se réduit en fait, en vertu de (10-5)’, & une intégrale triple sur C,.

Dans le cas du champ mésonique, o la source fix,«,«,) dérive d’une 4-forme-
potentiel (f = 89), il en est de méme, en vertu de (10-6), pour le terme de
diffusion (10-4).
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