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(Institut Henri Poincaré).

SOMMAIRE. — Introduction et étude d’un systéme d’équations d’ondes non
linéaires, décrivant un modéle corpuscule de spin 0-champ de spin 2% (et
réciproquement). Discussion des différentes formes des solutions du type
ondes planes de ces équations. On montre notamment que la masse propre
dynamique de I’élément corpusculaire est construite quadratiquement 3
partir des éléments tensoriels d’un champ de spin 2% interprétable comme
un champ de gravitation propre et constitue une intégrale premiére de 1’évo-
lution du systéme. Une extension de la théorie quantique des champs
conduit a la quantification simultanée des amplitudes et de la masse propre
dynamique.

I. — INTRODUCTION

On a proposé, il y a déja de nombreuses années [/], de décrire le champ
de gravitation par un champ de particules élémentaires caractérisé essen-
tiellement par un spin total 2%. De nombreux résultats obtenus dans cette
voie il y a maintenant plus de vingt ans et leurs prolongements par les techni-
ques modernes de la théorie quantique des champs ont montré la possibilité
de décrire par cette conception une large classe de phénoménes parmi
lesquels le mieux connu est I’attraction newtonienne entre particules mas-
siques [2].
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128 GERARD PETIAU

Je me propose ici de montrer comment une extension non linéaire du for-
malisme de la théorie de la particule de spin total maximum 2% permet de
décrire, suivant les idées des théories quantiques, un corpuscule de spin 0
(scalaire ou pseudo-scalaire) auquel est associé intrinséquement un champ
de spin 27% possédant les caractéres tensoriels d’un champ de gravitation
propre du corpuscule. Je montrerai notamment comment la masse propre
de ce corpuscule est construite & partir d’invariants associés au champ de
spin 2% et prend des valeurs définies par la quantification de ce champ.

II. — LES EQUATIONS D’ONDES
DE LA THEORIE LINEAIRE
DE LA PARTICULE DE SPIN 2a
ET LEURS SOLUTIONS ONDES PLANES

La théorie linéaire générale des particules a spin décrit les particules de
spin total maximum 2% au moyen de cinq spineurs de Van der Waerden,
soient :

Emlmzmsmg Ell, m,msmiy 11_13 msm,
?

E_, ilizis’ my E l.l_ljzl;l;:n
¢y

@ ) G )

(l.ly 22’ I.:h i45 ml, m27 mS, m4 bl 1: 2)'

Ces spineurs sont symétriques, d’une part par rapport aux indices non poin-
tés, d’autre part et indépendamment par rapport aux indices pointés : ceci
leur laisse 5, 8, 9, 8 et 5 composantes linéairement indépendantes (soit 35
au total).

Si ’on remplace ces spineurs par des tenseurs (complexes) définis par
rapport au groupe de Lorentz orthochrone propre, on est conduit 2 intro-
duire :

1° Un tenseur :

Duvie — Py — — Qe
associé aux spineurs :
i1m2m3m4 2ll.zl;m4.
& et
2 @

Celui-ci posséde 8 + 8 = 16 composantes linéairement indépendantes.
Les 24 composantes de @ sont liées par les 8 relations :

q'w')\'x =0, Dpug= Pue+ Poon+ @y =0.
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2° Un tenseur @®09 tel que :

QuPs — QPOWY — — PVIPS — — Prviop,

Ce tenseur correspond aux spineurs :

mymymym, Ll.msm, INANA

o fe e

Par suite ses 21 composantes sont ramenées & 19 indépendantes par les
relations :

o, =0,
Dluwvelo — Quves | Pveio | Perve — (),

Par contraction, on déduit de ®*»*5 un tenseur symétrique du second
ordre de trace nulle :

Owp = Qe (1)7\’}‘ =

P — — PHuh
Prp = — Q¥ ..
¢ a 9 composantes complexes linéairement indépendantes et correspond
au spineur :
lil_2a msin,

3 3 .

Dans la théorie linéaire des particules 4 spin ces tenseurs sont déterminés
a partir d’un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre
qui s’écrit dans le cas ol il n’y a pas d’interaction extérieure :

(1) D-U-(I)V,pﬂ - a"q)u-,po + D-P(DU-V»U - aUq)UN:P = 2x1q)lw.9°’
(#)) 3;\(1)”'7:90 - (DD(D‘D:GK - DU(DUJZPK) = 2x, 0" .
Par contraction (1) donne :

3) N[Ow - QAP = — 2, PWMP, — 2 Dive,

X, et x; sont deux constantes arbitraires que la théorie usuelle pose égales
en écrivant :

4@ X1 = X = .
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Le cas général est x,x, = p;. Le systéme (1) et (2) est la traduction tenso-
rielle du systéme spinoriel (spineurs de Van der Waerden).

rmymsm,

rmlmsm,, rm,mom rmymam
3'-”‘& m,‘E m MMy m 1Mmms
7t Q) @ Tty TNty
mym,msi,
= 4x, § T
*E0)
. Irmam irmm 1rm,m
ai‘zrmzmsmA_}_[ m’&: VMaMe | ymeyg MM | oym, p 2277 a]
M @ Tt TRe ]
—x,k Limmzm, ’
@
. izrmam‘ : I'lrm‘-,m4 Lirm Liyrm
il ot o
Pheg o 1T e T ]
—dx,E Lil.mem, ’
G)
. Ugrm4 : 211.3rm4 : il'zrm lllr AR
D‘i‘g—— a{_’i—_ Di’ L_ll] M| 1424 3 16263f7¢ g
[ 3 @ T 7t Pt
Lide  :  Lilr LLLr LLLr LLLI
phg 2t | ol o Divg A gy, g A0
@ TGy TR AET =dnty

(Oetm = ¥ = — ;0.

On sait depuis longtemps que le systéme (1-2) ou (4) en ’absence d’inter-
action posséde deux types de solutions que I’on rattache respectivement a des
états de masse propre m, et 2m, (Lo = Migc/#.)

Les solutions du premier type vérifient le systéme (1-2) et en plus la
relation :

) Z}A(I)””po = — [0,0* , — D™ ] = 0,0 | — D, 0% .
Les solutions du second type vérifient le systéme (1-2) et en plus la relation :

) o* = — O, = 0.

5P

Avant de généraliser le systéme (1-2) nous allons en préciser les solutions
du type ondes planes.
Nous appellerons « ondes planes » un systéme de solutions des équations
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précédentes pour lequel les tenseurs @ et ®##9 sont fonctions d’une seule
variable :
u = nyx*

définie au moyen d’un vecteur du genre temps n* donné : n* est le vecteur
de propagation.
On a :

@ nnv =1, |nt| =+ L.

Les ondes planes du premier type sont construites au moyen de n* et de
deux vecteurs du genre espace, soient n'* et n'* orthogonaux entre eux et
avec nt* :

’ ” - T ’ e
® nnt =0, ma*=0, nnt=0 ntn,=n"vn =—1.
Nous écrirons :

By o(4) = Puv,p Ya(w),

&)
‘I)u.v,po(u) = <Pu.v,poY2(u)

et par suite :

(D"‘.p(u) = - (I)M,pl(u) = — q’M,prn(u)
(10) = ¢* Y, (w),
(9" = — " ).

La substitution de ces expressions dans (1-2) conduit aux équations :

1y Pvoe — MyPu00 T+ MoPuvc — MoPuv,e] Y1(1) = 2x1‘Puv.poY2(u):

11)
[n;‘(p“lm - (npq’ul.cl - %n“;"px)]Y;(u) = 2x,9" . Y (1)

La condition supplémentaire (5) donne ici :
(12) ”}‘?M‘pc - - (np<Pu}\,u). - no(PuJ‘,p;\)-
Le systeme (11) se réduit alors au systéme différentiel :

Yi(u) = x, Y, (1),

(13 i) = — %Y,

si nous assujettissons les amplitudes ¢y, et @,y 06 aux conditions (12) et aux
relations :

NyPvos — MyPu,po + NoPuv,c — NoPuv,e = 2‘Pup.vo,
(14) ©A ®w
MmP e = — P 0
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Ces relations sont vérifiées si nous posons :

1 ’ ’ » » ” ’
Puv,e = \_/_i [(nu"v - ”Vnu)np + (nunv - nvnu)np]’

15)
l ’ ’, ” ” ’ ’
Puv,p0 = VE [(nv”u- - nun")(npnc - nonp) + (nu-n\: - nv";)(npnc - nonp)]'
Alors :
1
(16) <pM’°7‘ = — cpu_’p = —\/—i (n;,.n"’ + n;n"’).
et :
9,*=0.
On vérifie facilement que :
mgree = — gt = — [n¢™ 5 — no?™ ]

De plus, on a :

Pav PP = 20,0 PP = 2,
a7 Py 00?0 = 4<P(m)’(po)q,(uv),(po) =4,
CPI",P(PU"p = la
Puv,paP"° = 204,00 PP = 21y,

Le systéme (13) admet I’intégrale premiere :
(18) x, Y5 + x,Y; = ul,

1, désignant une constante arbitraire. On en déduit (avec x;x; = ), 1a solu-
tion de (13) :

Yy() = isin (ot + @),
(19) ‘/f
Y,(u) = —=cos (b + @).

Vo

Les relations (17) nous donnent alors :

F2 = (I)(w).p(])(w),o = (Y 1(“))23

(20) G*= (D(uV),(w)(D(m)'(pU) = @, Q"F = (Yow)*

On peut alors exprimer (18) comme relation de « conservation » ou de
normalisation sous la forme :

(V1)) p? = x,F? 4 x,G
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On peut aussi remarquer que les fonctions @, (4), @, .(#), ondes planes
du premier type, vérifient le systéme d’équations :
0,0, — 0,0, = XDy,

(22) alé (D0 - Prot) = x, PP,

Les ondes planes du second type sont construites avec le vecteur de propa-
gation n* et trois vecteurs du gemre espace, orthogonaux entre eux et
avec nt.

Soient n'®, n"*, n"* ces vecteurs x. On'a :

nff”n( M= 1, nun(p)u =0,

23
(23) nfLP)n(q)u =0, @, @=" " m,

Nous écrirons ces ondes planes sous la forme :

Qo) = Vo Zi(1),

24
4 Dy oo(t) = YiypoZa(U).

Nous poserons ici :
Vo= 72 [(myn;—nine g+ (g —nip Ync],

1
¥ vpo— = |1 1Fv, _nv‘F . c+n ¥ v,o’_ncr‘F Vy
(25) A \/2[ (3 o1} 2,01 (Sl 3 w p]

22

1
= /2 =) )+ (a2 ) =)
+ (o =Yy — i)+ (nonty— o) (i =i )]
On vérifie immédiatement que :

Y,*=0, ¥, »=0,

entrainent : -
(DM""‘ = 0.
De plus, on a ici :
n, Pereo — _ Pueo
(26) Wiy,o V9P = 2W () o P0 = — 2,

Wiy o0 Frivpo = 4 (), (o0) F)P0) = — 8,
et par suite :

F? = @), , 0@ = — [Z,(w)]?,

27
@7 G*= D), (p0y PEVHPO) = — 2[Z(u)]>.
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On a aussi :
W00 190 = 2W 1y 00) V0 = — 2m,
d’ou :
(28) Dy 00y DD = — 1, Z()Z(w).

En reportant (24) et (25) dans le systéme (1-2) nous déterminons Z,(u),
Z,(u) par le systétme différentiel :

Z, = —2x,7Z,.
On a ici ’intégrale premiére :
(30) XoZi + x,Z3 = pl.
Avec x;x, = g on en déduit la solution de (29) :
Z,w) = V“!—- sin 2uot + 9),
&) o
Zy(u) = \/1— cos Qg1 + ).
X1

La relation de conservation (30) s’écrit encore :

¢2) x,|F2|+%‘|G=|=“§,

III. — LES EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES
D’UN MODELE SPIN 0 - SPIN 2#
ET LEURS SOLUTIONS ONDES PLANES

Nous allons maintenant introduire et étudier un modéle plus général
associant étroitement des éléments tensoriels susceptibles de décrire, d’une
part un corpuscule ou un champ de spin 0 (« méson » de type scalaire ou
pseudo-scalaire) et d’autre part, un corpuscule ou un champ de spin 24.
Cette association est réalisée suivant un procédé que nous avons déja intro-
duit et étudié dans de nombreuses publications antérieures [3]. Les éléments
tensoriels constituant la fonction d’onde globale sont associés par un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre non linéaire et
d’un type bien déterminé. La structure du systéme entraine 1’existence de
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solutions du type ondes planes d’amplitudes bornées qui permettent d’attri-
buer a certaines des composantes de la fonction d’onde globale le réle de
fonctions d’ondes corpusculaires tandis que les autres composantes décri-
vent un « champ propre » du corpuscule considéré. L’existence de transfor-
mations échangeant le rdle des composantes permet de considérer récipro-
quement des états ol ce champ est analysé en « corpuscules » avec un champ
propre construit & partir des premiéres composantes.

Le modéle que nous introduisons ici est décrit au moyen d’une fonction
d’onde globale associant :

un champ tensoriel scalaire :
K(x%)
un champ tensoriel ®wv°(x) :
Do — QoY —= — PWie,
q)ul,x =Y Dpye) =0,

un champ tensoriel ®weo(xk) :
Quvies — Qrouy — — PIeo
v =0, @y o0 = 0.
Ces tenseurs seront déterminés a partir d’un systéme d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre que nous écrirons :
(a) au-q)v,rm - avq)u,pc + apq)uw,s - 2}oq)uv,p = 2x1K(DuV.po ’
(33) ® 31(1)“)‘,00 - (39([)#7\,0)\ - aU(DU)\,pA) =2x ”K(Du.no ’
(c) 3K = — x50y, 06y PV = — x5C,,.
(Nous notons :

1
(Du\'.(m)q)v'(po) = ) ((Duv,pod)v"”)-

Le vecteur C,, est défini ici au moyen du produit :
Cu = Oy ooy D),

X1, Xa, X3 SONt trois constantes positives introduites essentiellement pour
la commodité du calcul. En multipliant les fonctions ®,,,, @, €t K par
des constantes convenables, on peut toujours se ramener 4 x; = X, = X3 = 1.
Les signes devant ces constantes ont été choisis pour faciliter le calcul notam-
ment le signe placé devant x,.

La contraction de la premiére équation (33) conduit 3 :

(34) (D2 4 Dupd) = — 2, Diho,
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En posant encore :
o = _ oW

0 A2
nous écrivons (34) :

2);\[(1)11.?‘,9 -+ cI)u.pl] — 2x1(1)u.p.

Le systeme (33) (sans interaction extérieure) admet encore deux types de
solutions correspondant & des conditions supplémentaires.
a) Les solutions du premier type pour lesquelles on a :

(35) QM DO — D

et par suite :
o - iy
PT o o~ p 2 ,pc*
b) Les solutions du second type pour lesquelles on a :
(37 <I)“",pl =—0" =0
et par suite :

(38) RO — 2x KDH

L’équation (33 c¢), soit :
DU'K - - x:;Cu,

conduit pour K(x#) & I’équation du second ordre :
OK + x30,C* =0,
Tenant compte de (33 a) et (33 5),0n a :
DuCu = [xl([)(w),(pa)(l)(uv).(po) —2x 2c[)v’(m)q)v,(pa)

1
— 5 0,72, — 2607 )]K(x¥).

Par suite dans le premier cas, tenant compte de (36), on a :

39 DK 4 [%:1%3 D), 00y PE1C) — x,%5D, 0y PHEDK (x1) = 0.
Dans le second cas tenant compte de (37), il reste :

(40) OK + [%1:X3P vy, 00y PEMED) — 2x,x5D, (o) P CPIK = 0.

Toutefois, nous devons remarquer dés maintenant que dans (39) et (40)
le coefficient de K dans le second terme de ces équations du second ordre
n’est pas une intégrale premiére de ’évolution du systéme (33). Par suite,
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ce coefficient méme lorsqu’il est positif ne doit pas &tre considéré comme le
carré d’une masse propre réduite.
Nous allons maintenant préciser les solutions ondes planes du systéme (33).
Ces ondes planes sont définies par la donnée d’un vecteur de propa-
gation n* du genre temps auquel nous associons la variable unique :

U= nyx=,

Nous allons considérer successivement les deux types de solutions indi-
quées ci-dessus.

Nous écrirons les ondes planes du premier type au moyen de trois fonc-
tions Y,(u), Y,(u), Ys() en posant :

Duvo = Puvo Y1(4), D@vp0 = Puv,eo Y 2(4), K = Y;(u).

Avec les définitions (15) de ¢, et @y, o ainsi qu’avec les relations (17),
on obtient en substituant dans (33) le systéme différentiel :

Y= x,Y,Y,
(41) Y; _— - X2Y1Y3,
Y;= —x,Y,Y,.

Posant (pour x;, x,, x5 # 0) :

@) Yi) =y, Vi) = — 1 5, Yel) = — @)

AV/Xaxs V%1% VXX,

le systéme (41) s’écrit encore :

43) N=VVss Vo= =DY1Vs, Vo= = 1D

(43) admet les intégrales premiéres :

Vityi=xn

44
“ VA=

¢
et par suite :

YVa—Yi=N—A.
Par rapport au systéme (41) celles-ci s’écrivent encore :

45) x5 Y] + X%, Y5 = A2 = plx,,

X2X3Y] 4 X1%, Y3 = A2 = pix,,
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d’ou :

XX Y3 — %%, Y5 = 2% — %
Les constantes u3, u3 sont ici définies a partir de A}, ] par :

2 2
)‘1 = X3, k: = p':xﬂ

de telle sorte que ’on a :

(46) szz + lez = (J*za
XsY; + X%, Y3 = p,.

le systéme (43), (44) admet deux formes de solutions suivant que 1’on aura
soit :

A< A):CasA,
soit :

A; < Al :CasB.

Considérons le cas A. — Pour A} < A2 1a solution générale du systéme (43)
avec les intégrales premiéres (44) s’écrit :

Y1) = Msn(aut + @, MafAs)
47 Yo(u) = Men(hsu + @, M/2y)
Ys(1) = hedn(Aatt + @, Mi/hs).

Les fonctions sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k) sont les trois fonctions ellip-
tiques de Jacobi.

Le cas limite A, = 0 résulte ici de x; = 0. Alors le module £k = 0 et ’on
a sn(u, 0) = sin u, cn(u, 0) = cos u, dn(u, 0) = 1.

On voit facilement que la dégénérescence x; = 0 entraine K = Cte et par
suite que dans ce cas le systéme (33) se réduit aux équations de la particule
de spin 2% de la théorie linéaire.

A partir de (47) nous obtenons :

Yi) = P sn(hau + ¢, M/,

\/x 2

(48) Y.(u) = B cn(gt 4 @, M/s),

\/x 2

Y,(u) = “—2— dn()‘zu + o, M/Ao),

X1

La constante A, = p.,\/ s joue ici le role de masse propre dynamique.
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D’autre part avec :

Py o PHP = 1, ‘P(uv),p<P(w')’° =1, ‘P(uv),(po)q’("’v)'(po) =1,

les relations (45) s’écrivent encore :

X 2% 3D, o PP - x5 D1y, (p0) PEIED) = 2],

49
@ X3 %5 P e PO - x,20, K2 = A3,

Dans le cas limite x; = 0, il reste :
)\: == [J:g = xlsz:-

Considérons maintenant le cas B : pour A} < A} la solution générale
de (43) avec (44) s’écrit :

Y1) = Aosn(Mu + @, AofDy)
(50) V2(1) = Mdn(Au + @, Aaf2y)
Vs(1) = Acn(Mu + @, AsfAy).

Ceci nous donne :

Y, () = :;3; snOtt + @, Aaf/Ay),

3

(51) Yz(u) = _Ei_' dn()\lu + (P’ }‘2/)‘1)’

\/x 1

Y.(u) = Mt cn(Mu 4+ @, Ay/Ay).

1

Ici c’est 1a constante A, = p.l’\/ X3 qui joue le role de masse propre. A, et A,
(ou u, et yu,) sont intégrales premiéres et sont associées aux éléments de la
fonction d’ondes par les relations (49) : la masse propre A, est donc cons-
truite ici au moyen des éléments tensoriels qui correspondent & ’approxi-
mation linéaire au champ de spin 2%.

La solution (50) du cas (B) se déduit de la solution (47) du cas (A) par
I’échange des constantes ;, 2, et la permutation des fonctions Y,(x), Y ().
C’est la transformation du « module réciproque » de la théorie des fonctions
elliptiques :

sn(ku, 1/k) = ksn(u, k)
en(ku, 1/k) = dn(u, k)
dn(ku, 1/k) = cn(u, k).

Dans le cas B, les fonctions K(x*) et C,(x*) peuvent étre considérées comme
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éléments d’une fonction d’onde décrivant un corpuscule de type scalaire (ou
pseudo-scalaire).
En effet, si nous revenons aux équations :

aMK = — x;;Cp.,

Cu- = q)u-v,(pa)q)v'(pc)
pour :
K=K@, C,=Cuw,
ona:
Co(@) = n, Y, ()Y (w).

On en déduit avec (41) et (46) :
9,Ct = [x,Y; — x. Y3 Yo = ~ [(7\2 — 2%}) + 2x.x,Y;] Y.

Par suite K(u) est solution de 1’équation du second ordre :
OK + (3] — 22))K + 2x,x,K? = 0.
Celle-ci s’écrit encore :
(52) OK + (pxs — 2u5%,)K + 2x,%,K? = 0.

Ici le coefficient de K du 2¢ terme est intégrale premiére.
On voit sur cette équation que dans le cas B, ’approximation linéaire de
notre théorie pour x, = 0 conduit pour K(«) 4 I’équation de Klein-Gordon :

oK+ MK =0,

mettant en évidence le role de masse propre réduite joué par la constante A,.
Le corpuscule scalaire est décrit ici par les éléments K(x*), C,(x*) réduits
aux ondes planes :

K@) = —= CnO‘lu; Ao/A1),

(53) o

C.(u) = &j‘; usn()\lu, )dn(k1 s ;\1) .
1“v3

A la limite linéaire x, = 0, A, = 0, il reste :

K(u) = —==cos (Au),
(s4) \/ X,

Cow) = 225, sin (Au)

\/ X1 X3
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avec la masse propre réduite A3 telle que :
(1) = xx5(Y3)™
Dans le cas général :

AL = XX Dy DU |- x,x 3P(uv), ooy DEe0)
=3 xzxscb(w),p([)(u\'),a _I_ xlxs(l)u’pq)um.

(55)

La masse propre est une intégrale premiére construite avec les fonctions
du champ : En quantifiant I’ensemble des fonctions du champ nous obtiendrons
a la fois la quantification des amplitudes des fonctions corpusculaires et des
JSonctions du champ de spin 2% et corrélativement la quantification de la masse
propre.

Nous avons jusqu’ici considéré les solutions du premier type du sys-
téme (33). Nous allons maintenant considérer les solutions du second type
obtenues en adjoignant & (33) la condition supplémentaire :

O, =0,

uA,
Dans ce cas nous écrirons pour les solutions du type ondes planes :
Dy = YuvoZi(w),
(56) (Du.v,pc = T‘uv,pczz(u)a
K(u) = Zs(u).

Nous conservons les définitions (25) de ¥\, et ¥y oo

Nous avons ici :
Wiy V09 = — 73,

(57 ooy TEIED = — 275,
‘Iﬂp.v,(pc) lIJ‘v,(pc) _ nuZIZZ.
En reportant dans (33), on obtient alors le systéme différentiel :

Z; = 2x12223,
(58) Z, = —2x,7,Z,,
Zy =+ x3Z2,Z,.
Posant encore :

(59) Z,(w)= Z(w)= Zy(u)=

1 1 1
y (u)9 y (u)’ B e Uu),
\/ 2X9X3 ! \/ 2X,X3 ’ '\/ 4x,x, ¥(#)

on obtient le systéme :

(60) Vi=DY2Vs, Vo= —Y1Vs, Vs = V1Y
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Celui-ci admet deux intégrales premiéres que nous écrivons :

(61) ViF V= = paXs,
Vit ¥ =N = pix

Ces relations nous donnent encore :

©2) 2x3%5Z3 + 2x:1%5Z% = A3 = pixs,

2xIX3Z: + 4x1x22§ == )\i == P.ixl
et :

2x,%5Z7 — 4x:%,Z = A; — A,

La solution générale du systéme (60), (61) prend encore deux formes sui-
vant que A} < Al ou A} > Al

Dans le cas A’ : A} < A}, nous avons

1) = — Asen(hu + @, As/As)
(63) Vo) = Agsn(Aqu + @, AgfNy)
V() = hdn(haut + @, As/Ay).

Dans le cas B’ : A} < 22, nous avons

Y1(t) = Aadn(Asu + @, AyfA5)
(64) V(1) = Aasn(Agut 4 @, AofAs)
ya(u) - — )\gcn()\au + (P, )\4/)\3).

Il est peut-étre plus intéressant d’écrire les fonctions des cas A’ et B’ au

moyen de fonctions elliptiques de Jacobi déphasées de K(k), (K(O) = g)
En effet, on a :

sn(u + K) = cd(u) = cnufdnu
cn(u + K) = — k'sdu = — k'snufdnu
dn(u + K) = k'ndu = k' [dnu.

Dans le cas A’ :

l I,
k=12fh, et K=o VN =k
4

Dans le cas B’ :

k=2fhs et k'=%\/7\§—7\:
3
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Posant ¢ = K(k) + ,, on obtient alors :

Dans le cas A’ :
Y1) = Ou/A)AV/ A2 — Nsd(hatt + @1, MafAd),
(65) Vo) = hsed(Mu 4 @1, As/Nd),
ys() = A/\2 — Nnd(hu + @1, MafA).

Dans le cas B' :

.V1(u) '\/7\2 7\:’1‘1(7\3“ -+ P1s Aefs),
(66) .Vz(“) = hcd(hsut + @1, YW/ R
Ys() = (/) V/ N2 — Nisd (At + @1, Ao/Ag).

Si nous revenons aux expressions (63) du cas A’ elles nous donnent pour
les fonctions Z,(u) :

Z(u)= — \/;1;7 cn(h g + @, As/hy),
(67) 2(“) \/2'— sn (7\411 + ?, )‘8/7‘4)’
Z(u) = dn(hu + @, Ag/Ay).

Ba
24/x,
" Dans le cas B’ les équations (64) nous donnent de méme :

Zw) =

\/“27 dn(hatt + @, Mafo),
(68) Zy(u) = ﬁm@au + ¢ Afg),

Zyu) = — 2\“/‘;2 cn(hat + 95 Aafho).

La partie corpusculaire de la fonction d’onde est constituée ici (cas B’)
par les fonctions :

Kw et Cyuw)=—nZZ,.

Nous avons alors :
K =—x,C,

et nous en déduisons 1’équation du second ordre vérifiée par K(x) :

(69) OK + (A2 — 222K + 8x,x,K* = 0.

ANN. INST. POINCARE, A-llI-2 10
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La masse propre réduite est ici A, et se trouve liée aux fonctions de champ
par la relation :

(T0) 73 = 2x9X5Z3 4 2%,X5 2 = — 2%9X3 Dy e BEN — 513D 1) () DEWHE0),

IV. — LA THEORIE DE CHAMP CLASSIQUE
DU MODELE NON LINEAIRE SPIN 0 - SPIN 24

Nous allons maintenant associer au modéle décrit par les équations (33)
une théorie de champ classique en construisant un formalisme hamiltonien
associ¢ a I’évolution des états du champ :

((DU-V,P’ (I)[-'-V.PG’ K)'

Pour cela nous considérerons les états d’onde plane du champ dont I’évo-
lution est déterminée par les équations différentielles par rapport 4 la varia-
ble u = n, x>

Les états du champ sont donc des deux types que nous avons déterminés
au moyen des fonctions Y,(u), Y(1), Ys(u) ou Z,(w), Z,(u), Zs(1).

Considérons les états du premier type pour lesquels les fonctions Y(x) sont
déterminées par les équations différentielles (41) et leurs intégrales pre-
miéres (45).

Nous avons ici trois choix possibles pour les variables canoniques qui vont
caractériser les états du champ :

10 X == Yl, P = lleng,
20 X=Y,, P = —Ix,Y,Y,,.
30 X =Y, P = — Ix;Y,Y,

(I est une constante dimensionnelle arbitraire).
Considérons d’abord le premier cas :

Le systéme (41)-(45) nous donne :

, _dX 1 0H,
X=wu=1"=72p"
, dP oH

Nous en déduisons :

1., .1
1) Hy = 5, P2+ 5 [( 4 %)X — xpxeX].
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De plus (45) donne :
_INy

T2 X%y 2

(72) H, 1

La fonction d’Hamilton H, correspond aux cas ou les constantes (inté-
grales premiéres) A: et A; sont fixées.

Un hamiltonien plus général sans ce choix est obtenu en introduisant une
variable cyclique X, et en adoptant la nouvelle fonction d’Hamilton :

1 )

Les équations du mouvement déduites de cette fonction d’Hamilton nous
donnent :

ax, 1 aX, I,
i 2w
dP .

(74) Si=0 dol P,=Cte=C,
dP
—di = - I[XIPZ - 2x2x3x"1’].

H(y) est ici une intégrale premiére et nous caractérisons un état par :

)
(75) H(l) = 5 Cl’ Pg = Cg

C,, C, sont deux constantes arbitraires positives.
Les équations d’évolution en u sont alors déterminées par :

dX, 1
w1
avec
P: = I’[Cl —_ CgX: + XQx:)X:] et éd—"xuz = éX:.

Nous pouvons associer aux constantes C,, C, deux nouvelles cons-
tantes A}, A3 définies par :

NA

XX

(76) o Co= M 42
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Les équations du mouvement sont alors :

dX,_1
du 1

Al A
ri (3 - x20) (2 - x0)

Si nous introduisons les fonctions auxiliaires Y,(u), Yq(u), Ys(u) définies
a partir de X, par :

Yl(u) == Xl(u)a

P19

1 ———
Ya(u) = \/x . VR —xax. X2,
18

Yi(w) = \/x \/ A2 — xax X3,
1 2

nous retrouvons avec P, = Ix,Y,Y; I’équation :

Y; = lezYa
et les deux relations :

Y, = — x,Y,Y,, Y, = —x:Y,Ys,

ainsi que (46).
La fonction d’Hamilton (73) nous redonne bien les équations (41) et (45).
La définition de la fonction X,(#) nous donne :

X,() = ; f "X

Dans le cas (A) nous avons vu que :

u sn (Agt, A/
Xy(u) = \/x2x3 (Matt, Ma/s)
d’ou :
A2 u
Xo(u) = é 23163 Jo sn2xudu.

Mais I’on a par ailleurs :

: fsnzudu = l% [u — E(u, k)]
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ou en introduisant la fonction z&ta Z(u, k) de Jacobi par :
Z(u, k) = E(u, k) — E u
u, = u, K )

1 [K—E

fsn’udu = — K

oz u — Z(u, k)],

(E(y, k) intégrale de Legendre ; K(k), E(k), intégrales complétes de Legendre).
Nous en déduisons :

Xou) = é i [xzu - E(xzu, l)] S [(1 — g))\zu — ZOw, xl/x,)];

X2X3 A 2 XX,

Rappelons que Z(u, k) est périodique de période 2K (k).
Dans le cas (B), 2, et A, se permutent dans I’expression de X,(u).

Le second choix de variables canoniques, soit :
Xi=7Y,, P, = — Ix,Y,Y,,
nous donne les équations canoniques :

1
X; - 7 Pl’

P; = — I[(3 — 21}) + 2x,x:.X?] X,
Celles-ci dérivent de la fonction d’Hamilton Hyy :
1 l ;
an He = 5 P14+ 5 [(% — 28) X} + x.x:X]]
et I’on a ici :
/
H(z) = 2x_1x3 ()\2 — 7\3))\:.

Nous pouvons encore remplacer cette fonction d’Hamilton par la fonction
plus générale :

1 )
Les équations du mouvement se déduiront ici des intégrales premidres :

: l
H(g) == 5 Ci, Pg :C;
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au moyen des relations :

1
X;=7P1,

En associant & C; et C; les constantes A%, A telles que :

)\2
Ci=(0—2)—, C,=(—223)
X1X3
nous écrirons :
A2 2 A2
P2= [¥ - xa)(f] [—3 — x1Xf].
xl x3

Nous retrouverons les équations (41) et (45) en définissant les fonc-
tions Y(u) par :
Yz = Xl’

xganf = )\i - x1x3Xf,
2 2
X% Y5 = (33— 2?) + xpx, X2
Le troisiéme choix de variables canoniques, soit :

X; =Y, P, = — Ix,Y,Y,
nous donne :
1

X],_=7P1,

P, = — I[(A — 222X, + 2x,%,X}].

Ces équations sont déduites encore de la fonction d’Hamilton :

1 1
avec la valeur particuliére :
/ (7\: - )‘:) 2
Ho=3 S

Nous pouvons ici encore remplacer cette fonction d’Hamilton par la
fonction plus générale :

1

l
(80) H(s) = 2—1Pf + i [X:Pg + x1x3X:].
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Les intégrales premiéres :

1
H(a) - 2 C;, P2=C;

nous redonnent les équations (41) (45) si nous définissons Aj, A] par :

_ (=)

P Ci=2N—2.

C

L’équivalence des équations du mouvement associées & ces trois fonctions
d’Hamilton résulte de leur équivalence canonique.

Dans le cas du second type de solutions des équations (33) nous avons
été conduit au systéme différentiel :

Z; == 2xl22Za,
(81) Z; = 2vaIZ:;,
Z; == x32122

avece
2x2xsz: -I- 2xlxsz§ = )\:,
2x1xsZ: + 4x1xgzg = )\fo

Si nous considérons le changement de variables :

X1
2x,

(82) Z,=— Y., zZ,=4/ 2v,
1

1
Zs = § Ysa

le systéme précédent devient :

Y],. == legYa, Y; == - szle, Y; = e stlYg
avec
X1X5Y3 + XoxsY: = A2,

xlan: + xlang = )\so

Nous retrouvons donc le systéme (41)-(45) avec substitution de A; et A
aal, A%
Toutefois, nous devons remarquer que ces constantes représentent des

combinaisons de fonctions distinctes dans les deux cas. Mais du point de
vue fonctions d’Hamilton nous retrouverons les fonctions du premier cas.
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Les trois fonctions d’Hamilton seront donc du type :

1 I
(83) Hpy = EIP: + 3 [XiP s+ VpX:]
avec dans le premier cas :
Vi1 = — XaX3, Vg = X1X3, V3 = X1 X3,
et dans le second cas :
v; = 2X,X, v, = — 2%;X3, vy = 4x,%,.

V. — LA THEORIE QUANTIQUE
DES CHAMPS ASSOCIEE
AU MODELE NON LINEAIRE SPIN 0 - SPIN 2#

Nous allons maintenant associer une théorie quantique des champs au
modele que nous venons d’étudier. Cette théorie quantique des champs
va nous conduire a restreindre les valeurs des intégrales premiéres Aj, A;
ou A}, A} & certaines valeurs seulement et par suite nous obtiendrons une
quantification simultanée des amplitudes et des masses propres alors que la
théorie quantique des champs usuelle construite sur les équations d’ondes
linéaires ne quantifie que les amplitudes.

Nous construirons [4] [5] cette théorie quantique des champs par analogie
avec la premiére quantification. Celle-ci se raméne d’une part & ’association
aux équations dynamiques (écrites sous forme newtonienne ou hamilto-
nienne) d’une équation de Schrodinger qui est une équation aux dérivées
partielles du second ordre obtenue par une correspondance formelle entre
grandeurs classiques et opérateurs et d’autre part en restreignant la variété
des solutions de cette équation de Schrodinger par des conditions fonction-
nelles permettant une interprétation probabiliste de ces solutions. Cette inter-
prétation probabiliste est construite de fagon a retrouver les équations du
mouvement classique pour les valeurs moyennes des opérateurs associés
aux grandeurs dynamiques.

J’admets ici que ce processus est encore valable pour construire une
théorie quantique des champs associée a 1’équation d’évolution d’un

champ ‘I"(;, t) du type :
(34 0¥ — F(¥) = 0.

Nous nous limiterons ici aux états de champ bien définis constitués par
des états d’ondes planes d’amplitudes bornées.
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Pour ces états nous pouvons encore écrire :
Fx) =¥(w)
avec :
U = nyx*.
L’équation d’évolution du champ (84) se raméne alors & 1’équation
différentielle :
dz

(85) - () — F(¥) =0.

Nous considérons cette équation comme 1’analogue en théorie de champ
~ classique de I’équation de Newton d’un mouvement.
Nous nous placerons alors dans le cas particulier od F(¥) « dérive d’un

potentiel » soit :

F(¥) = — i 7 V().

Ceci nous permet d’introduire la fonction d’Hamilton du champ :
1
H(p, ¥) = 5p*+ V().
Nous associerons a celle-ci un « opérateur hamiltonien », soit :

W a
— % gga T V(®)

et formellement I’ « équation de Schridinger » du champ :
5 O fiz D2
(86) ’ﬁa‘u O(Y, u) = (H)op ®(¥, u) = [ 3 30 + V(‘P‘)] (Y, u).

Dans la variété générale des solutions O(¥, ) de cette équation aux déri-
vées partielles linéaire du second ordre, nous nous restreindrons a certaines
solutions ®(¥, u) « quantifiées » par la condition de pouvoir les utiliser
pour construire un formalisme d’interprétation probabiliste. Celui-ci ne sera
pas en général le méme que celui adopté en premiére quantification.

Si nous considérons par exemple une équation de champ du type :

C))] OF + ¥ 4+ ¥ =0,
nous avons ici :
o T ¥
= — 2 —_
V(%) 5 ¥z i
Pour un état d’onde plane ol ¥(x#) = ¥(u) 1’équation de Schrédinger
associée a (87) s’écrira :

> 2 2
©8) iy (Y, u)=[ ;’;a‘yﬁ \in-‘%‘w‘]o(w, u).
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Séparant les variables en écrivant :

O(Y, u) = & “o(v),

il reste :

o (¥ e &

o) = | -5 Jg+ Ven]oen)
ou encore :
%9 2
(89) FF T = V(D[0P =0
c’est-a~dire ici :

dz 2 “-2 p‘2

(%0) [F"‘h_z[s_"fo%q:fw O(¥) =0.

L’équation de champ (87) nous conduit pour déterminer ®(¥) & I'équation
d’un oscillateur anharmonique.

La forme usuelle de la théorie quantique des champs est retrouvée avec
I’équation de I’oscillateur harmonique correspondant au cas @ =0.

A cette équation (90) avec p? et u? fixés sous la condition que les fonc-

tions ¥'(x) solutions de :

2
1) dTlf + ¥ £ ¥ =0,
soient d’amplitudes bornées, nous pourrons associer un probléme de Sturm-
Liouville classique sur un intervalle borné ou un probléme de Sturm-
Liouville singulier sur — o0 <¥' < -+ . Les solutions correspondantes déter-
minent un spectre de valeurs de e, soient ¢, auxquelles correspondent des
fonctions propres ®(¥, €,) orthogonales sur — o, + o avec la fonction
de poids 1.

Nous allons appliquer plus explicitement cette méthode au cas du modeéle
étudié ci-dessus.

Les équations (33) étant considérées comme équations de champ classique
et en prenant les fonctions Y(x) comme variables du champ, nous avons
associé 4 Y;, Y, Y ou 3 Z,, Z,, Z; les fonctions d’Hamilton (83).

Appliquant la méthode indiquée ci-dessus nous faisons correspondre aux
moments P,, P, des opérateurs différentiels par la correspondance formelle :

>
P, = (Pop= — ifine

P — (Pl)op = a’Xz .

L, O
— 3%,

Nous obtenons alors & partir des fonctions H(, des opérateurs hamil-
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toniens. Ceci nous permet d’écrire les équations de Schrédinger corres-
pondantes :

o
in > DXy, X, ) = (H(p))opd)(xn X, u)

ou encore

o
92) i >u O(X,, X, u)

L N [ . 2
2—1(—}1" D-—)(:) -|—§[Xl(-—- lh i}x) ‘l' VPX::I $ (I)O(b X29 u)'

Nous séparons les variables dans cette équation en écrivant :

- !
93) D(X,, X,, u) = ®(X)e n[ Cu— C,x,]

C, et C, sont ici deux constantes pour I’instant arbitraires. La fonction-
nelle ®(X,) est maintenant déterminée par 1’équation différentielle :
72 d2 . .
94) [1‘2 St Ci—CX: — v,,X1] O(X,) = 0.
1

Cette équation est du type de Schrodinger pour un oscillateur anharmonique
et nous redonne I’oscillateur harmonique et par suite la théorie quantique
des champs libres usuelle aux différentes approximations linéaires pour
lesquelles v, = 0.

Dans les trois formes hamiltoniennes relatives aux fonctions Yi(w), Yu(u)
et Yy(u) I’étude précédente nous a exprimé C,, C, en fonction de A et AL,

Nous avons vu que I’on avait suivant les cas :

Hep C, C. Yp

Hg ANG [ X3, AN — X
Hey (M — A2 xpx, A2 — 222 X1 X3
He (A — )2 xyx, 22— 222 X1X s

L’équation différentielle (94) s’écrit encore suivant ces trois cas :

7 de 22
it (5 =) () Jouoo <0
2

— A
7t ( —+ x3X=) (~ —xX )](I)(,)(X) =0,

%5 (
{ 7 75+ (A f + xgxz) (; —x,X )] Dey(X) = 0.
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Dans les trois cas un choix fixé par la quantification va déterminer des
valeurs acceptées pour C, et C, et par suite pour A3 et A} et les fonctions @,(X)
correspondantes.

Les équations (94) ou (95) rentrent dans le type général :

¥+ e(x)y = 0.

Le théoréme de Polya-Szegd indique que la solution générale soit y(x)
est de type « exponentiel » (convexe par rapport 3 OX) si ¢(x) < 0 ou de
type « sinusoidal » (concave par rapport & OX) si ¢(x) > 0.

De plus, dans ce dernier cas, suivant que ¢(x) est croissante ou décrois-
sante, la suite des maximums relatifs de y(x) est décroissante ou croissante.

La fonction @)X, 22, A2) est donc de type sinusoidal si A} < A; pour

o et pou | X]| > el
— r
'\/xzxs P V X3Xs

et si A2 <A pour | X| < 7\2/\/3_cz_x; et pour | X | > M/4/XaXs. Dans ces

deux cas X correspond 2 Y, qui est toujours fonction de « type corpusculaire».
Le role des fonctions Y.(u) et Yy(u) comme fonctions corpusculaires et

fonctions de champ propre se permute suivant que A? < 23 ou A; < AL

|X|<

Si 22 < 2 la fonction ®,(X) est de type sinusoidal seulement pour :

| X | < M/A/XuXs

Si A2 < A%, ®)(X) n’est de type sinusoidal que pour | X| < Aa/A X1 Xa

La quantification est obtenue d’une fagon générale lorsque I’on associe
un probléme de Sturm-Liouville, régulier ou singulier, a une équation diffé-
rentielle du type :

4 [py1+ 4y + 205y =0,

p(x)-et p(x) étant définies, continues et de signes constants dans I’intervalle
ot les fonctions y(x) sont considérées.
Par suite pour les équations :

2 d2
[lé d—‘xz + Cl -_— Cng —_ VPX‘] <D(p)()() = 0,
la quantification demande d’abord le choix d’un intervalle dans lequel les

fonctions ®(,(X) sont définies.
Si nous prenons — ® < X < -+ o nous pourrons considérer la variété
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des solutions générales uniformes et continues des équations ci-dessus soient
®(X, C,, C,) en les astreignant & deux conditions :

10 Les fonctions ®(X, C,, C,) seront de carré sommable par rapport a la
fonction de poids :
p(X) =1

20 Les fonctions ®(X, C,, C,) seront de carré sommable par rapport a la
fonction de poids :
0:(X) = X2

Nous aurons donc simultanément :

f“’ | O(X, C,, Cy) [*dX < oo
(96) o
f | O(X, C;, Cy)|7X*dX < co.

Ces deux astreintes associées a la condition :

lim &, C,, C;)=0

| X |—>c0

nous permettent de considérer pour les équations (94) différents problémes
de Sturm-Liouville :

a) Pour C, fixé, on détermine une suite de valeurs C,(n;, C;) pour lesquelles
les solutions correspondant & deux valeurs distinctes nj, n] seront orthogo-
nales par rapport a la fonction de poids p4(X) = 1. Nous aurons donc :

©7) f TP 0(X, Cy(n}), C)@(X, Cyfn2), C,)dX = 0

— 0
pour n; # nj,

b) Pour C, fixé,on détermine une suite de valeurs C,(#,, C,) pour lesquelles
les solutions correspondant & deux valeurs distinctes 7, n, sont orthogonales
par rapport a la fonction de poids px(X) = X2 :

(98) [T 0(x, € Cir) (X, €y Calr))X2dX =0

pour n, # n;.

c) Dans le plan (C,, C,) ces deux conditions simultanées déterminent deux
spectres :

Ci(ny, n,), Cz(nu ny)
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pour lesquels on a, A partir de deux éléments distincts

Cy(n;, n;), Ca(ng, n3)

simultanément :

e}
[ 7 0(X,Culr, ), Cul, m))@(X, Ca, 12),Cafry, m))dX = 0,
99) :L °

|7 0(X,Culr ), Culri, m))O(X, Cuf, 1), oy, )Xo X = 0.

Les théorémes spectraux généraux établis par Titchmarsch montrent que
le probléme spectral (a) ou (b) conduit avec 1’équation (94) a un spectre
discret. Il nous parait vraisemblable (bien que nous ne I’ayons pas démontré)
qu’il en est de méme dans le double probléme spectral (c).

Nous allons montrer maintenant que le formalisme probabiliste de la
mécanique quantique transposé en théorie de champ permet de retrouver
le systtme des équations d’évolution des fonctions de champ (41) a partir
des solutions de 1’équation de Schrédinger (92) du point de vue des valeurs
moyennes. Nous transposons ici en théorie quantique des champs le théo-
réme d’Ehrenfest de la premiére quantification.

Considérons I’équation (92) écrite :

%
iﬁ E‘ q)(Xl, Xz, u) = (H)opq)(xl, Xz, u)

I
= [211 (P1)g, + 5 [Xi(Pa)op + vpx:] Xy, Xs, 1).

Suivant les principes généraux de la mécanique quantique, nous définissons
la valeur moyenne d’un opérateur A(X;, X, Py, P,, u) pour une fonction
d’onde admissible ®(X,, X,, #) par :

(A@)) = f j:dX,[ J' j:[dXZ(D*AQ]]

et nous avons alors :

dA i

2A
= HA — AH + .

Avec :

(H)op = %][(Pl)zp"*' é [X:(Pa)op + VPX:]:I
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nous aurons ici :
X, 1 dX, 1,

It T 2%
dP1 3
(100) % = — I[lez + ZVPXI]’
dpP, dH
=0 5 =0

H et P, étant intégrales premiéres nous pouvons considérer 1’état bien défini
tel que :

(D*HO) =éc1,

(101 (®*P,0Y = C,.

La fonction X,(u) est alors déterminée par les équations différentielles :

()= e,

(102) Py _
d /T
(P} Y=(Ci— B(CX} 4 v,X}) ).

—1{C:X, + 2v,X3),

Nous pouvons maintenant retrouver le systeme (41) du point de vue des
valeurs moyennes par une voie paralléle 4 celle suivie en premiére quanti-
fication.

En effet, pour un état défini par des valeurs propres associées C,(n;, #,),
Cy(ny, ny) et par suite étant sans dispersion, nous avons :

(103) (Pi)=(P:).

D’autre part, remplagant C,, C, par les constantes A}, A associées, nous

avons :
)\z )\z
{ P: > = 12< (M — xzxz) (; x3X )>
3

Nous introduisons alors les fonctions :

Y.\(u) = (X >
(104) Y, (u) = \/ { \/ A — X2, X2 ) »
Yi(u) =

'\/X1 X2 \ VA - xzanI >.
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Nous avons alors :
(P})=(P1)*= ExiY(Y;
et par suite :

(105) aY,(u)

du

La définition de Y,(u) entraine que :

= %Y ()Ys(u).

D) _ L mv, — vy =~ 2( DR+ Py )
et par suite :
(106) % Y.(u) = — x,Y,Y,.
De méme on a :
(107) ‘%‘ Yi(u) = — x,Y,Y,.

Nous retrouvons donc le systéme différentiel (41) pour les valeurs
moyennes de X, et des fonctions Y.(X,), Yi(X;) associées, la fonction
d’ondes O(X,, X,, u) étant fonction propre de I’équation de Schrédinger (92).

VI. — CONCLUSION

En conclusion, le modele étudié montre la possibilité de décrire par une
extension non linéaire de la théorie des particules a spin un corpuscule de
type scalaire (spin 0) possédant un champ propre de spin 2% (assimilable
3 un champ de gravitation). Un invariant quadratique construit avec les
tenseurs caractéristiques de ce champ propre et intégrale premicre de I’évo-
lution du systéme joue le rdle de masse dynamique de I’élément corpuscu-
laire. La théorie quantique des champs que nous proposons d’associer a ce
modéle conduit & une quantification simultanée des amplitudes et de la
masse propre dynamique.
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