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UNIONS ET INTERSECTIONS D’ESPACES Lr
INVARIANTES PAR TRANSLATION
OU CONVOLUTION

par J.-P. BERTRANDIAS, C. DATRY et C. DUPUIS

Dans un article précédent [4], on a étudié les propriétés
générales des intersections (7(S) ou des unions |S)
d’espaces LP(s) ou LI(s) relatifs & des mesures s variant
dans un ensemble S de mesures positives définies sur un
espace localement compact X . Nous nous intéressons ici
au cas ou 'espace X est un groupe commutatif localement
compact G et ou I’ensemble S est invariant par translation
ou stable par convolution. Les espaces NP(S) et U¥S)
ont alors des propriétés intéressantes (en particulier de stabilité
par convolution) que nous étudions dans la premiére partie
de cet article (§ 3 et 4). En choisissant convenablement
Iensemble S, on retrouve de nombreux espaces étudiés de
maniére classique en analyse harmonique; en particulier,
on obtient ainsi les propriétés d’espace de Banach ou d’algebre
de Banach des espaces étudiés par A. Beurling [6].

Nous examinons ensuite (§ 5) une généralisation des espaces
étudiés par B. Koremblium [12] en considérant le cas ou S
est ’ensemble des translatées d’une seule mesure v. Si v
est une mesure « nulle & 'infini » ou une mesure absolument
continue, on peut donner des caractérisations directes des
éléments des espaces AP ou Y.

Dans la fin de cet article (§ 6 et 7), nous étudions des espaces
notés [P(L”) qui sont formés des fonctions appartenant
localement & L* et dont le comportement a l'infini s’appa-
rente & celui des éléments d’un espace [». Pour G =R
ou R, ils correspondent & des espaces étudiés dans des cas
particuliers par N. Wiener [18], R. Goldberg [8], P. Szep-
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tycki [17] et dans un cas plus général par F. Holland [11]. Ces
espaces interviennent dans certains problémes d’analyse
harmonique : par exemple le plus grand espace « solide » de
fonctions sur lequel la transformation de Fourier peut se
définir au moyen d’un prolongement par continuité est ’espace

B(LY) (voir [5] et [17]).

1. Notations. Rappels.

a) Espaces NP, AP, U7 et V.

Nous utiliserons les notations et les résultats de [4].

L’espace X sera un groupe commutatif localement com-
pact noté G dont une mesure de Haar sera notée m .

On notera L}, I'espace des fonctions localement inté-
grables par rapport & m . On identifiera les fonctions ¢ de
cet espace aux mesures ¢m correspondantes et de telles
mesures seront dites absolument continues. S1 A est un ensemble
de mesures de Radon, on notera A, 1’ensemble des compo-
santes absolument continues des mesures de A dans la
décomposition de Lebesgue relativement & m .

On notera L7, Despace des fonctions de L*(m) essen-
tiellement nulles dans le complémentaire d’un compact et
Ly I'adhérence de Lj,, dans I'espace L*. La norme dans
les espaces LP(m) = L?(G) sera notée | |,.

Dans toute la suite, S désignera un ensemble de mesures
de Radon positives borné pour la topologie vague. On notera
S’ (resp. SY) l’enveloppe convexe, saturée et fermée pour la
topologie vague (resp. quasi-forte) de ’ensemble S.

On dira qu’une mesure positive u est localement subor-
donnée & S si pour chaque compact K, il existe une cons-
tante Ax telle que xxu appartienne a 'ensemble SV, la
fonction xx étantla fonction caractéristique de ’ensemble K.

L’exposant p sera tel que 1 < p < oo dans les para-
graphes 1 4 5 et ¢ = p/p — 1 sera ’exposant conjugué.

L’espace N?(S) = NP? est I'espace de Banach des classes
de fonctions complexes mesurables relativement a toutes les
mesures s de S et telles que

Ifla = 1flar= sup [flere < © .
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L’espace  AP(S) = A? est l'adhérence dans (7 de
Iespace o des fonctions continues & support compact.

L’espace U%(S) = U? est I'espace vectoriel des mesures
de Radon complexes ¢ qui sont le produit ps d’une mesure s
de 'enveloppe convexe de S et d’une fonction p appartenant

a L¢s). La norme dans cet espace est
loly = lolye = inf Jolluey.
o=ps

Soit o'm ’espace vectoriel des mesures de la forme km
avec k dans o . L’espace V9S)= V? est ’adhérence
dans U? del’espace U%hoam.

Au sujet de ces différents espaces, rappelons quelques
résultats de [4].

Les espaces de Banach N?(S) et N?(SY) sont identiques
ainsi que les espaces AP(S), AP(SY) et AP(S).

Les espaces J?(SY) et U9(S*) sont des espaces de Banach.
On a U%S,) = UYS)Li. et VS,) = ViS). Les appli-
cations canoniques UY(S,) - U%S) - U%SY) sont isomé-
triques.

Le dual topologique de AP s’identifie isométriquement
a I'espace U9(S").

S1 1 < g < oo, le complété de 'espace |J9(S) est I'espace
U%SY) et le dual topologique de U%S,) s’identifie isomé-
triquement a N 7(S,,).

S1 1 < g < o etsi m est localement subordonnée a S,
ona Vi(S) = UIS,).

En appelant X, la boule unité positive de |9, les espaces
normés (?, AP, U? et V? s’identifient isométriquement
aux espaces N(Z,), AYZ,), U™(Z,) et V=(Z,) respective-
ment. La boule unité positive =_ de (J=(SY) est ’ensemble
SV lui-méme.

Si S est formé de mesures de base m et si m est locale-
ment subordonnée & S, on note SA Pensemble associé & S
c’est-a-dire I’ensemble des mesures ayant pour densité par
rapport & m les fonctions de la boule unité positive de N1(SY).
Les espaces de Banach N, A?, U%SY) et V4SY) s’iden-
tifient isométriquement aux espaces | *(Z2), V=(Z8), N1(ZH)
et A(Z2) respectivement.
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b) Translatées d’une fonction ou d’une mesure.

Soit = un élément du groupe G. La translatée d’ampli-
tude x d’une fonction f définie sur G est la fonction f,
définie par f,(t) = f(t — z). La translatée p, d’une mesure p
se définit par dualité. On notera Jf ou Jp I’ensemble des
translatées d’une fonction f ou d’une mesure w. Pour un
ensemble A formé de fonctions ou de mesures, on notera
JA TDensemble de tous les translatés de tous les éléments
de A. 51 YA = A, on dira que I’ensemble A est invariant
par translation.

Si f estune fonction définie sur G, onnotera f lafonction
définie par f(t) = f(— t); pour une mesure u, la mesure {
se définit par dualité.

c¢) Espaces de fonctions et de mesures.

On notera C (resp. C,) l’espace des fonctions complexes
continues et bornées (resp. continues et nulles & Iinfini)
définies sur G.

On notera M (resp. M) l’espace des mesures de Radon
complexes (resp. positives) définies sur G et M® P'espace de
Banach des mesures de Radon bornées. L’ensemble des mesures
positives de norme bornée par 1 sera noté B, .

On dira qu’une partie A de I est stable par convolution
(resp. par convolution avec les mesures bornées) si toute mesure a
de A est convolable avec toute mesure u de A (resp. de
M?®), la convolution a % w appartenant encore a A .

Les mesures v telles que I’ensemble v soit vaguement
borné seront appelées mesures a translatées bornées et ’espace
vectoriel de ces mesures sera noté N'. Cet espace a été étudié
par L. Argabright et J. Gil de Lamadrid [1] et C. Berg et
G.Forst [3]. Lesmesures v telles que |v|, tendent vaguement
vers la mesure nulle lorsque 2z tend vers l'infini dans G
seront appelées mesures a translatées nulles a l'infini et I'espace
vectoriel de ces fonctions sera noté Mt L’espace des fonc-
tions de L} appartenant a M (resp. M) sera noté N,
(resp. M),

Les espaces M, Ik, M, et ML sont stables par convo-
lution avec les mesures bornées. S1 une mesure de Radon
positive v appartient & 'un de ces espaces, les convolutions



UNIONS ET INTERSECTIONS D ESPACES LP INVARIANTES 57

de v avec les fonctions de L, appartiennent respective-
menta L= Ly C et C,.

On dira que P’ensemble S est uniformément vaguement
borné s1 I'ensemble S est vaguement borné c’est-a-dire si
a chaque compact K de G on peut associer une constante
Mg telle que pour toute mesure s de S et tout élément z
de G, onait s,(K) < Mg. Ceci a lieu en particulier lorsque
Pensemble S est supposé invariant par translation. On a
évidemment S ¢ S ¢ M.

2. Enveloppes des translatés d’un ensemble de mesures.

a) Ensemble des translatés d’une mesure.

Si v est une mesure positive, on notera v’ (resp. vV)
Penveloppe convexe saturée fermée pour la topologie vague
(resp. quasi-forte) de I’ensemble v des translatés de v .

Lemme I. — Si v appartient @ M (resp. M), Pensemble
v' (resp. vV) contient U'ensemble v« B, des convolées de v
avec toutes les mesures de B, .

St v appartient a M Pensemble v’ est Uenveloppe
saturée de 'ensemble v » B, .

Si v appartient @ MW, les ensembles vV et v' sont les
mémes et sont compacts pour la topologie faible o(Li,,L:.,).

comp

Démonstration. — On considére l’application M — N
(resp. M® — M) définie par la convolution @ —v«*p.
Elle admet une application transposée définie sur X (resp.
Lg,,) et a valeurs dans C (ou dans C, si v appartient a
aMm). Elle est donc continue pour les topologies faibles corres-
pondantes. L’image réciproque de I’enveloppe convexe fermée
pour la topologie vague (resp. pour la topologie o(%,Le,,)
donc pour la topologie quasi-forte) de I’ensemble v contient
toutes les mesures de Dirac ¢,. D’aprés le théoréeme de la
bipolaire, I'image réciproque de v’ (resp. v¥) contient aussi
toutes les mesures de B, .

Si v appartient & IMb, le théoréme de Banach-Alaoglu
montre que 1’ensemble v x B, est vaguement compact; par
suite v, est son enveloppe saturée (v B, — M) M, .
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S1 de plus v est absolument continue, I’ensemble v x B,
est compact pour la topologie o(LL,Lg,,); il en résulte qu’il
contient ’enveloppe convexe quasi-fortement fermée de Jv .
L’enveloppe saturée (v« B, — M), M, est alors fermée
pour la topologie o(Ll,LZ,,) donc pour la topologie quasi-
forte et par suite coincide avec vY. Elle est compacte pour la
topologie  o(Li,,L:,,) = o((Laa,) ™, Lo, d’aprés les pro-
priétés générales de compacité faible dans les espaces ordonnés

(Fremlin [7], § 82E).
Conséquences du lemme 1.

On suppose que S est uniformément vaguement borné.

@) Les convolées des éléments de S avec les éléments de B,
appartiennent a ’ensemble (7S)’ qu’on notera 5.

B) Si I'ensemble ~S* est contenu dans B, , 1l est stable
par convolution.

¥) Si S contient une mesure absolument continue s, ,
I'ensemble 7SV = (sS)V contient les convolées de s, avec
toutes les mesures de B, .

3) La mesure de Haar m est localement subordonnée a
JS'. Si S n’est pas formé uniquement de mesures étrangeres
a la mesure m, celle-ci est localement subordonnée a S

(cf. [3], lemme 1.9).
b) Caractérisation par convolution des ensembles liés & S .

LemuMe II. — St Uensemble S est uniformément vaguement
borné, on a

IS={c e M, : |kxo|,< sup|k=xs|, pourtout kdans A .} .

SES

St de plus S est formé de mesures absolument continues, on a
7SV = {p € (M)s: [b= e, < sup 16 = s|.,
SE
pour tout b dans (LZ..).+}

comp

788 = {fe (M), : sup [f*3], < 1}
sES
(7SA)Y = {ne M’ : sup [n«* s, < 1}.

s€ES
Démonstration. — La caractérisation de 7S’ et de SV
est une conséquence immédiate du théoréme de la bipolaire
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positive appliquée respectivement aux dualités positives
(M) et (Li,LZ.).

Pour la démonstration des deux autres propriétés, on
associe & chaque mesure s de S I’ensemble filtrant des
mesures sgx = inf (syx,Nm) o K parcourt ’ensemble des
compacts de G et N Densemble des entiers positifs. Si
S ¢ LL., on peut remplacer S par l'’ensemble (sgxn} xn;
comme m est localement subordonnée 4 7SV, une fonction
positive de N!(sS) appartient & (N,),. (cf. Th. I) et une
fonction f de cet espace appartient & sS4 si et seulement si

Iflgr = sup f fodskx = sup [f#sexlo < 1.
z,sKN JG s, K,N
Par passage a4 la borne supérieure, on en déduit que [ est
convolable avec chaque mesure s et que

Iflar = sup If* sl ,
SES

ce qui donne bien la forme annoncée pour l’ensemble 7SA.
Cet ensemble est évidemment convexe, saturé et invariant
par translation. Il est quasi-fortement fermé d’aprés les
propriétés générales.

D’aprés le théoréme de la bipolaire positive, la fermeture
vague de 7S2 est formée des mesures n telles que pour toute
fonction k de o, onait

{n,ky < sup {fk).

res/a
On a alors :

Chyn x Sx ) = (nk % sgn) < sup {fyk * sg x>
S

< sup (f« ke x 3¢3)(0) < sup [f « ke Sxxl. .

Si |kl, < 1, lafonction fxk appartient 3 7SA d’apres le
lemme I et d’aprés la caractérisation précédente de S8, on
obtient

| [fosce k(o + 9) dn(a) dixaly)| < 1l

Par passage a la borne supérieure, on en déduit que n est

convolable avec chaque mesure s et que supnxs|, < 1.
seS

Inversement, une mesure n ayant ces propriétés appartient
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Y

a (7S8)" car elle est adhérente 4 l’ensemble des mesures
nxk avec k dans o, et [k|, <1, ces mesures appar-
tenant & sS% d’aprés la caractérisation de cet ensemble.

3. Espaces N?, A?, J? et \/? invariants par translation.

On dira qu’un espace normé de fonctions ou de mesures est
invariant par translation si les translatés de tout élément de
Pespace appartiennent a I'espace et si la norme est invariante
par translation.

Il est évident que si S est invariant par translation, les
ensembles SY et S* le sont aussi et que les espaces normés
N?, AP, U? et V¢ correspondant aux ensembles S, SV
ou S’ sont invariants par translation. Inversement, d’apres [4]
(prop. IV, cor. III), si I'espace U4(SY) (resp. U%S’) ou
N?(S*)) est invariant par translation, I’ensemble SV (resp. S')
est invariant par translation.

Si I’ensemble S est uniformément vaguement borné, les
espaces ?, AP, U? et V? correspondant & JS sont
invariants par translation. On vérifie facilement que les
éléments de J9rS) sont des mesures a translatées bornées si
g = o ou a translatées nulles & 'infini s1 1 < ¢ < ©.

Pour un élément a de (O? (resp. U?), on notera T,
Papplication translation a valeurs dans (? (resp. U9 définie
sur G par z+—a, .

Les éléments de N?(rS) sont les éléments [ de N7(S)
tels que I'application T, existe et soit bornée; on a

Ifl arrs) = sup Ifall ars -
zeG
a) Continuité de U'application translation.

TutortmE 1. — On suppose que S est uniformément vague-
ment borné.

«) St la fonction f appartient & AP(JS), elle appartient a
l’espfzce m;, et Papplication T, est bornée et uniformément
conlinue.

B) St f est une fonction de M, telle que Uapplication T,
existe, soit bornée et uniformément continue, la fonction [ est
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limite dans N?(7S) d’une suite de fonctions bornées et continues
ayant la méme propriété.

On suppose de plus que S est invariant par translation.

«') Si la mesure o appartient & V\9S), Uapplication
translation T, est bornée et uniformément continue.

B') Si o est une mesure telle que Uapplication T, existe
et soit continue, la mesure o appartient @ UP(S,) (= VI(S)
st 1 < q< o).

Démonstration.

«) Soit K un compact de G. Comme m est localement
subordonnée & rS', la mesure myx appartient & un ensemble
Ax(7S"); pour une fonction f de AP(rS") oude NOP(rS),

on a:
j;lfxl dm < (fx'fwl‘p dm)l/”(ﬂ dm)l,/“

< (M) PIf ol narsm(m (K))* 12

< Clfl ar'sy -
On en déduit que les fonctions de AP?(sS*) ou de NP(rSY)
appartiennent & I, . Si k est une fonction de o portée
par K, l'application T, est évidemment bornée et elle est
uniformément continue car si V est un voisinage compact
de l'origine, on a, pour tout k dans V,

Veern — kol < sup Ifew — K|, sup s(x + K + V).

Z,s

B) Soit f une fonctlon de M, telle que l'application T,
existe, soit bornée et uniformément continue. On sait déja
qu’elle appartient & ?(sS). Considérons I’ensemble de ses
régularisées fH = fx% yg/m(H) ou H parcourt I’ensemble des
voisinages compacts de I'origine. Ces fonctions sont continues
et bornées comme convolution d’une fonction de I, par
une fonction de L:Zmp Elles appartiennent a (?(sS) car

uffna=s:§ f ft — = — u) du| ds(t)
< s:;g ) ( f 1t — & — w)|? du ds(t)
f Vforal due

< sul}{a Hfﬁuﬂn Iflrrsy pour tout z dans G.
ue
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De la méme fagon on vérifie que I'application T n est unifor-
mément continue :

"f:§+h — M < suI? "fx+h+u - fw+u"n
ue

et que " tend vers f dans N?(/S):
"fﬂ - f"n"(J’S) = Sup “f:? - fz“n < sup sup "fa:+u—fz“n .
z€G r€G ueH

cette derniére quantité pouvant étre rendue arbitrairement
petite par un choix convenable de H car Papplication T;
est uniformément continue.

Remarque. — Si Papplication T, est continue et nulle a
P'infini, il en est de méme des applications T H

@) Ona VUS)= V4S,). Si S, est réduit & la mesure
nulle, la propriété est triviale. Sinon, m estlocalementsubor-
donnée a S et toute mesure km de s'm appartienta U9(SV).
Soit K le support de k et soit V un voisinage compact
de lorigine. Pour tout # dans G et A dans V, on a,
dans I’espace U?(SY),

I(km)oly < [kl lxxmly,
I(km)gsn — (km)oly < [k — Kl Jxxevmly ,

ce qui montre que I'application T,, est bornée et uniformé-
ment continue. Par convergence uniforme, cette propriété
reste vraie pour les éléments de V?(SY) et donc de V4(S).
') Supposons que I'application T, existe et soit continue.
Les mesures o, appartiennent donc & U%S) et pour tout
compact K, il existe une constante ¢ = (Mg)'? telle que

loo(K) — 0o(K)| < |oe — 0 (K) < elloy — o]y -

Pour tout compact K, la fonction numérique z+— o, (K)
est donc continue. On sait que cela est équivalent au fait que
la mesure o est absolument continue ([16], p. 230, [13], th. I).
La mesure o appartient donc & U%S)aLL. = UYS,) qui
coincide avec V9(S) si 1 < ¢ < .

b) Convolution par les mesures bornées.

TutoritMme II. — On suppose que Uensemble S est invariant
par translation.
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@) Les espaces U%S*), USY), VIS’ et VISY) sont

stables par conyolution avec les mesures bornées et on a
o x uly < loly luly, -

B) Les espaces NP(S,) et AP(S,) sont stables par convolu-
tion avec les mesures bornées et on a |f * pln < Ifla el -

CoroLLAIRE. — Soit UV une base de filtre d’unités approchées
de M® dont les ensembles sont formés de mesures o positives
telles que ||, <1 et limgy (W) =1 pour tout voisinage
compact W de Uorigine. Pour un élément a d’un des espaces
du théoréme, on a limg w x a =a , la limite étant prise suivant
les cas

— dans un espace \/? (ou AP) muni de la topologie de la
norme,

— dans un espace U? (ou NP?) munt de la topologie
s(U%AP) (ou o(NF, V).

Démonstration.

«) Les espaces de Banach U%(S*) et U¥SY) s’identifient
a des espaces U™ dont les boules unités positives sont respec-
tivement vaguement compacte et quasi-fortement fermée
([4], th. II et III, prop. VIII). D’apres le lemme I, ces boules
unités positives sont stables par convolution avec les mesures
de B,. On en déduit que U?(S’) et USY) sont stables
par convolution avec les mesures bornées et que

lox uly < loly Tul,y, -

En approchant chaque élément o de V?(S*) ou VSY)
par des mesures de la forme km et la mesure bornée p par

des mesures & support compact, il en résulte que V9(S*) et
V4(SY) sont aussi stables par convolution avec les mesures
bornées.

B) Les espaces de Banach N*(S,) = NASY) et
AP(Sn) = AP(SY) s’identifient & des espaces U et V=
correspondant & des ensembles de mesures absolument conti-
nues quasi-fortement fermés et invariants par translation
(§ 1.a et lemme II). La conclusion résulte alors de la pro-
priété «).

Pour démontrer le corollaire, on prend d’abord @ dans un
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espace A'm,|J? ou A eton voit par les méthodes classiques
que limg w *x a = a dans les espaces normés U?(S*), U(SY)
ou N?(S,), compte tenu du fait que m est localement
subordonnée aux ensembles S' ou SY (s’ils ne sont pas
réduits a la mesure nulle). Le théoréme permet alors d’étendre
par continuité cette propriété aux éléments h des espaces
normés V9(S*), VISY) ou AZP(S,); si a est un élément de
UP(Sn), U¥US,) ou UYS’), on en dédwmt la derniére pro-

priété du corollaire en vérifiant d’abord que
(o % a,hy = {a,® % h).
c) Propriétés de dualité.

Les propriétés générales (§ 1.a) et le lemme II donnent
immédiatement le résultat suivant:

TutoriME I1I. — On suppose que U'ensemble S est unifor-
mément vaguement borné.

St 1 < p < o, ledual topologique de AP(¥S) est Uespace
de Banach U97S).

St 1 < p < o, ledual topologique de %oS,) = VYxS)
est U'espace de Banach NOP?(7S,).

Le dual topologique de \/ =(7SV) est Uespace des mesures de
Radon n telles que n soit convolable avec les mesures s de
S, , la convolution appartenant & L*(m) et

Inl = sup [[n] «s|...
:esm

4. Espaces |J? et \/? stables par convolution.

a) Algébres de convolution.

TutoriMe IV. — St Uensemble S est stable par convolution,
Uespace US) est une algébre normée, le produit étant la
conyolution.

CoroLLAIRE. — Si Pensemble S est stable par convolution,
les espaces U(S,) et Vi(S,) sont des algébres normées pour
la convolution et les espaces UI(SY) et V4SY) sont des
algébres de Banach pour la conyolution.
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Démonstration. — Si I'ensemble S est stable par convo-
lution, on vérifie facilement que I’enveloppe convexe saturée
de S est aussi stable par convolution.

Solent oy = p;5; et o, = py5, deux éléments de J9(S).
Si k estunefonctionde X, on a, d’aprés’'inégalité de Holder
ou une majoration directesi p = 1:

oo Vil + )l Lex(@)] dsa(2) lea(y)l dsaly)
< ([ 1e@ + y)? dss(@) dsa(y) ) lealuscopl ool
< (o 1H7 sy % 52) )" Lol waplia s -

On en déduit que les mesures o; et o, sont convolables et que

,f(; kd(cl * °'2)| < llkll LP(S,*s,)H eall L'I(m" Pz”xﬂ(s,) .

Il existe donc une fonction r appartenant & L(s; *s,) telle

que
fG kd(o, * 6,) = fG krd(s, * s5)
et

”r“ LI(s, % Se) < " Pl“ Lq(s,)ll Pz" L9(s,) °

I1 en résulte que o, » 6, appartient a U4(S) et que

loy * oally < lloally loaly -

Le corollaire provient immédiatement des propriétés géné-
rales (§ 1.a) et du fait que si S est stable par convolution,
Pensemble SV est aussi stable par convolution.

b) Structure d’algébre de Segal.

Rappelons qu’on appelle algébre de Segal sur le groupe G
une algébre de Banach A qui est une sous-algébre de convo-
lution de l'algébre L'(m) du groupe G et qui vérifie les
propriétés suivantes :

m l'espace normé A est invariant par translation;

m l'espace vectoriel A est dense dans L!(m);

m Papplication translation T;: G — A est continue pour
tout élément f de A.

Ces algebres ont été étudiées principalement par H. Reiter [14],
[15] (voir aussi Hewitt-Ross [10], § 31-32). Leur intérét pro-
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vient de ce que la théorie spectrale de ces algébres est trés
proche de celle de L(m).

Les résultats précédents montrent que si S est invariant
par translation et est formé de mesures de B, qui ne sont pas
toutes étrangéres & m, les espaces USY) si 1 < g <
et V=(SY) sont des algébres de Segal. Remarquons que dans
ce cas, V=(SY) est espace des éléments [ de |=(SY)
tels que 'application T, & valeurs dans {J%(SY) soit continue
sur G.

c¢) Algébres de Beurling.

Dans [6], A. Beurling étudie des algébres de convolution
formées de fonctions intégrables. On peut aisément vérifier que
ce sont des espaces |%S) correspondant i des ensembles S
formés de mesures positives, bornées et absolument continues,
cet ensemble étant convexe et stable par convolution. Il a
de plus la propriété de fermeture suivante: pour toute suite
{s,} d’éléments de S et pour toute suite {A,} de nombres
positifs tels que XA, =1, la série ZA;s, converge vers un
élément de S.

Le théoréme précédent et les propriétés générales des
espaces |JY(S) montrent que ce sont des algebres de Banach
pour 1 < g¢g< o et que pour 1 < ¢ < oo, leurs duals
topologiques sont les espaces (?(S) correspondants.

5. Ensembles S
formes des translatées d’une seule mesure.

Dans ce paragraphe, nous étudions les espaces N7, AP et
U? correspondant a l’ensemble v des translatées d’une
seule mesure. Pour que Jv soit vaguement borné, il faut
supposer que v est une mesure a translatées bornées. Avec
d’autres restrictions sur la mesure v, on peut caractériser
de maniére simple les éléments des espaces AP(vY) et U?(vV).
Les espaces de ce type ont été introduits et étudiés par
B. Koremblium [12] (voir E. Hewitt [9]).

a) Espaces N°*.

On voit immédiatement qu'un élément f de NOP(ov)
est une fonction f telle que ses translatées f, sont v-mesu-
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rables et appartiennent & (?(v) = L?(v) avec
— i/p
Ifla = sup ([, If.7dv)

ou encore, si v est absolument continue, telle que |f|? soit
convolable avec v avec (voir lemme II)

Ifla = fl? =52 < oo .
b) Espaces AP.

Si f appartient & AP(Jv) = AP(VY) = AP?(v), on sait
(théoréme I) que [ appartient & M, et que l'application
translation T;: G — L?(v) est bornée et continue pour la
norme dans L?(v). Pour des mesures v particuliéres, on peut
améliorer le théoréme I et caractériser les éléments de AP.

Prorosition 1. — Pour qu’une fonction [ de M. appar-
tienne & AP(Iv), il faut et il suffit que :

«) L’application T;: G — LP(v) existe et soit continue nulle
a Uinfini (dans le cas ot v appartient & M™).

B) La convolution |f|P*V existe et soit continue nulle a
Uinfint (dans le cas ot v appartient ¢ NCY).

v) La convolution |f|? %V soit nulle & Uinfint (dans le cas
ou v appartient a LZ.).

comp

Démonstration. — Si f appartient a’espace &, on vérifie
immeédiatement que les conditions « , B et y sont réalisées.
Par convergence uniforme, elles sont aussi réalisées pour les
fonctions f de AP(JSv).

Inversement, si 'une des trois conditions est réalisée, la
fonction f appartient & ?(sv) et il faut montrer qu’elle
est limite d’une suite de fonctions de .

«) Sila condition « est réalisée, on voit que la convolution
|[fIP«v est définie, continue, nulle & I'infini et on sait déja
(théoréme I) que f est limite dans (N?(/v) d’une suite de
fonctions continues vérifiant aussi la condition «. Il faut
montrer qu’'une telle fonction g est limite d’une suite de
fonctions de . Pour cela, on considére la famille des fonctions
§ de o telles que 0 <& < 1. Elle est filtrante croissante
pour 'ordre naturel et la famille {£|g|} converge ponctuelle-
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ment en croissant vers la fonction [g|. On a:

|8 — 28l nrn = 18 — E8l7 * vl < llgl?(1 — &) « V.,
< llgl? =9 —]Egl? * V], .

La famille des fonctions continues |£g|? ¥ converge ponc-
tuellement en croissant vers la fonction continue nulle &
Pinfini |g|? * v; la convergence est uniforme d’aprés le théo-
réme de Dini. La fonction g peut donc bien s’approcher dans
NP(sv) par une suite de fonctions de la forme £g qui appar-
tiennent a X" .

B) S1 v appartient a N, les fonctions de Lj,, appar-
tiennent & AP(¥v) car vV est compact pour la topologie
o(M,B) (lemme I et prop. IX de [4]). Si la condition B est
réalisée, on montre au moyen du théoréme de Dini comme
ci-dessus que [ est limite dans ?(sv) d’une suite de fonc-
tions de L7, dela forme yxfy ou K est un compactde G
et fu(t) =f(t) si |f(t)) < N et O ailleurs et que f appartient
bien & AP(7v).

y¥) Si v appartient a L2, la fonction [f]P*xv est
toujours continue et la condition @ se réduit a la condition vy .

Remarque: Si v = ¢m avec ¢ dans I'espace L*m) si
1 < « < o ou dans 'espace Lg(m), la condition 8 montre
que espace AP(sv) contient I'espace Lf(m) avec

B=oapla—1
(ou Ly(m) st «=1) et on a pour toute fonction f de

Lf(m)
1l arryy < LelE1flg -

c) Espaces ‘.

Si v est une mesure absolument continue & translatée nulle
a l'infini, le lemme I montre que vV =" est ’enveloppe saturée
de ’ensemble v » B,. On peut dans ce cas donner une carac-
térisation intéressante des éléments de U?v') (B. Korem-
blium [12]).

Prorosition II. — St v = em est une mesure absolument
continue & translatée nulle a Uinfini, Uespace UI(vV) = U(v")
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est Uespace des mesures absolument continues ¢ = ym dont la
densité s'écrit y = v(p % p)Y? ol T est une fonction de LI(m)
el u une mesure positive de norme bornée par 1. La norme de y
est donnée par

. q /g . .
lyll ya =¥Ll(IEl§ <f(;(—M)——dm) = inf |1, st 1<g<o

y=1(p % WP
= inf ||
Iyl mHM“

= mf ||, st ¢ = oo.
o Y=TPEW)

Démonstration : D’aprés le lemme I, un élément ¢ = ym
de UvY) est dela forme p(p « u)m avec p dans Li(e = p).
On a donc y = p(9 » u) localement m-presque partout. En
multipliant par la fonction (¢ % w)~"? et en posant

T =y(p % )P,
on a

I=12 = [o 1512 dm = [, lel(e * &) dm = [ol g

ce qui montre que o est bien de la forme indiquée et que sa
norme est donnée par les formules indiquées.

Inversement, si y = t(¢ * p)'? = t(p » w)'~17, on a, en
posant p = t(¢ % )71,

“P"m(ep*u) = (fG | ] dm)llq = "T"q

et par conséquent y appartient & U?(vY) avec |yl, < Iz,
et donc, d’aprés la premiére partie de la démonstration,
lyly = I+, -

Remarque 1. — Si on se place dans les conditions de la
remarque sur la proposition I, on voit par dualité (ou direc-
tement si « = 1) que les éléments de U?(v¥) s’identifient
a des fonctions de LY(m) avec y =uagq/a +qg—1 et que
pour tout élément y de U?v') on a

lyly < lelZlyly -

Remarque 1I. — 51 G = R, et st v estla fonction carac-
téristique d’un intervalle de longueur 1, on vérifie facile-
ment qu’'un élément f de U=(v') appartient & V=(vV) si
et seulement si [ est une fonction continue sur G; I’algébre
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V=(vY) n’est autre, 4 une équivalence de norme prés, que
Palgébre étudiée par Wiener [18] et Goldberg [8]. Le théo-
réme III permet de retrouver la caractérisation du dual de

v=(v7) [8].

6. Espaces [’(L*') comme espaces [\’ ou U?.

) Définition des espaces IP(L”').

Dans ce paragraphe, E désignera une partie universelle-
ment mesurable de G dont 'intérieur K est non vide et

dont 'adhérence E est compacte. On notera simplement y,
la fonction caractéristique xg de l’ensemble E. A cet
ensemble, on associera un nombre fini J d’éléments 1, ,
T5, ..., 7y de G tels que la famille {r; + E};,-;, ; forme
un recouvrement du compact E — E:

J J

E-EcE—EcU@+8<UE+E).
j=1 j=1

On appellera pavage de G par des translatés de E (ou
simplement pavage de G) toute famille disjointe {t, + E},,
de translatés de ’ensemble E . On notera § 1’ensemble de
tous les pavages de G . Cet ensemble est évidemment inductif
pour U'ordre défini par I'inclusion et admet donc des éléments
maximaux qu’on appellera pavages maximauz de G . Remar-
quons que si {t; + E} est un pavage maximal de G, la
famille {t, 4+ v, + E} forme un recouvrement de G et
chaque point =z de G appartient & au plus J éléments
de la famille. Pour simplifier les notations, on notera E,
I’élément t; + E d’un pavage et E; I'ensemble t,4-7,4E.

Soient p et p’ deux exposants tels que 1<p< o et
1 < p < © dont les exposants conjugués seront notés
respectivement ¢ et ¢. Dans ce paragraphe, on notera r
Pexposant conjugué de g¢p'.

Si 1 < p < o, onnotera IP(L*) I'espace des (classes de)
fonctions mesurables f appartenant localement & L*(m)
et telles que les familles {||f[{ry,};e; soient sommables pour
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tout pavage {E;},c; de G avec
sup (Z “f[ILP'(E))IIp < ©.

i€l
Cette borne supérieure sera notée |[f],, . On vérifie facile-
ment que cette expression définit une norme sur ’espace
vectoriel [P(LF).
S1 p = p’, I’espace normé IP(L*) est isomorphe & l'espace
Lr(m) car pour un pavage maximal {E;} de G, ona

;ﬁ;ilﬂpdm < j:;lﬂl’dm < %ﬂ,,'flpdm
1fl,p < Ifl, < JYUf1,, -

On notera [P(%) le sous-espace vectoriel normé de [P(L*)
formé par les fonctions continues de [?(L*). Il est fermé dans
(=) car Ifl. < Iflp.-

S1 p= o, lespace I*(L") sera l’espace vectoriel normé
des (classes de) fonctions mesurables [ telles que

et donc

"f”oo,p’ = tseuc}) "f";"’u—E) < ©.

L’espace ¢,(L*) sera le sous-espace fermé de [*(L*) formé
par les fonctions telles que lim |f]p,_g = 0.
t>o00

On voit immédiatement que les espaces normés [*(Lr)
(resp. ¢(L*) pour p’ < ©) s’identifient isométriquement a
Pespace N7(x) (resp. AZ(xY).

Enfin, on notera [P(M) I’espace normé des mesures de
Radon p telles que

lelpn = sup (Z lexed’ )"" <o st 1<p< o,

= sup || ux-ul,, < © si p= .
teG
L’espace ¢o(M) sera le sous-espace fermé de [*(M) formé des
mesures telles que hm Xl ,, =0 . Les espaces [*(M),

Co(M), I=(LY) et co(Ll) s’identifient respectivement aux
espaces MU, Mb, NM!, et M. L’espace normé [*(N) est
isomorphe a I’espace normé NP,

Pour étudier ces espaces, on va d’abord vérifier que comme
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espaces vectoriels normés, ils sont isomorphes (en général
non isométriquement) a des unions ou intersections d’espaces
Lr relatives a des ensembles S bien choisis. En particulier,
il en résultera que ce sont des espaces de Banach ayant les
propriétés de dualité attendues et que si on change d’en-
semble E, on obtient des espaces isomorphes.

b) Espaces N\* et U? construits d partirde &,.
Pour 1 < p < o, on note &, la boule unité positive de
Pespace [*(L?) (ou de N?(xY)) c’est-a-dire ’ensemble des
fonctions positives « appartenant localement & L?(m) et
telles que
sup t_E|oc[P dm < 1.
teG

C’est un ensemble convexe, saturé, invariant par translation,
quasi-fortement fermé si 1 < p < oo et vaguement compact
si 1 <p< oo ([4],§8).

Si p=1, I'ensemble &,; estl’ensemble associé 4 ’ensemble

xV et d’aprés le lemme II, la fermeture vague &, de &,
est 'ensemble des mesures positives u telles que

teG

sup ess {;_E de < 1.

Prorosition III. — On suppose que 1 < p, p' < .

«) L’espace normé NP (&,) estisomorphe d Uespace IP'(L%');
) L’espace normé |9 (&,) est isomorphe a Vespace 17(L");
) L’espace normé \J7 (#,) est isomorphe d Despace 19(M).
Démonstration.

«) Soit f une fonction de N? (&,). Soit {E;} un pavage
de G. Pourtout « de #,,.ona

Padm < .
3 [ I£15
Par un choix convenable de « sur chaque E,, on obtient

; 1f* sy < IfIR done § 1 oore, < IFI% -

Il en résulte que f appartient a IP(L%*") avec |fl, 4 < Ifln -
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Inversement, soit f une fonction de [P(L#"). Soit {E}
un pavage maximal de E. En considérant le recouvrement
associé {E;}, on a pour toute fonction « de &,:

Jolfiradm < 3 fifiradm < 3 1"l l#lee,
2 Uf" LQP'(L* D J Sup 2 "f”L‘IP'(E) J"f"g:,qp’ .

On en déduit que [ appartient & N (&, avec

Ifla < IVl g -

B) Soit y une fonction de [?(L7). Pour toute fonction k
de o et pour tout pavage maximal {E;}, ona

' ky dm| < 2 Ikl ly| dm < Z [|’f||LqP’(Ei,-)||y"L’(E.~,~)
| Jo
(2 "k" P erm, ))llpr ( E ”y" L'(E;I))llq' s1 p' #1

N

< Ikl ylgr 8 1< P < 0
< Nkl Iyl -

Si 1<p< o, lespace U? (&, s’identifie au dual de X
muni de la semi-norme | | NP3 il en résulte que y appar-
tient a U? (&, avec
lyly < Jlyly.r -
La méme conclusion reste valable pour p =1 car
Ull' (EI)QL}M = Uq' (yl) .

Inversement, soit y un élément de U? (&,). Etant donné
e > 0, on peut écrire y = pax avec « dans &, tel que

lelwr@m < lyly + <.

Supposons que 1 < p’ < . Pour un pavage {E;} de G,
on a

S [ lelwdm =3 [ 1yl dm < (lyly + )7

Or d’apres I'inégalité de Holder, on a

ﬁﬂ: lyl" dm < (j:gi ly|9 at= dm)r/q' (fo P dm)r”’"'.
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On a donc
3 (folylndm)™ < 3 [ Iyl7ar dm < (lyly + <)

On en déduit que pour 1 < p’ < o, la fonction y appar-
tienta I(L) avee [yly.. < [yl -

La méme conclusion reste valable pour p’ =1 car dans
ce cas, on a r=p et pour un translaté quelconque E’

de E:
y—! a? dm < (sup ess|p|?) f aP dm
B

LM”m=LaP .

et donc (ﬁ,lylpdm)“" <lyly + ¢

Y) On peut faire la méme démonstration que pour B) avec

p=1 et r=1 en remplacant ¥, par &,.
¢) Espaces NP et U? construits a partir de &, .
Pour 1 < p < w©, on note &, la boule unité positive de
I'espace NP7 (%,). D’aprés la proposition précédente, les
ensembles &, et B, (I/(L*)) sont subordonnés I'un & I'autre:

S, € B.(P(L")) € JWrg, .

D’aprés les résultats généraux ([4], § 8), on sait que 'ensemble
©, est convexe, saturé, quasl -fortement fermési 1 < p < ©
et vaguement compact si 1 < p < oo . Il est aussi vague-
ment compact pour p = 1 car dans ce cas &, est I’ensemble
associé & &; et coincide donc avec yY=7x’. Les ensembles
&, sont évidemment invariants par translation.

Prorosition IV. — On suppose que 1 < p, p’ < «©.

«) L’espace normé NP(S,) estisomorphe alespace 1% (L*);
B) L’espace normé \?(&,) est isomorphe a Uespace I'(LY);
v) L’espace normé \J?(xY) est isomorphe a Uespace [M(L7).
Démonstration. — Soit f une fonction de N?(S,) et soit
{E;} unpavagede G . On considére les fonctions « positives,

constantes et égales & «; sur chaque E;, nulles ailleurs et
telles que Zof < 1. On vérifie facilement (par exemple au
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moyen de la proposition IX) qu’elles appartiennent a un
multiple de B, (l/(L”)) et donc a un multiple M&, de &,.

Par suite

S [ fradm =3« [ |fI7dm < S [ 117 B dm
’ < MIfI% -

En prenant la borne supérieure pour les fonctions « de la
forme indiquée, on obtient

(2 (fa 17 dm)T™" < Mifif .

On en déduit que la fonction f appartient a [%'(LP) avec
“f"qp',p' < Mp ||f“n : . L.
Inversement, on vérifie comme dans la proposition précé-
dente qu’'une fonction [ de I%(L”) appartient & N* (S,
avec ||f"n < Jue “f"qp’, p' .
La démonstration de B) est analogue & la démonstration
correspondante dans la proposition précédente et on obtient

Yl < lyly < PHPPY|, .

La propriété y) correspond au cas p =1, compte tenu
du fait que S, = V.

ProrositioNn V. — Si { est la fonction caractéristique '
d’une partie E' de G wuniversellement mesurable d’intérieur
non vide et d’adhérence compacte ou si ¢ est un élément positif
non nul de U=(xV) ou de I(L>), les ensembles ¢V et %V
sont subordonnés Uun & Uautre et les espaces normés (V)
et U%xY) sont isomorphes ainsi que les espaces normés N\?(7)
et NP(IA)-

Prorosition VI. — Soit ¢ wun élément positif non nul de
B(L*). Une fonction mesurable f appartient ¢ (L) st et
seulement si il existe une mesure de Radon p = p, bornée et
telle que |f| < ¢ = p. La borne inférieure des normes |ug
des mesures qu’on peut ainsi associer 4 [ définit sur I(L>)

une norme équivalente a | |, , .
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Prorosition VII. — Soit { wun élément positif non nul de
B(L*). Si 1 < p < o, lanorme sur 1*(LP) est équivalente &
la norme définie par

Ifla = sup ([ IF17(4 « ) de)*".

Démonstration. — On sait (conséquence 8§ du lemme I)
que m est localement subordonnée & %V ou (x')V. Par suite
xm (resp. x'm) ainsi que toutes ses translatées sont subordon-
nées & (x')V (vesp. %V) etles deux ensembles 3V et ()Y
sont bien subordonnés I'un a 'autre.

Si ¢ est un élément positif non nul de UY=(xY) ou de
P(L*) dont la norme dans {J~(x") est A, toutes les trans-
latées de ¢ appartiennent & Ay’ et ’ensemble ¢V est done
subordonné a y'. Comme d’autre part la mesure ym est
subordonnée & ¢V, les ensembles ¥V et ¢V sont bien subor-
donnés 'un a l'autre.

On en déduit immédiatement que les espaces normés N7
et U? Dbatis sur les ensembles yY, ¢V ou (x')V sont iso-
morphes.

La proposition VI résulte alors du lemme I et la proposi-
tion VII s’en déduit d’aprés la caractérisation de ?(&,)
donnée par la proposition IV.

7. Propriétés générales des espaces [P(L*).

a) Les espaces IP(LF) et IP(M) définis a partir de deux
ensembles E et E’ différents sont tsomorphes.

Cela résulte immédiatement de la proposition V et de la
définition des ensembles &, et &,.

b) Les espaces IP(LP) et IP(M) sont des espaces de Banach.

Cela résulte du fait que ce sont des espaces U? ou (OF
relatifs & des ensembles S convexes, saturés et quasi-forte-
ment fermés convenablement choisis.

c) St p < p,, UVapplication canonique IP(LP) — [P(L*)
existe et est continue.

St p’ < py, Vapplication canonique 1P(L#) — IP(LF) existe
et est continue.
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Cela résulte de la définition des espaces [P(L¥) et des
propriétés classiques des espaces [? et L. Les applications
canoniques ont pour norme 1 si m(E) =1.

d) St E' est un ouvert relativement compact, 'application
canonique LP(E') - I(L*) ou M(E') - IP(M) est un uso-
morphisme sur un sous-espace fermé de IP(LP) ou de IP(M)
(celut des fonctions ou mesures portées par E').

Cela résulte immédiatement de la propriété a).

e) Approximation par des fonctions ou des mesures & support
compact.

Soit f une fonction de IP(LF) ou une mesure de IP(M). Si
1<p< o, datout = >0, on peut faire correspondre un
compact K tel que |f — fyxl < €. La fonction (ou la mesure)
f est portée par une réunion dénombrable de compacts.

En effet,si 1 < p, p’ < o lespace IP(L*) ou IP(M) est
toujours un espace |J* avec 1 < « < o et sa norme a donc
la propriété de Lebesgue, ce qui entraine la propriété indiquée
([4], th. II, rem. II).

S1 p’ = o, on considére I'isomorphisme de [?(L*) avec
N?(&#;). Comme la norme de cet espace a la propriété de
Fatou ([4], prop. VII, th. IV), 1l existe un compact H tel
que |f]? — e? < |fxul? < [f|?. En considérant le compact

K=H-+E —E, on a, daprés la définition de &, ,
Ifxexl? 4+ Ifxaul” = lfrex + fral? < If1?

et donc

Ifxul” < Ifxexl?” + [fxal? < If1” < 1fxul? + <

ce qui entraine bien que |fxcx] = IIf — fuxl < ¢.

f) Adhérence de A dans IP(LF).

«) St 1< p< o e 1<p <o, Pespace A est dense
dans P(L*).

B) St 1< p< o e p' = oo, Uadhérence de A dans
IP(L™) est IP(%).

¥) St p=oo© e 1<p < o, Uadhérence de K dans
I*(L7) est c,(L*).

La propriété y) résulte immédiatement du théoréme I.

La propriété «) résulte des deux propriétés précédentes :



78 J.-P. BERTRANDIAS, C. DATRY ET C. DUPUIS

tout élément [ de [P(L”) est limite d’une suite d’éléments
de la forme fyx d’apres e); tout élément fyx est limite dans
I'espace LP(K -~ E) d’une suite de fonctions continues &
support dans K -+ K d’aprés les propriétés classiques et
donc dans [P(LP) d’apres d).

Enfin, si p’ = o, on aévidemment |f|, < [f], . pour
tout élément de [7(L*). Il en résulte que toute limite dans
IP(L*) d’une suite de fonctions continues est continue et donc
que l’adhérence de ¢ est contenue dans IP(L*) % = I°(%).
Inversement, s1 [ est un élément de [?(%), et si on se donne
e >0, 1l existe un compact K tel que |[f— fxxl| < ¢
d’apres e). S1 £ est une fonction continue & support compact,
comprise entre 0 et 1 etvalant 1 sur K, ona |f—f¢| < ¢
et la fonction f% estun élément de o . L’adhérence de &
coincide donc avec [?(%).

g) Propriétés de dualité topologique. Réflexivté.

)
«) Le dual de IP(L¥) est isomorphe & Uespace normé 19(L7)

st 1<p,p < ©.

B) Le dual de 1P(%) est isomorphe a Uespace normé 19(M) su
1<p< .

¥) Le dual de c¢co(L¥") est isomorphe a Uespace normé [*(L7)
st 1<p < .

3) L’espace de Banach IP(L*) estréflexifst 1 < p,p’ < .

Cela résulte du théoréme III et des résultats généraux de
dualité de [4].

Les dualités sont réalisées par les accouplements naturels
fogdm ou fodp..

Remarquons que le dual topologique de (%) est isomorphe
a 'espace M! muni de la norme de [*(MN).

h) Produits ponctuels.

On généralise facilement aux espaces [P(LP) les propriétés
classiques relatives au produit ponctuel des fonctions. Soient
t,t,r et r des exposants tels que

i+-1—=i<1 et - =
P 4 r )4 t r
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Les définitions et les inégalités classiques montrent immédia-
tement qu’on a, avec les inégalités attendues sur les normes :

a) (LP).I(LY) e (L)
B) (€).1(¢) < (¢
Y)  co(LP).q(L¥) € cL)

Inversement, on montre au moyen du théoréme du graphe
fermé que s1 ¢ est une fonction telle que pour tout fonction f
de {(L*), le produit ¢f appartient a I"(L”), la fonction ¢
appartient a [P(L”).

1) Conyolutions.

Les espaces [P(L”) ont les propriétés de convolution qui
généralisent de maniére naturelle les propriétés classiques
([10], § 20). Soient t,t',r et r' des exposants tels que

I S
p t

r

L1t
t r

et solent respectivement u, u’, s et s leurs exposants
conjugués. On a

a) IP(LF) = I(LY) ¢ I7(L7)
B) Ip(LF) % 19(L¥) < (L) si l<p< o
y) P(LP) = I(L7) ¢ I'(¥) st 1l<p< o
8) IP(LP) % l(LY) c ¢(€¢) =%, s1 1 <p<
e) IP(M) = I{M) < I"(M)
Q) (M) = 19(M) < (M) = Mo
Démonstration. — On prend pour ensemble E un voisinage

compact symétrique de I'origine. Soient f et g des éléments
de /(L) et (L") respectivement et k& wune fonction
continue dont le support est contenu dans le compact K.
Si {E;} est un pavage maximal de G et {E;} le recouvre-
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ment associé, on a

| foxo K@) (@)g(y) do dy|
< 3 [fopenn K@ 1@ )] do dy

D’apres l'inégalité de Holder généralisée ([10], § 20-18 et
12-5), on a

Sfoyen Vi) 1@ gt de dy

< (ffIf@I"1gw)" do dy)” fflk:v+y|lf( |7 de dy) *

fflkw+y| gl de dy)
< (A1) ™ QRELAIE) ™ (k1) T < 1) gl 1kl

les normes étant prises pour f, g et k respectivement dans
les espaces L#(E;), L(E,,) et LY(E; -+ E,). Comme

E11+Elm*t+7j+tl+7 _|_E+E

)

Ut+r,+t¢+r+ ,+E= UE

on a

" k" Ls'(Eij'}’Elm) S 2 “ k" Ls'(Eijlmn) ¢

n=1

De nouveau, d’aprés I'inégahité de Holder généralisée, on a,
la norme pour Kk étant prise maintenant dans D’espace
Ls'( Eijlmn) ’

1 1

r u

X Ifh gl bkl < (Z1f17181) " Nk f17) * (Z1 k] IIgII‘)El-

i,Jol,m,n

Pour chaque terme du second membre, on obtient

Z(f17lelt < J Z If1e Z lgl® < JBIfIG. o8l

k1P < 2 171 E Z LN
< 2 ik J||k|| < BUFIE o MRS,
S|kl gl < Jsllgllu L
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Finalement :

|[Joxe Katy)f (@)ely) dodyl < PUfly,, gl k.. («)

Comme |k, . < |kl lxxl,,, on en déduit que les fonc-
tions f et g sont convolables et comme 'une au moins est
portée par une réunion dénombrable de compacts (d’apres e)),
on a

fxgt) = [, f(t — 2)g(x) do .

L’inégalité ( ), les résultats de densité et de dualité (para-
graphes f) et g)) et le fait que [I"(L') = I"(M), L}, donnent
immédiatement le résultat «) avec

If * gler < BUflpp gl -

Dans les conditions de 3), on a f * g(t) = <{f,8>; la continuité
de la translation (théoréme I) et le fait que f et g sont
limites de fonctions portées par des compacts donnent alors
le résultat 3). Comme {(L?) ¢ I9(L?) on en déduit immé-
diatement y). Le résultat B) provient du fait que f et g
sont limites de fonctions portées par des compacts. Enfin,
les résultats ¢) et {) se vérifient de la méme fagon que pour
p=tt=r=1.

]) Autre définition des espaces IP(LF).

Prorosition VIII. — Une fonction f appartient a [P(L")
si et seulement si la fonction n; définie sur G par

ny(t) = Il
appartient @ LP(G). Il existe deux constantes C' et C' > 0
telles que  C'|f1,,, < Ingl, < Clfl,,p -

Démonstration. — On suppose que 1 < p, p" < ©. La
démonstration s’adapte facilement au cas p = oo ainsi qu’'au
cas de I’espace IP(M).

Soi.ent {E;} un pavage maximal et {E;} le recouvrement
associé. On a

Jolllemde < 3 [, ([, A1 du)?
<m®) 3 (3 i)

'U‘-g

g
)
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la derniére intégrale étant prise sur I’ensemble
F=t+rr,+,+E.

Comme ;' < J, 1l existe une constante M’ telle que

Je I leremde < M 3 ([ 117 du)”

et on en déduit que si f appartient & IP(L¥), la fonction n,
appartient & L7(G) avec [ng, < C'|fl,,, -

Pour la réciproque, supposons que E soit un voisinage
compact de l'origine et soit E’ un voisinage de I’origine tel
que E'—E ¢ E. Soit {E;} un pavage quelconque par
des translatés de E’. S1 ¢t appartient a E; =1t 4+ E’, ona
évidemment E; ¢ t — E. Par suite

Jolfitramdt > 3 foydi( [ 111" du)f'
> m(E’) ? (ﬁ: If]” du)‘%.

On en déduit que si n, appartient & L?(G), la fonction f
appartient & P/(L¥) avec C"|fl,., < Ind, .

Cette proposition permet d’établir un rapport entre les
espaces et les espaces & norme mixte étudiés par A. Benedek
et R. Panzone [2].

Soit Br:»" 1’espace vectoriel normé des (classes de) fonc-
tions ® mesurables sur G X G et telles que

[@lwrr = ([, (fo 1 @@y)l” dz)” dy)? < @

’

avec les modifications habituelles si p = 00 ousi p'= .
A la fonction f de [P(L”), on associe la fonction F définie
sur G X G par F(z,y) = f(z)x(y — 2).
A la fonction ® de BP'? on associe la fonction ¢ définie
localement presque partout sur G par

1
() = f 0@y dy.

Prorosition IX. — L’application f——F est un isomor-
phisme de Uespace normé IP(LP) sur le sous-espace AP:P de
Br#" formé des éléments de la forme F(z,y) = f(z)x(y — z).
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L’application ® —— ¢ est une application linéaire continue

de Br? sur IP(LF).

La composée de fr—F et de ®+—— ¢ est Uapplication
identique.

La composée de ® +—— ¢ et de f—F est une projection
continue de BP'?" sur AP,

Démonstration. — La premiére partie résulte immédiatement
de la proposition précédente, compte tenu du fait que

Ind, = [ Fllge.s .

D’aprés les définitions, la composée de f——F et de
® —— ¢ estlapplication identique et la composée de @ —— ¢
et de f—— F est une projection de Br?" sur AP:?. Pour
terminer la démonstration, il suffit de vérifier que cette
projection est continue. S1 1 < p’ < p < ©, ona

P
P\ p"
L[ o) >
|

Inglp = f dy < f, wl d

K [1dy ([ _ydo [0 do)”
K [y ([, _pnd fo1 @@ dw)l%
K [dy [y, ([ 10 do)7
K'm(B —E) [ dv ( fo10@e)l dw)"i = K'| ®[s.» .

1

N

N

n

N

’

Pour 1 < p < p’ < o, on se raméne au cas précédent par
dualité et on étudie directement et de maniére analogue les cas
limites.
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