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DEUX REMARQUES SUR LES SERIES
ET LES POLYNOMES DE DIRICHLET

par Christian DEUTSCH

Cette note contient, d’une part un théoréme sur I’abscisse d’ab-
solue convergence de l'inverse d’une série de Dirichlet, d’autre part
une remarque sur les zéros de certains polyndmes de Dirichlet.
Ces deux résultats sont en fait conséquences d’une proposition que
I'on démontre en utilisant des théorémes classiques de la théorie
des fonctions presque-périodiques analytiques.

1. Soit A un semi-groupe multiplicatif de nombres réels = 1, conte-
nant 1, et tel que pour tout x réel I'’ensemble des éléments A de A,
A < x, soit fini. L’ensemble @ (A) des applications de A dans C
muni d’une addition, d’une multiplication et d’un produit par les
scalaires définis par :

Va, bEXA(A) et VAEA :
@+ b) AN =a@) + b
@xb) N = 2 alw b®

M-D=AN
u,VEA

Va€E L (A), VzEC: (z-a) (N = z-a())
est une algébre commutative unitaire sur C. Un élément a de Q(A)
est inversible si et seulement si a(l) # 0, et le sous-ensemble /! (A)
de @ (A) formé des éléments a tel que Z la(\) ] < + oo est une
algébre de Banach. reA
A chaque fonction a de & (A) on associe la série de Dirichlet

L) =2 aN®

AEA

et on note g, son abscisse d’absolue convergence.



166 CHRISTIAN DEUTSCH

Dans le cas particulier ot A = N* (I’ensemble des entiers = 1)
E. Hewitt et J.H. Williamson [3] obtinrent a I'aide de la Théorie
des algébres de Banach le résultat suivant :

THEOREME. — Un élément a de 1'(A) a son inverse dans 1' (A)
si et seulement si inf | f,(s)| > 0.
Réel s 20
I1 est facile de voir que la démonstration de Hewitt et Williamson
reste valable pour un semi-groupe A a décomposition unique, cependant
dans le cas général nous ne savons pas si ce théoréme est encore vrai.

2. En abordant ce probléme sous un angle différent nous obtenons
des résultats, qui, bien que plus faibles que le théoréme précédent,
donnent dans le cas général des indications sur le comportement
de I'inverse d’un élément de 7'(A).

PROPOSITION. — Soit a €l l(A). On suppose qu’il existe r = 0
tel que inf |f,(s)| > 0. Alors quel que soit € > 0 on a
Réel s>r

YlaT P < 4 e (1
AEA

ou a~*est Uinverse pour le produit de convolution de a dans @ (A).

Il est clair que les hypothéses de la proposition permettent
d’affirmer que a~* existe dans @ (A). Dans le cas particulier ou
r =0 on obtient que quel que soit € > 0:

Yola—+NPNE <+ oo, 2)
AEA

La relation (2) n’implique pas le théoréme de E. Hewitt et
J.H. Williamson, mais nous permet d’obtenir :

THEOREME 1. — Soit a un élément de 1'(A). Si  inf [f,(s)1 >0
Réel =20

alors o,_,, labscisse d’absolue convergence de [l'inverse de a, est
inférieure ou égale da la moitié de l'abscisse d’absolue convergence
de la fonction identiquement égale a1 sur A (0,_. < 0,/2).

THEOREME 2. — Soit P(s) un polynéme de Dirichlet non constant
de la forme :
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N ~ ,
P) =1+ Y N° (*)
k=2 '
ou les a, sont des entiers relatifs et les N, des nombres réels distincts
> 1. Alors quel que soit € > 0, il existe un nombre complexe s =s(€)

tel que Réel s > — e et P(s) = 0.

Le théoréme 1 est une conséquence immédiate de 1’inégalité
de Cauchy-Schwarz et de la relation (2).

Pour le théoréeme 2, il suffit de considérer le semi-groupe multi-
plicatif A engendré par A,, ..., Ay et de supposer que pour

e>0 inf  |f,(s)I >0

Réel s>—¢
ou a est la fonction définie sur A par

1 A=1
aN=1{a A=\ k=2,...N

0 dans les cas contraires.

En appliquant (2) a la fonction b telle que b(\) = a(A) X on
a en particulier :
lam P <+ oo 3)

AEA

Comme a(l) =1 et que a est & valeurs entiéres, a~* est 2
valeurs entiéres. On déduit de (3) que @~ *(A) est nulle sauf pour
un nombre fini d’éléments de A.

Le théoréme 2 résulte alors du fait que l'inverse d’un polyndme
de Dirichlet non constant de la forme (*) ne peut pas étre un polyndme
de Dirichlet de la forme (%) et du corollaire 1 du théoréme 9 [1]
qui nous permet d’affirmer que si pour n > 0 P(s) ne s’annule pas

dans la bande Réel s > — 7 alors inf |P(s)| > 0.
Réel s>—n/2

3. Démontrons a présent la proposition du paragraphe 2. Comme
nous I’avions annoncé dans lintroduction, nous démontrons cette
proposition en utilisant des théorémes classiques de la théorie des
fonctions presque périodiques analytiques. On peut trouver un exposé
de cette théorie dans les deux livres cités en références [1] et [2].
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En particulier les notations et les théorémes que nous utilisons
ci-aprés sont ceux du chapitre III du livre de Besicovitch [1].

D’aprés le corollaire du théoréme 6 (p. 144) la fonction f, (s)
est u.a.p. dans la bande < 0, + o >. Il en résulte, ainsi que des
hypothéses faites sur r et du corollaire 2 du théoréme 9 (p. 145),
que dans la bande <r, + o > la fonction g,(s) = 1/f,(s) est aussi
u.a.p.

D’aprés le théoréme fondamental (p. 148) on a :
&) ~ XL b’

nenN*
avec

M,(lg, (o +it)>) = 3 |b,1“e*° pour tout o€ ]r, + oo[.(4)
neEN*

or pour ¢ = Réel s assez grand on a aussi

- - ¥ _
8 = UL () = 75 B (140)/aD] = D

+ oo
ou la série 2 ([ £, ()/a(1)] — 1)¥ est absolument convergente.
k=0
On en déduit que pour 0 = Réel s assez grand on a :
g, (s) = 2 a *(N) N avec 2 la=* (NN < + o0,
AEA AEA

Le théoréme 1 et le théoréme d’unicité (p. 148) en montrant que

g(s) ~ X at(MHXF

AEA

achévent avec (4) la démonstration de la proposition.
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