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Analyticité semi-globale pour le 3-Neumann dans
des domaines pseudoconvexes

BENOIT BEN MOUSSA

Abstract. Under some conditions on an open  C C”" bounded, smooth, and
pseudo-convex, we show that the solution of the 3-Neumann problem is real
analytic near a component of the degenerating set of the Levi form.

Mathematics Subject Classification (1991): 32F20 (primary), 32F25, 32F30
(secondary).

1. - Introduction

Soit @ C C" un ouvert régulier, borné, de classe C*° et pseudoconvexe.
Soient A C 92 I’ensemble des points de dégénérescence de la forme de Levi
L de 2, D une composante connexe de A, et V(D) un voisinage ouvert de
D dans C" séparant D des autres composantes connexes de A. Supposons que
02 soit analytique réelle sur V(D).

Soit g € {1,....,n— 1} et f une (0, g) forme a coefficients dans L3() et
analytiques réels sur Q N V(D).

Si u est la solution du probléme du 3-Neumann sur Q avec f pour second membre,
existe-t-il un voisinage V'(D) de D dans C" tel que u soit analytique réelle sur
QNV(D)?

Nous dirons que I’opérateur 3-Neumann est hypoelliptique analytique semi-
global sur D lorsque la réponse sera affirmative.

Dans le cadre de C?> pour la solution canonique du 8, , M. Derridj & D.
S. Tartakoff [D.T.2] ont en 97, sous certaines conditions, répondu positivement
a cette question. _

Ici nous donnons une premiére réponse affirmative pour le 3-Neumann dans
C", conditionnée par le fait que I'ouvert Q2 vérifie sur V(D) une inégalité dite
“de type maximal”, puis moyennant une hypothése de commutation exacte, nous

Pervenuto alla Redazione il 7 luglio 1999.
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donnons une deuxieme réponse affirmative en nous affranchissant de 1’inégalité
“de type maximal”. Pour finir, nous donnons une troisiéme réponse affirmative
dans un cas qui, en quelque sorte, est intermédiaire entre les deux précédents,
conditionné par le fait que 2 vérifie une inégalité dite “de type semi-maximal
sur V(D)”.

Nous caractérisons algébriquement les ouverts pseudoconvexes vérifiant une
inégalité de type maximal sur les (0, g) formes pour le d-Neumann, par une
condition portant sur les valeurs propres de la matrice de Levi de I’ouvert, qui
de maniere parlante s’énonce :

“Les sommes de paquets d’ordre g de valeurs propres de la matrice de Levi,
majorent a un facteur constant pres, la trace de la matrice de Levi.”

Cette condition algébrique fut initialement introduite par M.Derridj dans [Der]
pour les (0, 1) formes, puis A.Grigis & L.P.Rothschild ont montré dans [G.R]
que cette condition est nécessaire pour avoir une inégalité maximale pour le
Op sur des ouverts pseudoconvexes et que dans certains cas elle est aussi
suffisante. Nous caractérisons également algébriquement les ouverts pseudo-
convexes vérifiant une inégalit¢ semi-maximale pour les (0, 1) formes, et nous
montrons sur un exemple le caractére non-intrinseéque de cette notion.

REMERCIEMENTS. Je remercie vivement le professeur M. Derridj pour I’at-
tention qu’il a bien voulu accorder a ce travail, et pour les nombreuses remarques
et suggestions qu’il m’a faites.

2. — Préliminaires et notations

Considérons pour n > 2, 2 C C", un ouvert, régulier, borné, de classe C*°.
On note £ la forme de Levi de ©2 et D une composante connexe de 1’ensemble
de dégénérescence de L.

On suppose qu’il existe un voisinage ouvert V(D) de D dans C" sur

lequel il existe L, ...., L, une base de (1,0) champs de classe C* tels que
Ly, ....,L,_, soient tangents a a2 sur V(D).

On notera wy, ...., w, la base de (1, 0) formes duale de la base (Lj);?=1 sur
V(D).

Pour ce qui suit, on prend les notations de G. B. Folland & J. J. Kohn
[FX].

On écrira les (0, g) formes différentielles « définies sur un sous-ouvert X’
de V(D) sous la forme u =}, ;_, us@; 00 @5 = wj; A ®j, A .... A @j, avec
N<jp<..<jgetjiell, ..,n}
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On considerera le produit scalaire usuel sur les (0, g) formes relatif a la
base (@;)j-, défini par :

si “=Z ujwy et v= Z vgwg sont dans L:(X) alors (u, ”)ZZ XuJﬁJdA
IJ1=q IKl=q |Jl=q

ol A est la mesure de Lebesgue sur X, on notera Y_,;_, lus|* par |ul?, et 9*

I’adjoint de 8 pour ce produit scalaire.

Si Y est un champ de vecteurs sur X et u un élément de C;(X) nous
considererons I’action de Y sur u relatif a la base (w;) notée Yu et définie
par :

si u= Z uywy alors Yu = Z Y(uj)wy
|J|=q |J1=q

Sive C,‘;"(S_Z) est écrit sous sa forme canonique v =Y ;_, vi@; sur V(D)NQ
dans la base w, ..., w,, alors on a sur V(D) NQ :

(2.0.1) =Y (Zeyl:jv1+suv1 @y

|J|=q+1 Lj

Les sy; étant définis par o = Z Syiy.

On notera D, (X) I'ensemble C3°(X') N Domd*, pour v € D, (L) Ecrit sous
sa forme canonique v = 2|1|=q v;@; sur V(D)NQ dans la base @y, ..., @, on
asur V(ID)NQ :

(2.0.2) *v = Z (ZS{JL;UI-}-E“U[ wy

Wl=g—1 \ Lj

Q(v, v) désignera la forme quadratique définie sur D, (QOV(D)) par: Q(v,v)=
I 8v 11> + 1| 9*v |I> .
Enfin pour clore ces préliminaires nous donnons les définitions suivantes :

DEFINITION 2.1 (Inégalité de type maximal). Soit € un ouvert de C" régulier,
V un ouvert borné de C" tel que 32NV #@, et g € {1,...,n—1}.

On dira que € satisfait sur V une inégalité de type maximal pour les
(0, g) formes relativement au probléme d-Neumann si, il existe une base de
(1, 0) champs (L,-)J'-'=1 sur V de classe C*® tels que L, ...., L,_ soient tangents
a 0Q sur V, vérifiant :

IC>0 / YveD,(QNV) vérifiant supp v CC V
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n n—1
@03) Y NLp P+ I L I’ € (Qw v+ I v I?)
j=1 k=1

REMARQUE. Sous ces conditions la notion d’inégalité de type maximal est
intrinseque, i€. elle ne dépend pas de la base de (1,0) champs choisie. On
peut démontrer cela de facon directe a partir de I'inégalité (2.0.3), de facon
plus élégante, cela découlera directement du théoréme 3.7 qui suit.

DEriNiTION 2.2 (Inégalité de sous-ellipticité). Soit  un ouvert de C”
régulier, V un ouvert borné de C" tel que IQNV # @, et g € {1,...,n —1}.

On dira que I’on a une 1nega11te de sous-ellipticité pour le 3-Neumann, pour
les (0, ¢) formes, sur QNV si : 3e€l0,1], 3C>0 / YveD,(VNQ)
vérifiant supp v CC V

(2.04) lvlle<C(ldvl+1dvI+1lvl)

DErINITION 2.3 (Inégalité de type semi-maximal). Soient € un ouvert de

C” régulier, V un ouvert borné de C”" tel que 32NV # @, et (L;)j_, une base

de (1,0) champs de vecteurs C* sur V telle que (L; )}' 11 soient tangents a 92

sur V, notons (coj)” sa base duale de (1,0) formes.

Soit § = {]I,},s=l une subdivision de l’intervalle d’entiers [1,n — 1], de la
forme : I; =[1,4], Lh =L+ 1, bLlL..k, =g+ lLn—1]lo0 1l <) <l <
w<li_1<n-1.

Nous appellerons une telle subdivision, une subdivision strictement crois-
sante de [1,n — 1].

Nous dirons que €2 satisfait sur V a une inégalité semi-maximale pour les
(0, 1) formes relativement a (Lj);.'=1 et Ssi:

n
3C >0/ YueD(NV) vérifiant supp u CC V on a (si u= Zw@)

205 Y I Lu 1|2+Z | Liu 1P ¢ (Q@,w+ )

I=1 jkel;

REMARQUE. La définition d’inégalité semi-maximale pour le 9-Neumann fut
initialement introduite en 1991 par M.Derridj dans [Der2], voir aussi [D.T.1].
Nous montrerons sur un exemple le caractére non-intrinséque de cette notion,
(voir exemple 6 qui suit).
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3. — Enoncés des résultats

THEOREME 3.1. Soit Q C C", un ouvert régulier, borné, pseudoconvexe, de
classe C*°, D une composante connexe de I’ensemble de dégénérescence A de la
forme de Levi L de 2, et V(D) un voisinage de D dans C" ouvert et borné séparant
D des autres composantes connexes de A.

Soitq € {1, ..., n — 1}, on suppose que :

a) Q est C® sur V(D).

b) Il existe une base Ly, ..., L, de (1,0) champs sur V(D) de classe C® tels que
Ly, ..., L,_ soient tangents a 9S2 sur V(D).

¢) 1l existe un champ T sur V (D), imaginaire pur, de classe C® tel que :
¢1) (Li,.y Lu_1, Ly, ..., Ly_1, T) est une base de CT3Q2 N V(D).
C2) T, Lj]/BQﬁV(D) celLe L Vj € {1, ....,n}.
o L @ L est le module sur C*(V (D)) engendré par la famille (L;, l_,j);-';ll.

q
d) Il existe o > O tel que chacun des ("q_l> “paquets” Z)»js , 1<jy<...<jg=n—1, de

s=1

q
valeurs propres A, de L vérifie Z Ajy = aTr(L) sur 32N V(D).
s=1
Alors la solution du probléme 3-N Hu=7J
t - _
ors la solution du probléme 0-Neumann feLg(Q)ﬂCL‘I"(QﬂV(D)

) estdans
cg (QNVv(D)).

COMMENTAIRES. Dans le cadre de C2, I’hypothése d) du théoreme 3.1 est
toujours vraie pour ¢ = 1 ; en fait, de facon générale, on va montrer qu’elle
est équivalente a supposer que 2 vérifie une inégalité de type maximal pour
les (0, g) formes sur V(D) (voir le théoréme 3.7).

Concernant les inégalités maximales pour les opérateurs, de nombreux tra-
vaux ont été consacrés a ce sujet, voir par exemple M. Derridj pour le 0-
Neumann pour les (0, 1) formes dans [Der], A. Grigis & L. P. Rothschild pour
le O, dans [G.R], et B. Helffer & J. Nourigat pour des opérateurs polyndmes
de champs de vecteurs dans [H.N].

Dans [G.R], A. Grigis & L. P. Rothschild ont montré entre autre que pour
un ouvert, le fait d’avoir une inégalité maximale pour le O, est intimement 1ié
a la géométrie de son bord, et ils ont montré que la condition d) ci-dessus est
nécessaire pour que I’ouvert puisse vérifier une inégalité maximale pour le [Jp.
On ne sait pas encore si elle est en général suffisante.

Le premier résultat en la matiere fut de M.Derridj qui, en 78, montrait
le théoreme 3.7 ci-dessous, dans le cadre global, pour les (0, 1) formes, voir
[Der].

COROLLAIRE 3.2. Sidans le théoréme 3.1 on remplace I’hypothése de commuta-
tion cp) par I’hypothese suivante :
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[T, Lj]/agzmv(p) elL® ]_Lpourj ef{l,...,.n—1} )
[T, LuljaenvD) = @nLnjsanvp) + Msanvpy ou M € L& L, et oy, est dans
co(32 N V(D).

alors on a la méme conclusion.

REMARQUE. M. Derridj a montré dans [Derl] que sous les hypothéses b), c1,
c; et d) du théoreme 3.1 pour les (0, 1) formes, il y a une propagation du type
au sens de Kohn [Koh], Bloom-Graham [B.G], le long des courbes intégrales
de T. De ce fait, dans C? il ne peut exister un point de dégénérescence isolé
au voisinage duquel les conditions du théoréme 3.1 soient vérifiées, i.e. ces
hypothéses ne nous permettent pas de montrer I’analyticité locale ici.

COROLLAIRE 3.3. Soit @ C C? un domaine de Reinhardt, borné, régulier, de
classe C® et pseudoconvexe. Soit D une composante connexe de A I’ensemble de
dégénérescence de la forme de Levi de Q2.

Soit V(D) un voisinage ouvert, borné, de D dans C?, séparant D des autres compo-

d Ja
santes connexes de A. Supposons que le champ L = 7y — + 7o — soit transverse

321 3Z2
a la frontiere 02 sur V(D).

. e Ou = f
Alors la solution du probléme 3-Neumann{ fel? (@) new (Q N V(D)

cP(QN V(D).

) estdans

COoMMENTAIRES. Les domaines de Reinhardt complets vérifient la condition
de transversalité ci-dessus, voir [Che2].

S. C. Chen a montré dans [Che] que les domaines de Reinhardt de C",
réguliers, bornés, de classe C“ et pseudoconvexes, vérifient 1’analyticité globale
pour le 9-Neumann.

M. Christ a montré en 94 dans [Chrl] & [Chr2] que sur un méme domaine
de Reinhardt de C2, de classe C®, pseudoconvexe et borné, il est possible que la
régularité analytique globale du 9, soit vérifiée bien que la régularité analytique
locale, elle, ne le soit pas ! Des lors il nous est permis de penser qu’il est
probable que le méme phénomene puisse se produire pour le d-Neumann.

Notons que celui-ci n’est pas dfi a un cas de dégénérescence isolé ! D’ail-
leurs, en joignant les résultats de S.C.Chen, [che], et de M.Derridj, [Derl],
on peut remarquer qu'un domaine de Reinhardt de C2, borné, régulier, C*, et
pseudoconvexe, n’a jamais dans sa frontiere de point de faible pseudoconvexité
isolé.

Voici maintenant un cadre ou la conclusion du théoréme 3.1 reste vraie,
bien que I’on se soit affranchi de I’inégalité de type maximal.

THEOREME 3.4. Soit Q C C", un ouvert régulier, borné, pseudoconvexe, de
classe C*°, D une composante connexe de I’ensemble de dégénérescence A de la
forme de Levi L de 2, et V(D) un voisinage de D dans C" ouvert et borné séparant
D des autres composantes connexes de A.
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On suppose que :
a) Q estC® sur V(D).

b) Il existe une base L1, ..., L, de (1,0) champs sur V(D) de classe C* tels
que Ly, ..., L, sont tangents a 92 sur V(D).

¢) Il existe un champ T sur V (D), imaginaire pur, de classe C® tel que :
c1) (Lyy...,Lp—1, Ly, ..., Ly_1, T) est une base de CToQ2 N\ V(D).
c) [T, Ljl=L; VYjefl,..,n}

d) Il existe g € {1, ...,n — 1}, et il existe V'(D) C V(D) voisinage ouvert de D
dans C" pour lequel on a sur Q N V'(D) une inégalité de sous-ellipticité pour
le 3-Neumann pour les (0, q) formes.

Ou=f

f e L2(Q) nee(@n v(p))

Alors la solution du probléme 3-Neumann {

ce(QN V(D))

COMMENTAIRES. Dans le théoreme 3.1 nous avons le méme résultat avec
une hypothése de commutation plus générale ; cependant, pour compenser, il
nous faut imposer a I’ouvert de vérifier une hypothése de type maximal pour
le 9-Neumann, ce qui est tres restrictif dans C" pour n > 3 ; par exemple nous
donnons dans ce qui suit une classe d’ouverts de C3 qui ne vérifie pas 1’inégalité
maximale sur QN V (D), mais qui vérifie les hypothéses du théoreme 3.4.

D’autre part, J.J.Kohn a montré en 79 dans [Kohl] - en conjonction avec
des travaux de K. Diederich & J. E. Fornaess [D.F] - que tout ouvert de C",
borné, pseudoconvexe, de classe C” vérifie la condition d) de sous-ellipticité
ci-dessus, et, dans tout une série de travaux publiés entre 83 et 87, D. Catlin
a caractérisé géométriquement cette condition de sous-ellipticité, voir [Catl] et
ses références.

COROLLAIRE 3.5. Sous les hypothéses du théoreme 3.1 (ou du corollaire 3.2, ou
duthéoréme 3.4) pour les (0, 1) formes, le projecteur de Bergman Py = 1d— 8*[]1'1 ad
envoie L*(Q2) N C®(Q N V(D)) dans L*(2) N C(Q N V(D)) NH(K).

Voici maintenant un corollaire et trois exemples rendant les théoremes 3.1
et 3.4 plus concrets.

COROLLAIRE 3.6. Soit @ C C", un ouvert régulier, pseudoconvexe, borné,
de classe C*, donné sous la forme : Q = {z = (/,z,) € C*" ! xC /r(z) =
p(Z', 1za?) < 0} oit p est une fonction a valeurs réelles.

Soit D une composante connexe de I’ensemble de dégénérescence A de la forme
de Levi de Q, V(D) un voisinage ouvert borné de D dans C" séparant D des autres
composantes connexes de A. On suppose que :

a') Qest C® sur V(D).
b) V(D) C {z, #0}.

or
¢/) — ne s’annule pas sur V(D).
Zn
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d) Il existe g € {1, ...,n — 1}, et il existe V'(D) C V(D) voisinage ouvert de D
dans C" pour lequel le 9-Neumann vérifie une inégalité de sous-ellipticité pour

les (0, q) formes sur Q N V'(D).
. o Ou = f
Alors la solution du probleme d-Neumann fe Lg (Q) A Cflo (Q NV(D)

) estdans
ce(QNVv(D)).

EXEMPLE 1. Soit Q={(z1, 22, 23) € C*/|z3* +1z1 P(1+z2) +22/P =1 < 0}
ot peN, p>2.
On a : Q ouvert, borné, régulier, C“ et pseudoconvexe.

L’ensemble A des points frontiere de dégénérescence de la forme de Levi
est connexe et c’est :

A={(z1,22,3€C [/ s =1, z1 =20 =0}

Il n’existe pas de V(A) voisinage ouvert dans C3 de A, sur lequel Q vérifie
I’inégalité maximale pour les (0, 1) formes, au sens défini par M. Derridj dans
[Der] i.e. au sens de la définition 2.1 ; cependant 2 vérifie les conditions
du corollaire 3.6 pour les (0, 1) formes, sur tout voisinage borné V(A) de A
qui n’intersecte pas ’hyperplan {z3 = 0}. Donc la conclusion du corollaire 3.6
s’applique sur V(A) pour les (0, 1) formes.

EXEMPLE 2. Soit Q = {(z1, 22) € C?/|z2)?+x5y*0 (x)+(x—a)*(y—B)*—y <
1

0} ou A est définie par : O(x) = e 2 si x#0, etf0) = 0, avec
Z1 =x+1iy, et o, B,y des réels > 0.
Si 'on fixe o et B arbitrairement, et que 1’on prend y un majorant strict

_ 1
de la fonction x®y*e 12 4 (x — a)*(y — B)? sur I’ouvert borné 10, a[x]0, BI,
on a alors :

Q ouvert, borné, régulier, C*™ et pseudoconvexe ; Q2 n’est pas C* au voisinage
de I’hyperplan réel {x = 0} de (Cfl,zz. La forme de Levi de ©Q a des points
de dégénérescence qui ne sont pas sur I’hyperplan {x = 0}, et aux voisinages
de ces points de dégénérescence, le bord 92 est analytique réel. L’ensemble
de dégénérescence A de la forme de Levi est connexe, et est égal au cercle I'

défini par : " = {((a, 0, 22) € C? / |z2)*> = y}. Le corollaire 3.6 s’applique

Q pour les (0, 1) formes sur tout voisinage borné de A qui n’intersecte pas la
droite {x = 0} N {|z2]® = O}.

n—1 P
ExempLE 3. Soit Q={(zl,...,z,,_1,z,,)€C” /|z,,|2+< |z,-|2> —1<o}
J=1

avec p € N*.
Ces ouverts sont réguliers, bornés, pseudoconvexes, de classes C* et sont
strictement pseudoconvexes aux points du bord vérifiant z, = 0. M. Derridj
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a montré dans [Der] que les valeurs propres A; de la forme de Levi £ de
Q vérifient A; > o Tr(£) au voisinage de I’ensemble des points frontiere de
dégénérescence de L. Donc le corollaire 3.6 s’applique a  pour les (0, q)
formes, g € {1, ...,n — 1}.

Voici maintenant la caractérisation algébrique annoncée en introduction :

THEOREME 3.7. Soit 2 un ouvert de C" régulier C*°, V un ouvert borné de C"
telque VNOQL#WB, etqge{l,...,n—1}L

Supposons que 92 est pseudoconvexe sur 'V, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Q2 vérifie sur V une inégalité de type maximal pour les (0, q) formes.

: q
ii) 1l existe @ > O tel que chacun des (";1) “paquets” Y Aj, , 1<ji<..<jg<n—1
s=1
de valeurs propres A;j, de la matrice de Levi L de Q2 vérifie :

q
(3.0.6) > Ay > aTr(L) surdQnv

s=1

et il existe une base de (1, 0) champs C* sur V tels que n — 1 parmis eux soient
tangents a 02 sur V.

COROLLAIRE 3.8. Sous les hypotheses du théoréme 3.7, Q vérifie toujours une
inégalité de type maximal pour les (0, n — 1) formes sur tout ouvert V borné de C"
vérifiant la condition V N 92 # @.

ProposITION 3.9 (Inégalité de sous-ellipticité). Sous les hypothéses a), b) et
d) du théoréme 3.1, il existe V' (D) C V(D) voisinage ouvert de D dans C" pour
lequel :

3e€l0,1], 3C>0 / YveD,(V(D)NQ) vérifiant supp v CC V'(D)

lvlle<C(lavi+1 v+ lvl)
Nous allons maintenant considérer le cas ou 1’ouvert Q vérifie une estima-
tion de type semi-maximal sur V(D). Commengons par cette proposition :

ProposiTION 3.10 (Inégalité semi-maximale). Soient Q2 un ouvert de C"
régulier, V un ouvert borné de C" tel que 92 NV # 0, et (L;)j_, une base de
(1, 0) champs de vecteurs C*™ sur V telle que (L j);';ll soient tangents a 952 sur V,
notons (w; )}’ sa base duale de (1, 0) formes.

Soit S = {I;}}_, une subdivision de I'intervalle d’entiers [1, n—1], de la forme :
L=[LLlLh=WL+1L,. =L i+L,n=1oul <l <lh<..<l_1<
n—1.
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Soit L = (cjk) la matrice de Levi de Q dans la base (L; );’ 1» pour chaque | €
{1, ..., s} notons T; = Y cjj, et considérons la matrice diagonale

j€l
n o . . . . . . .0
0 - .

.

. I

D= T,
Ts
0

0 0 T

ou pour chaque l € {1, ..., s}, T; apparait avec une occurence de cardinal 1;.
Supposons que dS2 soit pseudoconvexe sur V ; alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) 30 >0/ L—-0D>0surd2NV.

2) C >0/Yu e Dy (Q NV) vérifiant supp u CC V ona <si u=y, ukc?)k)
k=1

S5 Lo P +Z||Luu<C(Q<u W+ 1w ).

=1 jkel

- n
3) 3C > 0/VYu € D;(N V) vérifiant supp u CC V ona (si u=>y ukf;)k>
k=1

Il tn ||2+Z >l Liju ||2+Z|| VTiLju |

I=1 \ jkel}
k GHI

+ 31 L 2= € (QQu w+ 1w 1)

j=1

CoMMENTAIRES. Cette notion d’inégalité semi-maximale n’est pas intrinsé-
que, i.e. pour une partition S donnée, elle dépend de la base (L;) choisie
sur V ; nous donnons un exemple explicite de ce phénomene ci-dessous (voir
exemple 6, page 62). D’autre part, I'implication 1) = 3) fut donnée par M.
Derridj en 1991 dans [Der2].
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THEOREME 3.11. Soit 2 C C”, un ouvert régulier, borné, pseudoconvexe, de
classe C*°, D une composante connexe de ’ensemble de dégénérescence A de la
forme de Levi L de 2, et V(D) un voisinage de D dans C" ouvert et borné séparant
D des autres composantes connexes de A.

Soit § = (I;)j_, une subdivision strictement croissante de l’intervalle d’entiers
I=[1,n-1]

On suppose que :

a) Q est C? sur V(D).
b) Il existe une base L1, ..., L, de (1,0) champs sur V(D) de classe C® tels que

Ly, ..., Ly_1 sont tangents a 02 sur V (D), et tels que 2 satisfait a une inégalité
semi-maximale pour les (0, 1) formes relativement a V (D), (L j);'=1 et S.

¢) Il existe un champ T sur V (D), imaginaire pur, de classe C tel que :
c¢1) (Ly,...,Ly_1, Ly, ..., Ln_1, T) est une base de CT3Q2 N V(D).
) Viefl,..,s}, Vjel, [T,Ljlpanv) € Ly

c3) [T, Luljsanvp) = Z @i Lj 300y (p) Ot les & sont dans C* (0QNV(D)).
j=1
Ou Lk est le module sur C*(V (D)) engendré par la famille (L;);ck.
d) Il existe V'(D) C V(D) voisinage ouvert de D dans C" pour lequel on a sur
Q N V(D) une inégalité de sous-ellipticité pour le 3-Neumann pour les (0, 1)
formes.

Ou=f

Alors la solution du probléme 0-Neumann { fel? @n C?’(Q A V(D)

) estdans
ce(QN V(D).

CoMMENTAIRES. M. Derridj a montré dans [Der2], que si I’ouvert 2 vérifie
une inégalité semi-maximale pour les (0, 1) formes relativement a V, (L;) et
S ; et que s’il satisfait a une notion de type fini elle aussi relative a V, (L;)
et S, alors, Q2 vérifie une inégalité sous-elliptique pour les (0, 1) formes sur V
pour le 9-Neumann. (Plus généralement voir D. Catlin [Catl])

EXEMPLE 4. Soit Q = {(z1, 22, 23) € C3/xPy! + (x1 —)*(y1 — B)? + |z2* +
|z3]> — ¥ < 0}. Avec z; = x; + iy, et a, B,y des réels > 0.

Si I'on fixe o et B arbitrairement, et que ’on prend y un majorant strict
de la fonction x%y* + (x — a)*(y — B)? sur I’ouvert borné 10, «[x]0, B[, on a
alors :

Q ouvert, borné, régulier, C* et pseudoconvexe ; L’ensemble de dégénérescence
A de la forme de Levi est connexe, et est égal a : {(z1,22,23) € C3 / 71 =
aet |22 +1nl =7}

Soit ¢ >0 tel que y —e >0 et « — e > 0, alors Q vérifie les hypotheses
du théoréme 3.11 sur I'ouvert

VS(A)={(zl,zz,z3)e(C3/a —eg<xij<a+e, —e<y<e, y—-8<|z2|2+|23|2<y+8}
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avec pour base de (1,0) champs sur V. (A) :

0 ar 0 aor 0
Li=(z 2+z|)——z——— 35— >
! 2| 123 21 2 071 022 071 023
0 0 0 d
Ly=723— —7p — Ly;=7—
2 3az 2 P 3= 128 . + 23— 923

our= xfy‘l‘ + 1 —a)* O — B+ P+ |z3)2 - y est une fonction définissante
de Q ; le champ T étant défini par T = L3 — L3, et la subdivision S par
S = {1} U {2}. Cependant, il ne vérifie pas 1’inégalité maximale pour les (0, 1)
formes sur V. (A).

EXEMPLE 5. Soit

’ n—2 P
= {(zl, s Zn2, 215 20) € €'/ Nzami P+ lzal*+ (Z |sz2> -1l< o},

j=1

avec p € N, p > 2. Cet ouvert est régulier, borné, pseudoconvexe, de classe
C®, I’ ensemble de dégénérescence de sa forme de Levi £ est connexe et c’est :

A ={(1s n 2n-2: 201, 20) €C"/ |zarP+Hlzal* =1, et zi=22=... =2, =0}
Si V(A) est un voisinage borné de A dans C" inclus dans {|z,_1|*>+|z,|> # 0},

alors Q vérifie sur V(A) les hypothéses du théoréme 3.11, avec pour base de
(1,0) champs sur V(A) :

dr 0 adr 0
Li=(z 24z __Zn —Zp—— pour 1< j<n-—-2
(I n— ll l n| ) Zj 1a 3Zn : n3Zj aZn P J
_ 0 _ d Zn—1 O Zn 0
L, 1=zZ — Zn— et L,=—— 4+ ——
n—1 naZn_1 n IBZn n ) aZn—l ) 3Zn
n-2 P .
OU 7(21s wes Zn=2s Zn=1,2Zn) = lzn—1*> + lzal* + | X I2j1* | est une fonction
j=1

définissante de Q2 ; le champs 7' étant défini par T =L, — L, et la subdivision
Spar S={1,..,n—=2}U{n—1}.

Cependant, il n’existe pas de g € {1, ... ,n —2} pour lequel Q2 vérifie sur
V(A) une inégalité maximale pour les (0, g) formes.

EXEMPLE 6. Soit
4 2 2 2 2 2
Q={(z1,22,23,24) €C / |z +|z1l" + (Iz;l + |z3] ) —1<0}.

Cet ouvert est régulier, borné, pseudoconvexe, de classe C.



ANALYTICITE SEMI-GLOBALE POUR LE é-NEUMANN 63

Soit § = {1,2} U {3} et V un ouvert borné de C" tel que RNV # @, et
tel que VN{zy =0} =0.

Alors, en prennant (‘/j);=1 pour base de (1,0) champs tangents & 92 sur

. e o8
{z4 # 0}, définie par V; = 24— — 22 (b p(z1,22,23) = |z1]* + (lz2)* +
d0z; 0z 0z4
3

1z31%)?) ; Q ne vérifie pas I’inégalité semi-maximale relativement a S, (V)i
et V. Cependant, ’exemple 5 donne une base explicite (L j)j3.=1 de (1, 0) champs
tangents a 9€2, pour laquelle, 2 vérifie une inégalité semi- maximale relativement

as, (L j)le, et V. Ce qui prouve le caractére non intrinseéque de cette notion.

4. — Démonstrations

4.1. — Démonstration du corollaire 3.2

Soit (L j);':l une base de (1,0) champs analytiques réels sur V(D), vérifiant les
hypotheses du corollaire 3.2. Ona T'=37_, a;L; +b;L;, comme (L;, Lj, T);';l1
est une base de CTAQ N V(D), et T est imaginaire pur, le coefficient a, ne
s’annule jamais sur 32NV (D). Dong, il existe un ouvert V'(D) de C" contenant
D, tel que V(D) cC V(D), sur lequel a, ne s’annule jamais. De plus, on
peut supposer que QN V(D) =3 N V(D).

En prenant L, = a,L,, alors, (Ly,...., L,—1, L,) est une base de (1,0)
champs sur V'(D) de classe C“, et I’on a :

4.1.1) [T, Z;]/BQHV’(D) =0 mod{Ly, ..., Ly—1, L1, ..., Ly—1}.

Pour le voir, il suffit de remarquer que les crochets [T, L,]/s0nv/(p) €t
[T, T 50nv'(py ont les mémes coefficients devant L, lorsqu’on les écrit dans
la base (L;, L;)}_; sur V(D).

Ainsi, les hypotheses du théoreme 3.1 sont vérifiées en prenant V(D)
a la place de V(D) avec (L, ...., Ly—1, L,) pour base de (1,0) champs ;
donc, d’apres le théoréme 3.1, la solution u du probléeme du 9-Neumann posé
avec V/(D) a la place de V(D) est analytique réelle sur QN V(D). Or, sur
V(D) \ V'(D), il y a stricte pseudoconvexité de la frontiere 92, donc, compte
tenu des résultats de D. S. Tartakoff & F. Treves (voir [Tarl],[Tar2] & [Tre])
on en déduit que u est analytique réelle sur QN V(D). D’oil le résultat.

4.2. - Démonstration du corollaire 3.3

Soit T = L — L alors, T est un champ imaginaire pur, de classe C®, et
tangent a 92 sur V(D).
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ar 0 ar 0 ar 0 ar 0
Prenons alors L1 = — — — — — et Ly= — — + — —,

] . 0z1 0z2 0z 9z 9z1 0z 07 97y

r est une fonction définissante globale de 2. Quitte a diminuer V(D) sur

I’extérieur de €2, on peut supposer que r est définie sur V(D) tout entier.

On a alors : b) (Ly, L) est une base sur V(D), de (1,0) champs de classe C*.
c1) (T, Ly, L) est une base de CTaQQN V(D).
) [T,Li] = —-2Ly, et [T,Ly] =0.

D’ou 2 vérifie sur V(D) les hypotheéses du théoréme 3.1 pour les (0, 1) formes.

=]
=

4.3. - Démonstration du corollaire 3.6
or 0o or 0

0z, 0z; 0zj 0zn

On considere les champs Ly, ..., L,_; définis par: L; =

On choisit pour champ transverse le champ L, défini par : L, = Fr
Zn
9 ]

Pour finir, on prend le champ 7 défini par : T = 2, — — 2y ——
0zn Zn

Alors ces champs vérifient les conditions b), c), ¢;) et c2) du théoreme 3.4,
la condition d) étant supposée en hypothese, on a le résultat.

4.4. — Démonstration du théoréme 3.7

Commengons par une inégalité, dite de base, dont on pourra trouver une
preuve dans [Koh].

LEMME 4.4.1 (Inégalité de base). Soient Q un ouvert de C" régulier C*, V un
ouvert borné de C" tel que V N 9Q # 0, et soit (L;);_, une base de (1, 0) champs

sur Vde classe C*° telle que L1, ...., L,_| soient tangents a 0S2. Notons wy, ...., Wy
la base duale de (1, 0) formes de la base (L; );'=1, et notons L = (cjx) la matrice de

Levi de Q2 dans cette base (L1, ....L,_1) alors :

3C > 0 tel que Yv= Y _ v, € Dy(QNV) vérifiant supp v CC V
I|1=q

Zu Lv P+ > > / cire) vselxdo < C(|| dv [P+ 13*v 12 +1v 11

Hi=q-1 JJ

Montrons maintenant le théoréme 3.7. Le cheminement de cette preuve est
similaire a celui qui a été fait par M. Derridj dans [Der].

Soient V un ouvert borné de C”, tel que VNI # B, (Lj);.’=1 une base
de (1,0) champs sur V de classe C*™ telle que (Lj);l;ll soient tangents a 92,
et soit (a),)”_l sa base duale de (1,0) formes.

Soit r une fonction définissante de Q sur V de classe C*, les coefficients
de la matrice de Levi £ = (cjx) de € dans la base Ly, ...., L,—1 de T"°(3QnV)
s’écrivent : cjx =< or, [L;, Lil > .
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Soit v=73,_,vd; € C“I"’(Q NV) vérifiant supp v CC V, alors pour
k<n—1lona :

(44.1) I Lev *= /3 . cklvl*do + O (u v |? +Z I Liv 112)

i=1

Avant de continuer cette preuve, pour des raisons de clarté de lecture nous
poserons (”;1) = ¢, et on notera J, I’ensemble de tous les g-upplets, J,

constitués de g éléments distincts de {1, ...,n — 1} ordonnés de maniere stricte-
ment croissante, on munira J, d’une relatlon d ordre total de facon a numéroter
ses éléments via cet ordre de 1 a ¢, i.e. {J /ref{l,. ,q}}

Soit maintenant v = El Ji=q V Joj € D,,(Qﬂ V), considérons sur J, I’ordre
lexicographique et posons W = (v, -..., vy,), alors, on a W W = |v|* surdQn
V.car veD(QNV) ssiveCP(QNV)etv, =0sur 2NV deés que
nel.

312 . Py il
Pour cet ordre, considérons la matrice hermitienne (ay.s) =< > sﬁr e’js’ cjk) .
j k.1
o rs€l,...4)

On va montrer plus loin que ses valeurs propres ne dépendent pas de la re-
lation d’ordre fixée sur J, et qu’elles sont égales aux ¢ “paquets” Z Mg » 1<

J2 < ...< jg ol les Aj; sont les valeurs propres de la matrice de Lev1 sur V.
Supposons 1’hypothese ii) du théoréme 3.7 vraie ; alors cette matrice (a;.s)
vérifie :
Je >0 / (ars) —aTr(L)l; >0 sur aQNV

et donc on a pour tout v = Z Vg € Dq(fm V)  vérifiant supp v CC V :
[J1=g

TH(L)W ‘W <o 'W(a,.,)'W sur AQNV
é .
ie. Tr(O)|v]? < ! Z Z Cjk(g;:v‘]rs‘lgsll—)js sur ANV
rs j.k,1

ie. TP <e' Y. cuelvellixk sur a@nv

IR
kK

d’ou, Q étant pseudoconvexe, on a :
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et compte tenu de I'inégalité de base, on en déduit qu’il existe une constante
C > 0 telle que Yv € D, (2N V)  vérifiant supp v CC V on a :

(442) | aulvPas <c (0w, v+ v IP)

D’ol, en utilisant encore 1’inégalité de base, on obtient cette fois :

IC>0 / YveD,(QNV) vérifiant supp v CC V

n n—1
S L P +X 0 L 2= € (Qu. v+ Il v I2)

Ainsi, on a montré I’implication ii) = i) de la propositon 3.7.
Avant de montrer I'implication inverse, nous énon¢ons un lemme algébrique

qui explicite les propriétés annoncées sur la matrice (Z &’ I Lek Ts Teie | - Pour

ko r,s
commencer, nous allons poser quelques notations d’algebre linéaire qui nous

serons utiles pour I’énoncé du lemme.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n—1 > 1 sur un corps com-
mutatif K de caractéristique différente de 2. On considere le produit extérieur
classique sur E noté A et on note ANE =K, AN'E=E, .. .,APE les puissances
extérieures de E.

Soit (ey, ..., e,—1) une base de E, £ un endomorphisme de E et (cji)jx sa
matrice dans cette base.

On définit pour g € {1, ....,n — 1} I'application £, : A9E —> AYE par :

Yu= E Uji..jgjy N Nej, € NE
15j1<...<jq5n—l

q
[lq(u) = Z Uj...jq Zejl VANTVAN € 4 A L'(eji) AN €ji e AN €j,

1<ji<..<jg=<n-1 i=1
Alors, on peut énoncer le lemme algébrique précité :

LEMME 4.4.2. L, est un endomorphisme de N1 E dont la matrice écrite dans
la base (ej, A ... A ejq) 1 < ji <.... < jg < n—1ordonnée lexicographiquement
est:

Jl k1
ars ZEJrSJsCJk

j.k, 1 s

ot les J, et Js sont les q-upplets de T, ce dernier étant ordonné lexicographique-
ment.
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Si L an — 1 valeurs propres Ay, ...., Ay—1 (non nécessairement distinctes deux
a deux) alors L4 a g valeurs propres (elles aussi non nécessairement distinctes deux

q
a deux) qui sont “les paquets” Y Xj, 1<ji<..<j,<n—1
s=1

Finalement si (a,s),s = (Z 8,rejscjk> et (Qrg)rs = (Z PYAPL cjk>
r,s

r,s

sont issues de deux ordres différents sur Jy» alors elles ont les mémes valeurs propres.

La preuve de ce lemme est purement calculatoire, on proceéde par disjonction
de cas, nous ne la rédigeons pas ici, de fagon a ne pas obscurcir le raisonnement.

Notons que ce lemme est implicite dans ’article de Grigis & Rotchschild
[G.R].

Revenons maintenant a la preuve du théoréme 3.7 et montrons que 1’on on
ai) = ii). 4 B
Soit v= Y vy, € D, (RNV) vérifiant supp v CC V, compte tenu
IJ1=q

des expressions de dv et d*v données dans les préliminaires on a :

130 1% + 1| 3 I= ZZsﬁ’s’;! / - c,kadea+0(Zn Lo 2+ 11w |?)

k=1
kK .

et donc puisque 2 vérifie une inégalité de type maximal pour les (0, g) formes
sur V, compte tenu de l’expression (4.4.1) trouvée pour les || Lyv ||2_, nous
savons qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout v € D, (N V)
vérifiant supp vCCV, on a :

q n
/ v [Teo—C | S0 el eblei ‘bdo <C (Z I Lev 12+ 1l v II2>
NV

r.s jk,I , k=1

ou a gauche, v = (vy,,..., v JA) est écrit suivant 1’ordre lexicographique.
1

Maintenant, montrons que si M est une matnce (g, q), hermitienne, a coeffi-
cients C* sur QNV telle qu’on a pour tout v € (QOV) vérifiant supp vCCV:

n
/ v M ’ﬁddfC(Z | Lyv ||2+||U||2)
Qv

k=1

alors cela implique que M <0 sur 92NV, et on aura le résultat.

Pour le voir, il suffit de reprendre la méthode introduite par M. Derridj dans
[Der] et ses deux lemmes algébriques 3.2 & 3.3 pages 561. D’ou le résultat.
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4.5. - Démonstration de la proposition 3.10

Commencgons par montrer que 2) — 3). Comme u = Z;’zl ujw; est
dans D1(2N V), on a, puisque Ly, ..., L, sont tangents, u30ny =0 ; d’ou

N un I13< CQG, W)+ | u |12).

En intégrant par parties, nous avons facilement que :
Vo € C*(QN V) tel que supp ¢ CC V et Va € %N V) tel que lal? €
cl@nv),sij<n-1

n
laLig 1= [ claPle? do+0( 1o I+ 1 Lup 1)
IQNv =1

Soit alors u = Y_p_, ux@y € D1(QNV) vérifiant supp u CC V et soit k <n—1
fixé, et I; ’intervalle de S contenant k ; pour f € I;, et j <n — 1 considérons
Il /e Ljuy 1%, puisque  est pseudoconvexe, on a :

n
I Vet P = [ cyeuusdo +0(Nue P +3 I Lo IP)

aQnv ot

= c(Quw+lul?).

Ce qui prouve 2) =— 3). Montrons maintenant que 2) = 1), (I’implication
1) = 2) a ét¢ montrée par M.Derridj en 1991 dans [Der2], I’implication
3) = 2) est évidente.)

Pour u = 3__, u;@; € Dy(Q N V) vérifiant supp u CC V on a :

n—1 n
3w 1 + 1 3% 2= > / cutsiie do+O( 1w+ I Ly |?).
jxz1Jeenv o
Soit [ € {1,...,s}, on a:
n
S L =S / cijlul® do +O( 1wl +3 1 Lo 1?).
jokel; Jokely 790V p=1

Donc d’aprés la condition 2), il existe une constante C > 0 indépendante
de u telle que :

K n—1 n
> Z/ cjjlu* do <C| > / cieujie do+ lul> +> I Lyul?].
Eleial% r=1/90nV =1

I=1 j.kel; J

Ou encore, en sommant sur j dans le membre de gauche de cette dernicre
inégalité, on obtient une nouvelle constante C indépendante de u telle que :

s [ n—1 n
LY il do < € / cajiig dot [l 1P +3° 1 Ly 1]

kely
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ie.

N n
/ u(D—-CL) i do <C (u wl>+> 1 Lyu ||2>
aNv

p=1
ceci Yu € D1(QN V) vérifiant supp u cC V.

Or lors de la démonstration de la caractérisation des ouverts vérifiant
I’inégalité de type maximal, nous avons déja rencontré une telle inégalité, et
nous avons montré qu’elle n’est possible que si D—CL est une matrice négative
sur 32 N V. (Voir la fin de la preuve du théoréme 3.7). D’ou, D — Cc <0
sur dQNV,ie. 306 >0 / L—0D>0sur dQ2NV. Dot le résultat.

4.6. — Lemmes préparatoires a la démonstration du théoréeme 3.1 et dé-
monstration de la proposition 3.9

LEMME 4.6.1 (Inégalité de sous-ellipticité). Sous les hypothéses a) et b) du
théoréme 3.1, il existe V'(D) C V(D) voisinage ouvert de D dans C" pour lequel
ona:

Je€]0,1], 3C. >0 / Yve D, (V(D)NK) vérifiant supp v CC V'(D)

n n—1
lvll, <Ce (Z Il +) 0 Lev i+l v u)
j:l k=1

et de plus si Q2 vérifie une inégalité de type maximal sur V (D) pour les (0, q) formes
(i.e. Uhypothése d du théoreme 3.1) alors :

3C. >0 / YveD,(V(D)NQ) vérifiant supp v cC V'(D)

Tolle<Ce(ldvi+1d*vl+Nv])

PREUVE. On va montrer que tous les points de D sont de type fini au sens
de Bloom-Graham voir [B.G], et on en déduira le résultat grice aux travaux de
J. J. Kohn & L. Hormander sur la sous-ellipticité, voir [Koh], [Kohl], [Horl]
et [Hor2].

Soit x un point de D de type infini.

Puisque les champs L, ..., L,_1, Ly, ..., L,—; sont a coefficients analytiques
réels sur V(D), d’aprés un théoreme de Nagano (voir [Nag]), il existe une
sous variété réelle M, de 92 N V(D) de dimension réelle 2n — 2 , ayant
Ly,..;Ly_1,Ly, ..., Ly_y pour champs tangents en chacun de ses points.

Pour chaque x de type infini choisissons une telle variété M.

D’aprés un théoreme de Levi-Civita, chacune de ces sous variétés M, est en
fait une sous variété complexe de C" (car (L j);';ll sont des champs holomorphes

et donc Vm € M, , TSM, = T,,M,).
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Soit alors C une composante connexe de 1’ensemble des points de type
infini dans D, on peut supposer que les M, ci-dessus sont connexes, et donc
on a C =UyecM,.

Ainsi C est une variété complexe compacte de dimension complexe n—1 >
1, ce qui est impossible.

D’ol tout point de D est de type fini.

Maintenant, gridce a un théoreme bien connu di 4 L. Hormander, voir
[Hor2], on obtient I’estimation sous-elliptique au bord suivante : Vp € D, 3U,
voisinage ouvert de p dans C" pour lequel :

36, €10,11, 3C, >0 / Vv eCP(dQNU,)

n—1
v lepa0 < Cp Dl X llyq + 1 v llpq + 1l v llag
=1
ol les X; et Y; sont les champs définis par L; = X; +iY;.
En procédant comme dans [Koh] ou dans [Horl] (i.e. en intégrant sur les
surfaces de niveau proche de 32 N Up), on déduit que : J¢, €]0,1] 3C, >
0 / Yv e D, (2N U,) vérifiant supp v CC U,

n n—1
(4.6.1) loll, <Co [ NLpl+Y I Levli+ vl
j:l k=1

On peut supposer U, C V(D), ce que I'on fera.

Pour chaque p € D choisissons un voisinage U, et un couple (¢, Cp) tels
que I’inégalité (4.6.1) ci-dessus soit vérifiée. Alors D étant compact, on peut le
recouvrir par un nombre fini de Up, i.e. D C UL U,,. Soit V(D) cc UL LUy,
un voisinage ouvert de D dans C”, en prenant une partition de I'unité relatlve
4 V/(D) et subordonnée 2 U, )J 1> on a le résultat, avec &€ = min{e; : j =
I,...,m} et C =max{C; :J—l m}.

Si ’on suppose de plus que €2 vérifie une inégalité de type maximal sur
V(D) pour les (0,q) formes, alors on a immédiatement I’inégalité de sous-
ellipticité pour le d-Neumann sur N V’(D) annoncée, ce qui termine la preuve
de ce lemme et prouve la proposition 3.9.

_ REMARQUE. Il y a des résultats généraux sur la sous-ellipticité du probleme
d-Neumann ; on pourra consulter & ce sujet D. Catlin dans [Catl] et J. J. Kohn
dans [Koh.1], liés au type de D’Angelo, voir [D’Anl] et [D’An2].

Rappelons, maintenant, le lemme classique suivant.

LEMME 4.6.2 (Inégalité de compacité). Soient E C F C G trois C-espaces
vectoriels normés, tels que ’inclusion de F dans G soit continue et tels que I’inclusion
de E dans F soit compacte.

Alors: V¥8§>0,3Cs>0/VveE ona : ||vig<él|lvig+Csllvlg
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COROLLAIRE 4.6.3. Sous les hypothéses a) et b) du théoréme 3.1, il existe un
voisinage ouvert V'(D) C V(D) de D dans C" pour lequel on a :

Vp eN*, V8 €]0, 1[, 3C;s,, >0/ Vv €D, (QNV (D)) vérifiant supp v CC V(D)

n—1

(4.6.2) lvl<s (Z I Ljv |+ Il Lev n) +Cspllvil_,

j=1 k=1

De plus, si Q vérifie une inégalité de type maximal sur V (D) pour les (0, q) formes
alorsona:

Vp €N*, V8 €0, 1[, 3Cs,, >0/ Vv €D, (QNV(D)) vérifiant supp v CC V(D)

(4.6.3) loli<8(lavii+ 19" 1) +Cspll v,

PREUVE. C’est une conséquence du théoréme d’injection compacte de
Rellich- Kondrashov sur les espaces de Sobolev et des lemmes 4.6.1 et 4.6.2.

4.7. — Démonstration du théoréeme 3.1

_ Onpose R =T, Rl = Li,...; Ruet =-Ly_1,Ry = Li, ..., Rouy =
Ly, Ry =Ly et Ry, = L,.

Soit r e N et I = (iy, ....,iy) € {0, ....,2n}", R; désignera dans ce qui suit
Ri Ri,...R;, et |I| sera la longueur de I, c’est a dire ici r. On notera Op(s,r)
comme dans [D.T] pour désigner un opérateur différentiel tangentiel d’ordre r,
qui est une concaténation des champs tangents (L)j, j<n-—1etT, contenant
exactement s, (L)j.

Le champ T s’écrivant Z;;l a;jL; +bjl_4j sur V(D), et T étant imaginaire
pur, on a a; = —bj. On en déduit alors, compte tenu de I’hypothése c;) que
le coefficient a, ne s’annule jamais sur 92 N V(D). Par continuité, il existe
V(D) C V(D) voisinage ouvert borné de D dans C", sur lequel a, ne s’annule
jamais, et on peut suposer que 9Q2N V(D) =0Q N V'(D).

On va montrer que u, la solution du probléeme 0-Neumann, est analytique
réelle sur V'(D)N32. D’apres le théoreme de Morrey & Niremberg [M.N] cela
suffira pour montrer que u € C“’(flﬂ V'(D)), car ’opérateur O est elliptique sur
Q. Comme sur V(D)\ V(D) il y a stricte pseudoconvexité de €2, nous aurons
compte tenu du théoreme de D. S. Tartakoff & F. Treves, u € C* (2N V(D)),
(voir [Tarl], [Tar2] & [Tre]).

Considérons une fonction ¢ € C§°(V'(D)) telle que 0 < ¢ <1, avec ¢ =1
sur un voisinage ouvert de D dans C". Pour montrer que u est de classe C*
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sur V/(D) N 9L, il est bien connu (voir [D.T]) qu’il suffit de montrer que :
AC >0/ Vs,r €N, s<r

4.7.1) | @Op(s,ru || < C™r!
4.7.2) | 9L, Op(s,ru || < Cr!
ou || . | désigne || . || 2@

Pour le faire, on va effectuer un raisonnement par récurrence sur r, en
posant pour hypothése de récurrence a I'ordre p : 3Co>1 3C, > 1/Vs,reN,
vérifiant s <r <p

(4.7.3) | 9Op(s, ru || < C7Hr!

(4.7.4) Q(pOp(s,r)u, pOp(s, r)u)% < GoCit'r!

Avant tout, rappelons un résultat bien connu di a J. J. Kohn et L. Nirenberg
(voir [K.N]) :

L’inégalité de sous éllipticité pour le 3-Neumann sur 2NV (D), donnée par
le lemme 4.6.1 implique la régularité C* locale du d-Neumann sur N V(D).

1% étape: Majoration des termes en puissance pure de T.
Pour ces termes, ’hypotheése de récurrence a ’ordre p est : 3Co>1 3C; >

1L /Vy<p
(4.7.5) I @T7u | < Cl 'yt

1
(4.7.6) Q(@T"u, 9T u)2 < CoC'y!
Montrons les inégalités 4.7.5 et 4.7.6 pour y = p + 1.

N

Quitte a restreindre V’(D) nous pouvons supposer qu’il correspond au
V/(D) donné par le corollaire 4.6.3. L’inégalité (4.6.3) du corollaire 4.6.3
donne alors : V6 €]0,1[ , 3Cs >0 tel que

1
@1 NeT?ull< 8 (Q@T7u, T W2+ | 9T7u ) + Csll 9T u |1y

On est donc amené & s’intéresser de plus pres a Q(pT7u, 9T"u). En effectuant
“des commutations” dans les produits scalaires, on obtient facilement :

Q(¢T"u, pT"u)

= (pT" f, 9T u) + (5(p AT u, E_)(oT”u) + ([5*, olT" u, 5*¢Tyu)

-~

i ip

4.78) _ (5T”u, 3 A oT"u) — (5*Tyu, [0*, @leT"u) + ([5, T u, 5¢2Tyu)

> > ~

N~ v v~

i3 7 is

+ ([8*77 1u,8**TY u) + (3u, [T"*,819°T” u) +(8*u, [T"*,0*19°T" u)

ig i7 ig
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Pour tout ¢ positif on a :

1 - _
(4.1.9) il <~ I dp ATV 1> +& || 9T u ||
1 - _
(4.7.10) lial < = 11 8%, @177 1> +& || 3*T7u ||?
1 - _
@7.11) il < (1 + —) | 3o AT u |? +& || 3TV |
£

En remarquant que si ¢ et 6 sont deux fonctions, on a [8*, p]0v = 6[3*, ¢]v ;
nous obtenons :

1 - _
(4.7.12) lig] < (1 + ;) I (8%, @1T7u ||* +e || 8*T7u ||?

Pour estimer les termes is, ig, i7 €t ig nous aurons besoin du lemme de com-
mutation suivant, qui fut initialement donné dans [D.T].

Y 2n .
LEMME 4.7.1. Pourl€{1, ..., 2n}ety €N*ona:[R, TY]1=3] Y aj, Ry TV /.
j=lk=1

Les aJI- « €tant des fonctions analytiques réelles sur V (D) vérifiant :

VK CC V(D) 3A > 1indépendant de y tel que
Vs e N VN € {0, ...,2n)°, Vje{l, ..y}

2n
i Y .
> sup | Ry(aly) [< ATHINIH ( ) (Jj +IN))!
k=1 K J

De plus Vv j, aj.‘z,,_] et ajl~y2,, sont nulles sur 02 N V(D).

Pour majorer is, il suffit de majorer les termes de la forme ([L;, T? u, 5<p2Tyu)
pour [ € {1, ...,n}, les autres termes issus du crochetage jouent simplement un
role de “parasite” en ce qui concerne les inégalités que 1’on veut obtenir, car
ils sont d’ordre de différentiation inférieur.

Nous faisons 1’abus d’écriture suivant : Pour u = > u;@®; on pose :
=g

AL, T, 3T E S (3 LT 0,y &) Lo T ur + 50107 T7 u))
|Jl=q+1 |I|=q =g

en accord avec la définition de 3 donnée dans les préliminaires. Dans ce qui suit
nous referons cet abus d’écriture dans des circonstances 1égerement différentes,
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nous le signalerons, 1’interprétation rigoureuse (qui ne pose pas de probléme),
est laissée au lecteur.

Donc on a compte tenu du lemme 4.7.1 :

<
N

n

(LL;, T? Ju, 89*T7u) =

N

(@ ReT? T u, 09°T" u)
1

~
1l

1

~
I
)
S

((pajl-kRkT”_ju, do AT u+ 39T u).

Il
.M‘

1 k=1

J

D’ou pour tout € >0 on a :

| (L1, T lu, 32T u) |2

Y 2n
(1 * ) ZZ I galy ReT”u | + 1| 3 AT7u || +& || 3T7u |
= k=1

(4.7.13)
N v [ y=J l y=i
<(1+2 ZZ sup [Re(@ )l l@T? T ull + sup lal| | Re(@)T" ul|
j=1 k=1
+ || Regal, T u || 4[| 09 AT u || + || 89T u |
Ou sup| . | signifie et signifiera dans la suite, le suprémum pris sur le support
de ¢.

Q vérifie sur V(D) une inégalité de type maximal, donc on a pour k # 2n :
; . o] .
(4.7.14) || Repaly T~ || = C(Q(oal T T, @aly T Tu)? + || 9l T Tu | )

ou C est une constante qui ne depend ni de y, ni de j. (C, C,etC désigneront
dans toute la suite des constantes qui ne dépendront que de I'ouvert 2, des
champs (L, L;, T)j_, choisis, de ¢ et de son support. En particulier, elles
seront toujours indépendantes de 1’étape de récurrence, et des constantes Cy et
Ci)

Les coefficients a]l',Zn sont nuls sur le bord, donc, en procédant par intégration
par parties, comme pour I’estimation (4.4.1), et en utilisant I’inégalité de base
donnée par le lemme 4.4.1, on a aussi :

| Rouga] o, T |
(4.7.15) .
< C(QWal 5T 1. 0al 5, T/ 4 Il o, 70 | )
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d’olu

| (L1, T Ju, 36°T" ) |2
Y 2n
(1 +2 )ZZ sup | R (a k)| | oT?~ Tu || 4+ sup|a k| | Re(@)TY™ iy I
j=1 k=1
+C(Qpa, ", paly T )t pa, TV~ Tull J 13 A T ull +& 36T ul

Yy 2n
( )Z [sup |Re(@j)l I 9T7~7u || +sup lal] | Re(@)T? I |

j=1 k=1
~ - . - . . . 1
+ C(naa}k AT Ju| +|1[8*, aloT? u|| +suplal | Q@T" ~u, T? I u)2

+sup laly| | 9T 7w || )+ I B ATV u || +& || 39T7u |||

En utilisant maintenant I’ hypothese de récurrence pour les termes en puissance

pure de T, le fait que || dal ik AQTY Iy || et || [0%, a jk]goT” Ju || sont majorés
2n

par 52 suleh(aJ{k)| | @T”Ju ||, le lemme 4.7.1, et le fait — fondamental
h=1

dans notre travail — que Ry(¢)T" /u et 3¢ A T”u sont A support compact 12

ou il y a stricte pseudoconvexité — c’est précisément 1a ou, D. S. Tartakoff

et F. Treves ont en 78 montré indépendamment que sous ces hypothéses, on a

I’analyticité locale de la solution du d-Neumann, voir [Tarl], [Tar2] & [Tré]—

on obtient :

| ((Ls, T Yu, 36T ) |2

=Ce Z””( )J(1+1>'cocl Ty — e 8T u |

12 i—1 . .

~ AN Ty LG+ DIy — D! =

< CoCly!CA* Y (C—) ( ) PR S , +e | dpT"u |
=1 1 J v

< C.CoCly!+e || 3T u |
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Avec C, qui dépend de &, mais qui est indépendante de Cy, Cj, et y, ceci
pour peu que la constante C; soit choisie assez grande des le départ.

4.7.16) On en déduit que : |i5|% < CSCOny! +e | 5¢T”u Il

ot C, dépend de ¢, mais est indépendante de Cy, C, et y, ceci pour peu que
C; soit choisie assez grande des le départ.

(4.7.17) De maniére similaire on obtient : |i6|% <C:CoCly'+ ¢ ||8*T"u].

Passons maintenant a la majoration des termes i; et ig. De méme que pour is
et ig, on ne s’intéresse qu’aux termes du plus haut degré de différentiation. On
supposera donc que L} = —L;.

On a pour / € {1, ..., n}, en utilisant le méme abus d’écriture que pour is :

| Gu, [T7*, L@ T ) |2=| (IT7, LYo, ¢*T"u) |}
(Il n’y a pas de terme au bord car d’apreés le lemme 4.7.1,[T% L;] est tangent.)

; :
(@ ReTY ™/ u, 9T u)
1

[

Il
.M‘

<
Il
_
=~
I

S
Nl—

2
(T du, R} a (pzT"u)
k

I
M~

k=

<.
Il

—_

-

(Il n'y a pas de terme au bord car a 2n p et a sont nuls au bord.)

2n

1
Y 2n 2

= ZZ (@T? ™ 8u, @\ Ry (©)T" u + Ryl 0T u)
= k=1

I/\

ZU + )Af+2 (j) JU+D T ou |

j=1

-1 2n
i Y\ ., . - - 1 -
+e (Af+2 (/) G+ 1)!) CY Qo T u, aoT w2+ @ T u || )

k=1

2n
+D I RE@T u|

k=1
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ot C est indépendante de y et de j, et ¢ > O est arbitraire. On a utilisé
I’inégalité de type maximal, le fait que a},zn_l = 0 sur dQ2NV (D), et I'inégalité
du lemme 4.7.1.

En procédant comme dans is, avec les mémes arguments, nous avons :

Y
| Gu, [T7*, L)0*T7w) 17 =Y (1 - %) A (i) JG+ DNl Blu |
Jj=1

+ 1 B AT u || + 1| BpT?u | )
~ 1 ~
+eC(QWT u, T w2+ 1| 9T u || ) + CCY !

avec la constante C indépendante de y.

Maintenant, il suffit de remarquer que le terme | @[T7~/,8]u || a déja
été traité lors de ’estimation de i5 (on remplace y dans is par y — j), et que
l'ona: || @[T?/,8u|< C:CoCY™/(y — j)! ot I'indice ¢ est celui de is que
I’on peut choisir égal a celui qui nous concerne ici. Puis, en répétant une fois
encore les mémes arguments que ceux utilisés dans is, nous obtenons :

Y
_ _ 1 — . .
| Bu, [T, L)p*TYu) |2 < C; Yy AT+ (j) JG+DICCT M v = )
j=1

~ =~ 1
+CCly!+eC(Q@T u, T w2+ || pT7u || )
= aCoCi'y! +85(Q(<pTVu,<pT”u)%+ | oT"u || )

ot C, ne dépend pas de y ni de j, pour peu que C; soit choisie assez grande
des le départ.
On en déduit alors que :

1
(4.7.18) li7]2 < C.CoCly! + ec(Q«pTyu, OT"u)I+ | T"u | )

avec C, qui dépend de e, mais pas de y, ni de Cop, ni de Cj.
De méme maniere, on obtient :

1
(4.7.19) lig]2 < C.CoC y! +sC(Q(<pTVu,<pTVu)7+ I T u | )
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D’ou finalement, compte tenu de I’égalité (4.7.8), et des inégalités (4.7.9),
(4.7.10), (4.7.11), (4.7.12), (4.7.16), (4.7.17), (4.7.18) et (4.7.19) nous avons
pour tout £ > 0 :

QT u, pT" u)?

1
<llT?ull + lpT" fll+8C.CoC} y!+2¢C |l9T" ul| +e(C+4) Q(@T" u, 9T u)2

. . . .
Donc, en choisissant ¢ = g tel que 1 — go(C + 4) > 7 il existe une constante

Ap indépendante de y et g telle que :

1
(4.7.20) Q(@T"u, T u)? < |l@T" fll+Ao lloT" ull +A0oCY y!

Maintenant, en “injectant” I’inégalité (4.7.20) dans I’inégalité (4.7.7) on obtient :

I T u i< 8(1 0T £ Ao + D) || 9T u | +A40C] y!) +Cs | T ||

1
et donc en choisissant § > 0 tel que 1 — (Ag+ 1)5 > 3 ona: || T?u |<

ACly!+ Ay || TVu |1 ol A; et A, sont des constantes qui ne dépendent
ni de y ni de C;. (On a utilisé le fait que f est analytique réelle au voisinage
du support de ¢.)

Dot || T7u Il < AiCly!+ A (I T@T |+ 1l T || )
(4.7.21)

< AsCTy!

avec la constante A3 qui ne dépend ni de C; ni de y.
On déduit des inégalités (4.7.20) et (4.7.21) qu’il existe une constante A4
qui ne dépend ni de y ni de C; telle que :

4.7.22) QT u, pT"1)? < A,CT !

Ainsi, en choisissant dés le départ C; > max(As, A4) on aura les inégalités
(4.7.5) et (4.7.6) a 'ordre p + 1, i.e. les termes en puissance pure de T sont
majorés comme désiré.

Passons maintenant au cas général, supposons donc les inégalités (4.7.3) et
(4.7.4) vérifiées a 'ordre p, i.e. pour tout s,r € N tels que s <r < p, et
montrons qu’elles sont encore vraies a 1’ordre p + 1.

Pour s = 0 le résultat est vrai, on vient de le montrer, soit alors Op(s, p+1)

(=)
avec s > 1 on a, Op(s,p+ 1) = L Op(s—1,p) avec k < n —1, ou
Op(s,p+1)=TOp(s, p).
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(=)
Dans le premier cas, i.e. Op(s,p+1)= L;Op(s—1,p) on a:
=)
I Op(s,p+ Du || < Li(p)Op(s —1, p)u |

+¢(QwOp(s = 1, pu, 9Op(s — 1, puy?
(4.7.23)

+1¢0pts =1, pu || )
Deuxiéme cas : Si Op(s,p+ 1) = TOp(s p) alors, on peut ecrlre Op(s p+

1) = TVLkOp(s—l p—y) avec k < n — 1, et en notant Lk par R;,
le{l,...,2n—2} on a :

(4.7.24) l9Op(s, p+ Du |

<llelT?, R]Op(s =1, p = y)u | + || R(@)T"Op(s — 1, p — y)u ||

J1

1
C(Q@T? Op(s—1,p=y)u.oT? Op(s—1,p—y)u) M+ [9T” Op(s—1,p—y)ull)

2

Yy 2n
ZZ al ReTY 7 0p(s — 1, p — y)u || +ji + j2
j=1 k=1

N
S

C(Q(al0p(s =1, p = ju, 9aly Op(s = 1, p — )’

IA
'M*

~.

Il
—_
~

I
—_

+ 1 9aOps = 1,p = jul )
+sup | Riaj,) |l 9Op(s =1, p— jou |

+sup | a k Il Re(@)Op(s — 1, p— ju |l +j1+ j2

| /\

14
Z AR ( )(1+1)'C" "p - pr+Ceip!

<ccr'p
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ou C est indépendante de Cyp, Cj, et p, ceci pour peu que C; soit assez grande
des le départ.

Ainsi I'inégalité (4.7.3) est vraie a ’ordre p+ 1. Montrons maintenant que
I’inégalité (4.7.4) est aussi vraie a I'ordre p+ 1. Posons ¢ =p+ 1, 0on a :

Q(vOp(s. q)u, pOp(s, q)u) = (3¢ A Op(s, q)u, dpOp(s, Q)u)
i
+ (18", ¢1Op(s, q)u, "¢ Op(s, q)u) =(30p(s. q)u, dp A pOp(s, q)u)
ip ";
— (8*0p(s, Qu, [3*, 9lpOp(s, g)u) + ([3, Op(s, 9)lu, 39> Op(s, q)u)

—
v N~

ia is
+([0", Op(s, Plu, 3*@?0p(s, Q)u) + (3u. [0p(s. )", 81> Op(s. q)u)

ig i7
+ (8*u, [Op(s, @)%, 8*1¢*Op(s, q)u) +(9Op(s, q) f, 9 Op(s, q)u)

~

ig
Les termes iy , i , i3 et isy sont majorés, par le procédé déja vu pour les
termes analogues apparus lors de la majoration des termes en puissance pure
de T, on obtient ici pour tout € > 0 :

1 - _
(4.725) |i1]2 = - 1 3¢ A Op(s, @u || +¢ || 3pOp(s, g)u |

[

—

1 - -
(4.7.26) |i2|2 < = || [0*, p]Op(s, Qu || +¢ || 3" Op(s, q)u ||

)

1 1. - -
@7.27) is]? = A+ 2) [ 99 A Op(s, q)u || +¢ | dpOp(s,q)u |

1 1 - _
4.728) |2 =1+ g) I [3*, @1Op(s, q)u || +¢ || *pOp(s, q)u ||

Majorons is et ig. Pour majorer is (a notre convenance), il suffit de bien majorer
les termes ([L;, Op(s, ¢)lu, 39> Op(s, q)u) pour I € {1, ..., n} (abus d’écriture),
pour cela nous allons donner une expression précise du crochet considéré par
le biais du lemme suivant dont la preuve est similaire & celle du lemme 4.7.1.

LEMME 4.7.2. Soitq € N*et I €{0, ...,2n—2}9 onapourtout | € {0, ..., 2n} :

q q-1
(RLRI=Y > aGRe,+Y. > by LiRa,
h

8=1 Ggef0,....2n—2}8 =0 Hj€(0,...,.2n-2}h

q—1
> 2 klaRe

k=0 g, €(0,...,2n -2}k



ANALYTICITE SEMI-GLOBALE POUR LE 0-NEUMANN 81

Les aé’l , b;,i et cf(i sont des fonctions analytiques réelles sur V (D), pour lesquel-

(_
les: VK cc V(D), 3 A > 1 nedépendant que de K et des champs (T, (Lj);’=,)
tel que Vr € N, VP e{0,...,2n} ona : Vge{l,...q}, hke{0,..,q—1}

Y supl|Rp(ag,) | < AP (g —g+ 1) (q)<q+|P|—g>!
Ggelo,..2n-28 K g

S sup Re(BE) 1 =A™ g —my (T )@+ IPI—h -1
K h h+1
Hy€(0,....2n -2}k

> sup|Rp(ck) | < ATHPIR g — k)( j’rl)<q+|P|—k—1)!
Kie{0,...,.2n—2)k K

De plus si Ry est de la forme T Ry, alors les coefficients th et ch sont nuls sur
QN V(D).

En interprétant ce lemme avec nos notations, en posant Op(s,q) =
obtient pour tout £ > 0 :

R1 on

(L1, Op(s. ), 3p*Op(s. qu) |2

41 _ g+l
< (1+ g>2“‘” - g+1>( ) @-orcis

g=1

( )Z Y by eLuRuu |

h=0 gy €(0,...,2n—2}h

( )Z Yo ek @LaRiu ||

k=0 g, €(0,...,2n—2}k
+3 11 3¢ A Op(s, @)u || +3¢ || dpOp(s, q)u ||

Compte tenu du fait que 2 vérifie une estimation de type maximal sur

V(D), de I’hypothése de récurrence et du fait que L, = a, l(T — b,L, —

Z}’;,‘ ajL; +bjl—4j) sur V'(D), nous avons :

2n—1

(4.7.29) | oL, Op(s, k)u ||< C Z | R, Op(s, Ku ||
h=0
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(ceci pour tous s,k € N, s <k avec C une constante positive qui ne dépend
que de ¢ et des champs (T, L;, Lj);.'=1 ), on obtient alors :

(L1, Op(s, @)lu, 3p*Op(s, qu) |2

1

1 —k k+2
5( 8)c2Aq (q - k)<k+l>(q—k—l)!CoC1 k+ 1)!

1 14
+ <1 + —) CY AT 8 (g—g+1) <q> (q—g'citg!
& = g

+3 11 3¢ A Op(s,q)u || +3¢ || 3Op(s, q)u ||
D’ou
- - 1
| (L1, Op(s, @)lu, 39> Op(s, g)u) |2

r

C q

<c.cot! mz( )(q r+1)+ 3130 A Op(s,q)ull +3¢ 139 Op(s,g)ul
]

< C.Ci™'q! + 36| BpOp(s, gu |

ol C, > 0 est une constante qui dépend de e, mais pas de Cy, Cj, et p, ceci
pour peu que C; soit choisie assez grande des le départ.
Ainsi, on en déduit que :

(4.7.30) lis1? < C.CT*'q! +&C | 39Op(s, q)u |

ou C, est une constante > 0 qui dépend de &, mais qui est indépendante de
C(), Cy, et q.
De maniére similaire nous avons :

1 -
4.7.31) ligl2 < C.CIt'q! +6C || 3*0Op(s, q)u |

Majorons maintenant i; et ig, pour cela, nous allons utiliser le lemme
suivant, dont la preuve est similaire a celle du lemme 4.7.2.

LEMME 4.7.3. Soitq € N* et I € {0,.....,2n — 2}9 on a pour toutl €
{0, ...,2n} :

n q-1 -
R.RA=5"S" Y Ryall L +Z >, Ruby L

j=1 u=0 Uy€l0,....2n—2}% v=0 Vy€{0, ..., 2n—2}V
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Les aU jetles bV .j sont des fonctions analytiques réelles sur V (D), pour lesquel—

les: YK CcC V(D), 3 A > 1 nedépendant que de K et des champs (T, (L Dj=1)
tel queVr e N, VP € {0, ....,2n} ona : Vu,ve{0,..,qg—1}

n
S S swlRe(al) |5Aq+""—"(q—u>(uil>(q+|P|—u—1)!

j=1 Uyel0,....2n—2j K

Y Y s iRe(l) 1 < AT - v>< +1> (g+ 1P| —v=1)!

j=1 Vyelo,..,2n—2pv K

On a alors en posant R; >~ Op(s, q)*, (le symbole >~ signifiant que ’on
fait abstraction des termes parasites issus du passage a 1’adjoint, et qu’on utilise
I’abus d’écriture défini page 73.) :

i7 = (3u, [Op(s, @), 319> Op (s, q)u)

n
:Z (814 ZZ Z vaavvj i® 20p(s, q)u+vabVUJ i 20p(s, q)u)

=1 Jj=1 v=0 Vy€{0,...,2n-2}¥

Le symbole =~ signifiant que 1’on fait abstraction des termes parasites issus du
crochetage et qu’on utilise 1’abus d’écriture défini page précédement.

n q-—1
x~ Z Z Z (go&‘[;:,j v,0u, Li(@)Op(s,q)u + LipOp(s, q)u)

Lj=1v=0 V,

+ (#BY. R}, u, Li(9)Op(s. q)u + LigOp(s, gu)

d’ou, pour tout € >0 on a :

n n—1g-1
1
Iivlfs( )CZZZZ (suplal |+ sup 6L 1) Il ¢RY, u |

Lk=1j=1 v=0 Vy

+ 1| Li(@)Op(s, u || + || Le(9)Op(s, @)u ||
+£C(Q(@Op(s, u, pOp(s, Q)2+ || 9Op(s, o | )

1

n gq-1 2n-1 2
+ 33" | (vay! Ry, 3u. L@ Op(s, @ +>_a,Ry0Op(s, g)u)
I=1 v=0 V, p=0

ol les a, sont des fonctions de classe C* sur V'(D). _
On a déja majoré les termes de la forme || (pR{,vau || lors de I’estimation
de is, (il suffit pour s’y ramener de faire le crochet [Ry, , ] tout en supposant
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que Ry, = +Ry,, i.e. abstraction des termes parasites) nous obtenions alors
pour v >1:

_ v v _

I @Ry du < A" " w—h+1) (h) (v —WICH I+ || @3 Ry, u ||
- h=1

et donc compte tenu de I’hypothése de récurrence et des résultats de D. S.

Tartakoff & F. Treves déja cités nous avons pour v > 1 :
v

4732) || Ry Bu 1< 3" A (w—h+1) (Z) (0= B)ICHH A1+ 2CoCP o)
h=1
Ainsi nous avons :

!
li7]2

q..] v

1 - q _ v
< — 9=V (g —v—=1)! v—h+1 () 1ch i vl
(1+8>('E AT %(g—v) (v 1) (g—v 1).E A (v—h+1) i (v=m'C{T "R +CoC| " v

~

v=1 h=1

v~

€1

1 _ ")
+ (1 + ;) CA‘q (‘f) (@ =Dl du |+ Il Lj(@)Op(s, q)u |

j=1

v~

€2

+2C(Q@O0pGs, 9, 0Op(s, i+ 1 Op(s, qu | )

'

€3
n g-1 o )
+> D | (pay, ,Rv,u, agT9Op(s, q)u) |2
I=1 v=0 V,
. . n q-2 _ )
dob : liz]2 < er+ertes+y > > | (T*(@oway, ) Ry,du, pOp(s, qu) |2
I=1 v=0 Vy

v

€4

.

~ _Il p%p A 1
+ l (aO(paVv,nT RVvau9 ‘POP(S, (I)u) |2

€5

n

- - ~ = 1
+ Z Z | (T*(aogoa"/:_l‘n)RVq_l8u,¢0p(s,q)u) |2
=1 Vq-—l

e

€6

_ - 1
+1 (aofpa;;’_l,nT*RVq_lau, 9Op(s, q)u) |2

-~

€7
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On sait déja majorer les termes es, es, et e, en utilisant 1’hypothése de
récurrence, le fait que I’on peut supposer que 7* = —T, et, la méme méthode
que celle employée précédemment.

Majorons e7 :

1¢" cas, si RV L= T9~!, alors, compte tenu des résultats de majoration des

termes en puissances pures de T, et des estimations données dans le lemme 4.7.3
on a:

- 1
| (aopay’  ,T78u,Op(s. qu) 2= CCT*q!
-

2¢m€ cas, si Tqu_l = OPVq_l(r’ q) avec r > 1, alors on peut écrire TRVq_1
sous la forme :

— _ Yy B _
TR, =T leVq_1 Opvq'1 r—1,q — Vvq_ 1)

q—1 1

ot Yy, € {1,..,qg—1} et kvq_1 efl,..2n -2}
_ 1 47 1 g _
—Rkvq_IOPVq_l(r lL,g—1D)+[T "4 ,Rkvq_l]0pvq_l(r L,q Y,y 1)

yqunk

=Ri, Opy_ (r—lLg=D+ Zl S a, 'R wOpy_(r=1,g=j=1)
J u=l1

(On a utlisé le lemme 4.7.1.)
Nous avons donc :

1
e7 = Z > | aogoa” "‘Iévq_li;u,q)Op(s,q)u)’7

llv1

)=

< Z Z ‘(R"v (a()(pa” )OPV L r=Lg- 1)5u,<p0p(s,q)u)‘

llv

1
- =1, _ _ 3 * 2
-+ ‘(ao(pavq_l,nOPVq_l(r 1,g — 1)ou, Rkvq_lprp(s,q)u)’

qu 1 2n ky _
+ K “(aotpa L )am‘l—lopvq_l(r— l,g—j—1)0u, eOp(s, q)u)‘
j=1 p=1

[ el

k 1
- -1l . V-1 2
n ’(aofpavq_l,nOqu_l( —1,q—j - Ddu, R:a;, (pOp(s,q)u)‘
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k k
e s . Vg-1 Vy—
(On a utilisé le fait que aj,g,_l et a; - ' sont nuls sur le bord.)

Donc pour tout € > 0, en utilisant I’inégalité de type maximal, ’hypothese
k

v,
de récurrence et le fait que ajvzf,_ll est nul au bord, nous avons :
1
e7 < C.C{Hq! +eCQ0OP(s, QJu, pOp(s, )u)?

C < - 1
+ =2 > suplaoay, ., |

=1 qul

qu—l

x (2n — 1)/ A2 (VV§—1 ) (j+ DICCT (g — j— 1!
j=1

-1
+e& ((Zn — 1)/ A2 (yvq‘_, ) (G + 1)!)
J
2n qu—l qu—l ]
X CZ Q((paj”, Op(s9 q)”» (paju, Op(s9 Q)u)z
pn=1

kv,
+ ” (paju, Op(s’ Q)u ”

Le pire des cas étant pour y,, , =4 1, on a alors :
-

—~ ~ 1
er < CeCIt'q1 +eCQWOpP(s, g)u, pOp(s, gu)?

Ou C et C, sont constantes positives, indépendantes de 1’étape g de récurrence,
et de Cy, C;.
Finalement, nous avons :

1
~ li7]2 <ej+ex+es+es+es+es+eg
4.7.33)

1
< C.CT™ g1+ £CQ0OpP(s, )u, pOp(s, q)u)?

Ou C est une constante positive indépendante de 1’étape de récurrence g, (elle
peut changer de valeurs au fil des lignes), et C, est une constante positive qui
dépend de &, mais pas de g, ni de Cp, ni de Cj, ceci pour peu que C; soit
choisie assez grande dés le départ par rapport a Co et par rapport a la constante
A qui intervient dans les lemmes de crochetage 4.7.1, 4.7.2, et 4.7.3.

Par la méme méthode nous avons :

1 1
(4.7.34) lig]Z < C.CI'q! +eCQ(@Op(s, q)u, pOp(s, g)u)?
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Ainsi, compte tenu des inégalités (4.7.25), (4.7.26), (4.7.27), (4.7.28), (4.7.30),
(4.7.31), (4.7.33), et (4.7.34) on déduit I'inégalité (4.7.4) a l'ordre ¢ = p + 1,
i.e., ce qu’il fallait montrer.

Pour achever la preuve du théoréme 3.1, il ne nous reste plus qu’a bien
majorer les termes || ¢L,Op(s,r) | pour r quelconque, ce qui ne pose pas de
probléme compte tenu de 1’inégalité (4.7.29). D’ou le résultat.

4.8. — Lemmes préparatoires a la preuve du théoréeme 3.4

LEMME 4.8.1 (lemme de commutation). Sous les hypothéses b), c) et ¢3) du
théoreme 3.4 ona: [0, T] =0 et [0*,T]= —0*

- 14 )/ -
aw:Z( ) T/3
—o \J
etVy e Non a : /=0

14
T = 3 (- 1y ( V,) T35
j=0 J

PREUVE. On pourra la trouver dans un cadre particulier dans [Rei], mais
pour €tre complet nous la reproduisons succintement. _ _

Les hypotheses b), c) et ¢3) du théoréme 3.4 impliquent que [3, T] =9 et
que [8*, T] = —9*

En effet, il suffit de remarquer que les s;; de I’expression de dv donnée
en (2.0.1) dans les préliminaires sont des combinaisons linéaires a coefficients
constants des s}}( définis par :

48.1) d@,= Y shajAdy ouencore par [Lj, L= —siL,
1<j<k<n p=1
De plus [T, L;] = —L; = T(s};) = —s/; (car T est imaginaire pur).
On a alors [0, T]1 =0 et [8*,T] = —3* . )
Pour ce qui est du développement de 97" et de 3*T7, il suffit d’utiliser
une récurrence.

CoROLLAIRE 4.8.2. Les égalités du lemme 4.8.1 sont encore vraies si I'on
remplace T par T*.

LEMME 4.8.3 (Inégalité de compacité). Sous I’hypothese d) du théoreme 3.4,
ona:

VYpeN*, ¥8€0,1[, 3Cs, >0/ YveD,(QN V(D)) vérifiant supp v CC V'(D)
(4.8.2) loll<8(lavi+1dIl)+Cspllvl_,
PrReuvE. C’est une conséquence du théoréme d’injection compacte de

Rellich-Kondrashov dans les espaces de Sobolev, de ’hypothése de sous-ellipticité
d) du théoréme 3.4 et du lemme 4.6.2.
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4.9. — Démonstration du théoréme 3.4

On reprend les notations de la preuve du théoreme 3.1. Quitte a restreindre
Iouvert V’(D) donné ici ou celui donné dans 1’hypothése d) de 1’énoncé du
théoréme 3.4, on peut supposer qu’ils correspondent.

Considérons une fonction ¢ € C§°(V'(D)) telle que 0 < ¢ <1 avec ¢ =1
sur un voisinage ouvert de D dans C". Pour montrer que u est de classe C®
sur V(D) N3, il nous suffit (voir [D.T]) de montrer que : 3C >0 / Vr € N,
vie{0,1,..,2n -2}

(4.9.1) | @Ru || < CHL I
(4.9.2) | L, Ryu || < C"HY 1)
ou || . || désigne || . ll3,

Pour le faire , on va effectuer un raisonnement par récurrence sur la lon-
gueur de I, en posant pour hypotheése de récurrence & l'ordre p : 3Cy > 1,
Ci>1,C,>1/VreN, r<p, VyeN

(4.9.3) S leRrRTrul < el I+ )
1€{0,.....2n—2)"

1
@94 Y Q@RITu, @R T'w)2 < CoCy'™' I (1] + p)!
1€{0,....,.2n=2}"

Avant tout, rappelons un résultat bien connu dfi a J. J. Kohn et L. Nirenberg
(voir [K.N)) :

L’inégalité de sous-ellipticité (2.0.4) pour le 8-Neumann sur Q N V(D),
implique la régularité C* locale du 9-Neumann sur 2 N V(D).

1% étape: 1’ordre p = 0.

Commengons par estimer les termes en “puissance pure” de T i.e. les
Il oT"u ||.

Soit y € N*, I'inégalité de compacité (4.8.2) appliquée a ¢T"u donne :
V6 €lo,1[ , 3Cs >0 tel que

1
49.5) Il ¢T7ul<8(Q@T"u, T w2+ | 9T u ) + Csll 9T u |1y

On est donc amené a s’intéresser de plus pres a Q(eT"u, TV u).

O(@T"u,@T"u) = (9T f,9T"u)+ (8¢ A T"u,09T?u) + ([8%1T7 u,3*T" u)

N - v

~

iq iy

— (8T7u, 3¢ A @T7u) — (3*T"u, [3*, plpT" u)

o N

2"

i3 iq
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On a utilisé le lemme 4.8.1 pour écrire cette égalité.
Or pour tout ¢ positif on a :

1 - _
(4.9.6) il =~ 19 ATVu I* +e || dpT7u |2
1 - _
(4.9.7) lia] < = | [8*, @1T7u ||* +e || 3*@T"u |?
£
1 _ _
(4.9.8) lis] < (1 + E) | 8o ATV u ||? +¢ || 8T u ||

et pour finir, en remarquant que si ¢ et 6 sont deux fonctions, on a [0*, plOv =
6[0*, lv.

1 _ _
(4.9.9) Donc :  |ig| < (1 + g) I (8%, @IT7u ||* +e || 3*Tu |2
d’ou pour tout ¢ >0 on a :
OQ(@Tu, oT"u) <| (T f, pT"u) |

- 2 _
(4.9.10) +2¢ || 99T u | +(1+8) | dp AT u ||

_ 2 -
+2¢ || 80T u |* + (1 + g) (8", @1T7u |?
ainsi, en choisissant ¢ €]0, 5[, il existe Cp indépendante de y telle que :

@9.11) Q(Tu,oT"u) <Co (| (PT? f.0T"u) |+ 113 AT u >+ (| [3%01T" u |)

Or, compte tenu des I’inégalités (4.9.5) et (4.9.11)ona: V3§ €]0,1[, I Cs >0
tel que

I oT7u 1l < Cos (I 0T f I+ @T"u |41 39 A TYu I+ (8%, 1T7u | )
+Cs | 9T u ||
Donc : (1-Co8) Il 77| < Cod{ Il T £ I+11 B A TV u || +1 13*, 177w |

+Cs ll T u |-
Soit maintenant en choisissant § > 0 tel que 1 — Cyé > 0, on a :

loT?u 1< A (I9T"F Il + 130 A TVl + 115*, 9170l ) + Az 9T w4

<Ayl Ay | @T7u |
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Ou Aj, Az et A3 sont des constantes qui ne dépendent pas de y.

On a utilisé le fait que f est analytique réelle au voisinage de supp ¢, et
que d¢ A T7u ainsi que [0, ]T7u sont a support compact la ou il y a stricte
pseudoconvexité. C’est précisément 1a ou, D. S. Tartakoff et F. Tréves ont en
78 montré indépendamment que 1’on a sous ces hypothéses I’analyticité locale
de la solution du 9-Neumann, voir [Tarl], [Tar2] & [Tre].

Dou : [ ¢T"ull = A7 y1+ A1 T@OT " ull + 1 oT"u | )
<Ayl AL = DU Al oT7 |
< ALY+ Al oT |

avec les constantes A; qui ne dépendent pas de y. (On a utilisé le fait que
T (¢) est lui aussi & support compact dans V'(D) \ D et donc T(@)TY 'u est
a support 1a ou il y a stricte pseudoconvexité.)

Par une récurrence immédiate on voit que :

(4.9.12) JE>1 / VyeN ||¢T"u| < E"*ly!

Donc les termes en puissance pure de T sont bien majorés, et on en déduit de
plus qu’il existe B > 0 tel que Vy € N

1
(4.9.13) O(@T7u, T"u)? < B*Hy!

On peut supposer B = E, ce que ’on fera pour la suite, de facon a simplifier
I’écriture.

Ainsi, on a montré les inégalités (4.9.3) et (4.9.4) a 'ordre r = 0 ; suppo-
sons les vraies a ’ordre p (i.e. ¥Yr < p), et montrons les a ’ordre p 4+ 1 =gq.

Dans la suite, C, C , Cc , ... désigneront des constantes positives indépendantes
de I’étape de récurrence et des constantes Cy, Cj, et Cs.
Majorons || ¢ R;T"u || pour I € {0, ..., 2n — 2}9, pour cela posons R; =

Op, (s, q).
Nous avons trois cas possibles :

D) 1l¢Op,(s,@)T"u =l ¢L;0p,(s —1,q — DT7u ||
2) |l eOp,(s,q)T"u ||=|| @TOp,(s,q — DT u ||

3) 1eOp,(s,)T"ull=ll ¢L;Op,(s— 1,9 = DT u ||

avec j <n-—1.
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Estimons le premier cas :

En utilisant 1’inégalité de base (4.4.1), nous avons :
loL;Op,(s—1.g=1)T"u||
9.14) =ILi@0p,s—1.g=DT"u | +C(ll¢Op,(s—1,4=DT"ul|
+ Q(pOp,(s—1,q—D)T", goop,(s—l,q—l)Tm)%)
Pour le deuxiéme cas, nous avons :
9T Op,(s,g—1D)T"u |<||@[T,0p,(s.q—DIT?u | +19Op,(s.g—D)T" u |
Or, compte tenu de notre hypothese de commutation, il est facile de voir

que de maniére générale, pour tous r,s € N* tels que r < s nous avons :
[T, Op,(r,s)] =a;0p,(r,s) ou ag est une constante telle que |a;| < s. D’ol
19 P q

| 9T Op,(s,q — DT u || < lag_1l | ¢Op,(s,q — DT u ||
(4.9.15)
+ 1 90p,(s.q = DT u |
Pour estimer le troisiéme cas, nous commengons par remarquer qu’une sim-
ple intégration par parties nous donne : Vi <n-1, Yv € C®°(QnN
V) tel que supp v CC V on a

n
(4.9.16) I Liv| <l ¢iTv || +O( v |l +Z Il Lev 1)
k=1
ou c; est une fonction analytique réelle sur V, qui, restreinte 2 3Q NV, n’est

autre que le j®™ coefficient de la diagonale principale de la matrice de Levi
€crite dans la base (L;).

Ainsi en utilisant ici encore I'inegalité de base (4.4.1), nous avons :
Il ¢L;jOp,(s — 1,9 = DT"u |
< C(Q(<p0p,(s — 1,4 = DT u, pOp,(s — 1,q — DT u)?
4917 +1190p,(s = 1,g = DT"u || )

+ ¢;T(@)Op,(s—1,g—D)T"u || +lag-1l llcjoOp,(s—1,g—DT"u||

+ llcj9Op,(s—1,g=DT" u || + | Lj(@)Op,(s — 1,9 — DT u ||
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Ainsi, compte tenu des inégalités (4.9.14), (4.9.15) et (4.9.17) nous avons :

> leRT'ull<@n=1 > Y ILj@RT"u|

1€{0,....2n—-2}9 K€(0,....2n—2)4-1j=1

+C (I T@RT u || +lag| || Rk T"u |

1
+ I Rk T"*u || +Q@RKTYu, R T w)? )

Maintenant en utilisant ’hypotése de récurrence, le théoreme de Tartakoff et
Treves ([Tar], [Tarl], [Tre]), et le fait que |a,—1| < g — 1 nous obtenons :

S N eRiITYull< @n - DCCCICE (g +p)!
1€{0,...,2n-2}4

D’ol en supposant des le départ que Cy > (2n — 1)CCoC; nous aurons :

S lerTru < It g + )
1€{0,...,2n—-2}9

Ce qui prouve I’inégalité (4.9.3) a I’ordre ¢ = p + 1. Montrons maintenant que
I’on a aussi I'inégalité (4.9.4) a 'ordre ¢ = p + 1.

Soit I de longueur p+1=q estimons 1’expression > Q(¢R;TYu,pR;T"u).
1€{0,..,2n—-2}9

> Q(eRiT"u, R, T"u)
1€{0,...,2n—2}4

=> (8¢ AR T u, 3R, T u) + (3%, IR T u, 3" R; T" u)
1 ~ ~~

v/ .

'

i1 iy

— (3R T u, 8¢ A @R T7u) — (8*R; T u, [3*, loR; T u)

i3 i4

+ (I8, RITu, 30*R; T" u) + ([8*, R{1T"u, 3*p*R; T u)

is i

+ (8T7u, [R}, 319> RiT"u) + (3*T7u, [R}, 3*19*R; TV u)

i7 ig
+ (ORIT" £, R/ TV0)

Pour obtenir cette égalité, on a utilisé le lemme 4.8.1.
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Ceci étant, iy , ip , i3 et i sont bien majorés, par le méme procédé déja
vu pour I’estimation de Q(¢T"u, T"u), on utilise ’hypothése de récurrence,
et “petite et grande constante”. On obtient alors pour tout & > 0 :

1 1 - -
4.9.18) if|2 <> - | 0 ARiT"u || +e || 09 R T u ||
1
. 1 ok %
49.19) |iz|2 < Zg I [0%, IR T u || +& || 3R T7u ||
1

1 1 _ _
(4.9.20) 3|2 < E (1 + ;) | 3o AR T u || +¢ || 0oR; T u ||
I

™ | =

1 - -
(49.21) a2 <) (1 + ) I 0%, @IR TV u || +& || "R T"u ||
1

Majorons maintenant les termes is et ig. Pour cela, nous allons utiliser le
lemme 4.7.2.

On a alors, compte tenu de ce lemme :

s~y Z > aé;';RGgT}’u,{_)(sz,T”u

1€{0,....2n=2}9 \ I=1 g=1Gg€(0,....2n-2)8

S _
S by LaRy,T"u,3¢*R;T"u
I=1 h=0 g ¢(0,...,2n—2}"

! _
> cK‘ll(L,,RKkTVu, 30’ R; T u
I=1 k=0 g, €(0,...,2n -2}k

Le symbole ~ signifie et signifiera que 1’on fait abstraction des termes parasites
issus du crochetage et des adjoints, et aussi qu’on utilise 1’abus d’écriture défini

page 73.
Or on a :
2n—1
(4.9.22) L,=)_ ayR,

p=0
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avec a, € C?(Q N V'(D)), donc :

is >~ (ZZaG RG,T"u,0¢°RiT"u )

1 =1 g,Gg

I=1 h,Hy

(Z > by LRy, T, E_)<p2R1T”u)

I=1 k,K; p=0

2n—1
(Z DD apck RyRk TV, 39> R; T" u )

D’ou compte tenu des inégalités données dans le lemme 4.7.2 de I’inégalité de
base (4.4.1), et des résultats de Tartakoff et Treves déja cités, nous avons :

lisl <> 1139 AR TYu+3¢R; T u | {n > Y vag,Re,T"u |

1 I=1g,Gg

2n—1
+ ZZgob LRy, T"u || + | ZZ > papc RyRy, T n}

I=1 h,Hy, I=1 k,K;, p=0
<> 180 AR T u+ 3R T"u |
1

q
’ {"ZA"'“‘(‘I e+ 0(?) - o g 1y
g=1
-1
+CZA4 "(q - h)<h+1>(‘1—h DICOCIH I (h + y)!
h=0
-1

+CZA" “q - k)(k+1)<q k—l)vcock“cy“(k+y+1)!}
k=0

D’ou pour tout ¢ > 0 nous avons :

1 - -
lis]2 <& 11 dp AR TYu+dpR; T"u |
1

C U
+;ZA"‘3“<q—g+1>(Z)(q 2ICFCI (g + p)!
g=1
é ! 1 q +1 Ayl
+;ZA""+(q—r+1)(r)(q—r)'COC’ I+

r=1
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Ainsi, pour peu que C; soit suffisamment grande par rapport a A et Cy des le
départ, nous aurons :

1 -
@9.23) iz <GS @ tve Y 1 8eR TV u |
1€{0,...,2n-2}4

Avec C, > 0 une constante qui dépend de e, mais pas 1’étape de récurrence,
ni de Cy, C; et C,.

En utilisant les mémes arguments, nous avons aussi :

1 _
@924 iz <c.of' I g +mtte Y 13 OR T u |
1€{0,...,2n-2}4

Majorons maintenant i; et ig, pour cela nous allons utiliser le lemme 4.7.3.
Compte tenu de ce lemme, nous avons :

n
i7=> (0T u,[R},0)p*RiT"u) >~ (éryu, > IR, l:,]q)leT”u)

I I =1

n
=> 107", > Rv,ay! ;Lig*Ri T u + Ry,by. Lio*R;T"u
I 1.=11 v, Vy

]=

S

by. (R}, 0T u, Li(@)R; T u + Lip R T" u

Il
-~

5211 v,Vy
n n—1 B
+ > oLray! Ry 3T u, oR;T"u
I1=1 j=1v,Vy
n 2n-2 _
+ > > eRapay. Ry, 0T u, oR TV u
I1=1 p=0 v,Vy
n - - -
+ > @ar-1ay, Ry, 0T u, Ly(@)Ri T u+ LogR;T"u

=1 v,Vy

On a utilisé I’inégalité (4.9.22) ; en faisant ici encore abstraction des termes
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parasites, on a :

n
i = Z DD ey, R, T u, Li(@)RiT"u+ LigR,T"u

ﬁzl} v,Vy
n n—1 _ o o
+ ZZZ¢L,~(&¢U’J)RV,,3TW+¢a§'j,ijRVvaTVu,<pR,Tyu
=1 j=1v,Vy
n 2n-2 _ o o
+( DD D R, @pay )R, 3T u + gayay’ ,RyRv, 8T  u, R, T" u
I=1 p=0 v,Vy
n —_ - -— -
+ (D wam-ay! ,Rv, 8T u, Ly(@)Ri T u + LR T u
=1 v,Vy

n

R

> oby! j[Rv,.01T"u+¢by' ;8Ry, T"u,L;(@)R;T"u+L;oR T
I=1 v,Vy
j=1

n n—1
+ (ZZZ(pLj(é&v’,j)[va, BIT7u+ ¢L; @} )Ry, T"u
I=1 j=1v

Wy

+(paV SILjRy,, 81T7 u + gay;! BZjRVvTVu,¢R1TVu>

n 2n-2
+ (Z > > @Ry @pay, )Ry, T u+ oR,y(@pay’ )Ry, T" u

I=1 p=0 v,V,

+ (pép&{;:’n[léplévv, NT u + (p&p&‘l;:,nékpléva”u, YR, T”u)

n
+ ( > an-1ay [Rv,, 91T7u

I=1v,Vy

+ @am—1ay. ,dRy, T"u, L,(@)Ri T u + LooR, T”u)

En utilisant maintenant le lemme 4.7.2 pour développer chacun des crochets, et
en employant les mémes arguments que ceux utilisés lors de la majoration de



ANALYTICITE SEMI-GLOBALE POUR LE é-NEUMANN 97

is, nous obtenons pour tout £ > 0 :

1 —
49.25)  lirlZ <Gy g+t +eC Y 11 8pRiTVu |
1€(0,...,2n—2)4

ou C, est une constante positive qui dépend de ¢, et pas de 1’étape de récurrence
ni de Cy, C; et Cs, ceci pour peu que C; soit choisie dés le départ assez grande
par rapport a Cy et A.

De la méme facon, on montre que pour tout ¢ >0 on a :

1 -
4926)  lislZ < C.CIT'Cy T g+ +eC Y 8 oR TV |
1€{0,....2n—2}4

Avec C, et C des constantes comme celles de I’inégalité (4.9.25).

Ainsi, finalement, compte tenu des inégalités (4.9.18), (4.9.19), (4.9.20), (4.9.21),
(4.9.23), (4.9.24), (4.9.25), et (4.9.26), en choisissant ¢ suffisamment petit, nous
avons :

1
(4.9.27) > Q@RIT u, R T'w)? < CoCiT'cI ™ (g +y)!
1€(0,...,2n-2)4

i.e. ce que 'on voulait.

Pour terminer la preuve du théoréme 3.4, il ne nous reste plus qu’a montrer
que I’on a I'inégalité || ¢L,R;u ||< Citlq!, ce qui ne pose pas de probleme,
compte tenu de 1’égalité (4.9.22).

4.10. - Démonstration du théoréme 3.11

Pour établir cette preuve, il suffit de reprendre la preuve du théoreme 3.1,
et d’en suivre mutatis-mutandis le cheminement, en remplacant ’inégalité de
type maximal, par ’inégalité semi-maximale. On utilisera bien sur le fait que, si

u=73_ ujd; est une (0, 1) forme sur V(D), alors on a “le miracle” suivant :

u = Y Lju;j (avec (w))j_; la base duale de (L))}_,).
On utilisera aussi en complément du lemme 4.7.1, le lemme de commutation
suivant dont la preuve est similaire a celle du lemme 4.7.1.

LEMME 4.10.1. Soitl € {1, ...,s}alorsVp € [}, Vy €e N*ona :
Y n
Ly, T1= 3> al i7"~ + bR LT
j=1 k=1

Les ajpk et bjpk étant des fonctions analytiques réelles sur V(D) vérifiant : YK CC
V(D)3A > lindépendantde y telque : Yr € N,VN € {0, ...,2n} ,Vj € {1, ..., ¥}

2n
> sup | Ry(af) | +sup | Ry (b)) |< ATHNIHL (j) (j +INT)!
k=1 K K

=0sik¢]11etonabf 0.

De plus a K jp@nv(D) =

p
J -k jaQnV (D)
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Et pour finir on remarquera que I’on peut supposer dés le départ que
[T, Ly]/3env(p) € L.
(Ou L est le module sur C®(V(D)) engendré par les (1,0) champs tangents
(L)i=1)

Pour le voir il suffit de transposer la preuve du corollaire 3.2 a ce cas.
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