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Analyticité semi-globale pour le ~-Neumann dans
des domaines pseudoconvexes

BENOÎT BEN MOUSSA

Abstract. Under some conditions on an open S2 C Cn bounded, smooth, and
pseudo-convex, we show that the solution of the a-Neumann problem is real
analytic near a component of the degenerating set of the Levi form.

Mathematics Subject Classification (1991): 32F20 (primary), 32F25, 32F30
(secondary).

1. - Introduction

Soit S2 C en un ouvert régulier, borné, de classe C°° et pseudoconvexe.
Soient A c l’ensemble des points de dégénérescence de la forme de Levi
£ de S2, D une composante connexe de A, et V (D) un voisinage ouvert de
D dans en séparant D des autres composantes connexes de A. Supposons que

soit analytique réelle sur V(D).
Soit q E { 1, .... , n - 1} et f une (0, q ) forme à coefficients dans L 2 ( S2 ) et

analytiques réels sur S2 n V(D).

Si u est la solution du problème du a-Neumann sur Q avec f pour second membre,
existe-t-il un voisinage V’(D) de D dans (C~ tel que u soit analytique réelle sur
S2 n V’(D) ?

Nous dirons que l’opérateur a-Neumann est hypoelliptique analytique semi-

global sur D lorsque la réponse sera affirmative.

Dans le cadre de (~2 pour la solution canonique du ab, M. Derridj &#x26; D.
S. Tartakoff [D.T.2] ont en 97, sous certaines conditions, répondu positivement
à cette question. 

-

Ici nous donnons une première réponse affirmative pour le a-Neumann dans
en, conditionnée par le fait que l’ouvert S2 vérifie sur V (D) une inégalité dite
"de type maximal", puis moyennant une hypothèse de commutation exacte, nous
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donnons une deuxième réponse affirmative en nous affranchissant de l’inégalité
"de type maximal". Pour finir, nous donnons une troisième réponse affirmative
dans un cas qui, en quelque sorte, est intermédiaire entre les deux précédents,
conditionné par le fait que S2 vérifie une inégalité dite "de type semi-maximal
sur V (D)".

Nous caractérisons algébriquement les ouverts pseudoconvexes vérifiant une
inégalité de type maximal sur les (0, q ) formes pour le a-Neumann, par une
condition portant sur les valeurs propres de la matrice de Levi de l’ouvert, qui
de manière parlante s’énonce :
"Les sommes de paquets d’ordre q de valeurs propres de la matrice de Levi,
majorent à un facteur constant près, la trace de la matrice de Levi."
Cette condition algébrique fut initialement introduite par M.Derridj dans [Der]
pour les (0, 1) formes, puis A.Grigis &#x26; L.P.Rothschild ont montré dans [G.R]
que cette condition est nécessaire pour avoir une inégalité maximale pour le
nb sur des ouverts pseudoconvexes et que dans certains cas elle est aussi
suffisante. Nous caractérisons également algébriquement les ouverts pseudo-
convexes vérifiant une inégalité semi-maximale pour les (0, 1) formes, et nous
montrons sur un exemple le caractère non-intrinsèque de cette notion.

REMERCIEMENTS. Je remercie vivement le professeur M. Derridj pour l’at-
tention qu’il a bien voulu accorder à ce travail, et pour les nombreuses remarques
et suggestions qu’il m’a faites.

2. - Préliminaires et notations

Considérons pour n &#x3E; 2, S2 C un ouvert, régulier, borné, de classe C°.
On note £ la forme de Levi de S2 et D une composante connexe de l’ensemble
de dégénérescence de ,C.

On suppose qu’il existe un voisinage ouvert V(D) de D dans en sur

lequel il existe L 1, ...., Ln une base de (1, 0) champs de classe C° tels que
LI, L,-, 1 soient tangents à sur V(D).

On notera Wl, (Vn la base de ( 1, 0) formes duale de la base 1 sur

V(D).

Pour ce qui suit, on prend les notations de G. B. Folland &#x26; J. J. Kohn

[F.K].
On écrira les (0, q) formes différentielles u définies sur un sous-ouvert x

de V (D) sous la forme avec
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On considèrera le produit scalaire usuel sur les (0, q ) formes relatif à la
base défini par :

où À est la mesure de Lebesgue sur x, on notera par lU12, et a *

l’adjoint de à pour ce produit scalaire.
Si Y est un champ de vecteurs sur x et u un élément de Cl (X) nous

considèrerons l’action de Y sur u relatif à la base notée Yu et définie

par :

Si v E est écrit sous sa forme canonique v =

dans la base wi, ..., alors on a sur V(D) n S2 :

Les étant définis par

On notera Dq (x) l’ensemble C§° (JY) n Doma*, pour v e Vq (f2) écrit sous
sa forme canonique v = sur V(D) n S2 dans la base ~1, ..., wn, on
a sur 

Q (v, v) désignera la forme quadratique définie sur Dy (f2nV(D)) par :

Enfin pour clore ces préliminaires nous donnons les définitions suivantes :

DÉFINITION 2.1 (Inégalité de type maximal). Soit S2 un ouvert de Cn régulier,
V un ouvert borné de en tel que et q E { 1, ... , n - 1}.

On dira que S2 satisfait sur V une _inégalité de type maximal pour les
(0, q) formes relativement au problème a-Neumann si, il existe une base de

( 1, 0) champs 1 sur V de classe C° tels que L 1, ...., 1 soient tangents
à 8Q sur V, vérifiant :
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REMARQUE. Sous ces conditions la notion d’inégalité de type maximal est
intrinsèque, i~e. elle ne dépend pas de la base de (1,0) champs choisie. On

peut démontrer cela de façon directe à partir de l’inégalité (2.0.3), de façon
plus élégante, cela découlera directement du théorème 3.7 qui suit.

DÉFINITION 2.2 (Inégalité de sous-ellipticité). Soit S2 un ouvert de C"

régulier, V un ouvert borné de en tel que n V ~ 0, et q e 11, .... n - Il.
On dira que l’on a une inégalité de sous-ellipticité pour le a-Neumann, pour

les (0, q) formes, sur S2n V si :
vérifiant supp v cc V

DÉFINITION 2.3 (Inégalité de type semi-maximal). Soient S2 un ouvert de
Cn régulier, V un ouvert borné de en tel que aQn V 0, et 1 une base

de ( 1, 0) champs de vecteurs C°° sur V telle que (Lj)’-’ soient tangents à a S2
sur V, notons sa base duale de (1, 0) formes.

- 

Soit S = une subdivision de l’intervalle d’entiers [1, n - 1], de la
forme :

Nous appellerons une telle subdivision, une subdivision strictement crois-
sante de [1, n - 1 ].

Nous dirons que S2 satisfait sur V à une inégalité semi-maximale pour les
(0, 1) formes relativement à (L~ )~-1 1 et S si :

REMARQUE. La définition d’inégalité semi-maximale pour le a-Neumann fut
initialement introduite en 1991 par M.Derridj dans [Der2], voir aussi [D.T.l].
Nous montrerons sur un exemple le caractère non-intrinsèque de cette notion,
(voir exemple 6 qui suit).
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3. - Énoncés des résultats

THÉORÈME 3.1. Soit S2 C en, un ouvert régulier, borné, pseudoconvexe, de
classe Coo, D une composante connexe de l’ensemble de dégénérescence A de la
forme de Levi f- de Q, et V (D) un voisinage de D dans (Cn ouvert et borné séparant
D des autres composantes connexes de A.

Soit q E { 1, ..., n - 1 }, on suppose que :

Alors la solution du problème a-Neumann ~ Q est dans

COMMENTAIRES. Dans le cadre de C2@ l’hypothèse d) du théorème 3.1 est

toujours vraie pour q - 1 ; en fait, de façon générale, on va montrer qu’elle
est équivalente à supposer que S2 vérifie une inégalité de type maximal pour
les (0, q) formes sur V (D) (voir le théorème 3.7).

Concernant les inégalités maximales pour les opérateurs, de nombreux tra-
vaux ont été consacrés à ce sujet, voir par exemple M. Derridj pour le a-
Neumann pour les (0, 1) formes dans [Der], A. Grigis &#x26; L. P. Rothschild pour
le Ob dans [G.R], et B. Helffer &#x26; J. Nourigat pour des opérateurs polynômes
de champs de vecteurs dans [H.N].

Dans [G.R], A. Grigis &#x26; L. P. Rothschild ont montré entre autre que pour
un ouvert, le fait d’avoir une inégalité maximale pour le Ob est intimement lié
à la géométrie de son bord, et ils ont montré que la condition d) ci-dessus est
nécessaire pour que l’ouvert puisse vérifier une inégalité maximale pour le ~b .
On ne sait pas encore si elle est en général suffisante.

Le premier résultat en la matière fut de M.Derridj qui, en 78, montrait
le théorème 3.7 ci-dessous, dans le cadre global, pour les (0, 1) formes, voir
[Der].

COROLLAIRE 3.2. Si dans le théorème 3.1 on remplace l’hypothèse de commuta-
tion c2) par l’hypothèse suivante :
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alors on a la même conclusion.

REMARQUE. M. Derridj a montré dans [Derl] que sous les hypothèses b), cl,
C2 et d) du théorème 3.1 pour les (0, 1) formes, il y a une propagation du type
au sens de Kohn [Koh], Bloom-Graham [B.G], le long des courbes intégrales
de T. De ce fait, dans e2 il ne peut exister un point de dégénérescence isolé
au voisinage duquel les conditions du théorème 3.1 soient vérifiées, i.e. ces

hypothèses ne nous permettent pas de montrer l’analyticité locale ici.

COROLLAIRE 3.3. Soit Q C e2 un domaine de Reinhardt, borné, régulier, de
classe C~’ et pseudoconvexe. Soit D une composante connexe de A l’ensemble de

dégénérescence de la forme de Levi de Q.
Soit V (D) un voisinage ouvert, borné, de D dans C2@ séparant D des autres compo-
santes connexes Supposons que le champ. soit transverse

à la frontière sur V (D).

Alors la solution du problème a-Neumann est dans

COMMENTAIRES. Les domaines de Reinhardt complets vérifient la condition
de transversalité ci-dessus, voir [Che2].

S. C. Chen a montré dans [Che] que les domaines de Reinhardt de en,
réguliers, bornés, de classe C~’ et pseudoconvexes, vérifient l’analyticité globale
pour le a-Neumann.

M. Christ a montré en 94 dans [Chrl] &#x26; [Chr2] que sur un même domaine
de Reinhardt de C2 , de classe C~’, pseudoconvexe et borné, il est possible que la
régularité analytique globale du ab soit vérifiée bien que la régularité analytique
locale, elle, ne le soit pas ! Dès lors il nous est permis de penser qu’il est
probable que le même phénomène puisse se produire pour le a-Neumann.

Notons que celui-ci n’est pas dû à un cas de dégénérescence isolé ! D’ail-

leurs, en joignant les résultats de S.C.Chen, [che], et de M.Derridj, [Derl],
on peut remarquer qu’un domaine de Reinhardt de C2, borné, régulier, C°’°, et
pseudoconvexe, n’a jamais dans sa frontière de point de faible pseudoconvexité
isolé.

Voici maintenant un cadre où la conclusion du théorème 3.1 reste vraie,
bien que l’on se soit affranchi de l’inégalité de type maximal.

THÉORÈME 3.4. Soit SZ C en, un ouvert régulier, borné, pseudoconvexe, de
classe C°°, D une composante connexe de l’ensemble de dégénérescence A de la
forme de Levi ,C de Q, et V (D) un voisinage de D dans en ouvert et borné séparant
D des autres composantes connexes de A.
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On suppose que :

b) Il existe une base LI, ..., Ln de (1, 0) champs sur V (D) de classe CI tels
que LI, ..., Ln- sont tangents à sur V (D).

c) Il existe un champ T sur V (D), imaginaire pur, de classe CI tel que :
cl) (Ll, ..., Ln-1, LI, ..., Ln-1, T) est une base de eT a Q n V (D).

d) Il existe q E {1, ..., n - 1 }, et il existe V’(D) C V (D) voisinage ouvert de D
dans C~n pour lequel on a sur Q n V’(D) une inégalité de sous-ellipticité pour
le a-Neumann pour les (0, q) formes.

Alors la solution du problème a-Neumann 1 
est dans

COMMENTAIRES. Dans le théorème 3.1 nous avons le même résultat avec
une hypothèse de commutation plus générale ; cependant, pour compenser, il

nous faut imposer à l’ouvert de vérifier une hypothèse de type maximal pour
le a-Neumann, ce qui est très restrictif dans en pour n &#x3E; 3 ; par exemple nous
donnons dans ce qui suit une classe d’ouverts de (C3 qui ne vérifie pas l’inégalité
maximale sur S2 n V (D), mais qui vérifie les hypothèses du théorème 3.4.

D’autre part, J.J.Kohn a montré en 79 dans [Kohl] - en conjonction avec
des travaux de K. Diederich &#x26; J. E. Fornaess [D.F] - que tout ouvert de en, @
borné, pseudoconvexe, de classe C~’ vérifie la condition d) de sous-ellipticité
ci-dessus, et, dans tout une série de travaux publiés entre 83 et 87, D. Catlin
a caractérisé géométriquement cette condition de sous-ellipticité, voir [Cat 1 ] et

ses références.

COROLLAIRE 3.5. Sous les hypothèses du théorème 3.1 (ou du corollaire 3.2, ou
du théorème 3.4) pour les (0, 1 ) formes, le projecteur de Bergman Po = 1 à
envoie L2(Q) n n V (D)) dans L2(Q) n n V(D)) n H(Q).

Voici maintenant un corollaire et trois exemples rendant les théorèmes 3.1
et 3.4 plus concrets.

COROLLAIRE 3.6. Soit Q C en, un ouvert régulier, pseudoconvexe, borné,
de classe Coo, donné sous la forme : Q = f z = (Z’, zn ) E X C / r(z) =
p (z’, I Zn 12)  01 où p est une fonction à valeurs réelles.

Soit D une composante connexe de l’ensemble de dégénérescence A de la forme
de Levi de Q, V (D) un voisinage ouvert borné de D dans en séparant D des autres
composantes connexes de A. On suppose que :

ne s’annule pas sur



58

d’) Il existe q E { l, ..., n - 1 }, et il existe V’(D) C V (D) voisinage ouvert de D
dans (Cn pour lequel le a -Neumann vérifie une inégalité de sous-ellipticité pour
les (0, q) formes sur Q n V’(D).

Alors la solution du problème est dans

EXEMPLE 1. Soit

p?2.
On a : S2 ouvert, borné, régulier, et pseudoconvexe.

L’ensemble A des points frontière de dégénérescence de la forme de Levi
est connexe et c’est :

Il n’existe pas de V(A) voisinage ouvert dans C3 de A, sur lequel S2 vérifie
l’inégalité maximale pour les (0, 1) formes, au sens défini par M. Derridj dans
[Der] i.e. au sens de la définition 2.1 ; cependant Q vérifie les conditions
du corollaire 3.6 pour les (0, 1) formes, sur tout voisinage borné V(A) de A
qui n’intersecte pas l’hyperplan = 0}. Donc la conclusion du corollaire 3.6
s’applique sur V(A) pour les (0, 1) formes.

EXEMPLE 2. Soit

~ où 0 est définie par : avec

des réels
Si l’on fixe a et f3 arbitrairement, et que l’on prend y un majorant strict

1

de la fonction sur l’ouvert borné
on a alors :

S2 ouvert, borné, régulier, C°° et pseudoconvexe ; aS2 n’est pas C~’ au voisinage
de l’hyperplan réel {x = 0} de La forme de Levi de S2 a des points
de dégénérescence qui ne sont pas sur l’hyperplan {x = 0}, et aux voisinages
de ces points de dégénérescence, le bord 8Q est analytique réel. L’ensemble
de dégénérescence A de la forme de Levi est connexe, et est égal au cercle r
défini par : . Le corollaire 3.6 s’applique à

1 1 

S2 pour les (0, 1) formes sur tout voisinage borné de A qui n’intersecte pas la
droite

EXEMPLE 3. Soit

avec

Ces ouverts sont réguliers, bornés, pseudoconvexes, de classes C~’ et sont

strictement pseudoconvexes aux points du bord vérifiant zn - 0. M. Derridj
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a montré dans [Der] que les valeurs propres ~,~ de la forme de Levi £ de
S2 vérifient a Tr(£) au voisinage de l’ensemble des points frontière de

dégénérescence de £. Donc le corollaire 3.6 s’applique à S2 pour les (0, q)
formes, q E {1, ..., n - 1}.

Voici maintenant la caractérisation algébrique annoncée en introduction :

THÉORÈME 3.7. Soit S2 un ouvert de CCn régulier Coo, V un ouvert borné de en

Supposons que est pseudoconvexe sur V, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) S2 vérifie sur V une inégalité de type maximal pour les (0, q ) formes.

ii) Il existe a &#x3E; 0 tel que chacun des "paquets "

de valeurs propres Àjs de la matrice de Levi ,C de Q vérifie :

et il existe une base de (1, 0) champs Coo sur V tels que n - 1 parmis eux soient
tangents à a Q sur V.

COROLLAIRE 3.8. Sous les hypothèses du théorème 3.7, Q vérifie toujours une
inégalité de type maximal pour les (0, n - 1 ) formes sur tout ouvert V borné de en
vérifiant la condition V n =1= 0.

PROPOSITION 3.9 (Inégalité de sous-ellipticité). Sous les hypothèses a), b) et
d) du théorème 3.1, il existe V’(D) C V (D) voisinage ouvert de D dans CCn pour
lequel :

Nous allons maintenant considérer le cas où l’ouvert Q vérifie une estima-
tion de type semi-maximal sur V (D). Commençons par cette proposition :

PROPOSITION 3.10 (Inégalité semi-maximale). Soient Q un ouvert de (Cn

régulier, V un ouvert borné de (Cn tel que f1 v :0 0, et 1 une base de

( 1, 0) champs de vecteurs C° sur V telle que (Lj )n-1 soient tangents à sur V,
notons sa base duale de ( 1, 0) formes.

Soit S une subdivision de l’intervalle d’entiers [ 1, n - 1 ], de la, f’orme :
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Soit L = (Cjk) la matrice de Levi de Q dans la base pour chaque
notons et considérons la matrice diagÓna1e

où pour chaque 1 E { 1, ..., s }, Tl apparaît avec une occurence de cardinal Ul.
Supposons que soit pseudoconvexe sur V ; alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

COMMENTAIRES. Cette notion d’inégalité semi-maximale n’est pas intrinsè-
que, i.e. pour une partition S donnée, elle dépend de la base choisie
sur V ; nous donnons un exemple explicite de ce phénomène ci-dessous (voir
exemple 6, page 62). D’autre part, l’implication 1) F 3) fut donnée par M.
Derridj en 1991 dans [Der2].
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THÉORÈME 3.11. Soit Q c en, un ouvert régulier, borné, pseudoconvexe, de
classe Coo, D une composante connexe de l’ensemble de dégénérescence à de la
forme de Levi f- de Q, et V (D) un voisinage de D dans en ouvert et borné séparant
D des autres composantes connexes de A.

Soit S = une subdivision strictement croissante de l’intervalle d’entiers

On suppose que :

a) Q est C~’ sur V (D).

b) Il existe une base LI, ..., Ln de (1, 0) champs sur V (D) de classe C~’ tels que
L 1, ..., Ln- 1 sont tangents à sur V (D), et tels que Q satisfait à une inégalité
semi-maximale pour les (0, 1) formes relativement à V (D), et S.

c) Il existe un champ T sur V (D), imaginaire pur, de classe C~’ tel que :
est une base de C

où les aj sont dans 1

Où ILK est le module sur C’ (V (D)) engendré par la famille (Lj )jEK.
d) Il existe V’(D) C V (D) voisinage ouvert de D dans en pour lequel on a sur

Q f1 V’ (D) une inégalité de sous-ellipticité pour le a-Neumann pour les (0, 1)
formes.

Alors la solution du problème a-Neumann 1 i 
est dans

COMMENTAIRES. M. Derridj a montré dans [Der2], que si l’ouvert S2 vérifie
une inégalité semi-maximale pour les (0, 1) formes relativement à V, et

S ; et que s’il satisfait à une notion de type fini elle aussi relative à V, (Li)
et S, alors, S2 vérifie une inégalité sous-elliptique pour les (0, 1) formes sur V
pour le a-Neumann. (Plus généralement voir D. Catlin [Cat 1 ] ) .

EXEMPLE 4. Soit
Avec 1 et a, p ,y des réels &#x3E; 0.

Si l’on fixe a et fJ arbitrairement, et que l’on prend y un majorant strict
de la fonction. sur l’ouvert borné ]0,a[x]0,~6[, on a
alors :

S2 ouvert, borné, régulier, C~’ et pseudoconvexe ; L’ensemble de dégénérescence
de la forme de Levi est connexe, et est égal à :

Soit E &#x3E; 0 tel que y - ~ &#x3E; 0 et a - ~ &#x3E; 0, alors S2 vérifie les hypothèses
du théorème 3.11 sur l’ouvert
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avec pour base de ( 1, 0) champs sur 

où est une fonction définissante
de S2 ; le champ T étant défini par T = L3 - L3, et la subdivision S par
S = { 1 } U { 2 } . Cependant, il ne vérifie pas l’inégalité maximale pour les (0, 1)
formes sur 

EXEMPLE 5. Soit

p ? 2. Cet ouvert est régulier, borné, pseudoconvexe, de classe
C~~’, l’ensemble de dégénérescence de sa forme de Levi £ est connexe et c’est :

Si V(A) est un voisinage borné de à dans en inclus dans
alors S2 vérifie sur V(A) les hypothèses du théorème 3.11, avec pour base de
( 1, 0) champs sur V ( 0 ) :

où est une fonction

définissante de S2 ; le champs T étant défini par et la subdivision

..&#x26;.... ’ .. 1... 1’ 

Cependant, il n’existe pas de q E { 1, ... , n - 2} pour lequel S2 vérifie sur
V() une inégalité maximale pour les (0, q) formes.

EXEMPLE 6. Soit

Cet ouvert est régulier, borné, pseudoconvexe, de classe
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Soit S = { 1, 2 U { 3 } et V un ouvert borné de Cn tel que 1 et

tel que

Alors, en prennant 1 pour base de ( 1, 0) champs tangents à sur

définie par

S2 ne vérifie pas l’inégalité semi-maximale relativement à S,- - 

/ j --

et V. Cependant, l’exemple 5 donne une base explicite (L )-1 de (1, 0) champs
tangents à pour laquelle, S2 vérifie une inégalité semi- maximale relativement
à S, et V. Ce qui prouve le caractère non intrinsèque de cette notion.

4. - Démonstrations

4.1. - Démonstration du corollaire 3.2

Soit une base de (1,0) champs analytiques réels sur V(D), vérifiant les

hypothèses du corollaire 3.2. On a comme 

est une base de n V(D), et T est imaginaire pur, le coefficient an ne

s’annule jamais sur Donc, il existe un ouvert V~(D) de en contenant
D, tel que V’(D) CC V(D), sur lequel an ne s’annule jamais. De plus, on
peut supposer que n V (D) = n V’(D).

En prenant Ln = an Ln, alors, (LI, ...., Ln-i, Ln) est une base de ( 1, 0)
champs sur V’(D) de classe C~~’, et l’on a :

Pour le voir, il suffit de remarquer que les crochets [T, et

[T, ont les mêmes coefficients devant Ln lorsqu’on les écrit dans

la base (Lj, 1 sur V’(D).
Ainsi, les hypothèses du théorème 3.1 sont vérifiées en prenant V’ (D)

à la place de V (D) avec (L 1, ...., Ln_ 1, Ln ) pour base de ( 1, 0) champs ;
donc, d’après le théorème 3.1, la solution u du problème du a-Neumann posé
avec V’(D) à la place de V(D) est analytique réelle sur S2 n V~(D). Or, sur

V(D) B V’(D), il y a stricte pseudoconvexité de la frontière donc, compte
tenu des résultats de D. S. Tartakoff &#x26; F. Trèves (voir [Tarl],[Tar2] &#x26; [Trè])
on en déduit que u est analytique réelle sur S2 n V(D). D’où le résultat.

4.2. - Démonstration du corollaire 3.3

Soit T = L - L alors, T est un champ imaginaire pur, de classe C~~’, et

tangent à sur V(D).
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Prenons alors

r est une fonction définissante globaie de S2. Quitte à diminuer V (D) sur

l’extérieur de S2, on peut supposer que r est définie sur V (D) tout entier.
On a alors : b) (LI, L 2) _est une base sur V(D), de (1,0) champs de classe C’.

D’où SZ vérifie sur V (D) les hypothèses du théorème 3.1 pour les (0, 1) formes.

4.3. - Démonstration du corollaire 3.6

On considère les champs L 1, ..., définis par :

On choisit pour champ transverse le champ Ln défini par :

Pour finir, on prend le champ T défini par : : 1

Alors ces champs vérifient les conditions b), c), cl ) et C2) du théorème 3.4,
la condition d) étant supposée en hypothèse, on a le résultat.

4.4. - Démonstration du théorème 3.7

Commençons par une inégalité, dite de base, dont on pourra trouver une
preuve dans [Koh].

LEMME 4.4.1 (Inégalité de base). Soient Q un ouvert de (Cn régulier c°°, V un
ouvert borné de en tel que V rl :0 0, et soit une base de ( 1, 0) champs
sur V de classe Coo telle que LI, L, - 1 soient tangents à Notons wl, (O,
la base duale de ( 1, 0) formes de la base (Lj )7=1’ et notons £, (Cjk) la matrice de
Levi de S2 dans cette base (LI, ....Ln_ 1 ) alors :

Montrons maintenant le théorème 3.7. Le cheminement de cette preuve est
similaire à celui qui a été fait par M. Derridj dans [Der].

Soient V un ouvert borné de en, tel que V n 0, 1 une base

de ( 1, 0) champs sur V de classe C° telle que soient tangents à 8Q,
et soit 1 sa base duale de (1, 0) formes.

Soit r une fonction définissante de SZ sur V de classe C°, les coefficients
de la matrice de Levi L = de S2 dans la base L i , ...., 1 de 

s’écrivent : 
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Soit vérifiant supp v CC V, alors pour

Avant de continuer cette preuve, pour des raisons de clarté de lecture nous

poserons n-1 - q, et on notera Jq l’ensemble de tous les q-upplets, J,
q

constitués de q éléments distincts de { 1, ..., n - 1 } ordonnés de manière stricte-
ment croissante, on munira J~ d’une relation d’ordre total de façon à numéroter
ses éléments via cet ordre de Il

Soit maintenant considérons sur ~q l’ordre

lexicographique et posons alors, on a = sur 1

dès que

Pour cet ordre, considérons la matrice hermitienne
1.1--l-, ... 11,

On va montrer plus loin que ses valeurs propres ne dépendent pas de la re-
q

lation d’ordre fixée sur ~q et qu’elles sont égales aux q "paquets"
J-J. i

valeurs propres de la matrice de Levi sur V.
Supposons l’hypothèse ii) du théorème 3.7 vraie ; alors cette matrice (ar,s )

vérifie :

et donc on a pour tout vérifiant supp

d’ où, S2 étant pseudoconvexe, on a :
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et compte tenu de l’inégalité de base, on en déduit qu’il existe une constante
C &#x3E; 0 telle que Vv E n V) vérifiant supp v cc V on a :

D’où, en utilisant encore l’inégalité de base, on obtient cette fois :

Ainsi, on a montré l’implication ii) ==~ i) de la propositon 3.7.
Avant de montrer l’implication inverse, nous énonçons un lemme algébrique

qui explicite les propriétés annoncées sur la matrice Pour

commencer, nous allons poser quelques notations d’algèbre linéaire qui nous
serons utiles pour l’énoncé du lemme.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n - 1 &#x3E; 1 sur un corps com-
mutatif K de caractéristique différente de 2. On considère le produit extérieur
classique sur E noté A et on note n°E = K, /B 1 E = E, ....,ApE les puissances
extérieures de E.

Soit (el, ..., en-1) une base de E, L un endomorphisme de E et (Cjk)j,k sa
matrice dans cette base.

On définit pour t l’application par :

Alors, on peut énoncer le lemme algébrique précité :

LEMME 4.4.2. Lq est un endomorphisme de AI E dont la matrice écrite dans
la base ordonnée lexicographiquement
est :

où les Ir et Js sont les q-upplets de Jq, ce dernier étant ordonné lexicographique-
ment.
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Si L a n - 1 valeurs propres ~, 1, ...., (non nécessairement distinctes deux
à deux) alors Lq a q valeurs propres (elles aussi non nécessairement distinctes deux

à deux) qui sont "les paquets’

Finalement si

sont issues de deux ordres différents sur Jq, alors elles ont les mêmes valeurs propres.

La preuve de ce lemme est purement calculatoire, on procède par disjonction
de cas, nous ne la rédigeons pas ici, de façon à ne pas obscurcir le raisonnement.

Notons que ce lemme est implicite dans l’article de Grigis &#x26; Rotchschild

[G.R].

- Revenons maintenant à la preuve du théorème 3.7 et montrons que l’on on

vérifiant supp v cc V, compte tenu
1" 1 1

des expressions de a v et a * v données dans les préliminaires on a :

"-

et donc puisque S2 vérifie une inégalité de type maximal pour les (0, q ) formes
sur V, compte tenu de l’expression (4.4.1) trouvée pour les Lkv 112 , nous
savons qu’il existe une constante C &#x3E; 0 telle que pour tout v E n V)
vérifiant supp v CC V, on a :

où a gauche, v = ..., est écrit suivant l’ordre lexicographique.

Maintenant, montrons que si M est une matrice (~, q), hermitienne, à coeffi-
cients C°° sur Qn V telle qu’on a pour tout v e Dq vérifiant supp 

alors cela implique que M  0 sur 8Q n V, et on aura le résultat.

Pour le voir, il suffit de reprendre la méthode introduite par M. Derridj dans
[Der] et ses deux lemmes algébriques 3.2 &#x26; 3.3 pages 561. D’où le résultat.
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4.5. - Démonstration de la proposition 3.10

Commençons par montrer que 2) 2013~ 3). Comme

dans Dl (Q n V), on a, puisque L 1, ..., L, - 1 sont tangents,

En intégrant par parties, nous avons facilement que :
tel que supp tel que

Soit alors vérifiant supp

fixé, et U, l’intervalle de S contenant k ; pour t E Ul, et j  n - 1 considérons
puisque S2 est pseudoconvexe, on a :

Ce qui prouve 2) ~ 3 ) . Montrons maintenant que 2) ==~ 1), (l’implication
1) ==~ 2) à été montrée par M.Derridj en 1991 dans [Der2], l’implication
3) 2) est évidente.)
Pour vérifiant supp on a :

Donc d’après la condition 2), il existe une constante C &#x3E; 0 indépendante
de u telle que :

Où encore, en sommant sur j dans le membre de gauche de cette dernière
inégalité, on obtient une nouvelle constante C indépendante de u telle que :
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i.e.

ceci ~ vérifiant supp

Or lors de la démonstration de la caractérisation des ouverts vérifiant

l’inégalité de type maximal, nous avons déjà rencontré une telle inégalité, et

nous avons montré qu’elle n’est possible que si est une matrice négative
sur n V. (Voir la fin de la preuve du théorème 3.7). D’où, D - C£ s 0
sur a S2 n V, i.e. !la &#x3E; 0 / £ - aD g 0 sur n V. D’où le résultat.

4.6. - Lemmes préparatoires à la démonstration du théorème 3.1 et dé-
monstration de la proposition 3.9

LEMME 4.6.1 (Inégalité de sous-ellipticité). Sous les hypothèses a) et b) du
théorème 3.1, il existe V’(D) C V (D) voisinage ouvert de D dans (Cn pour lequel
on a :

et de plus si Q vérifie une inégalité de type maximal sur V (D) pour les (0, q) formes
(i. e. l’hypothèse d du théorème 3 .1 ) alors :

PREUVE. On va montrer que tous les points de D sont de type fini au sens
de Bloom-Graham voir [B.G], et on en déduira le résultat grâce aux travaux de
J. J. Kohn &#x26; L. Hôrmander sur la sous-ellipticité, voir [Koh], [Kohl], 
et 

Soit x un point de D de type infini. 
-

Puisque les champs L 1, ... , L, - 1, L 1, ... , 1 sont à coefficients analytiques
réels sur V(D), d’après un théorème de Nagano (voir [Nag]), il existe une
sous variété réelle Mx de n V (D) de dimension réelle 2n - 2 , ayant
L 1, ..., Ln-1, L 1, ..., L,-, pour champs tangents en chacun de ses points.

Pour chaque x de type infini choisissons une telle variété Mx.
D’après un théorème de Levi-Civita, chacune de ces sous variétés Mx est en

fait une sous variété complexe de (Cn (car (Lj )n-1 sont des champs holomorphes
et donc
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Soit alors C une composante connexe de l’ensemble des points de type
infini dans D, on peut supposer que les Mx ci-dessus sont connexes, et donc
on a C = UXEcMx.

Ainsi C est une variété complexe compacte de dimension complexe n - 1 ~
1, ce qui est impossible.

D’où tout point de D est de type fini.

Maintenant, grâce à un théorème bien connu dû à L. Hôrmander, voir

[Hôr2], on obtient l’estimation sous-elliptique au bord suivante : Vp E D, 3Up
voisinage ouvert de p dans en pour lequel :

où les Xj et Yj sont les champs définis par Xj + 
En procédant comme dans [Koh] ou dans ] (i.e. en intégrant sur les

surfaces de niveau proche de n Up), on déduit que :
) vérifiant supp

On peut supposer Up C V (D), ce que l’on fera.
Pour chaque p E D choisissons un voisinage Up et un couple (sp, Cp) tels

que l’inégalité (4.6.1) ci-dessus soit vérifiée. Alors D étant compact, on peut le
recouvrir par un nombre fini de Up, i.e. D c Soit V’(D) CC 
un voisinage ouvert de D dans en, en prenant une partition de l’unité relative
à V~(D) et subordonnée à on a le résultat, avec 8 = miniej j
l, ...., m} 1 et C = 1,..., m}.

Si l’on suppose de plus que S2 vérifie une inégalité de type maximal sur
V(D) pour les (0, q) formes, alors on a immédiatement l’inégalité de sous-
ellipticité pour le a-Neumann sur annoncée, ce qui termine la preuve
de ce lemme et prouve la proposition 3.9.

REMARQUE. Il y a des résultats généraux sur la sous-ellipticité du problème
a-Neumann ; on pourra consulter à ce sujet D. Catlin dans [Catl] ] et J. J. Kohn
dans [Koh. l], liés au type de D’Angelo, voir [D’ An 1 ] et [D’An2].

Rappelons, maintenant, le lemme classique suivant.

LEMME 4.6.2 (Inégalité de compacité). Soient E C F c G trois C-espaces
vectoriels normés, tels que l’inclusion de F dans G soit continue et tels que l’inclusion
de E dans F soit compacte.

Alors :
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COROLLAIRE 4.6.3. Sous les hypothèses a) et b) du théorème 3.1, il existe un

voisinage ouvert V’(D) C V (D) de D dans (Cn pour lequel on a :

De plus, si Q vérifie une inégalité de type maximal sur V (D) pour les (0, q) formes
alors on a :

PREUVE. C’est une conséquence du théorème d’injection compacte de
Rellich- Kondrashov sur les espaces de Sobolev et des lemmes 4.6.1 et 4.6.2.

4.7. - Démonstration du théorème 3.1

On pose

Soit r e N et I = (i 1, ...., ir) E {O, ...., RI désignera dans ce qui suit
Ri R i2 ... Rir est III [ sera la longueur de I, c’est à dire ici r. On notera O p (s, r)
comme dans [D.T] pour désigner un opérateur différentiel tangentiel d’ordre r,

, 
(-)

qui est une concaténation des champs tangents L , j  n - 1 et T, contenant
(-)

exactement s, 

Le champ T s’écrivant 1 a, L, sur V(D), et T étant imaginaire
pur, on a aj = On en déduit alors, compte tenu de l’hypothèse ci) que
le coefficient an ne s’annule jamais sur n V(D). Par continuité, il existe

V’(D) c V(D) voisinage ouvert borné de D dans sur lequel a,~ ne s’annule
jamais, et on peut suposer que 8Q n V(D) = n V’(D).

On va montrer que u, la solution du problème a-Neumann, est analytique
réelle sur V’ (D) f1 a S2. D’après le théorème de Morrey &#x26; Niremberg [M.N] cela
suffira pour montrer que u E ~~’ ~ S2 n V’ ( D) ) , car l’opérateur D est elliptique sur
S2. Comme sur V(D) B V’(D) il y a stricte pseudoconvexité de SZ, nous aurons
compte tenu du théorème de D. S. Tartakoff &#x26; F. Trèves, u E CúJ (~2 n V (D)),
(voir [Tarl], [Tar2] &#x26; [Trè]).

Considérons une fonction cp E telle que 0  cp  1, avec cp = 1

sur un voisinage ouvert de D dans en. Pour montrer que u est de classe C~’
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sur V’(D) n aS2, il est bien connu (voir [D.T]) qu’il suffit de montrer que :

où désigne
I.J.’ 

,

Pour le faire, on va effectuer un raisonnement par récurrence sur r, en

posant pour hypothèse de récurrence à l’ordre p : :
r  p

Avant tout, rappelons un résultat bien connu dû à J. J. Kohn et L. Nirenberg
(voir [K.N]) :

L’inégalité de sous éllipticité pour le a-Neumann sur donnée par
le lemme 4.6.1 implique la régularité C°° locale du a-Neumann sur V(D).

lère étape: Majoration des termes en puissance pure de T.
Pour ces termes, l’hypothèse de récurrence à l’ordre p est :

Montrons les inégalités 4.7.5 et 4.7.6 pour
Quitte à restreindre V (D) nous pouvons supposer qu’il correspond au

V’ ( D) donné par le corollaire 4.6.3. L’inégalité (4.6.3) du corollaire 4.6.3
donne alors :

On est donc amené à s’intéresser de plus près à q;TYu). En effectuant
"des commutations" dans les produits scalaires, on obtient facilement :
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Pour tout 8 positif on a :

En remarquant que si ~p et 0 sont deux fonctions, on a
nous obtenons :

Pour estimer les termes i6, i7 et i8 nous aurons besoin du lemme de com-
mutation suivant, qui fut initialement donné dans [D.T].

LEMME 4.7.1. Pour 1

Les étant des fonctions analytiques réelles sur V (D) vérifiant :

indépendant de y tel que :

De plus sont nulles sur

Pour majorer il suffit de majorer les termes de la forme ([Ll, TY]u, 
pour 1 e { 1, ..., n }, les autres termes issus du crochetage jouent simplement un
rôle de "parasite" en ce qui concerne les inégalités que l’on veut obtenir, car
ils sont d’ordre de différentiation inférieur.

Nous faisons l’abus d’écriture suivant : Pour on pose :

en accord avec la définition de a donnée dans les préliminaires. Dans ce qui suit
nous referons cet abus d’écriture dans des circonstances légèrement différentes,
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nous le signalerons, l’interprétation rigoureuse (qui ne pose pas de problème),
est laissée au lecteur.

Donc on a compte tenu du lemme 4.7.1 :

D’où pour tout £ &#x3E; 0 on a :

Où sup ~ . ~ 1 signifie et signifiera dans la suite, le suprémum pris sur le support
de cp.

S2 vérifie sur V (D) une inégalité de type maximal, donc on a pour k # 2n :

où C est une constante qui ne depend ni de y, ni de j. (C, C, et C désigneront
dans toute la suite des constantes qui ne dépendront que de l’ouvert Q, des
champs 1 choisis, de cp et de son support. En particulier, elles
seront toujours indépendantes de l’étape de récurrence, et des constantes Co et
Ci.)

Les coefficients a),2n sont nuls sur le bord, donc, en procédant par intégration
par parties, comme pour l’estimation (4.4.1 ), et en utilisant l’inégalité de base
donnée par le lemme 4.4.1, on a aussi :
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d’où

En utilisant maintenant l’hypothèse de récurrence pour les termes en puissance
pure de T, le fait que sont majorés

par le lemme 4.7.1, et le fait - fondamental
n=i

dans notre travail - que et acp 1B sont à support compact là
où il y a stricte pseudoconvexité - c’est précisément là où, D. S. Tartakoff
et F. Trèves ont en 78 montré indépendamment que sous ces hypothèses, on a
l’analyticité locale de la solution du a-Neumann, voir [Tarl], [Tar2] &#x26; [Trè] -
on obtient :
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Avec C, qui dépend de e, mais qui est indépendante de Co, Ci, et y, ceci

pour peu que la constante CI soit choisie assez grande dès le départ.

où C ê dépend de s, mais est indépendante de Co, CI, et y, ceci pour peu que
CI soit choisie assez grande dès le départ.

Passons maintenant à la majoration des termes ~7 et is. De même que pour i 5
et i 6, on ne s’intéresse qu’aux termes du plus haut degré de différentiation. On
supposera donc que Li = -Li.

On a pour utilisant le même abus d’écriture que pour 

(Il n’y a pas de terme au bord car d’après le lemme 4.7, 1, [T§Li] ] est tangent.)

(Il n’y a pas de terme au bord car a;,2n-l et sont nuls au bord.)
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où C est indépendante de y et de j, 1et e &#x3E; 0 est arbitraire. On a utilisé

l’inégalité de type maximal, le fait que ai, 2n - = 0 sur et l’inégalité
du lemme 4.7.1. 

’

En procédant comme dans i5, avec les mêmes arguments, nous avons :

avec la constante C indépendante de y.
Maintenant, il suffit de remarquer que le terme il a déjà

été traité lors de l’estimation de i 5 (on remplace y dans i 5 par y - j), et que
l’on a ~, où l’ indice ~ est celui de i 5 que
l’on peut choisir égal à celui qui nous concerne ici. Puis, en répétant une fois
encore les mêmes arguments que ceux utilisés dans i5, nous obtenons :

où C£ ne dépend pas de y ni de j, pour peu que Ci soit choisie assez grande
dès le départ.

On en déduit alors que :

avec C, qui dépend de e, mais pas de y, ni de Co, ni de Cl.
De même manière, on obtient :
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D’où finalement, compte tenu de l’égalité (4.7.8), et des inégalités (4.7.9),
(4.7.10), (4.7.11), (4.7.12), (4.7.16), (4.7.17), (4.7.18) et (4.7.19) nous avons
pour tout e &#x3E; 0 :

l
Donc, en choisissant £ = so tel que 1 - so(C + 4) -, il existe une constante

Ao indépendante de y et so telle que : 

~ 

2

Maintenant, en "injectant" l’inégalité (4.7.20) dans l’inégalité (4.7.7) on obtient :

et donc en choisissant 8 &#x3E; 0 tel que
¿.

et A2 sont des constantes qui ne dépendent
re 8. ,..... . , " ..

ni de y ni de CI. (On a utilisé le fait que f est analytique réelle au voisinage
du support de ço.)

avec la constante A3 qui ne dépend ni de CI ni de y.
On déduit des inégalités (4.7.20) et (4.7.21) qu’il existe une constante .

qui ne dépend ni de y ni de C 1 telle que :

Ainsi, en choisissant dès le départ max(A3, A4) on aura les inégalités
(4.7.5) et (4.7.6) à l’ordre p + 1, i.e. les termes en puissance pure de T sont
majorés comme désiré.

Passons maintenant au cas général, supposons donc les inégalités (4.7.3) et
(4.7.4) vérifiées à l’ordre p, i.e. pour tout s, r E N tels que s  r  p, et

montrons qu’elles sont encore vraies à l’ordre p + 1.
Pour s = 0 le résultat est vrai, on vient de le montrer, soit alors O p (s, p + 1)
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Dans le premier cas, i.e. on a :

Deuxième cas : alors, on peut écrire,

avec k  n - 1, et en notant
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où C est indépendante de Co, CI, et p, ceci pour peu que Ci soit assez grande
dès le départ.

Ainsi l’inégalité (4.7.3) est vraie à l’ordre p + 1. Montrons maintenant que
l’inégalité (4.7.4) est aussi vraie à l’ordre p + 1. Posons q = p + 1, on a :

Les termes , i2, i3 et i4 sont majorés, par le procédé déjà vu pour les
termes analogues apparus lors de la majoration des termes en puissance pure
de T, on obtient ici pour tout £ &#x3E; 0 :

Majorons i 5 et i 6 . Pour maj orer i 5 (à notre convenance), il suffit de bien majorer
les termes ([Li , Op(s, q)]u, q)u) pour 1 E {1,..., n} (abus d’écriture),
pour cela nous allons donner une expression précise du crochet considéré par
le biais du lemme suivant dont la preuve est similaire à celle du lemme 4.7.1.

LEMME 4.7.2. Soit q e e {O, ..., 2n } :
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sont des fonctions analytiques réelles sur V (D), pour lesquel-

les : .° ne dépendant que de K et des champs

De plus si RI est de la forme T RK, alors les coefficients sont nuls sur

En interprétant ce lemme avec nos notations, en posant O p (s, q ) = RI on
obtient pour tout s &#x3E; 0 : 

..

. Compte tenu du fait que S2 vérifie une estimation de type maximal sur

de l’hypothèse de récurrence et du fait que

sur V’(D), nous avons :
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(ceci pour tous avec C une constante positive qui ne dépend
que de ço et des champs (T, 1 ), on obtient alors :

D’où

où Cs &#x3E; 0 est une constante qui dépend de 8, mais pas de Co, Ci, et p, ceci

pour peu que Ci soit choisie assez grande dès le départ.
Ainsi, on en déduit que :

où C, est une constante &#x3E; 0 qui dépend de E, mais qui est indépendante de
Co, CI, et q.

De manière similaire nous avons :

Majorons maintenant i7 et i8, pour cela, nous allons utiliser le lemme

suivant, dont la preuve est similaire à celle du lemme 4.7.2.

LEMME 4.7.3. Soit on a pour tout 1 E
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sont des fonctions analytiques réelles sur V (D), pour lesquel-

les : ne dépendant que de K et des champs (

On a alors en posant RI ^_· Op(s, q)*, (le symbole -- signifiant que l’on
fait abstraction des termes parasites issus du passage à l’adjoint, et qu’on utilise
l’abus d’écriture défini page 73.) :

Le symbole -- signifiant que l’on fait abstraction des termes parasites issus du
crochetage et qu’on utilise l’abus d’écriture défini page précédement.

d’où, pour tout e &#x3E; 0 on a :

où les ap sont des fonctions de classe C’ sur V’(D). -
On a déjà majoré les termes de la forme Il de l’estimation

de (il suffit pour s’y ramener de faire le crochet a ] tout en supposant
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que , i.e. abstraction des termes parasites) nous obtenions alors
pour

et donc compte tenu de l’hypothèse de récurrence et des résultats de D. S.
Tartakoff &#x26; F. Trèves déja cités nous avons pour v &#x3E; 1 :

Ainsi nous avons :

d’où :
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On sait déjà majorer les termes e4, e5, et e6, en utilisant l’hypothèse de
récurrence, le fait que l’on peut supposer que T * = -T, et, la même méthode
que celle employée précédemment.

Majorons e7 :

1 er cas, si - T q-1, alors, compte tenu des résultats de majoration des
termes en puissances pures de T, et des estimations données dans le lemme 4.7.3
on a : 

1 -1 _

avec r &#x3E; 1, alors on peut écrire

sous la forme :

(On a utlisé le lemme 4.7.1.)
Nous avons donc :
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(On a utilisé le fait que sont nuls sur le bord.)
Donc pour tout e &#x3E; 0"en utilisant l’inégalité de type maximal, l’hypothèse

de récurrence et le fait que aj,2,,-, est nul au bord, nous avons :

Le pire des cas étant pour on a alors :

-- 

Où C et CE sont constantes positives, indépendantes de l’ étape q de récurrence,
et de Co, C 1.

Finalement, nous avons :

Où C est une constante positive indépendante de l’étape de récurrence q, (elle
peut changer de valeurs au fil des lignes), et C 8 est une constante positive qui
dépend de e, mais pas de q, ni de Co, ni de Ci, ceci pour peu que Ci soit

choisie assez grande dès le départ par rapport à Co et par rapport à la constante
A qui intervient dans les lemmes de crochetage 4.7.1, 4.7.2, et 4.7.3.

Par la même méthode nous avons :
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Ainsi, compte tenu des inégalités (4.7.25), (4.7.26), (4.7.27), (4.7.28), (4.7.30),
(4.7.31), (4.7.33), et (4.7.34) on déduit l’inégalité (4.7.4) à l’ ordre q = p + 1,
i.e., ce qu’il fallait montrer.

Pour achever la preuve du théorème 3.1, il ne nous reste plus qu’à bien
majorer les termes çoL, Op(s, r) Il pour r quelconque, ce qui ne pose pas de
problème compte tenu de l’inégalité (4.7.29). D’où le résultat.

4.8. - Lemmes préparatoires à la preuve du théorème 3.4

LEMME 4.8.1 (lemme de commutation). Sous les hypothèses b), c) et C2) du
théorème 3.4 on a:

PREUVE. On pourra la trouver dans un cadre particulier dans [Rei], mais
pour être complet nous la reproduisons succintement. 

- -

Les hypothèses b), c) et c2) du théorème 3.4 impliquent que [a, T = a et
que [a*, T] = -a* 

-

En effet, il suffit de remarquer que les si, de l’expression de a v donnée
en (2.0.1) dans les préliminaires sont des combinaisons linéaires à coefficients
constants des s k définis par :

De plus
On a alors
Pour ce qui est du développement de a T Y et de a * T Y , il suffit d’utiliser

une récurrence.

COROLLAIRE 4.8.2. Les égalités du lemme 4.8.1 sont encore vraies si l’on
remplace T par T*.

LEMME 4.8.3 (Inégalité de compacité). Sous l’hypothèse d) du théorème 3.4,
on a :

PREUVE. C’est une conséquence du théorème d’injection compacte de
Rellich-Kondrashov dans les espaces de Sobolev, de l’hypothèse de sous-ellipticité
d) du théorème 3.4 et du lemme 4.6.2.
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4.9. - Démonstration du théorème 3.4

On reprend les notations de la preuve du théorème 3.1. Quitte à restreindre
l’ouvert V~(D) donné ici ou celui donné dans l’hypothèse d) de l’énoncé du
théorème 3.4, on peut supposer qu’ils correspondent.

Considérons une fonction ~o E Cao (V 1 (D)) telle que 0  ~p  1 avec ~O = 1

sur un voisinage ouvert de D dans Pour montrer que u est de classe C’
sur V’(D) il nous suffit (voir [D.T]) de montrer que : 3C &#x3E; 0 / Vr E N,

Pour le faire , on va effectuer un raisonnement par récurrence sur la lon-
gueur de I, en posant pour hypothèse de récurrence à l’ordre p :

Avant tout, rappelons un résultat bien connu dû à J. J. Kohn et L. Nirenberg
(voir [K.N]) : 

- -

L’inégalité de sous-ellipticité (2.0.4) pour le a-Neumann sur S2 n V(D),
implique la régularité Coo locale du a-Neumann sur S2 n V(D).

lère étape: l’ordre p = 0.
Commençons par estimer les termes en "puissance pure" de T i.e. les

Soit y E N*, l’inégalité de compacité (4.8.2) appliquée à donne :

On est donc amené à s’intéresser de plus près à
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On a utilisé le lemme 4.8.1 pour écrire cette égalité.
Or pour tout E positif on a :

et pour finir, en remarquant que si cp et 0 sont deux fonctions, on a

d’où pour tout e &#x3E; 0 on a :

ainsi, en choisissant il existe Co indépendante de y telle que :

Or, compte tenu des l’inégalités
tel que

Donc :

Soit maintenant en choisissant
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Où A 1, A2 et A3 sont des constantes qui ne dépendent pas de y.
On a utilisé le fait que f est analytique réelle au voisinage de supp ço, ei

que ainsi que sont à support compact là où il y a strictE

pseudoconvexité. C’est précisément là où, D. S. Tartakoff et F. Trèves ont er
78 montré indépendamment que l’on a sous ces hypothèses l’analyticité localE
de la solution du a-Neumann, voir [Tarl], [Tar2] &#x26; [Trè].

avec les constantes Aj qui ne dépendent pas de y. (On a utilisé le fait que
T(cp) est lui aussi à support compact dans V’(D) B D et donc est

à support là où il y a stricte pseudoconvexité.)
Par une récurrence immédiate on voit que :

Donc les termes en puissance pure de T sont bien majorés, et on en déduit de
plus qu’il existe B &#x3E; 0 tel que Vy e N

On peut supposer B = E, ce que l’on fera pour la suite, de façon à simplifier
l’écriture.

Ainsi, on a montré les inégalités (4.9.3) et (4.9.4) à l’ordre r = 0 ; suppo-
sons les vraies à l’ ordre p (i.e. Vr  p), et montrons les à l’ordre p + 1 = q.

Dans la suite, C, C, C, ... désigneront des constantes positives indépendantes
de l’étape de récurrence et des constantes Co, CI, et C2.

Majorons Il pour I E {o, ..., 2n - 2}q, pour cela posons RI -
Opl (S, q).

Nous avons trois cas possibles :

avec
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Estimons le premier cas :

En utilisant l’inégalité de base (4.4.1), nous avons :

Pour le deuxième cas, nous avons :

Or, compte tenu de notre hypothèse de commutation, il est facile de voir

que de manière générale, pour tous r, s E N* tels que r  s nous avons :

[ T , O pl (r, s)] = s ) où as est une constante telle que las 1 :::: s. D’où

Pour estimer le troisième cas, nous commençons par remarquer qu’une sim-
ple intégration par parties nous donne :
V) tel que supp v CC V on a :

où c, est une fonction analytique réelle sur V, qui, restreinte à a S2 n V, n’est
autre que coefficient de la diagonale principale de la matrice de Levi
écrite dans la base (Lj).

Ainsi en utilisant ici encore l’inegalité de base (4.4.1), nous avons :
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Ainsi, compte tenu des inégalités (4.9.14), (4.9.15) et (4.9.17) nous avons :

Maintenant en utilisant l’hypotèse de récurrence, le théorème de Tartakoff et
Trèves ([Tar], [Tar 1 ] , [Trè]), et le fait que  q - 1 nous obtenons :

D’où en supposant dès le départ que nous aurons :

Ce qui prouve l’inégalité (4.9.3) à l’ordre q = p + 1. Montrons maintenant que
l’on a aussi l’inégalité (4.9.4) à l’ ordre q = p + 1.
Soit I de longueur p+ 1=q estimons l’expression

Pour obtenir cette égalité, on a utilisé le lemme 4.8.1.
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Ceci étant, , i 2 , i 3 et i 4 sont bien majorés, par le même procédé déjà
vu pour l’estimation de on utilise l’hypothèse de récurrence,
et "petite et grande constante". On obtient alors pour tout s &#x3E; 0 :

Majorons maintenant les termes i5 et i6. Pour cela, nous allons utiliser le
lemme 4.7.2.

On a alors, compte tenu de ce lemme :

Le symbole -- signifie et signifiera que l’on fait abstraction des termes parasites
issus du crochetage et des adjoints, et aussi qu’on utilise l’abus d’écriture défini
page 73.

Or on a :
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avec c
, donc :

D’où compte tenu des inégalités données dans le lemme 4.7.2 de l’inégalité de
base (4.4.1), et des résultats de Tartakoff et Trèves déjà cités, nous avons :

D’où pour tout e &#x3E; 0 nous avons :
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Ainsi, pour peu que Ci soit suffisamment grande par rapport à A et Co dès le
départ, nous aurons :

Avec C, &#x3E; 0 une constante qui dépend de £, mais pas l’étape de récurrence,
ni de Co, C 1 et C2.

En utilisant les mêmes arguments, nous avons aussi :

Majorons maintenant i7 et ig, pour cela nous allons utiliser le lemme 4.7.3.
Compte tenu de ce lemme, nous avons :

On a utilisé l’inégalité (4.9.22) ; en faisant ici encore abstraction des termes
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parasites, on a :

En utilisant maintenant le lemme 4.7.2 pour développer chacun des crochets, et
en employant les mêmes arguments que ceux utilisés lors de la majoration de
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is, nous obtenons pour tout s &#x3E; 0 :

où C, est une constante positive qui dépend de s, et pas de l’étape de récurrence
ni de Co, Ci et C2, ceci pour peu que Ci soit choisie dès le départ assez grande
par rapport à Co et A.

De la même façon, on montre que pour tout s &#x3E; 0 on a :

Avec C, et C des constantes comme celles de l’inégalité (4.9.25).

Ainsi, finalement, compte tenu des inégalités (4.9.18), (4.9.19), (4.9.20), (4.9.21),
(4.9.23), (4.9.24), (4.9.25), et (4.9.26), en choisissant e suffisamment petit, nous
avons :

i.e. ce que l’on voulait.

Pour terminer la preuve du théorème 3.4, il ne nous reste plus qu’à montrer
que l’on a l’inégalité ~~ Cq+lq !, ce qui ne pose pas de problème,
compte tenu de l’égalité (4.9.22).

4.10. - Démonstration du théorème 3.11

Pour établir cette preuve, il suffit de reprendre la preuve du théorème 3.1,
et d’en suivre mutatis-mutandis le cheminement, en remplacant l’inégalité de
type maximal, par l’inégalité semi-maximale. On utilisera bien sur le fait que, si
u = est une (o, 1 ) forme sur V(D), alors on a "le miracle" suivant :
a * u = 2:)=1 (avec 1 la base duale de (Lj ))=1).

On utilisera aussi en complément du lemme 4.7.1, le lemme de commutation
suivant dont la preuve est similaire à celle du lemme 4.7.1.

LEMME 4. lo. l. Soit 1 e 11, .... sl e Rz, Vy E N* on a :

étant des fonctions analytiques réelles sur V (D) vérifiant :
indépendant de y tel que :
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Et pour finir on remarquera que l’on peut supposer dès le départ que

(Où L est le module sur CúJ (V (D)) engendré par les ( 1, 0) champs tangents
J -J-i -

Pour le voir il suffit de transposer la preuve du corollaire 3.2 à ce cas.
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