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Analyticité globale pour 0, sur certaines
hypersurfaces compactes de C”

ISABELLE REIZNER

Résumé

Soit £2 un domaine borné pseudo-convexe de C" dont le bord <2 est analytique réel. Notons
L le fibré holomorphe tangent. Nous supposons qu’il existe un champ de vecteurs T global,
analytique réel et tangent a 92 tel que:

1. (T,L,L) engendrent TQ2 ® C.
2. [T, L] cL.
3. Tu,v) =, Tv) Yu,veC>®0OR).
Alors, sous ces conditions, on prouve la régularité analytique globale de la solution canonique
de I’équation dpu = f sur 82, ot f est une (0, ¢) forme telleque 1 < g <n — 1.

Abstract

Consider €2, a bounded pseudo-convex domain in C", with real analytic boundary. Let L
the holomorphic tangent fiber bundle to 3€2. We assume that there exists a global vector field T,
tangent to <2 and real analytic such that:
1. (T,L,L) span TAQ @ C.
2. [T, L] cL.
3. (Tu,v) = (u, Tv) VYu,veC®ORN).
Under theses conditions, we have global real analytic regularity of the canonical solution of
the equation dpu = f on 92, where f isa (0, g)-formwith1 <g <n — 1.

1. - Introduction

Nous allons montrer que sous certaines conditions, on obtient la régularité
analytique réelle globale de la solution canonique de 1’équation dpu = f sur le
bord d’un ouvert Q de C", borné et analytique réel, avec f une (0, g) forme
telle que 1 < ¢ <n—1. La régularité analytique locale dans le cas des domaines

Pervenuto alla Redazione il 27 marzo 1996 e in forma definitiva il 18 ottobre 1996.
MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION (1991): 32F20.
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strictement pseudoconvexes a été démontrée pour les (0, g) formes, avec 1 <
g < n — 3 indépendamment par D. S. Tartakoff [10], [11] et F. Treves [12];
le cas global pour 9, a été étudié par M. Derridj et D. S. Tartakoff pour les
(0, 1) formes, dans une série d’articles (voir par exemple une bibliographie plus
complete dans [5]). De plus Michael Christ a montré dans [2] I’existence de
domaines pseudo-convexes bornés a bord analytique réel qui ne satisfont pas la
régularité analytique globale pour 3,. Dans un récent article [5S] M. Derridj et
D. S. Tartakoff se sont intéressés a 1’étude de I’analyticité globale de la solution
canonique de du = f sur le bord d’'un domaine Q pseudo-convexe de C? a
bord analytique réel, ou les seules conditions imposées sont les suivantes:

1. u est dans I'image de 3;.

2. Si L est un champ de vecteurs holomorphe tangent a 92, alors il exi-
ste un champ de vecteurs T global, analytique réel et imaginaire pur
tel que (L,L,T) forment une base de CT(d2) et tel que: [T,L] =
0 modulo T0 4 T0!

Ici, nous allons généraliser a C* (pour des formes de degré inférieur ou
égal a n — 2) le travail fait par M. Derridj et D. S. Tartakoff. Nous allons
en fait montrer la régularité analytique réelle globale de la solution canonique
de I’équation dpu = f sur le bord d’un domaine Q borné de C" a frontiere
analytique réelle, qui vérifie les conditions suivantes:

Notons L le fibré holomorphe tangent. Nous supposons qu’il existe un
champ de vecteurs T analytique réel, global et tangent a 092 tel que:

1. (T,L,L) engendrent TOQ ® C
2. [T,L] cL.
3. Si (, ) est le produit scalaire de L?(3S) induit par C", on suppose

(Tu,v) = u,Tv) Yu,veC®OR).

Des exemples de domaines dont la forme de Levi dégénére et vérifiant
la premiere hypothése ont été donnés par M. Derridj dans [3], puis plus tard
S. C. Chen dans [1] a montré que les domaines de Reinhardt pseudo-convexes,
a fronticre analytique réelle, satisfont a I’existence du champ 7, vérifiant la
premiere hypothese.

2. — Notations et définitions

Soit 2 un domaine borné de C", pseudo-convexe, a frontiere analytique
réelle, c’est-a-dire que Q = {r < 0} avec r analytique réelle telle que dr # 0
sur {r =0} = 0€2.

DErINITION 1. Un champ de vecteurs L est dit holomorphe de classe C*°
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s’il peut s’écrire sous la forme:

d )
L=ay—+---+a, , ou a e€C®.

321 3Zn

DEFINITION 2. Soit p € dS2; un champ de vecteurs L est dit tangentiel a
0$2 sur un voisinage U de p, si a chaque point de dQNU il est tangent 2 9L,
c’est-a-dire:

L)) =0 si r(z)=0,zeU.

Sur un voisinage U de p € 9%, il existe (Ly,..., Ly,—1, L,) un systetme li-
bre de champs de vecteurs holomorphes et analytiques réels tels que Ly,...,L,_
soient tangentiels a Q2 sur U. Soit (wy, ..., w,) une famille de (1, 0) formes
duales aux champs (Li,...,L,).

Par exemple sur un voisinage U de 0 € 92 ol %’;(O) # 0 on peut choisir:

or 0 ar 0
k= T - k=1,...,n—-1
0z 0z, 0z, 02k
" 9r 9
L, = T
o dzj 0z;

Remarque: si n = 2, on peut trouver un champ de vecteurs L; global qui
soit holomorphe et tangent a 9<2:

'= 071 0z2 022 023
et un champ de vecteurs L, transverse, donné par:
ar 0 ar d
T onon | 0non
Soit # une (0, g) forme (0 < g < n), alors u s’écrit sur U:

=Y u; o @;=dpA... A& (1<ji<-<j,<n).
|/1=q

Notation: (w1, ..., w,_1) est une base de (1,0) formes sur dQ2NU. Alors
une (0, g) forme sur 0Q2 N U s’écrit:

u= Zu;d); o 0<g<n-1
[J1=¢

etcb,:d)jl/\.../\d)jq (l_<_j1<---<jq§n—1).
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On note alors 3, la restriction de 1’opérateur  au (0, q) formes sur 9Q
(voir ci-dessous).
Explicitons dpu dans le cas ol u est une (0, g) forme avec (0 < g <n-2).

Remarque: Si u est une (0,n — 1) forme sur 9<2, alors dpu = 0 et de
plus u s’identifie a une fonction.

Localement, on peut écrire sur U N 902 u = ZI Jl=q U Jjwy alors,

u=Y_ dpusdy) =Y [@ous)d; +usdpd;]
IJ1=q IJ1=q

5;,u= Z [l_,kujcbk AWy +u15b6)1]

|/1=q
keJ

Notation: on note £(;) = (1) od N est le nombre de transpositions
pour passer de kJ a (kJ) ou (kJ) est ordonné; et on note

P &Ly si L= (kJ)
L 0 sinon

(Voir L. Hormander [7] et G. B. Folland-J. J. Kohn [6]).

Alors: ~ ) }
OpU = Z [Sijkqu)L + ujabcbj] .
[LlI=q+1
1/1=q
k<n-—1
Définissons les A}“l par:
(1) Bpd; = Aloe A@, pourtout 1<j<n—1.
J J

k<l
kle(l,.. .n—1})
Alors:

iy = Z aﬁch pour tout |J |=gq
IL|=q+1

ot af est une combinaison linéaire a coefficients constants des )»;-“l donc,

@) =3 | 3 [ Lius +obu] | .

|L|=g+1 |J1=q
k<n—1
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La famille (Lq,...,L,) a été définie localement, c’est-a-dire que pour tout
p € 99 il existe un voisinage U de p sur lequel on définit les champs de
vecteurs (Lj,...,L,). On sait que 92 est compact, il existe alors une famille
finie d’ouverts (V;)i—;.y telle que a2 C UY., V; et telle que sur chacun des
V; on a une base (L%,...,L! ) de champs de vecteurs holomorphes tangents
a 0Q et une base duale (o, ..., _)).

Remarque: on notera dans toute la suite || . || la norme L?(3S2).

Considérons les hypothéses suivantes:

H; (Hypothe¢se de commutation): Notons L le fibré holomorphe tangent.
Nous supposons qu’il existe un champ de vecteurs 7 tangent a 92 qui est
global, et analytique réel tel que:

1. (T,L,L) engendrent TAQ ® C.
2. [T,L] cL.

Hy: T = T* c’est-a-dire (u, Tv) = (Tu,v) VYu,v e cgaq)(asz), ou (, )
est le produit scalaire de L?(9S2) induit par celui de C”.

3. — Résultats

THEOREME 1. Supposons les hypothéses Hy et H satisfaites. Soit u la solution
canonique de I’équation dpu = f ou f estune (0, q+ 1) forme avec0 < g < n-—-2,
alors si f est analytique réelle sur 0S2, u l’est aussi.

Pour démontrer ce théoreme il suffit en fait de démontrer le Théoréme 2
suivant:
Considérons I’hypothese suivante:

Hj: Il existe un champ de vecteurs 7 tangent a 92 et analytique réel, un
recouvrement (V;);—;..ny de 92, une base de champs de vecteurs, analytiques
réels, holomorphes, tangents a 9S2 sur V; que 1’on note (Lt ... ,LL_I) et une
constante e tels que:

{ (L, ..., Li_,, L, ..., L, T) est une base de CT(V;)
[T,l_,f(] =eL} pour tout 1 <k <n-—1.

THEOREME 2. Supposons les hypothéses Hj et Hy satisfaites. Soit u la solution
canonique de dpu = f ou f est une (0,q + 1) forme avec 0 < g < n — 2, alors
si f est analytique réelle sur 02, u l’est aussi.

Nous dirons qu’un domaine qui vérifie [T, L] C L est globalement transitif
pour T.

Démontrons que les domaines globalement transitifs pour 7 vérifient I’hy-
pothése Hj avec le méme champ T.
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Sur V;, notons b;;q les coefficients de [T, L};], 1 <k <n-—1, sur la base
(L%, ..., Li_,), cest-a-dire:

-1
. Li]:i‘b;;qL; sur V.
g=1

On cherche alors un recouvrement (Vj’) 1<j<m de 02 et une base de champ de

vecteurs analytiques réels, holomorphes, tangents a 92 sur V/, (f,j s Zf;_l)
tels que:

(L,...,LI_,, l:,i, ooy L,;,T) estune base de CT(V))

3
7. L] = L]

(c’est-a-dire que 1’on peut méme prendre e = 1 dans I’hypothese Hj).

Soit P € 9%2; alors il existe un voisinage U de P et un entier i, 1 <i <
n—1tlqueUCYV;etsur U on a:

n—1
Ly=) a,L, Vk, 1<k<n-—1.
p=1

On cherche un voisinage V, de P et une famille de champs de vecteurs ho-
lomorphes, analytiques réels et tangents a 9<2, (Li,...,Ly_y) sur Vp formant
une base de CT(Vy) et qui vérifie (3). Or la famille précédente forme une base
sur Vp si det(a,’;p) # 0 sur Vp. On aura ainsi trouvé un (bon) recouvrement
(Vp)pean de 92 dont on peut extraire un recouvrement fini.

Notons (x,y,2) = (xX1,... ,Xu—1, Y15 -+ » Yn—1,¢) un systeme de coordon-
nées locales autour de P tel que T = id,. Alors b;;q est analytique réel sur V;,
c’est-a-dire: . '

by (x,y,1) = Z b}c,q’a,ﬁyyx“yﬁty
a.By

avec VK CC Vi, 3Bk, | b} 405, IS B! 0n obtient alors:

n—1
[T.Ld = |T.> a,L,

p=1
n—1 n—1
=Y dl, [T.L}] + Y T@,)L,
p=1 p=1
n—1n-—1

n—1
= Z Za,’;pbqu; + Z T(alicp)L;
p=1

p=1g=1
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On doit donc avoir d’apres (3):

n—1n—1 n—1 n—1
i1 iNyio_ iri

ZZ“kpbpqu + Z T(g,)L, = Zakap :

p=1qg=1 p=1 p=1

Donc pour chaque couple (k,i) fixé, ] <k <n—1letl<i <N, on obtient un
systeme linéaire de n—1 équations aux dérivées partielles avec n— 1 inconnues:
(@), pefl,... ,n—1}

( ) n—1 o )
T (ar) + Zallcr v~ =0

r=1

n—1
(Sti): 4§ Tai,) + > aibl, —ai, =0

r=1

n—1

i T i _
T (ay 1) + E :akr -1~ a1 = 0.
\
r=1

Il suffit donc de résoudre sur un voisinage de P un probleme de Cauchy avec
des conditions de Cauchy assurant que det(a,’;p) # 0.

On cherche des solutions de (Sk;) analytiques réelles au voisinage de P,
c’est-a-dire: telles que sur un voisinage compact K de P, il existe une constante
Ck > 0 vérifiant:

i _ i P i a+pt+y+1
ag, (x,y, 1) = E Ao py® yPtY, avec | A rapy 1= Ck Va,B,y
a.py

(on peut supposer T = 9, au lieu de id;).

Prenons les conditions de Cauchy suivantes:

Sur {t =0}NU, al, = ¢.,, ot ¢}, est analytique réelle sur {t =0}NU et
¢,’;,(P) = 8y, Vk,r (6, étant le symbole de Kronecker). Alors le déterminant
de la matrice (¢}, (P)),, vaut 1.

Une application du théoréme de Cauchy-Kovalevsky nous donne I’existence
d’une solution au probleme précédent. De plus, comme en P, det(qb,’;,(P))k,, =1,
alors dans un petit voisinage de P on obtient les L.

Mais pour étre complet, nous pouvons donner dans notre cas particulier
(avec T = 9;), une démonstration de l’existence (unique) et de 1’estimation
suivante:

I existe des a,’;’w’ g,y et une constante C > 0 telle que:

@) 04 | = CTPH IV, By
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Démontrons (4) par récurrence sur v
Supposons que pour un entier y, on a:
i a+p+y+1
'ak,r,a,ﬂ,y < cotivy Va,
s . i P s o e 2
et montrons 1’existence de A ra,8,y+1 ANS1 que I'inégalité (4) pour y + 1.

e Pour y =0, les conditions de Cauchy nous donne le résultat, en effet,

nous savons que Y-, 5a; ., 5 0x*y? converge pour {| x |< & | y |< &)}, alors
il existe une constante A telle que:

| @ rapo < AP Vo B et Vi<r<n—1.

ePour l<p=<n-1, on a:

n—1
T Z allcvp,a,ﬁ#xayﬁty +Z Z allc,r,a,ﬁ,yxayﬁty Z b;‘p,a,ﬂ,yxuyﬂty

a?ﬂwy r=1 Ol,ﬁv}’ d’ﬂvy
_ i a By —
Z A, pa,pyX Y t"=0.
a,By

C’est-a-dire, puisque T = 9,:
n—1

i i i i —
(y+1)ak~p,a,ﬁ,y+l+z Z ak:”“—al-ﬂ—ﬁl,)’—ylb’vP‘al‘ﬁl‘)’l % papy=0 Yo B.

r=1 ¢j<«
B1<B
Y1V

Soit, pour tout « et B, on a:

1 n—1
Sy =t |hpgy - S Y d 2
k,p,o,B,y+1 y+1 k,p.a.B,y k.ra—ay,B—B1,y—y1“r.p.a1,1,11
r=1 o)<a
B1=8B
<y

Cette €galité nous donne I’existence par récurrence. Montrons 1’estimation “4)

pour ¥ +1. Nous avons vu qu’il existe une constante B telle que | bﬁy papy <

B*tB+v+l qur V. cC U, on obtient alors:
1 n—1
i +B+y+1 (@—a)+B=B+(y—y)+1 gar+B1+y1+1
ki S5 7 [ OS5 A

y r=1 o;<a
B1=B
Y1=Y

+py2 | 1= B\ ®1+B1+ri+1
< Ca Y - — —
B y+1]|C 2 2 (C)
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Si on choisit C assez grand par rapport a B, on a:

a1+B+y1+1
LYy (Y <1.

r=1 =«
B1=<B
Y1V

Donc:

| alic,p,ol,ﬂ,y+1 |< Ccotptv+2
Fir_lalement,. pour tout er_ltier 1 <k <n-—1, le systtme S;; admet une solution
(@ys - -+ » i ,_1) avec a;, analytique réelle dans un voisinage de P. C’est-a-dire
qu’il existe un voisinage de P sur lequel la famille (L, ..., L,_;) forme une
base de champs de vecteurs holomorphes, tangents a 02 et analytiques réels.
Ce qui nous donne le résultat.

4. — Démonstration du Théoréme 2

Pour la démonstration du Théoréme 2, nous allons prouver les propositions
suivantes:

B PrROPOSITION 1. Notons 51’,“ ’adjoint de 3y au sens L2(3S2) et ker(dp) le noyau
de 8y, au sens L2(3S2), alors sous les hypotheses H; et Hy, on a:

g € (ker(3)” = T'g e (ker(3))", VkeN.

Pour la démonstration de la Proposition 1 on a besoin du lemme suivant:

LEMME 1. Avec les notations précédentes du Paragraphe 2, ona: T (a%) =ea’.

DEMONSTRATION. Travaillons sur une carte V, avec la famille de champs
de vecteurs (L, ..., L,_1) correspondants.
Définissons les fonctions B g par:

n—1
[I:,,,I:q] =Zﬂ1{,qij Vi<p,g<n-1.
j=1

Alors:
(5175’1'! (ip’ Zq)) =- (d’j’ [I:p’ Z'q]) + [:p ((‘Z’j’ Zq)) - l_‘q ((d’jv I:P>)
or, L, ((@;, Lg)) =0 et L, ({@;, Lp)) =0, donc:

(8ba)],(Lp,Lq) (‘”ﬁzﬂp qL )
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de plus on peut écrire d’apres (1): (3p@;, (Lp,Ly))= (ko )»f’lcbk A&y, Ly, Ly))
=279, Donc:

p.q __ j
5) AP =gl

Comme «f est une combinaison linéaire 2 coefficients constants des A[?, o

est une combinaison linéaire a coefficients constants des ﬂlf,', a On obtient alors
le résultat en utilisant I’identité de Jacobi:

[Lp, [y, T1) + [T. [Lp, Lo1] + [L4, [T, L,]] =

j=1

n—1
[l:p’ _ei‘q} + [T’ Zﬂ{;,qifj} + [I:q’ el—*p] =0
n—1 o n—1 . _ n—1 ) _
—2¢Y Bl Li+> TBIILi+> B, [T.Lj]=0
j=1 j=1 j=1
n—1 o n—1 ) _
—eY Bi,Li+> TP )L =0
j=t j=1
n—1 ) _ n—1 o
Y TBLIL =€ B,L;
j=1 j=1

Donc T(B},) = eB}, pour tout 1 < p,q,j <n—1.

DEMONSTRATION (de la Proposition 1). Soit §; € D(V;) pourtout 1 <i <N
telle que: SV 6, = 1.

Soit v une (0,q) forme appartenant a ker(d,), montrons alors que Tv
appartient a ker(dp): on peut écrire: v = Ef\;l O;v.

On note G;v =v; et v; = ZIJI q VI@y-

Alors v = 0 s’écrit 9 Z, 1 6iv =0, c’est-a-dire Z, | dpv; = 0.

On obtient donc, en utilisant la formule (2):

N
©6) SIY | X (eI +afih)a || =0.

i=1 [|L|=g+1 lJI—q
<n—1

Ecrivons (6) pour Tv:

N

5bTU=Z z Z (Sfjl—,f(TvJ-kaj'TvJ) @}

i=1 ||L|=q+1 IJI—q

k<n—1
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que I’on peut encore écrire sous la forme:
i Liv i\ ~i
8Tv = Z >3 (e [L ] v - ) @

i=1|L|=g+1 IJI =q
k<n—1

+ZT Z Z (6{1L’v1+a§’v’1)6)2
i=1 |LI=q+1 ul—q]
Soit:
_ N ‘ N
hTo=) [=-e 3 3 (ML) +afiv))al |+ TG,
i=l [LI=q+1 IJI—q i=l
k<n—1
Donc on obtient:
- N - -
BTv=—e> dpvi + THv
@) i=1

5bTv = —ef—)bv + TZ_)bv

D’olt: 8,Tv =0 et donc Tv € ker(dp). ~
Soit alors g une (0,q) forme orthogonale a ker(dp), (g, Tv) = O car
Tv € ker(dp). Or (g, Tv) = (Tg,v) d’apres I’hypothese H,. Donc

Vv eker(d), (Tg,v)=0
soit
= 1
Tg € (ker(dp))

Pour montrer la Proposition 2 suivante, on peut travailler sous 1’hypothese
générale ou e est une fonction analytique réelle sur 9S2.

PROPOSITION 2. Sous la condition précédente, 8, T"u = > j<n Ci.n T 8yu on les
coefficients c; , sont C*°(2) et vérifient les inégalités suivantes: pour tout C > 1,

il existe des constantes C1 > 0 et C3 > O telles que:

| T*¢jn |< CIC;/Con — j+k)! Vj<nVk.

Remarque: Cette proposition est analogue a la Proposition 3.3 de I’article
de M. Derridj et D. S. Tartakoff [5], ol cependant le champ L est global. De
plus nous le montrons pour toute constante C, > 1.
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DEMONSTRATION. Nous allons faire une démonstration par récurrence sur n:

e Pour n = 0 cette égalité est évidente car coo = 1.
e Supposons que 0,T"u = 3 ;_,¢j.T/dpu et montrons cette égalité pour
n+ 1. D’apres la formule (7), en posant v = T"u, on obtient:

WT™'u=—edpT"u+T (3T u) .
Alors d’aprés I’hypothése de récurrence, on a:
T 'u=T ch,,,ij_)bu - ech,,, T/ 8pu
Jj<n j<n

BT "y = ch,nTj“Z_)bu + Z T(cj,n)TjE_)bu —e Z cj,,,Tji_)bu.

J<n jsn jzn
Si on prend:
con+1 = T(con) —eCon
Cin+1 = Cj—1n+T(cjn) —ecjn  pour 1<j<n

Cn+1,n+1 = Cnyn

alors on a bien:

8 BT " lu = Z Cint1 T/ Bpu .
Jj<n+1

Fixons C, > 1.
Montrons maintenant par récurrence qu’il existe des constantes C; > 0 et
C; > 0 telles que les coefficients c;, vérifient:

| chj,n < C{’C{’Cé‘(n —j+k)! pourtout keNneN et 0<j<n.
Nous dirons que I’inégalité est vraie au rang n si:
©) Vj<nVkeN |Tk;, |<CIC;/Ckn—j+k)!.

Au rang 0, on a ¢ = 1, donc Tkcoy=0 Vk e N*, d’ou le résultat.
Supposons le résultat au rang n et montrons le au rang n + 1:

eSil<j<n
k _
T*Cjme1 = TX(cjm1m) + T (i) = ) <r> T"(e)T* ™" (cjn)
r<k

k .
| T st | <ITH (i) 1+ 1 TF ) 14+ <r> | T7() 1| T (cjm) | -

r<k
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Comme e est analytique réelle sur 9€2, il existe une constante C, telle que:
[T (e) |<C:r! VreN sur 9Q.

o s 1 Gl e 1l
On choisit les constantes C; et C3 telles que: ¢S S3eE = il

suffit pour cela de prendre C; assez grand par rapport a C, puis de prendre C;
assez grand par rapport a C, et Cs.
Alors:

| T*¢jnp1 | < CIC7 I CE(n — j+k+ D1+ CIC CE (n — j + k + 1)!

k .
+> L erttrneicy’ T in—j+ k=)t
r

r<k

Donc

2 _ .
| T*¢jpr | < §c;'“c2 ICk(n—j+k+ 1)

. k 1 r+1
LopeicH Y r>r!(n—-j+k—r)!(§) .

r<k

On va montrer que: ('r‘)r!(n —j+k—r)!<(@m—j+k+1). Ceci vient de:

k , kln—j+k—r)!
1. (r>r!(n—]+k—r)!= (n (k’_r)! r)

_ k—-—r+1)---kn—j+k+ 1!
T m—j4k—r+l)---(n—jH+k+1)

2. pour j <n on a

—r41)-k —j4k+ 1)
_ kortl) g O,
m—j+k—r+1)---(n—j+k) (n—j+k+1)

r+1
De plus ), (%) <1; donc on a:
2 . .
| T*¢jnp1 | < §c;’“c2 ICkm—j+k+ DI+ CrCCE (- j+k+ 1))
2 _j 1 =
| T*¢jnt1 | < §C{’“C2 Ckn—j+k+ D!+ 3c;'“c2 ICk(n — j+k+ D!

| T*¢jms | < CPHCTICE(n+ D) = j+ ).

D’ou le résultat pour 1 < j <n.
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eSij=0

k
T*cons1 =T (com) = ) (r> T (e) T (co.n)

r<k

alors par la méme méthode que précédemment on trouve le résultat.

eSi j=n+1
chn+l,n+1 = chn,n

alors d’apres I’hypothese de récurrence:
k —
| TXCns1ns1 | < CHCy" Chk!

: % 1 ~—(n+1
| T*Cni it | < C—IC;’+ c; "V ki

et comme on a % < % on obtient:

| T Cpyrngr |< CPH Cy "D CERL
Nous allons maintenant, a 1’aide des propositions précédentes, démontrer le
prop p

Théoréeme 2:

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On peut noter que, d’aprés les résultats
de régularité analytique microlocale, il suffit de majorer ||T*u| pour obtenir le
résultat, puisque 3 est elliptique dans les autres directions; mais ici nous allons
donner une démonstration compléte directe. ‘

Etape 1. Majoration de ||T¥u||, pour tout entier k.

Puisque I'image de 8, est fermée, il existe une constante B telle que
(voir [8]):
lwl? < Blldwl? Vo e (ker(3,))" NC™.

Comme u est orthogonal a ker(dp), on & T*u orthogonal a ker(3p) d’apres la
Proposition 1. On peut donc prendre w = T u. On obtient alors:

IT*ul* < B||8,T*ull* VkeN

< B cjuT? u|>  (d’apres la Proposition 2)
Jj<k

< B[ cter k- pur £l

i<k
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Or f est analytique réelle, donc il existe une constante Cy telle que pour tout
entier naturel j, |77 f| < CJ*'jt.
Donc:
2

IT*ul? < B | S ckey k- jyrcdt !
Jj<k
Or, (k — j)!j! < k! donc:
2

Co\’
T*u|* < B | CfCok! ) (—)
1T ul|* < 1Co C

Jj=<k 2

Choisissons maintenant C, > 0 telle que C, > 2C, alors: Ejsk (EQ)] <2

%)
pour tout k entier naturel.
Donc, avec C; donnée par la propriété 2 (C, étant ci-dessus choisit), on a:

2
IT*ul? < 4BC3 (Clk!)" .

Alors si on choisit C telle que C > 4BC§ et C > C; on obtient:
2
1T u)? < (ck+1k!) .

Pour continuer la démonstration du théoréme on va utiliser le lemme suivant:

LEMME 2. Soit u une (0, q) forme sur 952,

N N

i =i

u=E 9,~u=§ u;, avec u;= E u';
i=1 i=1

|J1=q

alors il existe une constante K telle que:

10) > (HLjud 1P+ 0L 12) < K (WBpael+185u112) +O (Tl el + ]
Tizq
k<n—1

Remarque: Si ¢ =0, on notera par convention d;u = 0.

DEMONSTRATION. Travaillons d’abord dans chaque V; (avec des calculs
comme dans L. Hormander [7] et G. B. Folland et J. J. Kohn [6]).
On a u; € D4 (Vi), alors:
e Si g =0 alors u; est une fonction et on a:

n—1
abu,' = Z L;(u,‘&)k
k=1
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donc

l18pui|* = Z I L I

de plus
il = (~ELus, wi) +0 (1L will - i)
= Ll + ([Lh i i, i)
+0 (L il - Nl + WL i - N )
= [ILEui |1* + (cxxTui, ui)
O (L wsll - g+ N Eil - N )

On obtient donc 1’inégalité (10).
e Sig=>1

pu; = Z Z (gflLkuJ+aJ uJ> J)i

|L|=g+1 Ul—q
<n—1

Bl = 3 | > (68 Efudy + )|

|Ll=g+1 IJI—q

<n-—1
2
= N WL+ > EhEl /1) (LluJ’L’/ul)
= (PD=(p'D)
sn p#p
keJ 111=1J1=q

O (IZuil - Nl + i) -

De plus,

_ . R
Gui= Y | S &% (-Liul) +Bg'ul| @)
[Ql=g—-1 | IJI=¢q
k<n—1
kel

- 2 2 /Q . . . .
Nl = D MLl P+ D2 g(kQ)g(k/Q)( 5«“'(kQ>’L5<’“'<k'Q>)

|J1=q |Ql=q—-1
k<n-1 k#k
kel

+0 (Ll gl + i) -
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On sait que 1’on peut écrire:

n—1 n—1
(Lo, L] = b T+ ulh+ D Bpgulke pog=1.....n—1
k=1 k=1

alors
(Ljut, L) = (~Lis Liw, ) +0 (NL il - i)
= (|Lh L] u), i) - (LiLiul, ) + O (ILuill - sy
(L, L) + (cf o Ty, )
+0 (ILasl - Dl + il - i)+ N )
On obtient donc:

Vs 2 + 13502 = 3 WEGuy 12+ - €bhen), (Lo, L))

|J1=9 (ph)=(p'D
ksn—1 p#p’
12 1=
+ . Ei (k/Q)( ’u(kQ)’Lku(k’Q)>
1Ql=g-1
kstk!

+O (ITwsl- a1+ L - g |+ L - i1+ i )

J=kQ ) {p:k’
I:k’Q © pl=k

On peut poser:

alors: K (kQ) ok(K'Q)
EwwonCunon T 5<kQ>5<k'Q) 0
en effet:
o Sik <k
K(kQ) _ k(K Q)
Ew gy = g(k’Q) et Egwoy = ~E4D)
e Sik<k
¥ (kQ) ) k(K Q)
Ewwon = ~Cwo © Euwoy = 4o
donc
_ ) .
18pui 1> + 185u:11> = D> ILjufl
|J1=q
k<n-—1

+O (w14 1 Zai Do 1+ L - o |+ )
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Soit

aD 37 WL 1P < KalBpaeil? + KullGu 1 + O (UTwil - | + g )2)
IJ1=q
k<n-1

De méme on montre que:

12) 30 NLGud 12 < KallBowi 1P + Ko 00 + O (NTwil - g + i)

[J1=q
k<n—1

Remarque: (12) se déduit aussi de (11) par intégration par parties.
Maintenant supposons que u est une (0, q) forme sur 9€2, alors:

N N
u= Ee,-u = Zu,- avec u; = Z u'y @'y .
i=1 i=1

=g

Alors d’apres (11) on a:

> 1L 12 < KilB6ul® + K856 + O (ITul - ull + 1))

I71=q
k<n—1

> ILh 1 < K11 [8, 6] ull® + Ki116:3pul® + K71 [35, 6] ull?
/=g

k<n—1

+ K{16:35ul® + O (17wl - ull + ful?) .
Or | [, 6] ull® < Kallul® et || [37, 6] ul < Kallul?, alors

> ILG I < KalBoul® + K3l B3ul? +O (1Tull - ull + lul?) .
|Jl=q
k<n—1

De méme d’apres (12), on obtient:

> NLgul 1P < KylBpul? + Kl5ul + O (NTull - ful + u)?) .
I/1=q
k<n—1

D’ou le résultat.

Etape 2. Nous voulons montrer que si f est analytique réelle sur 9<2, alors
la solution canonique de dpu = f est analytique réelle sur 9S2.
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Comme 0%2 est compact, il existe une famille finie de champs de vec-
teurs globaux, holomorphes, tangents et analytiques réels (Li,...,L;) tels que
(L,I:,T) engendre CT92. On peut prendre par exemple:

ar 0 ar 0

ik 9z dzx  0zx dzj
(Cette méthode a été utilisée par M. Derridj et D. S. Tartakoff dans [4] et
reprise par S. C. Chen dans [1]. Beaucoup de parties sont maintenant standard,
mais nous donnons une démonstration trés détaillée).
Alors pour montrer que u est analytique réelle sur €2, il suffit de montrer
que pour tout multi-indice «, 8 et tout entier y:

(13) ‘L"ZﬂT”u” < ClHBHYHL (g | 4| B | +9)!.

Notation:
L* = Lo Lgy - Lo,

avec 1l <ag; <pet|al|=k.

Remarque: f étant analytique réelle sur 02, il existe une constante Cp
telle que pour tout multi-indices «, B et tout entier y:

(14) LDPTY f|| < CEPH a4+ 1 B 149

Nous allons faire une démonstration par récurrence sur |« |+ | 8 |:

° L’Etape 1 nous donne le résultat pour |« | + | B8 |= 0.

e Supposons que pour |« |+ | B |<! on a (13) pour tout entier y.
Prenons o et Btels que | |+ | B|=Il+1let|a|>1(Gi|a|=0Ila
démonstration sera similaire). Alors d’apres le Lemme 2, on a:

‘ L“Zf‘TVuH < K%L 'LAT u|| + K13 L LET u||

(15) } 1 }
+ Ke|TL 'LATY u|| + K—||L* 'LPT7 u) .
)

Remarque: On note a —1 une sous suite de « telle que |a—1 |=| a | —1.
Majorons ||3, L% 'LATY u||.

N
Z 9i5bLa_ll:ﬂTyu

i=1

18, L%~ LP TV u|l <

N
<36 Y (ML= 'IPrru + oL LTV ) &,
i=1 |L|=q+1
|J|=q
k<n—1
N - - . . - . .
<136 3 (5,’5’ [L;,L“—‘Lﬂ] Tyu',+[ayL,L“—‘Lﬂ] Tyu',)a);
i=1  |Ll=g+1
|J1=q
k<n-—1

+ IL*'LP3, T ul|.
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Or, on peut écrire sur V;:
p
- ks
Li=> a*L
j=1
i

ou aj’k est analytique réelle. Donc

N p . i ) | |
;& |L§+l j;aj{,k (gfl [Lj, L"“] LﬂT”u’J) CT)JLH
71=q
k<n—1

N p
+ 20. Z Za{,k (8£JL0¢—1 [ij, Zﬂ] T”uij) &
iml  |Ll=g+1 j=1

IJ1=q
k<n-—1

+ Ze 3 Z(e [@*, L P LT ) &)
i=1 |Ll=g+1 j=1

|J1=q
k<n-1

X0 > [k ] T e

18 L LATY u|| <

~

+ || L* L3 T ul|.

Alors pour terminer la démonstration, nous allons utiliser le lemme (bien connu)
suivant:

LEMME 3. Il existe une constante B > 0 telle que pour tout entier k €

{1, ..., p} et pour tout multi-indice o, on a:
jCa
ljl1=1

|bk|+|bk|+|b§|sBJ’+‘j!.

Appliquons ce lemme; on obtient:

PO

i=1 |L|=q+1 j=1

18, L1 LATY u| <

g 3 Lo (bLi+ by L+ 6IT) LTV} | @
jCa—1
]ﬁlzl
1=i<p
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N P
ik
20 > 24
i=1  |Ll=g+1 j=1
|J1=q
k<n-1

+

L T (hta+ oL+ HT) PTG |

Jj€p
ljl1=1
I<i<p
N : - -
+[[>S6 Y (e’g’ [a}’k,L“_'Lﬂ] LjTVutj)d)lL
i=1  |LI=g+1
[J1=q
k<n-1
+| X ([oF o Lp] 77w @ |+ [|L EPB, T u|
|Ll=g+1
[J1=q
k<n—1
Majorons
N p
=[x ¥ Sa
i=1 |Ll=g+1 j=I
|/|=q
k<n-1

D S (b{,L,+b§,L,+b§T) LTvi, | &)

jCa—1

1j1=1
I<i=<p

Remarque: La majoration de:

N p
=y ¥ Y
i=1 |Ll=g+1 j=1
|J1=q
k<n-1

gLt S (b{,L,+b{,L,+b§T) PAiTry, | &
jeB
1j1=1
I<i<p

739
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s’obtient de la méme maniere.

N p
ik
MH=|>6 > >4
i=1  |Ll=g+1 j=1
I l=
k<n—1
e 3" Lo (Lo + b L+ BiT) PPTV0 | &
jCa—1
"1
1<i<p
N p
i,k
D=|>6 > >4
i=

i=1 |Ll=g+1 j=1
I71=q
k<n—1

gy Y ()L T | 6
jCa—1 rca—1—j
1j1=1
1<i<p

N p
>0 > >t
=1 ILl=g+1 j=1

|J1=q
k<n-1

+

g S Y (b)) LT LI T | &)
JjCa—1 rCa—1—j
[jl1=1
1<i=<p

p -
L,
6D Dg
1 ILl=g+1 j=1

[/1=q
k<n—1

+

N
i=

ey Y v(p) e | 6
jca—1 rCa—1-j
ljl=1
1=i<p
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(H<K Y, Y B jr PIC T (a—j—r+ 4y ))!

jCa—lrca—1—j
[jl=1

N 14
ik
26 D> D g
i=1  |Ll=g+1 j=1
[J1=q
k<n—1

+

gy Y (b)) LT T | 6
(16) jca—1 rca—1—j

1j1=1
I<i<p

N 14
ik
D0 > >
i=1 |Ll=g+1 j=1
|J1=q
k<n—1

+

(Y v () ey 6

jCa—1 rCca—1-—j
|j1=1
I<l<p

Détaillons la majoration du premier terme du membre droite, que 1’on peut
noter (I;), dans I’inégalité (16) (il est facile de voir que les autres termes se
mojorent par les mémes méthodes).

G e=1 \fle=1=51\
(11)§K{Z Z (I(x—l-—j|)< ' >B|J+1+’|(|j+r|)!

ljl=1"1|r|=0

Ol e = j = r + Bty D!

Pour continuer la démonstration nous allons utiliser le résultat suivant:
Si f est une application de R dans R, alors:

a a—j ) o
an Y (“) ("‘ ) ’)f(j +r)= Zlaq - 1)(Z>f(q).
q=

j=1r=0 J

Si on utilise la formule (17), on obtient:

Je—1]

a—1

() <Kp)y 2 (' . ') BIHlgICl Pt at (o + B4y | —g)!.
q=1
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Mais comme on a:

(Ja—1]!

Ta—Tqpletptri-at=latpftyh!

on obtient:

1l o pa-!
(1) < K2BC (at + 181471 Y (%)
q=1

Alors si on choisit C telle que C > 4B, on a:

le—1] -1
2B\1
E — <2.
< c ) -

g=1
Dong, il existe une constante K, telle que:
(D) < K;CPPRY (Lo | + ] B | +p)!.
Et de méme, on montre qu’il existe une constante K; telle que:
(D < KyCMPHY (o |+ B | +p)!.
En résumé nous avons montré que:

10 L% LT u| < (K3 + KHCHPHY (o | +1 8] +9)!

+136 Y ([ebt L LP] b )

+ Ze Z Z([ L L LT )

i=1 |L|—q+l j=1

+ ||L*'LP3, T ul|.

Pour majorer le deuxiéme et le troisitme terme du membre de droite, il suffit
d’utiliser le fait que ozS’L et a}’k sont analytiques réelles, et d’utiliser I’hypothése
de récurrence (voir les méthodes précédentes).

Majorons maintenant

La—liﬂé,,mH :
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D’apres la Proposition 2, on a:

»T"u = Z cj,,,Tj dpu
=y

avec
|Theiy| < ClCyickn—j+0)! VkeN.

Donc:

L' LA, T u|| < ||IL*7'LP Y ey T/ f||

J=y

<D LT TG LT f ‘
<y r<p

< S SN L (e )LPL T f

j<y " pCa—1rCB

I

J<y pCa—1rCp

<Y ||=1ike,, T 1

L P LA (e )| - |LPLT T f

Alors d’aprés la Proposition 2 et 1’analyticité réelle de f, on a:

a1l 18]
[z S i ED D IS ( " ><||f||>cy Cy CletHIBI-Ipi-r

J=v Ipl=0|r|=0

N e (B N A S (A R D A P Sy I

Pour continuer, nous allons utiliser le résultat suivant:
Si f est une application de R dans R, alors:

(18) Z(f)(i)ﬂrﬂ)b > (“;’ﬂ)ﬂq) Va,BeN.

r<p g<a+p
p=a
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Alors, d’apres (18)

lor-+B—1] _ ,
‘La—liﬂébT)/u” <y (I a+p—1 l)chZ—J

J<y lq|=0 lq I
B g B 1= g |+y —D1-CET (| g | +)!
i la+p—1]
Co\’ -1
SC0C3C{Z<C—O) Z <|°‘+ﬂ l)
=y N2 =0 lql
oy ied (o |+ 1B 1 4!
CO y+1
< CoC3CI K (C—) (Co+ C) M= (o | + | B | +¥)!.
2

Alors si on prend C telle que C > %% et C > Cy + C3 on obtient:

o C3c
\ L“'lLf’abTV“H < —2—30'“”“3'”‘1 Jal+181+p)!
2
< Ky'CPHERY (lo |+ | B | +p)!.

Finalement, il existe K, > O telle que:
9L LAT u|| < K2CHPHY (J o |+ | B | +9)!.
En résumé, nous avons montrer que:
|LeLE LPTY u|| < Ko KCPHEY (Lo | + | B | +¥)! + K| 05 L* ' LPT7 u|
+ Ke|TL EPT7] 4+ K 1| LTV
(Voir I'inégalité (15)).

Il nous reste alors, pour finir la démonstration, a majorer les trois derniers
termes du membre de droite.

e Majorons ||3;L* 'LPT" u||
|G Lo LT < || [, 12 28] T + Lo LT u]

Pour la majoration du premier terme du membre de droite, on utilise la méme
méthode que pour la majoration de ||,L*'LAT7u|.

Le deuxiéme terme du membre de droite est nul, en effet comme u est
orthogonale a ker (51,) alors, d’aprés la Proposition 1, T?u I’est aussi et donc
TVu appartient a 1’image de 5],‘. Alors il existe une constante K3 telle que
N85 L' LETY ull < K3C*HPHY (la | + | B | +¥)!.
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e Majorons ¢||TL* " 'LATVu||.

e| TL AT u| < o

L“—‘Df’TV“u“ +£“ |7, 1271 1] T”u“
< eClHHPHTHL (g | 4 | B | +p) +e| [T, L7 LT7u

+s‘

Lot [T, D"] T”u“.

Alors en utilisant le Lemme 3 et I’hypothése de récurrence, on montre qu’il
existe une constante K4 telle que (¢ < 1):

8” (T, L“_l] DSTyuH+8‘

L=V [T, L] TV < KaCl P (L |4+ B [49)1
Finalement, on a:
IL*LPTY ul| < (K2 + K3 + K4) KCHERY (fa | 4| B | +y)!

1
+ KeCHP (Lo | 4+ | B 14y + K- CHPY (o [+ B 141!

Il en résulte qu’il existe des constantes S;, S, et S3 telles que:
ILELPT u]| < S;CHPRY (o | + | B | +p)!

1
+ SpeCHPYH (o | +1 B | 4+9)! + S-CPPY (o | + 1 B | 491
&
Alors si on prend ¢ < % et C telle que C > 3% et ¢ > 351, on obtient:
2 €

LT LPTY ul| < CHPHYH (o | + | B ] +1)1.

Ce qui termine la démonstration du théoréme.
Tous ces résultats ont fait 1’objet d’une note au CRAS [9].
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