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Grandes déviations spatiales pour un système
gradient stochastique infini-dimensionnel

SYLVIE ROELLY - HANS ZESSIN

1. - Introduction

Dans un travail precedent ([CRZ]) nous avons identifie les lois des solu-
tions de Systemes Gradients Stochastiques infini-dimensionnels notes dor6n-
avant SGS- comme les mesures de Gibbs sur 1’espace des trajectoires Q =

C(0, T; R)Zd associes a des potentiels hamiltoniens d’une certaine forme, que
nous avons explicitee. Nous nous int6ressons ici aux principes de grandes
deviations, principe de Boltzmann et principe variationnel induisants differentes
interpretations de la propriete gibbsienne des SGS.

Plus pr6cis6ment, dans la deuxieme partie nous montrons comme quoi
les solutions de SGS sont les etats d’ equilibre pour une certaine interaction
entre les trajectoires, au sens ou ce sont les lois sur Q qui maximisent la
fonctionnelle d’ energie libre associ6e a cette interaction. Cette propriete foumit
ainsi une caract6risation de type variationnel des solutions de SGS. En appliquant
le principe de Boltzmann, nous montrons alors l’existence d’un principe de
grandes deviations pour la loi, sous une mesure produit de reference, du champ
empirique restreint a un niveau d’ energie bien choisi. Dans le cas ou il y a
unicite de la mesure de Gibbs sur 1’ espace des trajectoires Q nous prouvons
la convergence dite "equivalence d’ensembles", qui permet d’approximer cette
mesure de Gibbs par certaines probabilites conditionnees.

Dans la troisieme partie nous nous int6ressons aux grandes deviations du
champ empirique autour de la solution d’un SGS. Les resultats g6n6raux de Co-
mets [Co] sur les grandes deviations autour de mesures gibsiennes s’appliquent
a notre contexte. De plus, nous donnons ici une expression explicite et simple
de la fonctionnelle d’action (ou entropie) en fonction de la derive du SGS.

DEFINITIONS et NOTATIONS

Rappelons brievement comment, selon Dobrushin, l’on decrit un champ
aleatoire sur un espace abstrait par ses caracteristiques locales (X sera tour
a tour R ou 1’ espace des fonctions continues a valeurs reelles C (0, T ; R)).

Pervenuto alla Redazione il 5 luglio 1994.
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DTFINITION 1.1. Une interaction T sur un espace mesurable X est une famille
A C Zd finie) de fonctions rielles sur telles ques, pour tout A, 

..

. TA -mesurable, est la tribu engendrie par les projections spatiales
canoniques sur la ième coordonnie quand i décrit A, et

. la sirie B11 A’ converge en tout point de Xzd.
Cette s6rie définit alors une fonction HA appel6e potentiel hamiltonien sur

A associ6 

DTFINITION 1.2. On appelle fonction d’énergie au site 0 la fonction ABIJ définie
par:

Nous supposerons toutes les interactions invariantes par translation, i.e.

of 9i est la translation canonique de site i sur X zd .
Soit À = 0¡EZdÀ¡ le produit tensoriel infini de mesures de r6f6rences hi

sur X.

DTFINITION 1. 3. Une probabiliti Q sur X zd est appelie une (03C8, À)-mesure de
Gibbs si, pour Q-presque tout x E X zd et pour toute partie finie A de Zd,

01~ x~ est la projection de x sur Q (. / x A c) est une version régulière de la
probabiliti conditionnelle Q (. et Z~ est une constante de renormalisation.

Rappelons enfin la notion d’ entropie spécifique (ou entropie moyenne) par
rapport à une mesure de Gibbs, obtenue comme limite thermodynamique d’en-
tropies locales (cf [G]). 

-

DTFINITION 1.4. L’entropie spécifique d’une probabilité f1 sur par rapport
a une probabilite gibbsienne v sur est donnee par

ol~ = {i E Zd, 0  ik  n, k = 1, ... , dl, f1 An (resp. V An) désigne la restriction
de f1 (resp. v) à la tribu :FAn’ et I est l’entropie relative usuelle (ou information de
Kullback)

si it’ est absolument continue par rapport a v’ et sinon ,



195

CADRE du PROBLEME

Sur 1’espace des trajectoires S2 = C(0, T; nous considerons le SGS

ou:
. est une famille de mouvements browniens reels indépendants par-

tants de 1’ origine;
. vest une probabilité sur RZd , invariante sous la famille des translations
~~ i E Zd, et portée par S’ (Zd ), Ie dual des suites tempérées sur Zd ;

. h = est Ie potentiel hamiltonien sur Rzd associe a une interaction
par paires

ou est un voisinage sym6trique de 0 dans Zd et V(O)* d6signe ce
voisinage prive du point 0. (Pour alleger les notations nous avons 6crit h i
a la place 
On suppose, de plus, que 1’interaction ~ est

Les resultats de Shiga et Shimizu [SS] (cf. aussi [DR]) assurent, sous les
hypotheses ci-dessus (en fait, sous des hypotheses plus generales), 1’ existence
et l’unicit6 des solutions du SGS (4).

Nous noterons Q la loi de cette solution sur S2.

Remarquons que I’hypoth6se de stationnarit6 spatiale pour w entraine que
h, aussi, est stationnaire et donc Q est invariante par translation puisque v 

On notera Ps (Q) 1’ ensemble des probabilites spatialement stationnaires
sur S2.

2. - Propriete gibbsienne et principes d’6quilibre

En reprenant et compl6tant une idee de Deuschel [De], nous avons montre
dans [CRZ, Theoreme 3.22] que la loi de la solution du SGS (4) est, si la condi-
tion initiale v est gibbsienne, une mesure de Gibbs sur 1’espace des trajectoires
Q au sens rappele a la Definition 1.3. Nous citons notre r6sultat precis :
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PROPOSITION 2.1. Soit it = une mesure de reference sur R Zd et, sur Q,
soit P = la probabilite igale au produit infini de la mesure de Wiener Po de
ripartition initiale /10. Alors Q est solution du système (4), ou v est une (ip, 
mesure de Gibbs (p interaction bom,6e d’hamiltonien h), si et seulement si Q est
une P)-mesure de Gibbs, oic le potentiel hamiltonien fi sur S2 associi est

donni, pour tout i E Zd, par

et

ou A est le générateur infinitésimal associe au système (4).
Dans 1’ enonce precedent nous avons explicit6 le potentiel hamiltonien 7~

sur 1’ espace des trajectoires plutot que I’ interaction 4&#x3E; qui 1’ engendre car celle-ci
est peu maniable (et peu 616gante). Nous la donnons ci-dessous par souci de
complétude. 4&#x3E; est la somme d’une interaction 4) provenant de la dynamique
(g6n6rant 1’ hamiltonien ~) et de 1’ interaction initiale §3 entre les particules:

(D, interaction par triplet (et non plus par paires), satisfait:

. pour i

. pour

. 4)A = 0 si card 1&#x3E; &#x3E; 4.
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Une interaction 03A6 etant ainsi construite sur 1’espace des trajectoires Q la
question naturelle suivante se pose: Quels sont les etats du systeme, i.e. les

elements de qui repr6sentent un au sens

ou ils maximisent la fonction d’ energie libre:

of A, est 1’ energie au site 0 induite par 4&#x3E; (d6finie en ( 1 )) et H est 1’ entropie
spécifique (d6finie en (3))?

Le th6or6me suivant répond à cette question.
THÉORÈME 2.2. Il y a bijection entre l’ensemble des etats d’iquilibre sur

l’espace des trajectoires Q = C(O, T ; R)Zd pour l’interaction 03A6 decrite en (8) et
l’ensemble des /1 )-mesures de Gibbs sur RZd ; en particulier, tout etat d’equilibre

est solution du systeme (4) dans lequel v, la condition initiale, est une 03BC)-
mesure de Gibbs.

PREUVE. Le premier argument est 1’ equivalence entre le concept de mesure
de Gibbs au sens d6fini en (2) par les caractéristiques locales dans 1’ espace, et
celui de mesure d’6quilibre pour la mécanique statistique. Nous le pr6cisons
dans la proposition suivante. Soit v une (ip, /1)-mesure de Gibbs fixée et Q
la solution de (4) de condition initiale v. Notons e son 6nergie d6finie par:
e = Q(A~).

&#x3E; PROPOSITION 2.3. Les proprietis suivantes sont equivalentes pour Q’ E Ps (0)

PREUVE.

(I) c (i i i ) : C’est le principe variationnel de la mecanique statistique: les
mesures de Gibbs sont les etats qui maximisent I’energie libre (cf. par exem-

ple [G]).
/., . /8.’

Donc si Q et Q’ ont meme energie
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ce qui entraine 1’esalite.

Mais Q est une P)-mesure de Gibbs, donc elle maximise 1’energie libre.
Ainsi la demière in6galit6 est une egalite et Q’ maximise aussi 1’ energie libre.

0

REMARQUE. Nous avons introduit dans la proposition pr6c6dente la formu-
lation (ii) pour mettre en evidence le fait que, si Q’ est un etat d’equilibre
d’£nergie e, Q’ minimise 1’ entropie sp6cifique sur son niveau d’£nergie; ceci
suscite l’id6e de conditionner par rapport aux niveaux d’£nergie, ce que nous
ferons au Theoreme 2.4.

Reprenons maintenant la preuve du Theoreme 2.2 qui devient immediate.
Les etats d’équilibre pour 4&#x3E; sont, d’ apres la Proposition 2.3, les (4), P)-mesures
de Gibbs, qui d’ apres la Proposition 2.1, sont les solutions du SGS (4) quand
la condition initiale v decrit 1’ensemble des (§3, it)-mesures de Gibbs. D

Nous appliquons les resultats precedents a 1’6tude du comportement du
champ empirique sur le niveau d’ energie

THtORtME 2.4. Soit Rn,w E Ps (Q) le champ empirique de cc~ E S2 dans le cube
défini par

1 -

oi~ Wen) désigne l’iliment An-périodique de Q qui coincide avec (0 sur An. Alors,
pour tout sous-ensemble mesurable r de Ps (Q),

~ et d est une distance induisant la topologie
étroite sur ’,
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PREUVE. C’est une application directe du Principe de Boltzmann abstrait
d6montr6 dans 1’ Appendice de [RZ], qui assure 1’ existence d’un principe de
grandes deviations pour une famille de mesures conditionn6es sur un espace
tres general et exhibe la fonctionnelle d’action, quand l’on sait que ces mesures
non conditionnees satisfont d6 A a un principe de grandes deviations. Or, d’ apres
Comets [Co] (cf. aussi [01]), c’est le cas pour la suite de mesures (P o R-1),,
et la fonctionnelle d’action associee est H(., P). D’ ou le resultat. 

’ 

D

Donc, d’ apres le theoreme precedent, la loi, sous la mesure produit P, du
champ empirique restreint au niveau d’6nergie E(e) satisfait a un principe
de grandes deviations dont la fonctionnelle d’action est

Cela signifie que, sous cette loi conditionn6e, Rn, realise asymptotiquement
typiquement les 6tats qui minimisent 1’ entropie sp6cifique sur ~ (e), qui ne sont
autres, d’ apres la Proposition 2.3 et le Th6or6me 2.2, que les solutions du SGS
(4) de condition initiale une (§3, ~)-mesure de Gibbs.

Dans le cas ou 1’ensemble des f1)-mesures de Gibbs se reduit a un seul
element v, 1’ ensemble des mesures d’équilibre pour 4&#x3E; se reduit a l’élément Q
et 1’ on peut preciser les resultats du Th6or6me 2.4.

THgORtME 2.5. Quand l’ensemble des f1)-mesures de Gibbs est le singleton
alors on a I’ "equivalence d’ensembles " suivante:

PREUVE. Quand Q est le seul element de E (e) qui y minimise 1’ entropie,
il d6coule directement du Theoreme 2.4 que

Mais, pour tout fonction F bomée mesurable sur Q,

car l’image de P par l’application w 2013~ wen) est invariante par translation

spatiale. Donc

ce qu’il fallait demontrer. D

Cela s’interprete de la faqon suivante: on cree une interaction forte de type
gradient entre des particules initialement indipendantes en forgant leur champ
empirique a appartenir a un niveau d’ energie bien choisi.
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3. - Grandes d6viations autour de la mesure gibbsienne d’6quilibre

Dans la partie precedente nous avons rappel6 (respectivement etabli) 1’ exis-
tence d’un principe de grandes deviations pour Ie champ empirique Rn,w sous
la mesure produit P (resp. sous la mesure P conditionn6e); nous avons de
plus montre au Th6or6me 2.5 la convergence, sous certaines hypotheses, des
mesures aleatoires Rn,,, vers la mesure deterministe Q, loi du SGS (4) de
condition initiale v, une 03BC)-mesure de Gibbs sur Rzd. Il est maintenant
naturel d’analyser les grandes deviations eventuelles de Rn,w sous la P)-
mesure de Gibbs Q. En appliquant a notre contexte les resultats g6n6raux de
Comets [Co] sur les champs gibbsiens d’un espace S2 = XZd ou X est polonais
(quand S2 est moins general voir [01] ou [FO]), l’on obtient la

PROPOSITION 3. l. Le champ empirique Rn,w satisfait sous Q à un principe de
grandes djviations dont la fonctionnelle d’action H(., Q) virifie:

oi~ la "pression" associee a l’interaction -~, vaut

Remarquons de suite que, puisque

L’ expression (9) ne nous satisfait pas entierement dans ce contexte car

l’expression de 03A6 donnee en (8) (et a fortiori A03A6 et est tres compliquee.
Notre but est donc de calculer directement H( . , Q) d’apres la Definition
1.4 afin d’obtenir une expression plus explicite ou apparaissent directement les
donnees du probleme, i.e. les interactions w et ~.

Tout d’abord, analysons le cas particulier fondamental ou 1’ interaction par
paires w induisant la dynamique Q est triviale, c’ est-a-dire qu’elle se r6duit à
l’interaction propre 

L’hamiltonien h associe £ w sur devient:

et le SGS (4) a, pour chaque coordonn6e, une dynamique de type brownienne
avec derive (_ - 2 ~~po) indépendante des dynamiques des autres coordonnées.
Seule une interaction initiale §3 (dans v) est possible. Nous obtenons le r6sultat
suivant:
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PROPOSITION 3.2. Quand l’interaction q; induisant la dynamique du SGS (4)
est degeneree en une seule interaction propre q;o alors l’interaction au niveau des
tra v .ectoires iD est aussi degeneree et l’entropie par rapport ti Q devient pour S E
PS (0) 1

où So est la marginale spatiale de S sur C (0, T ; R), S (0) est la projection au temps
0 de S sur et Fo est la fonctionnelle suivante sur C(0, T ; R):

PREUVE. Revenons a la definition de H donnee en (3):

Mais

Nous cherchons a identifier Par le th6or6me de Girsanov,

pour u

En appliquant la formule d’ Ito a on 61imine 1’ integrale
stochastique de 1’ exponentielle:

D’ ou
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of la fonctionnelle Fo sur C (o, T; R) est celle de 1’ expression (12), et

H (S (0), 03BC) -H(S(o), v) = +00 si limn 1 f log dS(O) = +00. Puisquecard An 
S est stationnaire

Donc (13) devient

ce qui est 1’ expression recherchee. D

REMARQUE 3.3. On v6rifie que 1’ expression (9) est bien equivalente à

1’ expression (11); dans ce cas d6g6n6r6, 1’ energie au site 0 associee A 4) n’est
une fonction que de la coordonnee du site 0: pour N E S2, d’ apres (7),

cette demière egalite permettant d’ interpreter Fo comme une fonctionnelle

d’ energie.
D’autre part, puisque

1’ on a

Donc, dans 1’ expression (9),

Mais, d’ apres (10),

Mais, puisque v est une f1)-mesure de Gibbs, pour S E Ps(Q),

Donc (9) devient:
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ce qui est egal a (11).
Au passage, nous avons prouv6 que dans le cas ou l’interaction dynamique

w est degeneree

Dans (11) l’on identifie clairement les roles distincts d’une part de la

dynamique du SGS (So (Fo) ne dépendant que de cp), d’ autre part de la condition
initiale. En particulier, si la condition initiale v est egale a la mesure produit
f1, c’ est-a-dire si l’interaction initiale §3 entre les particules est nulle , alors Q
est la mesure produit de marginale spatiale Qo, la loi du mouvement brownien
de et 1’ egalite (11) devient:

qui s’écrit, si S est de marginale So egale a Qo,

ou nous rappelons que Po, marginale de P, est la mesure de Wiener de condition
initiale 

Cette demière "formule de translation" est identique a la formule (5.8)
de [RZ], que nous avions etablie pour montrer que la mesure produit est

l’unique mesure de parmi les mesures de marginale Qo qui minimise
1’ entropie sp6cifique H(., P).

Nous nous replaqons maintenant dans le cadre d’une interaction w non
triviale satisfaisant les hypotheses (5) et (6) et induisant une dynamique de type
gradient. Notre theoreme principal est le suivant:

THgORtME 3.4. La fonctionnelle H( . , Q) des grandes diviations du champ
empirique sous la loi Q solution de (4) satisfait:

où S (0) est la projection au temps 0 de S sur RZd et F est la fonctionnelle locale
suivante sur Q:

REMARQUE 3.5.
1. On retrouve imm6diatement que, si 1’interaction est d6g6n6r6e en une

unique interaction propre, F = Fo.
2. F est une fonctionnelle locale au sens ou elle ne depend que des coor-

donn6es i, i E V(O), interagissant avec le site 0.
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PREUVE DU THtORtME 3.4. Comme a la Proposition 3.2,

Nous cherchons donc a identifier ce demier terme.

Puisque nous nous sommes ramenes a 1’ etude des lois Q et P conditionnees
par leur valeur initiale, nous fixons dor6navant, sans changer les notations, les
conditions initiales de Q, P et des autres lois sur Q en une valeur deterministe
donnee.

A cause de l’interaction sous Q de particules ext6rieures a avec les particules
de An, on ne peut plus simplement appliquer le th6or6me de Girsanov fini-
dimensionnel sur An comme precedemment. En suivant une idee de Dai Pra,
Corollary 4.4 de [Da], nous allons alors exhiber un encadrement de par des

An
densites de lois de SGS fini-dimensionels (auxquelles le theoreme de Girsanov
s’applique) approximants le SGS (4).

Soit ~ un element fixe de Q et la loi sur C(O, T; R )An de la solution
du SGS suivant (les coordonnees ext6rieures a An sont gel6es en 03BEAc):n

si l’on note 1’616ment de RZd qui est la juxtaposition de X(t)
sur RAn et de ~ (t) sur 

LEMME 3.6. est absolument continue par rapport à poan de densité
notie Mn,~. De plus, pour tout a) E S2 et n E Zd, il existe ~ et 17 E S2 tels que

PREUVE. On peut appliquer a theoreme de Girsanov:
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Supposons avoir d6montr6 1’ egalite suivante:

ou QWAn est, cette fois, la loi sur C(0, T ; de la solution du SGS suivant

(dans lequel on a gele les conditions intérieures a en 

Le membre de gauche de (17) etant une combinaison convexe de Mn,j , 1’ enca-
drement (16) devient imm6diat. Montrons donc I’£galit£ (17). Elle resulte d’une
part du fait que, par construction (d’ apres [SS], par exemple), Q est limite pour
m infini de d’autre part du fait que Mn,o, m &#x3E; n, a comme fonction
de Am = An U (AmBAn) une structure multiplicative.
Donc soit F une fonction continue bomée sur C (0, T ; 

Nous utilisons alors la structure multiplicative de Mm,():

D’où l’égalité (17). 0

Nous nous attachons maintenant a calculer log pour un ~ fix6 

trajectoires constantes: ~(t) = ~ E et noterons h~ la fonction definie par:
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La difficult6 essentielle est la presence de F integrate stochastique dans 1’ egalite

que 1’ on veut 61iminer en appliquant la formule d’ Ito a une fonction bien choisie.
Pour ceci, il faut exprimer comme le gradient dans la direction i d’une

fonction (sur ne dependant pas de i.

D’ apres les hypotheses (5) sur l’interaction w la fonction d’£nergie A~ sur RZd
d6finie en (1) vaut, pour z E Rzd :

Soit A’ d6finie sur R d par:

ou A+ est le cube An "6paissi" par V(O), i.e.

On note enfin A~, par analogie avec h~, la fonction definie par

Et similairement pour A’,~. Montrons le
LEMME 3.6.

PREUVE.

Donc, pour
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ou Vi (resp. V2) signifie que le gradient se rapporte a la 1 ere (resp. 2ème)
variable. D’ apres 1’ hypothese (6), CPUI est symétrique. Donc

et

(car par sym6trie de V(0) : (20) devient donc

et si i ~ An,

Donc, d’ apres le lemme precedent,

et (18) devient
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D’ ou, pour S E P, (Q), en utilisant la stationnarité,

Puisque est borne, limn 1 ; d’autre part, puisque n’est
card An

fonction que des coordonnees dans V(O), pour n assez grand, At = A~ et

la premiere limite du membre de droite ci-dessus est uniforme en ~ . Pour la

deuxieme limite, l’on scinde la somme sur An en une somme sur An et une
somme sur ou An est le cube An "amaigri" de V(O) :

Par bomitude de Aihi et Vihi, la somme sur disparait a la limite. On

remarque que limn I et, pour i E A-, hi - ho 0 Oi. Par localiteMn card An n I

de ho, cette deuxieme limite est aussi uniforme en 03BE et vaut

Cette uniformite et 1’ encadrement du Lemme 3.6 permettent de deduire que

ou F est bien donnee par 1’ expression (15).
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