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Sur la caractérisation des isomorphismes
analytiques entre domaines bornés d’un

espace de Banach complexe

JEAN-PIERRE VIGUÉ

1. - Introduction

Ces demières annees, beaucoup d’efforts ont ete faits pour caract6riser un
isomorphisme f d’un domaine borne D1 de en sur un domaine borne D2 de
C’° comme une application holomorphe f : D2 qui est une isom6trie pour
une metrique infinit6simale bien choisie en un point. Ces resultats s’appuient
en general sur 1’6galit6 des distances de Caratheodory et de Kobayashi sur un
domaine convexe borne (voir H. Royden and P. Wong [10] et L. Lempert [9]),
et sur la notion de g6od6sique complexe introduite par E. Vesentini [13, 14
et 15]. On est donc amené à supposer que l’un des domaines D1 ou D2 est
convexe. Si on suppose D1 convexe, il est naturel de supposer que f est une
isometrie pour la metrique infinitesimale de Caratheodory (voir J.-P. Vigue [17]);
en revanche, dans le cas ou on suppose D2 convexe, il faut supposer que f
est une isom6trie pour la metrique infinitesimale de Kobayashi (voir J.-P. Vigue
[18], S. Venturini [12], I. Graham [5] et L. Belkhchicha [ 1 ]). Il est int6ressant
de remarquer que la demonstration de L. Belkhchicha utilise aussi la distance
de Caratheodory et montre comme resultat preliminaire que f est une isom6trie
pour la distance de Caratheodory.

En dimension infinie, nous n’avons pas, jusqu’ a ce jour, de resultats aussi
complets. On peut citer le resultat de L. Harris et J.-P. Vigue [7], mais sous
une hypothese tr6s forte (on suppose en particulier que f est une isom6trie pour
la distance de Caratheodory de D1 dans D2), et aussi un resultat partiel de
S. Dineen, R. Timoney et J.-P. Vigue [3] dans lequel on montre seulement que
I’application f est bijective. Le resultat que nous allons demontrer maintenant
complete, par exemple dans le cas de la boule-unite ouverte strictement convexe
d’un espace de Banach r6flexif, leur resultat.

Dans cet article, nous considerons le dual topologique E d’un espace de
Banach complexe Eo. Soit D un domaine borne de E. Nous serons amene a
considerer les hypotheses suivantes:

Pervenuto alla Redazione il 29 Marzo 1993 e in forma definitiva il 27 Settembre 1993.
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(Hi ) D est complet pour la distance int6gr6e de Caratheodory cb.
(H2) Soit pn : 0 --~ D une suite d’applications holomorphes du disque-unit6 A

dans D convergeant uniform6ment sur tout compact de A pour la topologie
faible u(E, Eo) vers une application holomorphe ~p : A 2013~ E. Alors, ou
bien est contenu dans la fronti6re de D, ou bien est contenu

dans D.

Remarquons qu’en dimension finie (H2) signifie simplement que D est
taut au sens de H. Wu [19], et que (HI) entraine (H2).

L’ hypothese (H 1 ) est a priori plus faible que I’hypoth6se d’ etre complet
pour la distance de Caratheodory, et d’ apres L. Harris [6], 1’ hypothese (H1 ) est
toujours satisfaite lorsque D est un domaine borne convexe de E. On deduit
de [6] que (H2) est verifie dans les deux cas suivants:

(i) D est un domaine borne convexe de E, et il existe a E D et une famille

ai i de formes lineaires provenant de Eo telles que:

(ii) D est un domaine borne convexe d’un espace de Banach réflexif E.

Soit maintenant B la boule-unite ouverte de E. Nous consid6rons sur B

I’hypoth6se suivante:

(H3) pour toute fonction f : B -~ C bornée, continue sur B, holomorphe sur
B, on a:

(où, par d6finition, f A = sup I f (x) 1, et Ext(B) d6signe 1’ ensemble des
xEA

points complexe-extrémaux de B).

L’hypothèse (H3) est v6rifi6e pour tout domaine convexe bomé de en

(voir [ 1 ] ). On déduit facilement du principe du maximum que, si B est telle

que tous les points de la fronti6re de B soient des points complexe-extrémaux
de B, alors B v6rifie (H3). Nous montrerons d’autre part que la condition (H3)
est satisfaite dans le cas de la boule-unit6 ouverte B de Pour l’instant,
je ne sais pas si la condition (H3) est satisfaite pour la boule-unit6 ouverte d’un
espace de Banach r6flexif E.

Le r6sultat principal de cet article est le th6or6me suivant.

THÉORÈME 1.1. Soit D un domaine bomi du dual E d’un espace de
Banach Eo vérifiant les hypothèses (H1 ) et (H2). Soit B la boule-unité ouverte
de E, et supposons que B verifie (H3). Soit a un point de D, et soit f : D ---+ B
une application holomorphe telle que f (a) = 0 et que f’(a) soit une isometrie
surjective pour les mitriques infinitesimales de Kobayashi FD(a, .) et FB(0, . ).
Alors f est une isomorphisme analytique de D sur B.
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Nous déduisons en particulier de ce r6sultat le corollaire suivant qui
généralise à la dimension infinie un th6or6me de C. Stanton [ 11 ] .

COROLLAIRE 1.2. Soit D un domaine borné de l’espace de Banach

complexe qui satisfait aux hypothèses (H1 ) et (H2). Supposons qu’il existe
un point a de D tel que les normes de Kobayashi FD(a, .) et de Carath6odory
ED(a, .) coihcident. Supposons de plus que l’indicatrice

soit linjairement isomorphe a la boule-unité B de Alors D est

analytiquement isomorphe a B.

Avant de demontrer les resultats annonces, nous allons commencer par
quelques rappels sur les distances de Caratheodory et de Kobayashi.

[Je remercie ma fille Anne, de 1’ aide qu’elle m’a apportee]

2. - Rappels et premi6res propri6t6s

Soit D un domaine borne du dual E d’un espace de Banach complexe
Eo. Nous noterons cD et kD les distances de Caratheodory et de Kobayashi sur
D. Les m6triques infinitesimales de Caratheodory et de Kobayashi seront not6es
ED et FD. Par integration de la metrique infinitesimale de Caratheodory ED le
long des chemins de classe C 1 par morceaux, on definit la distance int6gr6e de
Caratheodory cD, et on a:

(Sur ces questions, on renvoie le lecteur aux livres de T. Franzoni et E. Vesentini
[4] et de S. Dineen [2] et à l’article de S. Kobayashi [8]).

D’ autre part, si D est convexe, on sait d’ après H. Royden et P. Wong
[10] et L. Lempert [9] que CD = kD et que ED = FD.

Nous aurons besoin de la d6finition suivante.

DTFINITION 2.1. Soit ~o : A ---+ D une application holomorphe. On dit que
Sp est une giodgsique complexe pour la mitrique infinitisimale de Kobayashi a
l’origine si = 1.

Nous avons alors le th6or6me d’existence suivant.

THÉORÈME 2.2. Soit D un domaine borne vérifiant l’hypothèse (H2). Soit a
un point de D, et soit v E E tel que FD(a, v) = 1. Alors il existe une geodesique
complexe pour la metrique de Kobayashi a l’origine Sp : 0 -; D telle que

= a et que = v.

DTMONSTRATION. D’après la d6finition de la m6trique infinit6simale de
Kobayashi, il existe une suite d’ applications holomorphes de A dans D
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telles que pn(0) = a, Spn(0) - (1 - 1 /n)v. On montre de mani6re tout a fait
standard en utilisant le theoreme de Montel que, selon un ultrafiltre U, ~pn

converge pour la topologie faible a (E, Eo) uniform6ment sur tout compact de
A vers une application holomorphe p. Il est clair que = a et que ~(0) = v.
D’apres l’hypothese (H2), c D, et le theoreme est demontre. D

Comme E. Vesentini [13, 14 et 15], on peut egalement definir les

g6od6siques complexes pour la distance de Caratheodory, et c’est ce que nous
allons faire dans le theoreme suivant.

THEOREME ET DEFINITION 2.3. Soit D un domaine bom,6 de E, et soit

y~ : 0 -i D une application holomorphe. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes:

(ii) il existe deux points distincts a et ~3 de A tels que

(iii) pour tout a E A, pour tout

On dit alors que cp est une geodesique complexe pour la distance de
Caratheodory.

Ainsi donc, les g6od6siques complexes pour la distance de Caratheodory
ont des propri6t6s plus int6ressantes que celles pour la metrique infinitesimale
de Kobayashi. Bien sur, les g6od6siques complexes pour la distance de

Caratheodory n’existent pas en general. Cependant dans [3], S. Dineen,
R. Timoney et J.-P. Vigue ont montre leur existence dans un certain nombre de
cas: celui d’un domaine borne convexe d’un espace de Banach réflexif et aussi
celui de la boule-unite ouverte d’un dual.

Nous aurons egalement besoin d’un theoreme d’existence et d’ unicite des
g6od6siques complexes d6montr6 par E. Vesentini [13, 14 et 15]. Soit A une
partie de E. Rappelons qu’un point x de A est un point complexe-extremal de
A si 0 est le seul vecteur y de E tel que x + çy appartienne a A, pour tout
03B603B50394

THEOREME 2.4. Soit B la boule-unite ouverte d’un espace de Banach

complexe E. Soit v un point de la frontière de B. Alors ,

est une geodesique complexe pour la distance de Caratheodory de B. Si de

plus, v est un point complexe- extremal de B, alors cp est l’unique geodesique
complexe telle que cp(O) = 0 et que cp’ (0) = v.
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3. - La condition (H3)

Soit E le dual topologique d’un espace de Banach complexe Eo, et soit
B la boule-unite ouverte de E. Si f : B -~ C est une fonction bornee, continue
sur B, holomorphe sur B, le principe du maximum classique montre que

ou aB est la fronti6re de B. Si on suppose que tous les points de la fronti6re
de B sont des points complexe-extremaux de B, on deduit du resultat precedent
que

Ainsi donc, nous avons montr6 la (facile) proposition suivante.

PROPOSITION 3.1. Soit B la boule-unite ouverte d’un espace de Banach

complexe E, et supposons que tous les points de la frontière de B soient des
points complexe-extremaux de B. Alors B veri,f’ce l’hypothèse (H3).

Soit maintenant tl’O(N) 1’espace de Banach complexe des suites bom6es
de nombres complexes (Zn)nEN, muni de la norme

et soit B la boule-unite ouverte de Nous allons montrer le th6or6me
suivant.

THEOREME 3.2. B virifie [’hypothèse (H3).

DEMONSTRATION. Il est facile de voir que 1’ ensemble des points
complexe-extremaux de B est exactement 1’ ensemble des points (zn)neN de

fl(N) tels que = 1, pour tout n E N. Soit donc f : B - C une application
continue bomée, holomorphe dans B. 

_

Soit c &#x3E; 0. Il nous suffit de montrer qu’il existe un point y E Ext(B) tel
que

Par definition on peut trouver un x E B tel que ( f (x) ~ &#x3E; I I f I I W - c, et
comme B est dense dans B, on peut supposer que x E B. D’autre part, comme
B est homogene, on peut trouver un automorphisme F de B tel que F(O) = x.
Il est facile de voir sur la forme des automorphismes analytiques de B que F
est holomorphe au voisinage de B et que F(Ext(B)) = Ext(B). Soit h = f o F.
On a donc

Consid6rons B_ definie par v(~) = (~, ç, ... , ç, ...). Ainsi
est une fonction continue sur 0, holomorphe dans A. D’ apres le principe
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du maximum, il existe un point ~o de la fronti6re de A tel que

Ainsi donc,

et est un point complexe-extrémal de B. Le th6or6me est d6mon-
tr6. El

4. - Premi6re partie de la démonstration du Th6or6me 1.1

Par des m6thodes inspir6es de C. Stanton [ 11 ] et de L. Belkhchicha [ 1 ],
nous allons montrer le lemme suivant.

LEMME 4.1. Soit D un domaine bome d’un espace de Banach complexe
E, et supposons que D verifie les hypothèses (H1 ) et (H2). Soit B la boule-unit,6
ouverte de E, et supposons que B virifie l’hypothèse (H3). Soit f : D - B
une application holomorphe, et supposons qu’il existe un point a de D tel que
f (a) = 0 et que f’(a) soit une isomitrie surjective pour la metrique infinitesimale
de Kobayashi. Alors f verifie les deux propriétés suivantes:

Ainsi, f est une isomitrie pour la distance de Carathiodory de D sur f (D).

DEMONSTRATION. Etant donnés x et y dans D (resp. x E D et v E E), on
montre facilement en utilisant le theoreme de Montel qu’il existe une application
holomorphe F : D -; A qui realise exactement la distance de Caratheodory de
x et y (resp. la metriques infinit6simale ED(x, v)), c’est-à-dire telle que

D’ apres le th6or6me d’inversion locale, il existe un voisinage U de a et un
voisinage V de 0 = f (a) tel que f soit un isomorphisme analytique de U sur V.
Alors 1 est une application holomorphe de V sur U; soit G 1’ application
holomorphe de V dans A definie par

Nous allons montrer que G se prolonge en une application holomorphe de B
dans A.



151

Remarquons d’abord que G est definie dans un voisinage de l’origine dans
E et admet donc un developpement en serie de polynomes homogenes

ou Pn(z) est un polynome homog6ne de degr6 n, et ce developpement converge
dans un voisinage de 1’ origine suffisamment petit. 

_

Soit maintenant u un point complexe-extremal de B, et soit t un vecteur
de E tel que f’(a). t = u. On sait que FB (0, u) = 1, et comme f’(a) est une
isometrie pour la metrique infinitesimale de Kobayashi, FD(a, t) = 1. Il existe
donc une g6od6sique complexe pour la metrique infinitesimale de Kobayashi à

A -~ D telle que ~o(0) = a, Sp’(0) = t.
Il est clair que f est une 96od6sique complexe pour la metrique

infinitesimale de Kobayashi, mais, comme B est convexe, on sait d’ apres
L. Lempert [9], H. Royden et P. Wong [10] que les distances de Caratheodory
et de Kobayashi coincident sur B. Ainsi donc, f o~p est une geodesique complexe
pour la distance de Caratheodory (ce qui entreine qu’il en est de meme pour
~p), et d’ apres le theoreme d’unicit6 de E. Vesentini, on a:

Ces resultats montrent egalement que f est un isomorphisme de sur

/(~(A)). Calculons G( f (Sp(~))). On trouve

et la fonction G o f o ~p est une application holomorphe de A dans A. Son

developpement en s6rie est obtenu par substitution dans le developpement de
G, et on trouve 

- --

On deduit des inegalites de Cauchy que 1. En faisant ce
raisonnement pour tout point u E Ext(B), on deduit 
d’ apres 1’ hypothese (H3), ceci entraine que

Pour tout z E B, on a Ilzlln. On deduit immediatement que
G se prolonge en une application holomorphe de B dans C. Soit maintenant
r  1, et soit Br la boule de centre 0 et de rayon r. En utilisant G o f o ~p,
on montre de meme  1. On en deduit que IIGllBr  1, ce qui
montre que G se prolonge en une application holomorphe de B dans 0.
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Au voisinage de a dans D, on a G o f = g. D’ apres le th6or6me de

prolongement analytique, on a, pour tout z E D,

En particulier,
, ce qui montre l’égalité annonc6e

5. - Fin de la démonstration du Théorème 1.1

Montrons d’abord le lemme suivant.

LEMME 5.1. Sous les hypothèses du pour tout x E D, f’(x) est
un isomorphisme lineaire de E.

DTMONSTRATION. On a suppos6 que f’(a) est une isométrie surjective pour
la m6trique infinit6simale de Kobayashi, ce qui entraine que 1’ ensemble

est un ouvert non vide de E. Montrons que c’est un ferme de D. Soit x E A.
On peut trouver une suite xn de points de A convergeant vers x. Du fait que

est une isom6trie pour En(xn, .) et ), on deduit qu’il existe
une constante m &#x3E; 0 telle que, pour tout n, pour tout v E E,

Par passage a la limite, f’(x) verifie la meme inegalite. Montrons que cela
entraine que f’(x) est un isomorphisme lineaire de E. Pour cela, il suffit de
verifier que, pour tout y E E, il existe z E E tel que f’(x) ~ z = y. D’apres
l’hypothese, on sait que, pour tout n E N, il existe un zn unique appartenant à
E tel que = y. On a:

Or,
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Comme sont inferieurs a 1 /m, on en deduit que

zn est une suite de Cauchy. Sa limite z est telle que = y, et le resultat
est d6montr6. p

Ainsi donc, on deduit des Lemmes 4.1, 5.1 et du theoreme d’inversion
locale que f est un isomorphisme analytique de D sur f (D). Il reste a demontrer
que f (D) = B. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout x 1’ensemble
A des t E R+ tels que tx E f (D) est égal à [o,1 [.

D’abord, comme f (D) est ouvert, il est clair que A est ouvert et contient
0. Montrons que, si r = sup t tel que le segment [0, t] soit contenu dans A,
alors r = 1. En effet, si r  1, la suite Xn = (r - 1 /n) x est une suite de Cauchy
pour la distance int6gr6e de Caratheodory cB convergeant vers rx. Le plus court
chemin entre deux points Xn et xm est donne par exemple par un morceau du
chemin -1 defini par -I(t) = tx. D’autre part, pour 0  t  r,

est un chemin de D, et comme f est une isometrie pour ED et EB, sa longueur
est la meme que celle de 1. Ceci entraine que est une suite de Cauchy
pour cD. Comme D est cb-complet, elle converge vers une limite a E D, et

f (a) = rx. Comme A est ouvert, tout un voisinage de r appartient a A, et r ne
peut 8tre egal a la borne supérieure des t tels que [0, t] c A. Contradiction. D

Ce resultat montre que f est un isomorphisme analytique de D sur B, et
le th6or6me est d6montr6.

6. - Demonstration du Corollaire 1.2

Pour demontrer le Corollaire 1.2, nous allons appliquer le Th6or6me 1.1.
Pour cela, il suffit de construire une application holomorphe f : D - B (ou B
est la boule-unite ouverte de telle que f (a) = 0 et que f’ (a) soit une
isometrie surjective pour les metriques infinitesimales de Kobayashi FD(a, .) et
FB(0, . ).

Soit v un vecteur de E de norme 1 pour ED(a, . ) = FD(a, . ). On montre
facilement en utilisant le th6or6me de Montel qu’il existe une application
holomorphe pv : D - A qui donne la valeur de ED(a, v), c’ est-a-dire telle

que ~pv (a) = 0 et que V’ v (a) - v = 1.
On sait d’autre part que les indicatrices pour les metriques infinitesimales

de Caratheodory et de Kobayashi au point a coincident et sont lineairement
isomorphes a la boule-unite ouverte B de Quitte a faire un isomorphisme
lineaire de on peut donc supposer que ces indicatrices sont exactement
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egales a B. Soit

et soit pn = Consid6rons 1’ application p : D - fOO(N) d6finie par

II est facile de montrer que f est holomorphe; c’est une application holomorphe
de D dans B telle que f (a) - 0 et que f’(a) soit une isometrie surjective
pour les m6triques infinitesimales de Kobayashi FD(a, .) et ). D’ apres
le Th6or6me 1.1, f est un isomorphisme analytique de D sur B et le corollaire
est demontre. D
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