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Sur la caractérisation des isomorphismes
analytiques entre domaines bornés d’un
espace de Banach complexe

JEAN-PIERRE VIGUE

1. - Introduction

Ces dernitres années, beaucoup d’efforts ont été faits pour caractériser un
isomorphisme f d’un domaine borné D; de C™ sur un domaine borné D, de
C™ comme une application holomorphe f : D; — D, qui est une isométrie pour
une métrique infinitésimale bien choisie en un point. Ces résultats s’appuient
en général sur 1’égalité des distances de Carathéodory et de Kobayashi sur un
domaine convexe borné (voir H. Royden and P. Wong [10] et L. Lempert [9]),
et sur la notion de géodésique complexe introduite par E. Vesentini [13, 14
et 15]. On est donc amené a supposer que 1'un des domaines D; ou D, est
convexe. Si on suppose D; convexe, il est naturel de supposer que f est une
isométrie pour la métrique infinitésimale de Carathéodory (voir J.-P. Vigué [17]);
en revanche, dans le cas ol on suppose D, convexe, il faut supposer que f
est une isométrie pour la métrique infinitésimale de Kobayashi (voir J.-P. Vigué
[18], S. Venturini [12], I. Graham [5] et L. Belkhchicha [1]). Il est intéressant
de remarquer que la démonstration de L. Belkhchicha utilise aussi la distance
de Carathéodory et montre comme résultat préliminaire que f est une isométrie
pour la distance de Carathéodory.

En dimension infinie, nous n’avons pas, jusqu’a ce jour, de résultats aussi
complets. On peut citer le résultat de L. Harris et J.-P. Vigué [7], mais sous
une hypothese tres forte (on suppose en particulier que f est une isométrie pour
la distance de Carathéodory de D; dans D,), et aussi un résultat partiel de
S. Dineen, R. Timoney et J.-P. Vigué [3] dans lequel on montre seulement que
I’application f est bijective. Le résultat que nous allons démontrer maintenant
compléte, par exemple dans le cas de la boule-unité ouverte strictement convexe
d’un espace de Banach réflexif, leur résultat.

Dans cet article, nous considérons le dual topologique E d’un espace de
Banach complexe Ej. Soit D un domaine borné de E. Nous serons amené a
considérer les hypotheses suivantes:
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(H;) D est complet pour la distance intégrée de Carathéodory ci,.

(Hz) Soit @, : A — D une suite d’applications holomorphes du disque-unité A
dans D convergeant uniformément sur tout compact de A pour la topologie
faible ¢(E, Ey) vers une application holomorphe ¢ : A — E. Alors, ou
bien ©(A) est contenu dans la frontiere de D, ou bien ¢(A) est contenu
dans D.

Remarquons qu’en dimension finie (H;) signifie simplement que D est
taut au sens de H. Wu [19], et que (H,;) entraine (H;).

L’hypothése (H;) est a priori plus faible que 1’hypothése d’étre complet
pour la distance de Carathéodory, et d’aprés L. Harris [6], ’hypothése (H;) est
toujours satisfaite lorsque D est un domaine borné convexe de E. On déduit
de [6] que (H,) est vérifié dans les deux cas suivants:

(i) D est un domaine borné convexe de E, et il existe a € D et une famille
o; de formes linéaires provenant de E, telles que:

D= {z (= ElRCJi(Z —a) < 1};

(ii) D est un domaine borné convexe d’un espace de Banach réflexif E.

Soit maintenant B la boule-unité ouverte de E. Nous considérons sur B
I’hypothése suivante:

(H3) pour toute fonction f : B — C bornée, continue sur B, holomorphe sur
B, on a:

“f“Ext(E) = “f“E’

(ou, par définition, ||f||4a = sup|f(z)|, et Ext(B) désigne ’ensemble des
T€EA
points complexe-extrémaux de B).

L’hypothése (H3) est vérifiée pour tout domaine convexe borné de C™
(voir [1]). On déduit facilement du principe du maximum que, si B est telle
que tous les points de la frontiere de B soient des points complexe-extrémaux
de B, alors B vérifie (H;). Nous montrerons d’autre part que la condition (H3)
est satisfaite dans le cas de la boule-unité ouverte B de ¢>°(N). Pour I’instant,
je ne sais pas si la condition (H3) est satisfaite pour la boule-unité ouverte d’un
espace de Banach réflexif E.

Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant.

THEOREME 1.1. Soit D un domaine borné du dual E d’un espace de
Banach Ey vérifiant les hypothéses (H;) et (Hz). Soit B la boule-unité ouverte
de E, et supposons que B vérifie (Hs). Soit a un point de D, et soit f : D — B
une application holomorphe telle que f(a) =0 et que f'(a) soit une isométrie
surjective pour les métriques infinitésimales de Kobayashi Fp(a, -) et Fp(0, -).
Alors f est une isomorphisme analytique de D sur B.
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Nous déduisons en particulier de ce résultat le corollaire suivant qui
généralise a la dimension infinie un théoréme de C. Stanton [11].

COROLLAIRE 1.2. Soit D un domaine borné de !’espace de Banach
complexe £*°(N) qui satisfait aux hypotheses (H;) et (H,). Supposons qu’il existe
un point a de D tel que les normes de Kobayashi Fp(a, -) et de Carathéodory
Ep(a, -) coincident. Supposons de plus que l’indicatrice

{z € £>*°(N)|Ep(a,z) < 1}

soit linéairement isomorphe a la boule-unité B de (*°(N). Alors D est
analytiquement isomorphe a B.

Avant de démontrer les résultats annoncés, nous allons commencer par
quelques rappels sur les distances de Carathéodory et de Kobayashi.

[Je remercie ma fille Anne, de 1’aide qu’elle m’a apportée]

2. - Rappels et premiéres propriétés

Soit D un domaine borné du dual E d’un espace de Banach complexe
E,. Nous noterons cp et kp les distances de Carathéodory et de Kobayashi sur
D. Les métriques infinitésimales de Carathéodory et de Kobayashi seront notées
Ep et Fp. Par intégration de la métrique infinitésimale de Carathéodory Ep le
long des chemins de classe C! par morceaux, on définit la distance intégrée de
Carathéodory ch,, et on a: .
ep < cp < kp.

(Sur ces questions, on renvoie le lecteur aux livres de T. Franzoni et E. Vesentini
[4] et de S. Dineen [2] et a ’article de S. Kobayashi [8]).

D’autre part, si D est convexe, on sait d’apres H. Royden et P. Wong
[10] et L. Lempert [9] que cp = kp et que Ep = Fp.

Nous aurons besoin de la définition suivante.

DEFINITION 2.1. Soit ¢ : A — D une application holomorphe. On dit que
@ est une géodésique complexe pour la métrique infinitésimale de Kobayashi a
Porigine si Fp(p(0),'(0)) = 1.

Nous avons alors le théoreme d’existence suivant.

THEOREME 2.2. Soit D un domaine borné vérifiant I’hypotheése (H,). Soit a
un point de D, et soit v € E tel que Fp(a,v) = 1. Alors il existe une géodésique
complexe pour la métrique de Kobayashi a l'origine ¢ : A — D telle que
©(0)=a et que ©'(0) =v.

DEMONSTRATION. D’aprés la définition de la métrique infinitésimale de
Kobayashi, il existe une suite ¢, d’applications holomorphes de A dans D
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telles que ©,(0) = a, ©,(0) = (1 — 1/n)v. On montre de maniére tout a fait
standard en utilisant le théoreme de Montel que, selon un ultrafiltre U, ¢,
converge pour la topologie faible o (FE, Ey) uniformément sur tout compact de
A vers une application holomorphe . Il est clair que p(0) = a et que ¢'(0) = v.
D’aprés I’hypothese (Hz), o(A) C D, et le théoreme est démontré. O

Comme E. Vesentini [13, 14 et 15], on peut également définir les
géodésiques complexes pour la distance de Carathéodory, et c’est ce que nous
allons faire dans le théoréme suivant.

THEOREME ET DEFINITION 2.3. Soit D un domaine borné de E, et soit
¢ : A — D une application holomorphe. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

D) Ep(p(0),¢'(0)) =1;
(ii) il existe deux points distincts a et 8 de A tels que

cp(p(a), (B)) = cala, B);
(iii) pour tout a € A, pour tout 3 € A,
cp(p(a), p(B)) = cale, B).

On dit alors que o est une géodésique complexe pour la distance de
Carathéodory.

Ainsi donc, les géodésiques complexes pour la distance de Carathéodory
ont des propriétés plus intéressantes que celles pour la métrique infinitésimale
de Kobayashi. Bien sfr, les géodésiques complexes pour la distance de
Carathéodory n’existent pas en général. Cependant dans [3], S. Dineen,
R. Timoney et J.-P. Vigué ont montré leur existence dans un certain nombre de
cas: celui d’un domaine borné convexe d’un espace de Banach réflexif et aussi
celui de la boule-unité ouverte d’un dual.

Nous aurons également besoin d’un théoréme d’existence et d’unicité des
géodésiques complexes démontré par E. Vesentini [13, 14 et 15]. Soit A une
partie de E. Rappelons qu’un point z de A est un point complexe-extrémal de
A si O est le seul vecteur y de E tel que z + ¢y appartienne a A, pour tout
¢EA

THEOREME 2.4. Soit B la boule-unité ouverte d’un espace de Banach
complexe E. Soit v un point de la frontiére de B. Alors

¢ () =¢v

est une géodésique complexe pour la distance de Carathéodory de B. Si de
plus, v est un point complexe- extrémal de B, alors ¢ est l'unique géodésique
complexe telle que p(0) =0 et que ©'(0) = v.
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3. - La condition (H3)

Soit E le dual topologique d’un espace de Banach complexe E, et soit
B la boule-unité ouverte de E. Si f: B — C est une fonction bornée, continue
sur B, holomorphe sur B, le principe du maximum classique montre que

I£llz = ll£llas,

ol 9B est la frontiere de B. Si on suppose que tous les points de la frontiere
de B sont des points complexe-extrémaux de B, on déduit du résultat précédent
que

1715 = I lex)-

Ainsi donc, nous avons montré la (facile) proposition suivante.

PROPOSITION 3.1. Soit B la boule-unité ouverte d’un espace de Banach
complexe E, et supposons que tous les points de la frontiére de B soient des
points complexe-extrémaux de B. Alors B vérifie I’hypothése (Hs).

Soit maintenant £*°(N) 1’espace de Banach complexe des suites bornées
de nombres complexes (2,)nen, muni de la norme

l(zn)nen || = sup |24,
neN

et soit B la boule-unité ouverte de ¢*°(N). Nous allons montrer le théoréme
suivant.

THEOREME 3.2. B vérifie I’hypothése (Hj).

DEMONSTRATION. 11 est facile de voir que I’ensemble des points
complexe-extrémaux de B est exactement I’ensemble des points (z,),en de
£*°(N) tels que |z,| =1, pour tout n € N. Soit donc f : B — C une application
continue bornée, holomorphe dans B.

Soit € > 0. Il nous suffit de montrer qu’il existe un point y € Ext(B) tel
que

[f@)] 2 [|71l5 - &

Par définition de | f||3, on peut trouver un z € B tel que |f(z)| > ||fllz — &, et
comme B est dense dans B, on peut supposer que z € B. D’autre part, comme
B est homogene, on peut trouver un automorphisme F' de B tel que F(0) = z.
Il est facile de voir sur la forme des automorphismes analytiques de B que F
est holomorphe au voisinage de B et que F(Ext(B)) = Ext(B). Soit h= fo F.
On a donc

IkliE = lIfll5 et [AO)] = [|f]l5 — e

Considérons I’application ¢ : A — B définie par o(¢) = (¢,¢,---,¢,-.). Ainsi
ho ¢ est une fonction continue sur A, holomorphe dans A. D’aprés le principe
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du maximum, il existe un point ¢, de la frontiére de A tel que

|h(p()| = |Ifllz — &

Ainsi donc,

|f(FCeGoM| = (Ifll5 — &

et F(p(¢)) est un point complexe-extrémal de B. Le théoréme est démon-
tré. O

4. - Premiere partie de la démonstration du Théoréme 1.1

Par des méthodes inspirées de C. Stanton [11] et de L. Belkhchicha [1],
nous allons montrer le lemme suivant.

LEMME 4.1. Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe
E, et supposons que D vérifie les hypotheses (H,) et (H,). Soit B la boule-unité
ouverte de E, et supposons que B vérifie I’hypothése (Hs). Soit f : D — B
une application holomorphe, et supposons qu’il existe un point a de D tel que
f(a) =0 et que f'(a) soit une isométrie surjective pour la métrique infinitésimale
de Kobayashi. Alors f vérifie les deux propriétés suivantes:

(i) VzeD, VyeD, cp(f(z), ) =cp(z,y);
(ii) Vre D, Vv e E, Eg(f(z), f'(z)-v) = Ep(z,v).
Ainsi, f est une isométrie pour la distance de Carathéodory de D sur f(D).

DEMONSTRATION. Etant donnés z et y dans D (resp. z € D et v € E), on
montre facilement en utilisant le théoréme de Montel qu’il existe une application
holomorphe F : D — A qui réalise exactement la distance de Carathéodory de
z et y (resp. la métriques infinitésimale Ep(z,v)), c’est-a-dire telle que

ca(F(z), F(y)) = cp(z,y)
(resp. EA(F (), F'(z) - v) = Ep(z, v)).
D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage U de a et un
voisinage V' de 0 = f(a) tel que f soit un isomorphisme analytique de U sur V.

Alors (f] U)‘1 est une application holomorphe de V' sur U; soit G I’application
holomorphe de V dans A définie par

G(z)=F o (f|,)7'@.

Nous allons montrer que G se prolonge en une application holomorphe de B
dans A.
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Remarquons d’abord que G est définie dans un voisinage de 1’origine dans
E et admet donc un développement en série de polyndmes homogenes

G(2) =) Pul2),

n=0

ol P,(z) est un polyndme homogene de degré n, et ce développement converge
dans un voisinage de 1’origine suffisamment petit.

Soit maintenant u un point complexe-extrémal de B, et soit ¢ un vecteur
de E tel que f'(a)-t = u. On sait que Fp(0,u) =1, et comme f'(a) est une
isométrie pour la métrique infinitésimale de Kobayashi, Fp(a,t) = 1. Il existe
donc une géodésique complexe pour la métrique infinitésimale de Kobayashi a
I’origine ¢ : A — D telle que ©(0) =a, ©'(0) =t.

Il est clair que f o est une géodésique complexe pour la métrique
infinitésimale de Kobayashi, mais, comme B est convexe, on sait d’aprés
L. Lempert [9], H. Royden et P. Wong [10] que les distances de Carathéodory
et de Kobayashi coincident sur B. Ainsi donc, foep est une géodésique complexe
pour la distance de Carathéodory (ce qui entraine qu’il en est de méme pour
), et d’apres le théoreme d’unicité de E. Vesentini, on a:

Fp(9) = ¢u.

Ces résultats montrent également que f est un isomorphisme de ©(A) sur
fp(A)). Calculons G(f((¢))). On trouve

G(f () = F(p(¢)),

et la fonction G o f o p est une application holomorphe de A dans A. Son
développement en série est obtenu par substitution dans le développement de
G, et on trouve

G(feN) =Y Palgu) = <" Palu).

n=0 n=0

On déduit des inégalités de Cauchy que ||P,(u)|| < 1. En faisant ce
raisonnement pour tout point uw € Ext(B), on déduit que ||Pullg,z < 1, et
d’apres 1’hypothese (Hj3), ceci entraine que

[|Pallz < 1.

Pour tout z € B, on a donc ||P,(2)|| < ||z]|*. On déduit immédiatement que
G se prolonge en une application holomorphe de B dans C. Soit maintenant
r < 1, et soit B, la boule de centre 0 et de rayon r. En utilisant G o f o ¢,
on montre de méme que ||G||gyp,, < 1. On en déduit que |G|z < 1, ce qui
montre que G se prolonge en une application holomorphe de B dans A.
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Au voisinage de ¢ dans D, on a Go f = g. D’aprés le théoréme de
prolongement analytique, on a, pour tout z € D,

G o f(2) =g(2).

En particulier, G(f(z)) = g(z), G(f(y)) = g(y) (resp. G(f(2)) = g(z), G'(f(x)) -
(f'(z) - v) = ¢'(z) - v), ce qui montre 1’égalité annoncée
ca(f(z), f(y)) = cp(z,y)
(resp. Ep(f(z), f'(z) - v) = Ep(z,v)). a

5. - Fin de la démonstration du Théoréme 1.1

Montrons d’abord le lemme suivant.

LEMME 5.1. Sous les hypothéses du théoréme, pour tout x € D, f'(x) est
un isomorphisme linéaire de E.

DEMONSTRATION. On a supposé que f'(a) est une isométrie surjective pour
la métrique infinitésimale de Kobayashi, ce qui entraine que 1’ensemble

A ={z € D|f'(z) est un isomorphisme linéaire de E}

est un ouvert non vide de E. Montrons que c’est un fermé de D. Soit z € A.
On peut trouver une suite z, de points de A convergeant vers z. Du fait que
f'(z,) est une isométrie pour Ep(z,, -) et Ep(f(zy,), -), on déduit qu’il existe
une constante m > 0 telle que, pour tout n, pour tout v € E,

[1f'(@n) - v]| = mifv]].

Par passage a la limite, f'(x) vérifie la méme inégalité. Montrons que cela
entraine que f'(z) est un isomorphisme linéaire de E. Pour cela, il suffit de
vérifier que, pour tout y € E, il existe z € E tel que f'(z) -z =y. D’apres
I’hypothese, on sait que, pour tout n € N, il existe un z, unique appartenant a
E tel que f'(z,) 2, =y. On a:

kﬂmvhw4ﬂ%whws”@uw*—uhw*“mw

Zn — 2p

Or,

"(f ") ”

ﬂ%W“%ﬂ%WﬂSWH%qume—Uﬁm
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Comme [(f'(zx))"!|| et ||(f'(z,))~!|| sont inférieurs & 1/m, on en déduit que
zn est une suite de Cauchy. Sa limite z est telle que f'(z) -z =y, et le résultat
est démontré. 0

Ainsi donc, on déduit des Lemmes 4.1, 5.1 et du théoréme d’inversion
locale que f est un isomorphisme analytique de D sur f(D). Il reste & démontrer
que f(D) = B. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout z € 9B, ’ensemble
A des t e R, tels que tz € f(D) est égal a [0, 1[.

D’abord, comme f(D) est ouvert, il est clair que A est ouvert et contient
0. Montrons que, si r = sup t tel que le segment [0,t] soit contenu dans A,
alors r = 1. En effet, si r < 1, la suite z, = (r — 1/n) z est une suite de Cauchy
pour la distance intégrée de Carathéodory ci; convergeant vers rz. Le plus court
chemin entre deux points z, et z, est donné par exemple par un morceau du
chemin « défini par ~(t) = tz. D’autre part, pour 0 <t <r,

t 7 (v@)

est un chemin de D, et comme f est une isométrie pour Ep et Ep, sa longueur
est la méme que celle de 5. Ceci entraine que f~!(z,) est une suite de Cauchy
pour c¢i,. Comme D est ch-complet, elle converge vers une limite a € D, et
f(a) =rz. Comme A est ouvert, tout un voisinage de r appartient a A, et r ne
peut étre égal a la borne supérieure des ¢ tels que [0,¢] C A. Contradiction. [J

Ce résultat montre que f est un isomorphisme analytique de D sur B, et
le théoréme est démontré.

6. - Démonstration du Corollaire 1.2

Pour démontrer le Corollaire 1.2, nous allons appliquer le Théoreme 1.1.
Pour cela, il suffit de construire une application holomorphe f: D — B (ou B
est la boule-unité ouverte de ¢£*°(N)), telle que f(a) =0 et que f'(a) soit une
isométrie surjective pour les métriques infinitésimales de Kobayashi Fp(a, -) et
Fg(0, -).

Soit v un vecteur de E de norme 1 pour Ep(a, -) = Fp(a, -). On montre
facilement en utilisant le théoréme de Montel qu’il existe une application
holomorphe ¢, : D — A qui donne la valeur de Ep(a,v), c’est-a-dire telle
que @,(a) =0 et que @l (a)-v=1.

On sait d’autre part que les indicatrices pour les métriques infinitésimales
de Carathéodory et de Kobayashi au point a coincident et sont linéairement
isomorphes a la boule-unité ouverte B de £*°(N). Quitte a faire un isomorphisme
linéaire de ¢£>°(N), on peut donc supposer que ces indicatrices sont exactement
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égales a B. Soit

en=(0,...,0,1,0,...) [1 a la ni®™® place],

et soit p, = p,,. Considérons 1’application ¢ : D — ¢*(N) définie par

[ =000, @1y sPny...).

I1 est facile de montrer que f est holomorphe; c’est une application holomorphe
de D dans B telle que f(a) = 0 et que f'(a) soit une isométrie surjective
pour les métriques infinitésimales de Kobayashi Fp(a, -) et Fg(0, -). D’apres
le Théoreme 1.1, f est un isomorphisme analytique de D sur B et le corollaire
est démontré. a
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