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Classes de Gevrey non isotropes
et application à l’interpolation

JACQUES CHAUMAT - ANNE-MARIE CHOLLET

Introduction

Soit D un domaine borné dans 1, à frontière aD de classe CI,
strictement pseudoconvexe, et soit A°° (D) la classe des fonctions holomorphes
dans D et indéfiniment dérivables dans D.

On désigne par  a, le sous-ensemble des fonctions f de
qui appartiennent à la classe de Gevrey c’est-à-dire qui

vérifient la propriété suivante: il existe des constantes Ci et C2, 0, 1,
telles que, pour tout z de D et tout h-uple de vecteurs unitaires 
on ait

On note E un sous ensemble fermé de aD. On s’intéresse ici au problème
suivant. Etant donné un jet F sur E, c’est-à-dire, étant donnée une suite

de k-formes R-linéaires symétriques de dans

C, quelles conditions faut-il imposer au jet ~’ et quelles hypothèses faut-il
mettre sur E pour qu’il existe une fonction f de telle que, pour
tout entier k et tout ~ de E, on ait

Il apparaît clairement que, puisque le jet F doit coïncider sur E avec les
valeurs au bord d’une fonction f holomorphe dans D et de ses dérivées, il est
nécessaire que le jet F sur E soit a-plat, c’est-à-dire, que les formes 
soient en fait C-linéaires. Il est tout aussi évident que le jet F doit vérifier des
conditions de régularité, en particulier il doit être un jet de Whitney sur E, de
classe C°° .

Si l’on se réfère à des travaux précédents des auteurs [5], [6], on constate
que ces hypothèses sur le jet, associées à une condition dite d’Alexander-Taylor-
Williams [1] portant sur E sont suffisantes pour que le problème posé ait une

Pervenuto alla Redazione il 7 Settembre 1987.
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solution dans A°° (D), c’est-à-dire, pour que l’ensemble E soit un ensemble
d’interpolation pour A°° (D).

Dans cet article, les auteurs s’attachent à montrer que, lorsque l’on veut
interpoler un jet sur E par une fonction holomorphe appartenant à une classe
de Gevrey, l’on doit tenir compte du fait qu’une telle fonction est, en fait,
deux fois "plus régulière" dans les directions complexes tangentes que dans la
direction complexe normale. Ce phénomène, complètement occulté dans le cas
de ~4°°(D), apparaît nettement ici. Il a été mis en évidence par E. Stein [16]
dans le cas de Lip« (D) et exploité par J. Bruna et J. Ortega [3] dans leur étude
des problèmes d’interpolation pour les classes Hôldériennes Am18 (B) dans la
boule unité de On est donc amené ici, comme dans [3] et [12], à définir
des polynômes de Taylor non isotropes, des jets et des classes de fonctions non
isotropes.

Ce travail peut être divisé en deux parties. Dans les chapitres 1 à V, on
met en place les outils nécessaires à l’écriture et à la preuve d’un théorème
d’extension du type Whitney pour des jets sur E vérifiant une condition de
Gevrey non isotrope Ce travail n’utilise pas l’hypothèse de stricte
pseudoconvexité de D. Dans une deuxième partie, les auteurs reprennent la
méthode qu’ils ont développée pour A°° (D) dans [5] et [6] et montrent qu’une
condition sur E exprimée en termes de recouvrement de E par des boules est
suffisante pour que E soit en ensemble d’interpolation pour 

Plus précisément, on commence par introduire une classe de Gevrey non
isotrope définie dans un voisinage V convenable de â D et l’on
montre qu’elle contient L’une des difficultés de cette étude réside
dans le fait que les auteurs se sont attachés à n’imposer à la frontière de D
qu’une régularité CI et ne disposent pas comme J. Bruna et J. Ortega dans leur
travail sur Am18(B) de champs de vecteurs réels analytiques. Ceci fait l’objet
des chapitres I et II. 1

Dans le chapitre III, après un rappel des définitions et des propriétés des
polynômes de Taylor non isotropes, on établit une formule de Taylor avec
estimation du reste lorsque la fonction associée est dans C’est

l’objet du théorème 111.7.
Dans [2], J. Bruna a construit des partitions de l’unité appartenant

à une classe de Gevrey isotrope sur lesquelles on a un bon
contrôle de la croissance des dérivées successives. On les utilise dans le

chapitre IV pour construire des partitions de l’unité non isotropes, appartenant
donc à que l’on associe à un recouvrement de Whitney du
complémentaire d’un sous-ensemble E de aD.

Le chapitre V est consacré à la définition de jets non isotropes 
sur un sous-ensemble E de âD et à la preuve d’un théorème d’extension du

type Whitney, le Théorème V.8.
Soit D un domaine borné de à frontière de classe CI, E un sous-

ensemble fermé de a D et a un réel, a &#x3E; 0. Soit F un jet sur E appartenant
à existe une fonction 1 appartenant à n V) telle que
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l’on ait, pour tout entier k et tout $ de E,

La méthode employée dans la preuve de ce théorème s’inspire d’une idée utilisée
par E.M. Dyn’kin [10] dans son travail sur les extensions presque analytiques
des fonctions appartenant à une classe de Carleman sur un ensemble compact
du plan. Elle est développée par les auteurs dans le cas non isotrope mais elle
s’écrit également dans le cas isotrope classique et a l’avantage sur les méthodes
déjà connues [2] de fournir une écriture explicite de la fonction qui réalise
l’extension.

Avec le chapitre VI débute la deuxième partie de ce travail. On y établit
un résultat concernant l’opérateur a qui peut présenter un intérêt indépendant;
c’est le Théorème VI.9.

Soit a, 0  a. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de en,
à frontière a D de classe C2. Soit q un entier, 1  q f une (0, q) forme
appartenant à vérifiant c3 f - 0. Alors, il existe une (0, q - 1)
forme u de G 1 + 1 ~ a ( D ) telle que l’on ai t, dans D,

Lorsque a D a la régularité M. Derridj et D. Tartakov [9] ont établi
l’existence d’une telle solution. Il n’existait pas, à la connaissance des auteurs,
un résultat analoque lorsque â D n’a que la régularité c2. Ceux-ci tiennent à
remercier J. Michel pour leur avoir signalé l’existence des noyaux qu’ils estiment
ici [15].

Les chapitres VII et VIII reprennent des idées et des techniques
précédemment développées dans [5] et [6] et utilisées également par J. Bruna
et J. Ortega [3]. Soit e, 0  e et ~ un sous-ensemble de D n V. On note NE (K)
le nombre minimal de pseudoboules de rayon e dont la réunion recouvre K et
on établit alors le Théorème d’interpolation VIII.4.

Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de en à frontière de
classe C2 et E un sous-ensemble fermé de aD. Soit a, 0  ce  1. S’il existe
une constante L 1, L 1 &#x3E; 0, telle que l’on ait

pour tout r, 0  r  1, et toute boule B, de rayon r, centrée sur D n V, alors,
pour tout jet F de (E), a-plat, il existe une fonction f de A 1 + 1 / « (D)
telle que l’on ait, pour tout entier k et tout ~ de E,

La restriction imposée à a, 0  a  1, est naturelle ici car, un ensemble

d’interpolation pour étant aussi un ensemble de non-unicité pour la
classe, il importe que celle-ci soit non-quasi analytique.
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Lorsque D est le disque unité du plan complexe (la) n’est autre que la
condition nécessaire et suffisante établie par E.M. Dyn’kin et S.V. Hruscev

[11] pour que E soit un ensemble d’interpolation pour Dans

1, pour A°° (D) ou on ne connait de caractérisations
des ensembles d’interpolation que lorsqu’ils sont situés le long de courbes
suffisamment régulières transverses en chaque point à l’espace tangent complexe.

Les auteurs tiennent enfin à mentionner que des classes de Gevrey non
isotropes différentes ont été introduites pour étudier la régularité des opérateurs
différentiels. On peut se référer par exemple aux travaux d’O. Liess et L. Rodino
[14] ou de M.S. Baouendi et C. Goulaouic [17].

Ces résultats on été annoncés dans une note [7].

CHAPITRE 1

Définition des classes de Gevrey non isotropes 

1. - Soit D un domaine borné de à frontière â D de classe C2 . D est

donc défini par la donnée d’une fonction r de classe C2 dans un voisinage de
D, l’adhérence de D telle que

Pour z dans un voisinage convenable V de a D, on note e,, le vecteur
unitaire de la normale menée de z à aD, orienté vers l’extérieur.

On a la décomposition orthogonale complexe

On note (.,.) le produit hermitien 1 la norme associée et pour tout
z dans D, d ( z, aD) = E On définit

(1.3) II1,z la projection orthogonale complexe sur 

(1.4) II1/2, z la projection orthogonale complexe sur TJ

et, pour tout z de D et zo de D n V, la pseudodistance de z à zo,

On note ~z E D; p(z, zo)  s), pour tout e &#x3E; 0, la boule de centre

zo et de rayon e.



619

Pour x réel, on désigne par 11 x 11, la partie entière de x. Dans l’identification
entre en et IR 2n, on représente z = (2?i, ,~) par x - ( x 1, ~ ~ ~ , où

2. - NOTATIONS. Soit f une fonction de classe C°° dans D et z un point de
D. On note, pour k entier, la k-ième dérivée de f au point z considérée
comme k-forme R-linéaire symétrique de identifié à (R2n)k, dans C.

De là, si on fait choix d’une base réelle de identifié à on

a, si k est un entier, V1, ... , ek, k vecteurs de Tz (C n )~R2n f une fonction de
classe C°° dans D et z un point de D

la somme portant sur toutes les applications u de [1, ] dans [1,..., 2n~ ] et

Vi1j désignant la j-ième composante réelle de i1.ï dans la base choisie.
Si on note ek le multi-vecteur (il, ... , il) où à est répété k fois, on a donc

On note, pour h 1, ~ ~ ~ , h8 des entiers et Vl, ...7v8 des vecteurs de BC n,

et, pour tout multi-indice .K = ( l~l , ~ ~ ~ k2n) de longueur

3. - DÉFINITION. Soit a un réel, 0  a. Une fonction f appartient à la
classe de Gevrey isotrope si et seulement si f est de classe C °°

dans D et s’il existe des constantes Ci et 0,62 &#x3E; 1 telles que, pour
tout z de D et tout h-uple de vecteurs dh) unitaires, on ait

4. - DÉFINITIONS. Soit a un réel, 0  a.

DÉFINITION (a) - Une fonction f appartient à la classe de Gevrey non
isotrope n V) si et seulement si f est de classe C°° dans D n V 

,

et s’il existe des constantes Ci et C2, Cl ~~ 0, C2 &#x3E; 1 telles que, pour tout z 
’
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de D n V, tout triplet d’entiers (1, m, p) , tout vecteur unitaire à tout

vecteur unitaire w de Tc, on ait

DÉFINITION (b) - Une fonction f appartient à la classe de Gevrey non
isotrope si f est de classe C°° dans D n V et s’il existe
des constantes Ci et 0, C2 &#x3E; 1 telles que, pour tout z de D n V,
tout couple d’entiers (h, k), tout h-uple de vecteurs unitaires (Si, tout

A &#x3E; 1, et tout k-uple de vecteurs unitaires ( b 1, ~ ~ ~ , bk ) vérifiant pour tout

j = 1, " ’ 1~, ~ ~vz, b3 ~ ~  on ait

aNI 
DÉFINITION (c) - Une fonction f appartient à la classe de Gevrey

Gf-f.1/a (DnV) si et seulement si f est de classe C°° dans D n V et s’il existe des
constantes Ci et C2, 0, C2 &#x3E; 1 telles que, pour tout couple d’entiers (h, k),
tout h-uple de vecteurs ( â 1, ~ ~ ~ , â~ ) vérifiant 1, j = 1, ~ ~ ~ , h, tout A &#x3E; 1

et tout k-uple de vecteurs (61, hk) vérifiant pour tout j = 1, ... 1~, ~  1 et

 ~1d(z, âD) 1~2, @ on ait,

5. - PROPOSITION. Les définitions (a), (b) et (c) sont équivalentes.

PREUVE. Clairement (c) implique (b). On se propose de montrer que (b)
implique (a). Dans le cas d(z, &#x3E; 1, on a, si v et w vérifient les hypothèses
de (a), II~~’ 1 - ~, - _",1 Jr) ~ II~~’ 1 - ..i - _",1 il.,

et donc, d’après (b),

ce qui implique (a) d’après (2.3) puisque D est borné.
Si maintenant d(z, aD)  1, alors on écrit

Il existe un E  2, tel que le vecteur h défini par
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soit unitaire. De là, en utilisant la R-multilinéarité de la dérivée, on a

On a

et donc

avec A = 1.

On a alors, d’après (b),

ceci établit (a).
On montre maintenant que (a) implique (c). On considère un h-uple de

vecteurs ah ) vérifiant 1 di 1  1, j = 1... h, et un k-uple de vecteurs
(61, ... bk~ vérifiant pour j = 1~ ... ~~ 1 Èj 1  1 et 1 (vz, hi) 1  Ad(z, aD) 1/2 pour
un certain A, A &#x3E; 1.

On pose 1 k, et on décompose chacun des vecteurs

On pose avec Ui1l et û$ ,1 ~ 2 unitaires.
On a alors

où u parcourt l’ensemble des applications de dans et où on

note On a, par hypothèse,
pour tout

et donc

On utilise maintenant un résultat de [4, page 88].
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Il existe une constante absolue C &#x3E; 0 telle que l’on ait, pour toute s-forme
R-multilinéaire symétrique sur JR 2n à valeurs complexes, notée L,

On a donc

On utilise (a) pour majorer

avec

et p = card

Ona~ et donc

On déduit de là, en utilisant

On a donc établi (c).

6. - REMARQUE. Si f appartient à ou à toutes

ses dérivées se prolongent à a D et y vérifient les mêmes estimations.

7. - PROPOSITION. D ) sont des algèbres,
invariantes par dérivation.

PREUVE. Il s’agit là d’un résultat classique pour les classes de Gevrey
isotropes. On utilise la définition (a) pour établir la proposition pour les classes
de Gevrey non isotropes.
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CHAPITRE II

Définitions de et propriétés relatives

Dans ce chapitre et le suivant, les constantes Ai, i G N, ne dépendent que
de a et de la géométrie du domaine.

1. - DÉFINITIONS. Soit 0. un réel, 0  a.

DÉFINITION (a) - Une fonction f appartient à si et seulement
si f est holomorphe dans D et appartient à c’est-à-dire, d’après
(1.3.1), s’il existe des constantes Ci et C2, 0, C2 &#x3E; 1 telles que, pour tout
z de D et tout h-uple de vecteurs unitaires on ait

DÉFINITION (b) - Une fonction f appartient à si et seulement
si f est holomorphe dans D et s’il existe des constantes C1 et C2, 0 et

C2 &#x3E; 1 telles que, pour tout entier h, tout z de D et tout vecteur unitaire v de
CI, on ait , - 1- - ,

DÉFINITION (c) - Une fonction f appartient à si et seulement
si f est holomorphe dans D et s’il existe des constantes Ci et 0 et

C2 &#x3E; 1 telles que, pour tout z de D et tout multi-indice .H = (h 1, ... , hn ) de
longueur h = h 1 + ~ ~ ~ ~ hn, on ait

2. - PROPOSITION. Les définitions (a), (b) et (c) sont équivalentes.

PREUVE. Il s’agit là d’une conséquence d’un résultat de [4, page 88] déjà
utilisé dans la preuve de la proposition 1.5.

3. - PROPOSITION. Il existe V voisinage convenable de â ~ tel que l’on ait

PREUVE. Il existe un voisinage V de a D, un compact W de D et des
constantes strictement positives Ao et Ao  1, Ai &#x3E; 1 telles que, pour tout z
de D n V, il existe zo dans W, zo = z - Aoez avec ao &#x3E; 0 tel que les propriétés
suivantes soient vérifiées

(3.1) le segment Izo, z] est inclus dans D,
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pour tout vecteur unitaire wz de

est compact dans D,

Il s’agit là d’une conséquence du fait que D est un ouvert connexe borné à
frontière de classe C2.

Soit donc f une fonction de n V). Soit z un point de D n V.
Alors, pour tout entier j et tout ~ de [zo, z], on peut appliquer la formule de
Cauchy à la fonction holomorphe sur le polydisque

Je

On a alors, pour tout triplet d’entiers ( j, h, p ~ , tout ~ de [zo, z] et tout vecteur

unitaire tez de Tz

al+m+pfPour estimer a w p ( z )’ pour tout triplet d’entiers (l, m, p) et tout
x 

m 

z
vecteur unitaire tez de on utilise la formule de Taylor avec reste intégral le
long de zo , z ~ à l’ordre k. On a donc

où ~ ( t ) est le point défini par ~ (t) = zo + R +.
On se propose maintenant de majorer chacune des deux expressions El

et E2 figurant dans le membre de droite de l’inégalité (3.5).
Pour majorer El, on utilise (3.4) avec j = 0, h = ~ + m + s et ~ = zo.
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et donc, d’après (3.3),

Ainsi, si on note A2 = 2A1Aül, on a

On majore maintenant E2 en utilisant à nouveau (3.4) avec j

et donc, en utilisant à nouveau (3.3),

Ainsi, donc, si on choisit i on a

et donc

Si f appartient à Al+1/a (D), on a
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et donc

avec

En reprenant (3.6) et (3.7), on déduit qu’il existe une constante ~3, A3 ~ 1,
telle que l’on ait, pour tout z de V n D, pour tout multi-indice ( ~, m, p ) , pour
tout vecteur unitaire Wz de Tc

Ceci, compte tenu de la C-linéarité de établit l’appartenance
de f à

CHAPITRE III

Dérivées et polynômes de Taylor non isotropes

Dans tout ce qui suit f désigne une fonction de classe C°° sur D n V, à
valeurs dans C.

1. - DÉFINITION. Soit z un point de D n V. Soient j et k deux entiers,
( v 1, ~ ~ ~ , Vj) des vecteurs de R 2n. On appelle dérivée non isotrope d’ordre
j et de poids k de f au point z et on note

où T parcourt l’ensemble -des applications de 1, ~ ~ ~ , j ~ dans [!, 1] ] telles que

2. - REMARQUE. Si j  k, on et si

3. - DÉFINITION. Soient k un entier, ~ dans DnV et z dans C"B on appelle
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polynôme de Taylor non isotrope de poids k de f au point ~ et on note

z - ~ étant ici, considéré comme vecteur de 

4. - LEMME [3, page 17]

5. - NOTATION ET REMARQUES.

En tout point e de D n V, on désigne par ( éj: s ) j=-1, .. , 2n une base

orthonormée de telle que (fi,, ) , 1 = 3,..., 2 n, engendrent T~ et é 1, s , é 2 , s
engendrent avec = vs .

On notera xs (z) le système de coordonnées réelles représentant le vecteur
z - ~ dans la base (fi, , ) , 1 == 1, ... , , 2n.

Soit J = (ji, J2n) un multi-indice dans On note la longueur de
.J il -~.... + J2n et on pose J! = ji! ... J2n!.

On note également le poids de J par w ( J)

Pour tout on note

Dans ce système de coordonnées, on a, pour tout entier k, pour tout
et pour tout z de en,

6. - On note 6 un nombre réel plus grand que 1 et que le pseudodiamètre
de D, c’est-à-dire ici la borne supérieure des p(z, ~), z E D, ~ E D n V.

LEMME. Il existe une constante A6 , A6 :~&#x3E;- 1 telle que, pour tout ~ de V n D,
tout r, 0  r  6, tout t de en vérifiant p(t, ~) :5 r, tout h-uple de vecteurs
~ v1, ~ ~ ~ , Vh) de norme inférieure à 1, tout k-uple de vecteurs ( zv 1, ~ ~ ~ , tek) de
norme inférieure à 1, on ait
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et

Si les vecteurs tei, i = 1,..., k vérifient la propriété suivante: il existe
A &#x3E; 1 tel que, l’on ait

alors, on a, si ~ 

Si on a, à la fois,

alors, on a, si

PREUVE. Soit Q un multi-indice de longueur q, on a clairement

et donc

Si Q &#x3E; J ou bien si Q n’est pas comparable à J pour la relation d’ordre
sur les multi-indices, on a

On note et on décompose chaque vi; dans la base
et
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la sommation étant faite sur toutes les applications or de [ 1, ... , h ~ 1~~ dans
[1,...~].

On note

On a

De (6.5), (6.6) et (6.7) on déduit clairement (6.1) et (6.2).
On a plus précisément si, pour tout i

et donc en utilisant (6.8)

et donc

Ceci établit (6.3) si on a i
Si w (J)  h + ~, pour établir (6.4), on décompose chaque vecteur i1.ï

On a alors

la sommation portant sut toutes les applications r de

On a, pour
, 1 &#x26;

et, pour
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Donc, tous les termes de la somme figurant dans (6.9) ont en facteur
sauf un

mais ce terme correspond à des multi-indices de dérivation Q de poids
w ( Q ) - h ~ 2 . Or on a h + 2 &#x3E; w ( J ) et donc ce terme est nul d’après
(6.6). On a donc

ce qui donne (6.4) si h + k  j.

7. - THÉORÈME. Il existe une constante A7 &#x3E;_ 1 telle que, pour toute
fonction f de (V n D), tout zo de aD, tout z de D n V et tout p entier,
on ait,

et, de plus,

pour tout couple d’entiers (h, k) vérifiant h + ~  p, tout A &#x3E; 1 et toute famille
de vecteurs V1, ..., Vh+k de norme inférieure à 1 vérifiant la propriété:

La preuve du théorème nécessite un lemme géométrique.

8. - LEMME. Il existe des constantes As, A 1 o et A 11 strictement

positives, A8 :5 1, Ag ~~ 1, 1, A1l  1 telles que, pour tout zo de 9D, tout
d, 0  d  As et tout z de D n V vérifiant p (zo, z)  d, le chemin linéaire par
morceaux formé des trois segments

soit inclus dans z} ] n B (zo, A 10 d) et vérifie les propriétés suivantes:
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9. - REMARQUES. 1 ° ) On déduit du Lemme 8 qu’il existe une constante
A12 &#x3E; 1, telle que si tuo est un vecteur de Tzo de norme inférieure à 1, on ait,
pour tout ~ de "12,

2° ) De même, il existe une constante A 13 &#x3E; 1 telle que si te est un vecteur de
norme inférieure à 1 vérifiant

on ait, pout tout ~ de

10. - PREUVE DU THÉORÈME 7. On note ;0 le vecteur unitaire sur z2 , z ~
dirigé de Z2 vers z. Par définition de 73 le vecteur ;0 appartient à CC iJzo. Si Z2
est confondu avec z alors on prend pour la un vecteur unitaire quelconque de
Cvzo.

De même on note Jo le vecteur unitaire sur [Zl, Z2] dirigé de z 1 vers Z2.

Par définition de "12, Jo appartient à Si z1 est confondu avec Z2, on prend
pour io un vecteur unitaire quelconque de 

on pose g(z)=f(z)-
Soit (h, k) un couple d’entiers quelconques, vérifiant h + ~  p et

à = une famille de vecteurs vérifiant la propriété (7.3). Pour
estimer on lui applique la formule de Taylor le long de "13 à
l’ordre t où t est choisi tel que l’on ait

On a

On se propose maintenant d’estimer On a
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D’après la définition de et (6.1 ), on a aussi

On a donc

et ainsi

Mais compte tenu de la définition (10.1) de t, on a toujours

On conclut ainsi

Pour estimer la somme intervenant dans (10.2) on applique la formule de
Taylor à le long de 72. On a

avec

où qt est choisi tel que

On estime en utilisant les idées qui ont servi précédemment à estimer
R 1 et en remarquant que l’on a non seulement, pour tout ~ de ~2.

mais aussi, d’après (9.1),

On a alors
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et

On conclut donc

mais, ici encore, compte tenu de la définition de qe en (10.5) on a

On conclut donc

On rassemble (10.2), (10.3), (10.4) et (10.6) pour écrire

avec

Compte tenu des définitions (10.1) et (10.5) de t et qt, on a

Pour estimer cette somme double, on décompose chacun des vecteurs

. On a

On pose unitaires.

Pour et donc

On a donc
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où 0’ parcourt l’ensemble des applications de dans [ et

où on note

On déduit de 1
1 = .

que

On va étudier dans la somme portant sur u celles des applications 0’ pour

lesquelles on a Ê + 2 + cv (Q) &#x3E; p. En effet, pour elles, on a

et donc

or, quel que soit 0’,

et donc

On a donc

De là, pour les applications 6 qui vérifient É + f.J) (0’) &#x3E; p on peut écrire

avec r entier positif ou nul.
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On a alors et aussi, puisque Ê

De ces inégalités, on déduit

et donc

Ainsi, en reprenant ( 10.10), on a donc, pour les applications Q vérifiant
A"""" Il 1

Ceci permet d’écrire en reprenant (10.7) et (10.8) et en ne gardant dans la

sommation que les applications u qui vérifient t + 2 +  p.

où S est { . avec

Pour estimer les dérivées intervenant dans la somme figurant dans ( 10.11 ),
on applique la formule de Taylor sur le segment 1 z, 

On a

où s(1 est l’entier qui vérifie
De la définition de on déduit que l’on a

pour



636

Ensuite, en reprenant les idées utilisées pour la majoration de on a

mais on a et, en utilisant (10.9),

on conclut

De là, on a

et donc, en reportant (10.13) dans (10.12), puis dans ( 10.11 ),

On a donc établi (7.2) en utilisant le Lemme 8 dans le cas où p(zo, z) :5 A8.
Dans le cas où p(zo, z) &#x3E; A8, l’estimation (7.2) est immédiate à partir des
définitions en utilisant le Lemme 6.

11. - PROPOSITION. Pour tout zo de a D, tout entier p et tout fonction f
de classe C°° dans V n D, f est l’unique polynôme Q en z - e considéré
comme vecteur de de degré inférieur ou égal à 2p tel que l’on ait

PREUVE. Il suffit comme dans [3] d’écrire le polynôme Q en coordonnées
locales.
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CHAPITRE IV

Partitions de l’unité non isotropes

Les constantes, e N, intervenant dans ce chapitre ne dépendent que
de a et de la géometrie du domaine.

1. - DÉFINITIONS. Soit a un réel, 0  a.

On note, pour tout r &#x3E; 0,

et

On vérifie aisément que la fonction k - est décroissante pour k  N(r),
puis croissante pour k ~ N(r) et qu’il existe ro  1 tel que, pour tout

r, 0  r  ro, on ait

et

On utilisera également le fait qu’il existe une constante a, 0  À  1 telle que,
pour tout r, 0  r  ro, on ait

2. - LEMME [9]. un réel, 0  (3. Il existe une constante telle

que, pour tout e &#x3E; 0 et tout t &#x3E; 1, il existe une fonction de 

vérifiant

tout entier j et tout vecteur unitaire
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3. - LEMME. Soient a et k deux réels, a &#x3E; 0, k &#x3E; 1. Il existe une constante
B &#x3E; 0 telle que pour tout zo de V n D, pour tout 1] &#x3E; 0 et pour tout r, 0  r  1
il existe une nction 0 de (D n V) vérifiant

pour tout z de V n D, tout triplet d’entiers (Ê, m, p), tout vecteur v unitaire de
C vz et tout vecteur w unitaire de Tz .

PREUVE. Soit zo un point de V n D. On pose

où

et

Les projections Il,/2.,, et ont été définies en (1.1.3) et (1.1.4), la boule
B(zo, r) en (1.1.5). 

’

Les propriétés a), b) et c) sont clairement vérifiées compte tenu du lemme
2 et de la définition (I .1.5 ) .

Pour établir d), on procède en deux étapes. On montre d’abord qu’il existe
une constante B1 telle que l’on ait

pour tout z de B (zo, k r), tout triplet d’entiers (~,m,p), tout vecteur Go unitaire
de C vzo et tout vecteur wo unitaire de 

Pour cela, on écrit

On évalue séparément chacun des facteurs du produit.
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Soit

On a, d’après (3.3) et d) du lemme 2,

De là, en utilisant les inégalités

on a

De plus, pour tout 1, on a, en utilisant la définition de l’exponentielle

ce qui permet de conclure

On considère maintenant

On a, d’après (3.2) et d) du lemme 2,

De là, en utilisant (3.5), (3.6) et (3.7), on conclut
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et donc

Ceci, quitte à changer ’1 en a1/a’1, établit la majoration (3.4).
On se propose maintenant, compte tenu de (3.4), de majorer

pour tout z de B ( zo , kr) n V n D, tout triplet d’entiers (.~, m, p), tout vecteur il
unitaire de C iz et tout vecteur w unitaire de Pour cela, on remarque qu’il
existe une constante B3 ne dépendant que de la géométrie du domaine D telle
que, pour tout z de B (zo, kr) n V n D, tout vecteur il unitaire de CiJz et tout
vecteur w unitaire de si on écrit

avec 1 dans dans 1 on ait

Compte tenu de la R-multilinéarité de dl+m+p et du résultat de [4, page 88],
en reprenant des techniques déjà développées dans les précédents chapitres, il

suffit, pour majorer (3.8), de majorer des termes de la forme

où est un vecteur unitaire de « , un vecteur unitaire de

Te Il m’, PI l" mil p" des entiers tels queZOI 1 , , , ,

r%- -

et donc

On déduit de là, d’après (3.4),

et donc
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ce qui établit l’affirmation d) du lemme, quitte ici aussi à changer "1 en 

où B4 est une constante absolue.
Puisque D est borné, on déduit de d) que e appartient à D n V).

4. - PROPOSITION [8]. Il existe des constantes k, a, b et M strictement

positives, a  1, b &#x3E; 1, k &#x3E; 1, M &#x3E; 1, telles que si E est un sous-ensemble fermé
de aD, il existe une famille de boules ri»iEN vérifiant les propriétés
suivantes

b) si z appartient à une boule B (zz , kri) n V n D, on a, à la fois,

et

où &#x3E;

c) pour chaque j, la boule B(zj, ne peut couper plus de M boules
distinctes de la famille {B (z=, 

5. - PROPOSITION. Soit a un réel, 0  a. Il existe des constantes B5 et
B6 strictement positives telles que, quel que soit 0, il existe une famille
de fonctions appartenant à (V n D) vérifiant les propriétés
suivantes:

d) pour tout triplet d’entiers (.~, rn, p), tout i, tout z de (V n D)BE, tout
vecteur unitaire v de et tout vecteur unitaire tE de 

PREUVE. Soit k fixé vérifiant la proposition 4. Il existe, d’après le lemme
3, une constante B telle que, quel que soit ri &#x3E; 0, à la suite introduite
dans la proposition 4, on associe une suite de fonctions ~_,,~ de 
vérifiant
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si z appartient à j i

si z n’appartient pas à 1

pout tout triplet d’entiers (Ê, m, p), tout i, tout z de V n D, tout vecteur à

unitaire et tout vecteur w unitaire de 7~.
On pose

Les fonctions appartiennent à vérifient clairement les
affirmations a) et b) de la proposition 5.

De plus, on a,

et

Donc, si z E ( ~ ~1 D)BE, il existe i z tel que z appartienne à riz) et donc
tel que la fonction soit égal à 1 en ce point. De là, on déduit

Ceci établit c).
Pour prouver d), on remarque que, pour tout i, dans l’expression définissant
il y a au plus M facteurs différents de 1, ceci se déduit de la propriété

(4.c) du recouvrement et de (5.3). De là, en appliquant la règle de dérivation
d’un produit, on déduit de (4.b) et de (5.4) qu’il existe des constantes ~5 et B6
telles que l’on ait, pour tout r &#x3E; 0, tout triplet d’entiers (1, m, p) , i tout i, tout z
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de V n D, tout vecteur il unitaire de Ce, et tout vecteur te unitaire de T~

Ceci établit d).

CHAPITRE V

Jets non isotropes et théorème d’extension

Dans tout ce chapitre, les constantes Di, i &#x3E; 1, ne dépendent que de a et
de la géométrie du domaine.

1. - DÉFINITION. Soit E un sous-ensemble compact de aD. Un jet F sur
E est la donnée d’une de k-formes R-linéahes,
symétriques, de (C~ n ~ k dans C dépendant continuement du paramètre ~.

Pour tout jet F, tout ~ de E et tout entier p, on définit, en reprenant les
notations de (111.5), le polynôme de Taylor de F non isotrope TtF, pour tout
z de par

On peut remarquer que l’on pourrait écrire une définition intrinsèque de
analogue à celle donnée en (1.3).

Dans la suite, on note, pour simplifier l’écriture, pour tout multi-indice J,

2. - DÉFINITION. Soit a un réel, 0  a. Un jet F sur E appartient à
la classe de Gevrey non isotrope s’il existe des constantes Cl et

C2, 0, C2 &#x3E; 1 telles que

a) pour tout ~ de E, tout couple d’entiers (h, k), tout vecteur unitaire e
de Ce,, tout vecteur unitaire te de Tc, on ait

b) pour tout couple (~, z) de E x E, tout entier p, tout couple d’entiers
(h, I~ ) vérifiant h + ~  p, tout vecteur unitaire il de C ez, tout vecteur unitaire
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on ait

3. - REMARQUE. Si f appartient à alors

est un jet appartenant à Dans ce chapitre , on s’attache à obtenir
une réciproque à cette remarque.

4. - LEMME. Soit 0. un réel, 0  a. Il existe une constante Dl telle que,
pour tout jet F appartenant à (E), tout entier p, tout couple d’entiers
(h, k) vérifiant h -~- 2 &#x3E; p, tout zo de E, tout z de D n V, tout vecteur il unitaire

de C vx, tout vecteur te unitaire de on ait

PREUVE. Il existe une constante D2 &#x3E; 1 ne dépendant que de la géométrie
du domaine telle que l’on ait

On a alors d’après (III 6.4), pour tout multi-indice J tel que

De là, en utilisant l’écriture ( 1.1 ) et la définition (2.1 ), on a

Ceci établit clairement (4.1 ).

5. - LEMME. Soit a un réel, 0  ce. Il existe une constante D3 &#x3E; 1 telle

que, pour tout jet F appartenant à tout entier p, tout couple (zo, z1 )
de points de E, tout z de D n V, tout vecteur v unitaire de tout vecteur

w unitaire de Tz, tout couple d’entiers (h, k), on ait:
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PREUVE. On écrit le développement de Taylor de la fonction
au point zo. On a

On note ~i le premier terme de la différence et S2 le second.

On a, en utilisant le lemme 111.6 et la définition (2.2), si h -I- 2  p

et donc, toujours si

Si, maintenant

et donc

On estime maintenant le deuxième terme. On a, si h + k/2  p, en utilisant
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et, de là, puisque

et, si ; ’,

donc

Le lemme se déduit de (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4).

6. - DÉFINITION. Soit E un sous-ensemble fermé de aD. Quel que soit z
appartenant à V n D, on note z un point de E vérifiant p(z, z) = p(z, E).

7. - PROPOSITION. Il existe des constantes D8 , Dg et D10, supérieures à 1,
telles que, pour tout sous-ensemble E compact de a D, tout jet F appartenant

(E) vérifiant (2.a) et (2.b), toute constante L &#x3E; max(2, D8, C2), tout
z n D vérifiant 0  p (z, E)  le polynôme F vérifie
la propriété suivante:

pour tout triplet (Ê, m, p) d’entiers, tout vecteur unitaire il de C vz et tout
vecteur unitaire tE de on a

et, si
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N.B. a) ro et N(r) ont été définis dans IV,l.

b) la notation signifie que l’on a dérivé le

polynôme t --~ défini en ( 1.1 ) par rapport à v, h fois et 

fois, puis que l’on a évalué cette dérivation au point z.

PREUVE. Pour simplifier l’écriture, on pose

De la définition du polynôme de Taylor non isotrope, on déduit

Compte tenu du Lemme 111.6 on a

On note E 1 et S2 les deux sommes intervenant au second membre de



648

De là, en utilisant (IV. 1.5), puisque l’on a p ( z, E)  et en remarquant
que le nombre de multi-indice Q de même poids w (Q) est majoré par 
on a

On isole dans la somme figurant à droite les termes correspondant à c
et w (Q) = w (J) + 1~2. On a

Pour les w (Q) intervenant dans la somme de (7.4), on a

et donc d’après les propriétés de N ( r) défini en (IV 1.1 )

On déduit de là, puisque l’on a

On utilise (7.5) pour majorer (7.4)

De là, si on a

on obtient
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On estime maintenant le deuxième terme de (7.3). On a

On a donc, d’après (7.6) et (7.8),

ce qui achève la preuve de (7.1). 
2NIL.-,]Pour établir (7.2), on sépare la somme définissant en trois

sommes. On écrit, si Ê + p/2  2N[L, z],

et de là, on a, pour tout couple (1, p) d’entiers vérifiant l+ p/2  2N[L, z], tout
vecteur unitaire v de C iz et tout vecteur unitaire w de T~ ,

On utilise alors le lemme 111.6 et les calculs développés précédemment
pour conclure

Pour contrôler Es, on écrit
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et, on a, comme dans la preuve du lemme 4,

Pour chaque multi-indice Q intervenant dans la somme 2:3 on a

On remarque tout d’abord que dans chacun des termes de cette somme vérifiant

(~, 0, 0, p~ il y a p (z, E) 1/2 en facteur. On a donc, en utilisant
le lemme 111.6,

Ensuite, en reprenant la preuve des estimations III 6.5 et III 6.6, dans le cas
où J est différent de Q, on vérifie que, si on note q la longueur de Q, on a

On remarque enfin que, = ne dépend pas de z et que l’on
peut remplacer les termes correspondants dans (7.12) par On obtient

alors

On a, pour tout entier s et tout s -uple de vecteurs t 1, ... , t e ) , 1

et, pour tout couple d’entiers (h, k). tout h-uple de vecteurs de «

et tout k-uple de vecteurs de
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On a donc, en reprenant (7.13) puisque

De (7.10), (7.11) et (7.14), on déduit l’estimation (7.2).
8. - THÉORÈME D’EXTENSION. Soit F un jet sur E appartenant à

(E). Il existe une fonction 1 appartenant à telle que
l’on ait, pour tout entier k et tout ç de E,

De plus, on peut construire 1 nulle sur 

PREUVE. Soit n et L deux réels strictement positifs. On considère la famille
de boules E N, construite dans IV.4 et la famille de fonctions 
construite dans IV.5.

On pose, pour tout z de (D n V ~ ~E,

Pour tout choix de n et de L, la fonction Il est clairement de classe C°°
sur On va montrer que l’on peut choisir L et r en sorte qu’il existe
des constantes D26, D27 et e, strictement positives, D26 &#x3E; 1, telles que, pour
tout triplet d’entiers (1, m, p), pour tout z de (D n V) E vérifiant p ( z, E )  e,

pour tout vecteur unitaire v de C ez et tout vecteur unitaire w de on ait

Les constantes Ci et C2 figurant ici sont celles qui interviennent dans les

inégalités (2.1) et (2.2) portant, par hypothèse, sur le jet F.
Pour simplifier l’écriture, on utilise à nouveau les notations



652

On a donc, pour tout z de

et, de là, en utilisant les propriétés (IV.4.c) et (IV.5.c),

On va maintenant considérer, pour i’, rn’, p’ et i fixés, l’expression

sachant que z appartient à la boule On écrit alors

avec
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Estimation de El
Il suffit d’étudier le cas . On utilise le Lemme 5

On note maintenant
On note également

Puisque z appartient à la boule il existe, d’après (IV.4.b) une constante
K &#x3E; 1 telle que l’on ait

On a donc si w (J)  2N;

On va utiliser les inégalités suivantes

et, à condition de supposer,

On a donc
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et donc, puisque Lbp(z, E)  ro implique p(z, E)  1, on obtient, en utilisant
de plus IV.4.b,

Si on impose maintenant

on a

ceci achève le cas w (J)  
On considère maintenant le cas w(J) &#x3E; et j  
On a, en reprenant (8.6) et les idées précédentes

Mais, en utilisant IV.1.3, on a, puisque Log L &#x3E; 1

et donc

On a donc, dans tous les cas,

Estimation de E2
On a donc ici à dériver un polynôme

dont les monômes sont de poids o;(Q), vérifiant

d’après (IV.1.5) et (IV.4.b), puisque l’on a supposé
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On a alors, en reprenant les calculs faits dans la preuve de la Proposition 7,

On écrit

On majore d’abord S’l.

En isolant, comme dans la preuve de la proposition 7, les termes, s’il existent,
correspondant à w ( J) et w ( J) + 2 et en remplaçant la sommation sur Q par la
sommation sur les demi-entiers w(Q), on a, comme en (7.4),

D’après IV .1, on a

et donc, puisque

On a aussi
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Ces inégalités permettent de majorer le deuxième terme de la somme
figurant dans (8.9) par

où le premier terme n’existe que si a;(J) &#x3E; 2 N ~ L b, z ~ ; on utilise alors les

inégalités

On conclut alors, en supposant

que l’on a

On se propose maintenant de majorer E’. On a, comme en 7.7,

et donc

De la, comme plus haut, on a, puisque S’ 2 n’existe que si

On déduit donc de (8.10) et (8.11)

On a donc, pour tout L vérifiant

si on note
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pour tout triplet d’entiers (£1, m’, p’), pour tout entier i, pour tout z appartenant
à B(z; , n (.D n et vérifiant p(z, E)  e, pour tout vecteur unitaire v
de Ce_,, et tout vecteur unitaire tu de Tz

De là, en utilisant (8.2), (IV.4.c) et (IV.5.d), on a

L étant fixé, vérifiant (8.12), on choisit tel que l’on ait

c’est-à-dire

Alors il existe des constantes D26 , D2? et e ne dépendant que de a et de
la géométrie du domaine telles que, pour tout triplet d’entiers ( ~, m, p ) , tout z
de vérifiant p ( z, E)  e, tout vecteur unitaire v de CiJz, tout vecteur
unitaire te de on ait (8.1). Puisque d’après (8.12) on a L &#x3E; DgC2, on a à
la fois les inégalités (8.1) et (7.1). En conséquence, pour tout z de (V n D ) B E
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vérifiant p (z, E)  fi, tout triplet d’entiers (l, m, p), tout vecteur unitaire il de

C iJz et tout vecteur unitaire tE de Tz , on a

En utilisant les idées du chapitre IV on peut construire une fonction X
appartenant à n D), valant 1 dans un voisinage ouvert W de E dans
V n D et nulle si p (z, E) &#x3E; fi. La fonction 1 définie par 1 = appartient
alors à (V n D). 

Lb

On déduit maintenant de (8.1) et de (7.2) que, pour tout couple d’entiers
(l, p), tout z de D n V dans un voisinage de E dépendant de l et de p, tout
vecteur il unitaire de tout vecteur w unitaire de on a

où C est une constante dépendant de l, p, Cl, C2, a et de la géométrie du
domaine.

Soit alors zo un point de E, (1, p) un couple d’entiers, eo un vecteur
unitaire de CiJzo et wo un vecteur unitaire de Dans un voisinage ouvert 0
de zo dans D n V on peut définir des fonctions continues z et z - tez
de telle sorte que, pour tout z dans appartienne à Tz et que
l’on ait vzo - t3o et wzo - wo.

On a alors

De là, on conclut, en utilisant (8.14),

Ceci achève la preuve du théorème 8.
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CHAPITRE VI

Solution de l’ équation au = f dans les classes de Gevrey isotropes

Les constantes i intervenant dans ce chapitre ne dépendent que
de 0. et de la géométrie du domaine.

1. - Dans ce chapitre et les suivants, D est un domaine borné strictement
pseudoconvexe de à frontière a D de classe C2 .

Pour ce, a &#x3E; 0 et q entier, 0  q :5 q, désigne l’ensemble des
(0, q ~ formes dans D dont les coefficients appartiennent à (D) [1.3].

2. - REMARQUE. Si u appartient à (D), les dérivées des coefficients
de u se prolongent à 9D et y vérifient les estimations 1.3.1.

3. - LEMME [13]. Il existe un voisinage U, de D, un voisinage V1 de 9D,
Vl c U, et une application w de classe Cl de U, x Vl dans en vérifiant les
propriétés suivantes:

a) pour tout ~ de V1, w est holomorphe en z dans U1,

b) il existe une constante K1, K1 &#x3E; 0, telle que, si on note

pour tout z dans D et tout ~ dans on ait

4. - DÉFINITIONS ET NOTATIONS. Do désigne un domaine borné à frontière
de classe C°° tel que l’on ait

En suivant [12], on note, pour tout ~

et, pour tout z de D, tout ~ de DoBD et tout À de 0,1 ~ , on pose
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et

r7 et e sont continues sur un voisinage W dans D x en x (0,1] de
D x (Do~D) x ~0, 1~ et, puisque l’on a

on a, au sens des courants, sur W

On note

On a alors

et

5. - PROPOSITION. Soit q un entier, 1  q :5 n et f une (0, q) forme de classe
C°°, à support compact dans Do, vérifiant a f = 0 dans D.

Alors, la (0, q - 1) forme définie dans D par

est de classe C°° dans D et vérifie au = f dans D.
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PREUVE. On déduit aisément de la définition de 6 et du lemme 3 que u
est de classe C°° dans D. 

-

Il reste donc à établir que au = f dans D. On pose

On a, en utilisant (4.4), toujours au sens des courants, sur W

De là, pour tout z fixé dans D, puisque jç f est nulle sur D, on peut
appliquer la formule de Stokes à -1 sur Do x ~0,1 ~ . On obtient donc, pour tout
z dans D,

De (5.2), on tire

On calcule maintenant l’intégrale figurant au second membre de (5.3). On a

On remarque alors

car f est à support compact dans Do.
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On déduit de (4.6)

et de (4.7)

On remarque maintenant que est de bidegré (0, q + 1) en ( ~ , ~ ) et w ( ~ ) de
bidegré (~, 0) en (~, ~) . On ne doit donc garder que les termes de

bidegré (0, n - q - 1) en ( ~, ~ ) . Mais si l’on revient à la définition 
on constate que chacun des termes de cette somme est de bidegré (0, n - 1)
en ( (~, z) , (~, z) ) . Les termes retenus sont donc nécessairement de

bidegré (0, n - q - 1) en ( ~, ~ ) et ( 0, q ) en ( z, z ) . Mais q étant strictement positif
et w holomorphe en z, les termes retenus sont nuls et l’intégrale (5.6) aussi.

On a donc

Par ailleurs, on sait [12] que l’on a, puisque f est à support compact dans Do,
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On en déduit, en utilisant (5.7),

Ceci établit la proposition 5.

6. - REMARQUE. En suivant [13 page 70], on peut écrire l’intégrale

après intégration par rapport à À, comme une combinaison linéaire finie

d’intégrales du type

où gI est un coefficient de la forme est le produit de certaines
des fonctions w j et awj - 1,..., n, k - 1,..., n et ’II 1.8.2 est l’une desdes fonctions wj et 

ask 
k = ij’’’j n et W .. est l’une des

fonctions ~~ - = 1, ... , n. Ici, s est un entier vérifiant 0  s  n - 2.

7. - LEMME. Les ouverts U1 et Vl étant ceux du lemme 3, soient ~1 et

e2 deux fonctions continues sur U, x V1, holomorphes en z dans Ul pour ~
fixé dans Vl. Soient r et t deux entiers et 9 une fonction continue et à support
compact dans Do, nulle sur D. Alors la fonction G définie sur D par

est de classe C°° dans D. Si, de plus, g appartient à alors G

appartient à 

PREUVE. La fonction G est clairement de classe C°° dans D.
Il existe des constantes K2, K3 et K4 supérieures à 1 telles que l’on ait,

pour tout triplet (j, r, t) d’entiers, tout z dans D, tout ~ dans Do~D et tout

vecteur unitaire v



664

L’estimation (7.4) est élémentaire; les estimations (7.2) et (7.3) se déduisent
de la formule de Cauchy et aussi, pour (7.3), de l’inégalité (3.2).

Si g, à support compact dans Do et nulle sur D, appartient à 
alors, en utilisant la formule de Taylor, on montre qu’il existe des constantes
K5 et K6, strictement positives, 1, telles que l’on ait, pour tout ~ de

En utilisant (7.2), (7.3) et (7.4), on déduit alors qu’il existe une constante
K7, .~7 &#x3E; 1, telle que, pour tout entier j, tout vecteur unitaire v et tout z de
D, on ait

Pour tout z de D et tout ~ de Do ~ D, on a

et, il existe une constante H$ strictement positive telle que, pour tout ~ de

DBDo et tout triplet d’entiers ( j, r, t) , on ait

On a donc

ce qui achève la preuve du lemme 4.

8. - LEMME. Soit q un entier, 1  q :5 n, et f une (0, q) forme appartenant
à Alors, la (0, q - 1) forme définie par

appartient

PREUVE. B f est obtenu par convolution de f avec un noyau localement
intégrable. Le résultat est donc immédiat.

9. - THÉORÈME. Soit ce, 0  a. Soit D un domaine borné strictement

pseudoconvexe de en, à frontière â D de classe Soit q un entier, 1  q :5 n,
et f une (0, q) forme appartenant à (D) et vérifiant a f - 0 dans D.
Alors, il existe une (0, q - 1) forme u de G~+ i ~a (D) telle que l’on ait au = f
dans D.
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PREUVE. Il existe un prolongement de f, noté encore f par abus d’écriture,
appartenant à et à support compact dans Do [2]. On applique alors
à f la proposition 5 et les lemmes 7 et 8 pour conclure.

CHAPITRE VII

Théorème de division

Dans tout ce qui suit E désigne un sous ensemble compact de â D et

i des constantes ne dépendant que de la géométrie du domaine, de E
et de a.

1. - Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe à frontière de
classe CI. On sait [5], [13] qu’il existe un voisinage U de D, des constantes
El et E2, 0  El  1  E2 et une fonction H continue sur âD x U vérifiant
les propriétés suivantes

(1.1) pour tout ~ de â D, la fonction z - est holomorphe dans U,
(1.2) Re H ( ~, z ) est strictement positive pour tout (~, z) de a D x D, ~ ~ z,
(1.3) pour tout (~, z) de â D x D, on a

2. - On note, pour tout z de en et tout r &#x3E; 0, P(z, r) le polydisque de
centre z et de rayon r, c’est-à-dire,

3. - LEMME. Il existe des constantes E3, E4, E5, strictement positives,
E3  1, telles que l’on ait

PREUVE. Puisque D est borné, la propriété (3.1) est évidente. Les propriétés
de H impliquent, quitte à diminuer E3, qu’il existe une constante E6, strictement
positive, telle que l’on ait pour tout z de tout w de P ( z, E3 p ( z, E ) ) et

tout ~ de E,
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De là, quitte à diminuer ~3 une nouvelle fois, (1.2), (1.3) et (3.3)
impliquent (3.2). 

’

4. - On note, pour

5. - LEMME. Il existe des constantes E7, E8 et Eg, strictement positives,
telles que, pour tout zo de (V n D) B E, on ait

où

PREUVE. Il s’agit là d’une conséquence immédiate des propriétés de la
pseudodistance p.

6. - Pour tout sous-ensemble E fermé de â D et tout e &#x3E; 0, on désigne
par le nombre minimal de boules pour la pseudodistance p de rayon e
dont la réunion recouvre E. On sait [5] qu’il existe des constantes Elo et E1l,
strictement positives, telles que l’on puisse recouvrir E par des boules dont les
centres sont situés sur E à des pseudodistances mutuelles supérieures ou égales
à e et dont le nombre vérifie

On dira que ces boules forment un e-recouvrement de E.

7. - PROPOSITION. Soit E un sous ensemble compact de a D et a un réel,
0  a  1. On suppose qu’il existe une constante E12 &#x3E; 0 telle que l’on ait

pour tout r, 0  r  1 et toute boule Br de rayon r centrée sur D n V.
Alors, il existe des constantes E3, E14, E15 et E16, strictement positives,

une fonction Sp holomorphe dans D(E3) telles que l’on ait

et

PREUVE. Elle reprend les idées développées dans les preuves de la

proposition 8 de [5] et de la proposition 10 de [6].



667

La condition (la) implique la condition de Carleson, à savoir

ou encore

Pour chaque entier k, (~j. k), j = 1, ... , N2 - k ~ E ) , désigne la suite
des centres des boules Bi1k, i T 1, ... , Nk d’un 2 - k recouvrement de E.

On considère alors la fonction définie dans D par

On a, d’après le lemme 3,

et donc, quitte à réduire E3, en utilisant (7.4), on conclut que p est holomorphe
et, en utilisant (1.2), que Re p est strictement positive dans D B E.

On se propose tout d’abord d’établir l’estimation (7.2). On a, pour tout z
de (DnV)BE et tout w de P ( z, E3 

ce qui donne, en utilisant le lemme 3,

On note, pour tout (~, l~) de N x N,

et, on a
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où card X désigne le nombre d’éléments de X.
Puisque D est borné, il existe une constante E17, E17 &#x3E; 0, telle que, pour

tout z et tout ~ de .D n V, on ait

Pour tout z de (D n V )~E, on note Lz le plus grand entier qui vérifie

On déduit de (7.6)

Pour chaque k, on intègre par parties la somme portant sur t; on obtient

et, en utilisant (7.4),

On échange les sommations et on coupe la somme sur k en deux parties:

c’est-à-dire

avec

Mais, d’après (7.8) et l’hypothèse la, on remarque que, pour tout 1, on a
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et donc

On considère maintenant

Mais ici card Dg,k est majoré par une constante absolue E24; en effet, on
compte dans la boule de centre z et de rayon 2e p (z, E) des points écartés d’une
pseudodistance supérieure à son rayon.

De plus, on a

et donc

De là, d’après (7.10) et (7 .11 ), on déduit que, pour tout z dans DnV)BE et
tout w de p ~z, E) ), on a

Ceci achève la preuve de l’estimation (7.2).
Pour prouver (7.1), on commence par établir qu’il existe une constante
strictement positive, telle que l’on ait, pour tout z de DBE,

Soit z un point de D)E vérifiant p(z, E)  1/4.
Il existe un entier kx &#x3E; 1 tel que l’on ait

On note wz un point de E réalisant le minimum de la pseudodistance
de z à E. Alors, pour chaque k, wz appartient à au moins une boule du
2 - k recouvrement de E dont on désigne par le centre. De la positivité de
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Re H, on déduit que l’on a

On a, de plus, pour tout k e N,

et donc, pour k = k,

On obtient

et on déduit de (7.13), (7.14) et (7.15),

Pour tout z de DBE, tout w de P z, 2013s. p (z, E) et tout vecteur unitaire4

ig, la formule de Cauchy appliquée au polydisque P W, E 3 z, E) , compte4
tenu de (7.2), conduit à

On a donc, pour tout z de et tout w de

et donc, en utilisant (7.16),

Ceci établit (7.1 ) quitte à choisir E3  _.
8. - PROPOSITION. Soit J-j, 0  u  1 et G"" la fonction définie par

Alors G,~ appartient à A1+1/a (D) et est plate sur E.
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PREUVE. Puisque cp est holomorphe dans D (E3), on applique la formule
de Cauchy pour tout z de DBE au polydisque P z, p(z, E) . Il existe2
alors des constantes E36 et E37 telles que, pour tout p, 0  lÀ  1, tout vecteur
unitaire v, tout entier j et tout z de D ~ E, on ait

On déduit de là que l’on a

donc que Gu appartient et est plate sur E.

9. - PROPOSITION. Soit a, 0  a  1. Soit E un sous-ensemble compact
de aD vérifiant la. Soit g une fonction de (D n V) plate sur E. Alors
il existe 0   1 tel que, pour tout ¡.J, 0  ~c  il existe une fonction

de aNI 1 / a (D n V) plate sur E telle que l’on ait

PREUVE. Puisque est définie par

il suffit de montrer que la fonction

appartient à pour u assez petit.
Soit z un point de D n V, il un vecteur unitaire un vecteur de

T~ et un triplet d’entiers (h, k, 1) .
Puisque g est plate sur E, le théorème 111.7 appliqué en tout point zo de

E conduit, pour tout entier p, p &#x3E; h + 

Pour estimer les dérivées successives de la fonction exp pp, on applique,
en utilisant le Lemme 5 et la Proposition 7, la formule de Cauchy dans le

polydisque ; on a
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De là, puisque on a

D’après (9.1 ) et (9.2) on conclut donc

On pose p = h + p’ + 1 avec p’ entier, le second membre de l’inégalité
(9.3) est donc majoré par

et, en prenant la borne inférieure sur p’, par

On a donc, si on choisit

De là, on déduit que h,, appartient à (D n V) et que h,, est plate sur E.

10. - THÉORÈME DE DIVISION. Soit a, 0  a  1, et E un sous-

ensemble compact de aD vérifiant la. Alors, quelle que soit la famille finie
i = 1,..., p de fonctions de (D n V ) , plates sur E, il existe des

fonctions i = 1, ... , p, de (D n V) plates sur E et une fonction G de
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A1+l/a(D), plate sur E et ne s’annulant que sur E telles que l’on ait, pour
tout i, i= 1, ... , p,

PREUVE. Pour chacune des fonctions gi, i = 1, ... , p, il existe tel que
pour tout p  la fonction gi exp appartienne à Gf -f-1 / a ( ~ et soit

plate sur E. Ainsi si on choisit

les fonctions

vérifient les conclusions du théorème.

11. - REMARQUE. Contrairement au cas de on peut montrer que
le théorème de division ne s’étend pas à une famille infinie de fonctions.

CHAPITRE VIII

Interpolation dans 

Les constantes e N, intervenant dans ce chapitre ne dépendent que
de la géométrie du domaine, de E et de a.

1. - Soit E un sous-ensemble compact de aD. On rappelle qu’un jet F
sur E est la donnée d’une suite { Fk ( ~ ) ; ~ E E, de k-formes R-linéaires

symétriques de dans C dépendant continuement du paramètre ~.

2. - DÉFINITION. Un jet F sur E est a-plat si les formes Fk (~) sont

C-linéaires symétriques de dans C, pour tout entier k et tout ~ de E.

3. - REMARQUES. a) Si f est une fonction de alors F =

~dk f ($); ~ E E, est un jet a-plat.
b) Si un jet F est a-plat, alors, pour tout entier p et tout ~ de E, le

polynôme de Taylor non isotrope TtF est holomorphe.
4. - THÉORÈME D’INTERPOLATION. Soit D un domaine borné strictement

pseudoconvexe de C n, à frontière 9D de classe C2, E un sous ensemble
compact de a D et a un réel, 0  a  1.

On suppose qu’il existe une constante L1 strictement positive telle que
l’on ait
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pour tout r, 0  r  1 et toute boule B, de rayon r centrée sur D n V.
Alors, pour tout jet F de GNI,I,,, (E), a-plat, il existe une fonction f de

telle que l’on ait, pour tout entier k et tout ~ de E,

PREUVE. On peut tout d’abord remarquer que les conditions imposées au
jet F sont nécessaires pour obtenir (4.1) comme le montre la proposition IL3
et les remarques IV.3 et 3.a). 

_

Soit donc F un jet de a-plat. On lui applique le théorème
d’extension V.8. Il existe donc une fonction g de nulle sur

DBV, telle que l’on ait, pour tout entier k et tout ~ de E,

On considère la (o.1 ) forme définie sur D par

Parce que le jet F sur E est a-plat, pour tout i, i = 1,... , n, les fonctions

gi sont plates sur E. On leur applique alors le théorème de division VII.10. Il
existe donc des fonction i = 1,..., n de n V), plates sur E et
une fonction G de plate sur E et ne s’annulant que sur E, telles
que l’on ait, pour tout i, i = 1, ... , n,

Quitte à prolonger pour tout i, hi par 0 dans DBV, on a encore

On note alors

La (0.1 ) forme h est définie dans D et appartient à car les fonctions

hi appartiennent n V), sont nulles sur D ~V et que l’on a

La (0.1) forme h est a-fermée, on peut lui appliquer le théorème VI.9. Il existe
donc une fonction u de telle que l’on ait
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On pose alors

On déduit de (4.5) et de (4.7) que l’on a

Par ailleurs f appartient à car, d’après (4.6), g et u appartiennent à
et G à A1+l/a (D). Ainsi f appartient à 41+1/,,(D) et puisque G

est plate sur E on a, pour tout entier k et tout ~ de E,

ce qui achève la preuve du théorème d’interpolation.

5. - REMARQUE. Soit r une courbe de 9D réelle analytique transverse en
chaque point à l’espace tangent complexe à a D et telle que, le long de r, la
normale à a D varie de façon réelle analytique. Alors, en suivant la preuve de
la proposition 5 de [5], on montre que, si E est un sous ensemble compact de
T, la condition ~Ia ) est nécessaire et suffisante pour que E soit un ensemble

d’interpolation pour Il s’agit donc d’une généralisation du résultat
de E.M. Dyn’kin et S.V. Hruscev [11] lorsque D est le disque unité du plan
complexe.
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