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Classes de Gevrey non isotropes
et application a I’interpolation

JACQUES CHAUMAT - ANNE-MARIE CHOLLET

Introduction

Soit D un domaine borné dans C",n > 1, A frontiere 4D de classe C2,
strictement pseudoconvexe, et soit A% (D) la classe des fonctions holomorphes
dans D et indéfiniment dérivables dans D.

On désigne par Aiy1/4(D),0 < a, le sous-ensemble des fonctions f de
A* (D) qui appartiennent a la classe de Gevrey Gii1/4(D), c’est-a-dire qui
vérifient la propriété suivante: il existe des constantes C; et Cz, C; > 0,C3 > 1,
telles que, pour tout z de D et tout h-uple de vecteurs unitaires (&, -, dp),
on ait

|d" 7 (2) (@1, -, d@n)| < C1CERIF/<,

On note E un sous ensemble fermé de 4 D. On s’intéresse ici au probleme
suivant. Etant donné un jet F sur E, c’est-a-dire, étant donnée une suite
{F*(¢);¢ € E k € N} de k-formes R-linéaires symétriques de (C™)* dans
C, quelles conditions faut-il imposer au jet F et quelles hypothéses faut-il
mettre sur E pour qu’il existe une fonction f de Aji1/4(D) telle que, pour
tout entier k et tout ¢ de E, on ait

d*f(g) = F*().

Il apparait clairement que, puisque le jet F' doit coincider sur E avec les
valeurs au bord d’une fonction f holomorphe dans D et de ses dérivées, il est
nécessaire que le jet F sur E soit 8-plat, c’est-a-dire, que les formes F¥(¢)
soient en fait C-linéaires. Il est tout aussi évident que le jet F' doit vérifier des
conditions de régularité, en particulier il doit €tre un jet de Whitney sur E, de
classe C°.

Si I’on se référe a des travaux précédents des auteurs [5], [6], on constate
que ces hypothéses sur le jet, associées a une condition dite d’ Alexander-Taylor-
Williams [1] portant sur E sont suffisantes pour que le probleéme posé ait une

Pervenuto alla Redazione il 7 Settembre 1987.
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solution dans A®° (D), c’est-a-dire, pour que 1’ensemble E soit un ensemble
d’interpolation pour A% (D).

Dans cet article, les auteurs s’attachent a montrer que, lorsque 1’on veut
interpoler un jet sur E par une fonction holomorphe appartenant a une classe
de Gevrey, 1’on doit tenir compte du fait qu’une telle fonction est, en fait,
deux fois “plus réguliére” dans les directions complexes tangentes que dans la
direction complexe normale. Ce phénomeéne, complétement occulté dans le cas
de A*(D), apparait nettement ici. Il a ét€¢ mis en évidence par E. Stein [16]
dans le cas de Lip, (D) et exploité par J. Bruna et J. Ortega [3] dans leur étude
des problemes d’interpolation pour les classes Holdériennes A,, ,(B) dans la
boule unité de C". On est donc amené ici, comme dans [3] et [12], a définir
des polyndmes de Taylor non isotropes, des jets et des classes de fonctions non
isotropes.

Ce travail peut étre divisé en deux parties. Dans les chapitres I a V, on
met en place les outils nécessaires a 1’écriture et a la preuve d’un théoréme
d’extension du type Whitney pour des jets sur E vérifiant une condition de
Gevrey non isotrope GI'[; Jo(E). Ce travail n’utilise pas I’hypothése de stricte
pseudoconvexité de D. Dans une deuxiéme partie, les auteurs reprennent la
méthode qu’ils ont développée pour A% (D) dans [5] et [6] et montrent qu’une
condition sur E exprimée en termes de recouvrement de E par des boules est
suffisante pour que E soit en ensemble d’interpolation pour A;j.;/q (D).

Plus précisément, on commence par introduire une classe de Gevrey non
isotrope G, /,(DNV) définie dans un voisinage V convenable de D et I'on
montre qu’elle contient A;41/4(D). L’une des difficultés de cette étude réside
dans le fait que les auteurs se sont attachés a n’imposer a la frontiere de D
qu’une régularité C? et ne disposent pas comme J. Bruna et J. Ortega dans leur
travail sur A,,,(B) de champs de vecteurs réels analytiques. Ceci fait I’objet
des chapitres I et II. .

Dans le chapitre III, apreés un rappel des définitions et des propriétés des
polynémes de Taylor non isotropes, on établit une formule de Taylor avec
estimation du reste lorsque la fonction associée est dans G/, Ja(DNV). Cest
I’objet du théoreme III.7.

Dans [2], J. Bruna a construit des partitions de l’unité appartenant
a une classe de Gevrey isotrope Gi4+1/4(R") sur lesquelles on a un bon
contréle de la croissance des dérivées successives. On les utilise dans le
chapitre IV pour construire des partitions de 1’unité non isotropes, appartenant
donc a GYY{,/,(DNV), que I'on associe & un recouvrement de Whitney du
complémentaire d’un sous-ensemble E de 3D.

Le chapitre V est consacré a la deﬁmtlon de jets non isotropes GI'I; Ja(E)
sur un sous-ensemble E de 8D et a la preuve d’un théoréme d’extension du
type Whitney, le Théoréme V.8.

Soit D un domaine borné de C™ a frontiére de classe C?, E un sous-
ensemble fermé de 8D et a un réel, a > 0. Soit F un jet sur E appartenant
a GYl,/o(E). 1l existe une fonction ¥ appartenant & GY{;,,(D NV) telle que
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Uon ait, pour tout entier k et tout ¢ de E,
d* 7 (s) = F*(c).

La méthode employée dans la preuve de ce théoréme s’inspire d’une idée utilisée
par EIM. Dyn’kin [10] dans son travail sur les extensions presque analytiques
des fonctions appartenant a une classe de Carleman sur un ensemble compact
du plan. Elle est développée par les auteurs dans le cas non isotrope mais elle
s’écrit également dans le cas isotrope classique et a 1’avantage sur les méthodes
déja connues [2] de fournir une écriture explicite de la fonction qui réalise
I’extension.

Avec le chapitre VI débute la deuxiéme partie de ce travail. On y établit
un résultat concernant 1’opérateur 8 qui peut présenter un intérét indépendant;
c’est le Théoréme VL.9.

Soit a,0 < a. Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de C™,
a frontiére 8D de classe C2. Soit q un entier, 1< g < n, et f une (0,q) forme
appartenant a G1 +1 /a(D) et vérifiant 3f = 0. Alors, il existe une (o,q — 1)

forme u de G1+1/a(D) telle que I'on ait, dans D,

du = f.

Lorsque 8D a la régularit€ Gi11/4, M. Derridj et D. Tartakov [9] ont établi
I’existence d’une telle solution. Il n’existait pas, a la connaissance des auteurs,
un résultat analoque lorsque 8D n’a que la régularité C?. Ceux-ci tiennent 2
remercier J. Michel pour leur avoir signalé 1’existence des noyaux qu’ils estiment
ici [15].

Les chapitres VII et VIII reprennent des idées et des techniques
précédemment développées dans [5] et [6] et utilisées également par J. Bruna
et J. Ortega [3]. Soit ¢,0 < € et K un sous-ensemble de DNV. On note N:(K)
le nombre minimal de pseudoboules de rayon ¢ dont la réunion recouvre K et
on établit alors le Théoréme d’interpolation VIIL.4.

Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe de C™ a frontiére de
classe C? et E un sous-ensemble fermé de 8D. Soit a,0 < a < 1. S’il existe
une constante Ly, L, > 0, telle que I'on ait

(L) / No(B, N E)e=de < Lyr'—@,
0

pour tout r,0 < r < 1, et toute boule B, de rayon r, centrée sur DNV, alors,
pour tout jet F de GHI/Q(E) d-plat, il existe une fonction f de Aji1/4(D)
telle que I'on ait, pour tout entier k et tout ¢ de E,

*£(¢) = F*(¢).

La restriction imposée a o,0 < a < 1, est naturelle ici car, un ensemble
d’interpolation pour A; /4 (D) étant aussi un ensemble de non-unicité pour la
classe, il importe que celle-ci soit non-quasi analytique.
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Lorsque D est le disque unité du plan complexe (I,) n’est autre que la
condition nécessaire et suffisante établie par E.M. Dyn’kin et S.V. Hruscev
[11] pour que E soit un ensemble d’interpolation pour A;yi/q(D). Dans
C",n > 1, pour A®°(D) ou Aj;1/«(D), on ne connait de caractérisations
des ensembles d’interpolation que lorsqu’ils sont situés le long de courbes
suffisamment réguliéres transverses en chaque point a I’espace tangent complexe.

Les auteurs tiennent enfin a mentionner que des classes de Gevrey non
isotropes différentes ont été€ introduites pour étudier la régularité des opérateurs
différentiels. On peut se référer par exemple aux travaux d’O. Liess et L. Rodino
[14] ou de M.S. Baouendi et C. Goulaouic [17].

Ces résultats on été annoncés dans une note [7].

CHAPITRE 1

Définition des classes de Gevrey non isotropes G/, Ja

1. - Soit D un domaine borné de C™ a frontiere 3D de classe C2. D est
donc défini par la donnée d’une fonction r de classe C? dans un voisinage de
D, I’adhérence de D telle que

(L. D ={z€C"r(z) <0},
(1.2) grad r # 0 sur 4D.

Pour z dans un voisinage convenable V de 4D, on note 7, le vecteur
unitaire de la normale menée de »z a 8D, orienté vers 1’extérieur.

On a la décomposition orthogonale complexe

T,(C") =C7, ® TC.

On note (.,.) le produit hermitien dans C”,| . | la norme associée et pour tout
z dans D, d(z,8D) = inf{|¢ — 2|,¢ € D}. On définit

(1.3) II;,. la projection orthogonale complexe sur C#,

14 Oy, la projection orthogonale complexe sur T}
et, pour tout z de D et zo de DNV, la pseudodistance de z a zo,
(1.5) p(z,20) = max(|My,z, (2 — 20), My ., (2 — 20)[*).

On note B(zp,¢) = {z € D;p(z,20) < €}, pour tout € > 0, la boule de centre
zo et de rayon e.
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Pour z réel, on désigne par | z|, la partie entiere de z. Dans I’identification
entre C™ et R2?", on représente z = (21, ,2,) par z = (z1, -, Zz,) OU
2; = Zg5-1 +1x25,7 =1, -, n.

2. - NOTATIONS. Soit f une fonction de classe C* dans D et z un point de
D. On note, pour k entier, d* f(z) la k-iéme dérivée de f au point z considérée
comme k-forme R-linéaire symétrique de (C™)*, identifié a (R2")¥, dans C.
De 13, si on fait choix d’une base réelle de T,(C™"), identifié & R?", o
a, si k est un entier, #y, - -, U, k vecteurs de T,(C") ~R?"  f une fonction de
classe C* dans D et z un point de D

.1) d*f(2) (B, ) = Z ﬁ%vwm S Uk a (k)

la somme portant sur toutes les applications o de [1,---,k| dans [1,---,2n] et
v; ; désignant la j-iéme composante réelle de #; dans la base choisie.
Si on note #* le multi-vecteur (¥, -, %) ou ¥ est répété k fois, on a donc

Q2 ¢t = Y i 01 ype,

[ | k1 | kan
kot ihaamk ©1'Ranl G- 0650

On note, pour hy,---,h, des entiers et o7, v, des vecteurs de C",

ah1+ ‘+hg f

& s B =@ gl (o)
1

et, pour tout multi-indice K = (kq, -, k2,,) de longueur k = ky + - - - + kap,

ak

(24) agK( z) = 55_.——’”"( z).

3. - DEFINITION. Soit o un réel, 0 < a. Une fonction f appartient a la
classe de Gevrey isotrope Gii1/4(D) si et seulement si f est de classe C*
dans D et s’il existe des constantes Cy et Cz,C; > 0,03 > 1 telles que, pour
tout z de D et tout h-uple de vecteurs (dy,---,d) unitaires, on ait

3.1 |d*7(2)(@y, -, @n)| < CL ORIV«

4. - DEFINITIONS. Soit ¢ un réel, 0 < a.

DEFINITION (a) - Une fonction f appartient a la classe de Gevrey non
isotrope GY;,,(D N V) si et seulement si f est de classe C* dans DNV
s’il existe des constantes C; et Cy,C; > 0,C; > 1 telles que, pour tout z
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de DNV, tout triplet d’entiers (£, m,p), tout vecteur unitaire ¥ de C7,, tout
vecteur unitaire @ de T¢, on ait

@) |a(zom)? 2 < 0,00 (14 ) <£+“m;p”)!

Q=

duttmywr

DEFINITION (b) - Une fonction f appartient a la classe de Gevrey non
isotrope GY{,/o(DNV) si f est de classe C* dans DNV et §’il existe
des constantes C; et C3,C; > 0,C; > 1 telles que, pour tout 2 de DNV,
tout couple d’entiers (h, k), tout h-uple de vecteurs unitaires (ay,---,ds), tout
A > 1, et tout k-uple de vecteurs unitaires (51,--‘,5;) vérifiant pour tout
j=1,--k|(#,b)| < Ad(2,8D)% on ait

@2) |d"*F(2)(@1, -, an, br, o, )| < CLOMT R AR (R 4 ) (h + ”g’l)!‘/“

DEFINITION (c¢) - Une fonction f appartient a la classe de Gevrey
GY{1/o(DNV) si et seulement si f est de classe C* dans DNV et s’il existe des
constantes C; et C,Cy > 0,C; > 1 telles que, pour tout couple d’entiers (k, k),
tout h-uple de vecteurs (@, ---,dp) vérifiant |a;| < 1,7=1,--- h, tout A>1
et tout k-uple de vecteurs (8y,---,b;) vérifiant pour tout j = 1,---k, [b;| < 1 et
(7., 8;)| < Ad(z,8D)*/2, on ait,

@3) A" 5 (2) (@, dny b,y Bk)| < C1OMTE AR (R + k) (h 1 Hg”)"

5. - PROPOSITION. Les définitions (a), (b) et (c) sont équivalentes.

PREUVE. Clairement (c) implique (b). On se propose de montrer que (b)
implique (a). Dans le cas d(2,8D) > 1, on a, si ¥ et @ vérifient les hypotheses
de (a),

(9., 7)| < Ad(2,8D)*/? et |(7,,w)| < Ad(z,8D)*/?
avec A=1

et donc, d’apres (b),

1:

A ) 7, 0] < €10y B e m okt | LT

ce qui implique (a) d’apres (2.3) puisque D est borné.
Si maintenant d(z,8D) < 1, alors on écrit

attm+rf(z)

m
42 8D)* Fgrmaw

= 487 1(3) (@, (d(z, 9D) 2 9)™, ).

Il existe un A, € R,|A,| < 2, tel que le vecteur k défini par

h=d(z, D)%%+ A, w
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soit unitaire. De 13, en utilisant la R-multilinéarité de la dérivée, on a

AP £(2) (8%, (d(2, D) 2a)™, )| < 4™ Y [dTHTHP£(2) (84 BT, @R TR,

7.k
1t+k=m
On a
(D, h) = d(z,8D)/?(7,, 7)
et donc .
(7., R)| < Ad(z,8D)? et |(7,,w)| < Ad(z,8D)*/?
avec A =1.

On a alors, d’apres (b),
AP £(2) (9, (d(2, 8D)28)™, a?)|

camarrimon (o[22

ceci établit (a).

On montre maintenant que (a) implique (c). On considére un h-uple de
vecteurs (dy,---ay) vérifiant |a@;| < 1,7 = 1---h, et un k-uple de vecteurs
(b1, b) vérifiant pour § = 1,-- -k, |b;| < 1 et [(,5;)] < Ad(z,8D)*/2 pour
un certain A, A > 1.

On pose b; = @ptj,5 = 1--k, et on décompose chacun des vecteurs
di,o=1,---,h+ksur C, et T¢. On a

a,' = (?,"1 + (?,"1/2 avec C_‘."l € Cﬁz et E,'J/z (S T:

On pose ¢&,1 = |¢i,1]%;,1 €t ;.12 = |Ci,1/2|T;,1/2 avec @3 et 1/ unitaires.

On a alors
(.1) d"Rf(2) (@, R, by B) = D AR (2) (a7) |7
ol o parcourt I’ensemble des applications de [1 -yh+k] dans [1/2,1] et ol on
note 4% = (@1,0(1), ", Gh+k,o(h+k)) €t |7 = H |Ci,0()|- On a, par hypothése,

pour tout 2,2 =h+1,---h+k,

(7, @)| = {72, Gia)| = || < Ad(2,8D)/?
et donc
(5.2) €7] < [Ad(z, 9D) /2|0 foT (Inlht Lk,

On utilise maintenant un résultat de [4, page 88].
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Il existe une constante absolue C > 0 telle que ’on ait, pour toute s-forme
R -multilinéaire symétrique sur R2” a valeurs complexes, notée L,

sup(lL(a‘ly' "165)'; |a]I < 1,]: 1,...’5)
=Sup(|L(a‘1, t ',aa)l; ,‘UJI = 1,] = 1’ .. ',S)
<C* sup(|L(a°)]; |4] = 1).

On a donc

(5:3)  [d"*f(a)(@)] < OFFF sup |d* () (el 1), geardeT /)y

ou S={(v,w);veCh,weT|v=|d=1}
On utilise (a) pour majorer
E=— d(z,3D)1/2 card{o~1(1)n[h+1,,h+k]}
sgp|dh+kf(z)(—ca.rda (1) wocardo_l(l/z))l
avec £ =card{o~ (1) N[1, - -,h]},m=card{c (1) N[h+ 1, -, h+ K]}

et p= card 0~1(1/2).
Onaf+m+p=h+ketf+ 22 <h+%etdonc

E<CCM i (h+ k) <h+ Hg”)r
On déduit de 1a, en utilisant (5.1), (5.2) et (5.3)
|d"H* £(2) (@1, B)| < C1(C24C?)MHE 4* (h + k) <h + “g“)'é

On a donc établi (c).

6. - REMARQUE. Si f appartient 3 G141/4(D) ou a GNII/Q(V N D) toutes
ses dérivées se prolongent a 8D et y vérifient les mémes estimations.

7. - PROPOSITION. Git1/4(D) et GYfy;o(V N D) sont des algébres,
invariantes par dérivation.

PREUVE. 1l s’agit 1a d’un résultat classique pour les classes de Gevrey
isotropes. On utilise la définition (a) pour établir la proposition pour les classes
de Gevrey non isotropes.
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CHAPITRE 11

Définitions de A;.1/,(D) et propriétés relatives
de A1+1/a (D) et G{"fl/a(V N D)

Dans ce chapitre et le suivant, les constantes A;,: € N, ne dépendent que
de o et de la géométrie du domaine.

1. - DEFINITIONS. Soit o un réel, 0 < a.

DEFINITION (a) - Une fonction f appartient & A;1;/.(D) si et seulement
si f est holomorphe dans D et appartient a G141/4(D) c’est-a-dire, d’apres
(1.3.1), s’il existe des constantes C; et Cp,C; > 0,C; > 1 telles que, pour tout
z de D et tout h-uple de vecteurs unitaires (d@y, --,dp), on ait

\d" f(2)(@y, -, d@n)| < CLCRRIMT S,

DEFINITION (b) - Une fonction f appartient 2 Aj4i1/q(D) si et seulement
si f est holomorphe dans D et s’il existe des constantes C; et C3,Cy > 0 et
C> > 1 telles que, pour tout entier h, tout z de D et tout vecteur unitaire ¢ de
C", on ait
< G, CERtH/ e,

k
3+ )

DEFINITION (c) - Une fonction f appartient 2 Aj11/q(D) si et seulement
si f est holomorphe dans D et s’il existe des constantes C; et Cy,Cy > 0 et
Cy > 1 telles que, pour tout z de D et tout multi-indice H = (hy,---,hy,) de
longueur h = hy + -+ + h,, on ait

atf

—— 1 (2)| < CiChptY/
azh . gahe | T T

(2)

2. - PROPOSITION. Les définitions (a), (b) et (c) sont équivalentes.

PREUVE. Il s’agit 1a d’une conséquence d’un résultat de [4, page 88] déja
utilisé dans la preuve de la proposition LS.

3. - PROPOSITION. Il existe V voisinage convenable de 8D tel que I’on ait
A1t1/a(D) € GYy/o(D V).

PREUVE. Il existe un voisinage V de 8D, un compact W de D et des
constantes strictement positives Ag et A;, Ag < 1, 4; > 1 telles que, pour tout z
de DNV, il existe zg dans W, 2o = z — Ao, avec Ao > 0 tel que les propriétés
suivantes soient vérifiées

@3.1) le segment |z, 2] est inclus dans D,
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3.2) pour tout vecteur unitaire @, de Tg

U {s+ A2 + pdi; (A u) € C% || < Aod(s,8D), |u| < v/Ad(s,8D)}

¢€|20.:2]

est compact dans D,

3.3) pour tout ¢ de |2, 2],
d(2,8D) + ¢ - 2| < 4d(s,3D).

Il s’agit 1a d’une conséquence du fait que D est un ouvert connexe borné a
frontiere de classe C2.

Soit donc f une fonction de Aj41/4(D NV). Soit 2z un point de DNV.
Alors, pour tout entier j et tout ¢ de |2, 2], on peut appliquer la formule de

Cauchy a la fonction %ﬁ' holomorphe sur le polydisque

{; + A, + piy; (A, p) € C2,|A] < Aod(s, D), u| < v/ Aod(s, 6D)} -

On a alors, pour tout triplet d’entiers (7, k, p), tout ¢ de |29, 2] et tout vecteur
unitaire @, de T¢

aJ+h+Pf

1
3.4 S S
34 P ‘“’ P Aod(s, aD) 3 sup |

a—'.’l

al m-+p

Pour estimer 3T o (2), pour tout triplet d’entiers (£, m,p) et tout

vecteur unitaire @, de T¢, on utilise la formule de Taylor avec reste intégral le
long de [z, 2] a I’ordre . On a donc

al+m+pf a€+m+9+af .
age+ma —op )‘ 8‘ 317“*"““8 —.p (ZO) |Z —ZO|
3.5
1 |z—2z0| al+m+p+k+1f
+ 4 (|2 — 20| — t)* W(s‘(t))

ol ¢(t) est le point défini par ¢(t) = 2z + t,,t €R*.

On se propose maintenant de majorer chacune des deux expressions E;
et E, figurant dans le membre de droite de ’inégalité (3.5).

Pour majorer E;, on utilise (3.4) avec j =0,h=£+m+ s et ¢ = 2.

(£+ m+ s)'p! |z — 20/
l [Aod(z0,dD)] ™+ +E

k
E, < su 2
< s 1512
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et donc, d’apres (3.3),

2£+m

i(zAlAgl)’.

E; < sup |f(2")|(£+ m)!p!
2'€D [Aod(20, D)4+ ™+E =

Ainsi, si on note A, =2A4;45!, on a

(3.6) d(2,8D)%T E; < sup |f(2')| (“m“’) mip (4407 A )”_TEA""'I
2'€D d(20, 9 )¢+

On majore maintenant E, en utilisant a nouveau (3.4) avec j = k+1, h = £+ m
et ¢ =¢(¢). On a

ak+1f
sk %)

Lt [ =20 =0
altt )!p!/o |Aod(¢(t), 9D))+ ™45

E; < sup.
2'€eD

et donc, en utilisant a nouveau (3.3),

k+1 m+
4(z,0D) B2 < sup a_.k_H(z') e+ m)tpl(457 43) "F0

|z— 20| m
/ (|2 — 20| — £)*~ ¢+ "3 )at
0

Ainsi, donc, si on choisit k = £+ || =f2|, on a

/Iz_zOI(jz ol t)k_(e"'ﬂﬂiz)dt _ { |z — 20| si m+ p est pair
0 |z — zo] si m+ p est impair
et donc
d(z,8D) ¥ B, < Sup af,:lf(z’) 1! (£+ m + p))(Ag2 42)0+ =FE
|z — 20| si m + p est pair,
{ |z — 20| si m + p est impair.

Si f appartient & Aj41/4(D), on a

k+1f

_‘k+1 (zl) < ClC§+l(k+ 1)!1+1/a

7eb |3
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et donc
m m+p
(37)  d(2,8D)T B, < Cy (213 Co)* k% (L4 m + p)) (A5 2A%) 2
|z — 2o si m + p est pair,

24/|z — 2| si m + p est impair,

avec k = £+ || 2.

En reprenant (3.6) et (3.7), on déduit qu’il existe une constante As, Az > 1,
telle que 1’on ait, pour tout z de V N D, pour tout multi-indice (£, m, p), pour
tout vecteur unitaire «w, de T,

z 3£+m+ﬂf

m+ -+
d(,8D)% 5o (2) < 01(Cads) "F2+1 (4mp)! <e+“m—2—fn)!1/a.

Ceci, compte tenu de la C-linéarité de 53:::—;;, f(2), établit ’appartenance

de f a GY (VN D).

CHAPITRE 111
Dérivées et polynomes de Taylor non isotropes

Dans tout ce qui suit f désigne une fonction de classe C*® sur DNV, a
valeurs dans C.

1. - DEFINITION. Soit z un point de D NV. Soient j et k deux entiers,
(91, -+, ;) des vecteurs de C™ ~ R2". On appelle dérivée non isotrope d’ordre
j et de poids k de f au point z et on note

(NIdj"kf)(z)(Ul, c ) = Z djf(z)(l'[,(l),z(t_fl), ey Hr(j),z(aj))

ol 7 parcourt I’ensemble des applications de [1,---,7] dans [1,1] telles que
p

> 7(3) < k.

i=1
2. - REMARQUE. Si j <k, on a NMd**f=d'f et si 5> 2k, N1 d%*f = 0.

3. - DEFINITION. Soient k un entier, ¢ dans DNV et z dans C™, on appelle
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polynéme de Taylor non isotrope de poids k de f au point ¢ et on note
1
(T £)(2) = 32 (162 - 5)),
q

z — ¢ étant ici, considéré comme vecteur de R2".

4. - LEMME [3, page 17]
) (M*(TE ) () = (@ (TEN)) = (VTAE (o)
b) T% (f(2) - Tk f(2)) (20) = 0.

5. - NOTATION ET REMARQUES.

En tout point ¢ d¢ DNV, on désigne par (€j¢)j=1,..2n une base
orthonormée de T ((C”) telle que (& ),s =3, --,2n, engendrent T{ et &) ¢, &2,
engendrent CJ, avec &y, = I,

On notera z(2) le systeme de coordonnées réelles représentant le vecteur
z — ¢ dans la base (€,.),2=1,---,2n.

Soit J = (41, ", J2n) un multi-indice dans N?". On note la longueur de
Jpar =751+ -+ 2, €t on pose J! = g1!- - ponl.

On note également le poids de J par w(J)

2n .
w(J) =751 +J‘2+Z%-

1=3
Pour tout z de R?",z = (24, -, 22,), ON DOte
gl =gt g,

Dans ce systeme de coordonnées, on a, pour tout entier k, pour tout ¢ de DNV
et pour tout z de C”,
1 a7 f

Nl J1 Jan
J! azle <0z Tom e

(5.1) (T NE) = % ()= (2).

w(J)<k

6. - On note § un nombre réel plus grand que 1 et que le pseudodiametre
de D, c’est-a-dire ici la borne supérieure des p(z,¢),z2 € D,¢ € DNV.

LEMME. I existe une constante Ag, A¢ > 1 telle que, pour tout ¢ de VN D,
tout r,0 < r < §, tout t de C™ vérifiant p(t,¢) < r, tout h-uple de vecteurs
(%1, -, Un) de norme inférieure a 1, tout k-uple de vecteurs (wy,---,wy) de
norme inférieure a 1, on ait

6.1)  [d"*GI () (B0, Oy B,y Bk)| < ASD (R4 K, si R+ RS G
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et
6.2) d"**z] =0, si h+k>j.

Si les vecteurs w;,x = 1,---,k vérifient la propriété suivante: il existe
A > 1 tel que, I'on ait

Ty, ;| < A/r, pour tout i =1, - k,
alors, on a, si w(J) > h+ % et h+ k<3,
6.3)  [d"R2I()(1, -, Thy B, Bk)| < ARV (R4 E)1ARp0 )= (BHE)
Si on a, a la fois,
[Ty ;| < A\/r, pour tout i =1, -,k et
|1'I%’§5‘,~| < A\/r, pour tout 1 =1,---  h,
alors, on a, si h+ % > w(J) et R+ k<3,
(6.4) AR (8) (B, -, By B, -, Be)| < A (B + K)I AV

PREUVE. Soit @ un multi-indice de longueur ¢, on a clairement

J
ﬁfm = (Jf—!Q)! z]79(t), si J > Q,
et donc
7 (L) (8)] < 2qiret))=(@) < pigque(9)=e(@),
BE‘I:‘; .. .agzg‘?;

Si @ > J ou bien si Q n’est pas comparable a J pour la relation d’ordre
sur les multi-indices, on a

(6.6) (—L) (¢)=0.
aé‘lf‘; ~-~6€2if;
On note W, = Up41,  ,Wr = Upyx €t on décompose chaque ¥; dans la base
(€ig)yt=1--2n.0n a @; = (v;,1, , Vi za2n) €t
d"*"z{(t)(ﬁl, oy Uhtk)
(6.7) ghtkgJ

- Zo: 3::0(1 R : 1 (t)vl~a(1) © Vhtk,o(h+k)
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la sommation étant faite sur toutes les applications o de [1, -,k + k] dans
[1,--,2n].
On note

w(o) = card o71[1,2] + % card o~ 1[3,- -, 2n].
On a
1 1 .
(6.8) w(o) = —2-(h+ k) + 3 card o7 [1, 2],

De (6.5), (6.6) et (6.7) on déduit clairement (6.1) et (6.2).
On a plus précisément si, pour tout ¢ = 1+ k, Il (%i4n| < AV/F
3h+kzg
8%Zo(1),¢ ' OTo(h+k),c

1Xo| = (t)v1,0(1) " Vhtk.o(h+k)

< 29(h + k)tre () —w (o) gpF |card(eT (12N At 1,0 hotk])

et donc en utilisant (6.8)

1

IXUI < ZJAk(h+ k)!rw(J)—%(h+k)—§ card(o~[1,2]n[1,---.h])

< szk(h+ k)!rw(J)—(h+%)r%{h—card(a'l[1.,2]0[1,---,h])}
h
2

< 2 AR (b + k)= (ht )5

et donc | k
|ZX0| < (2n5'§‘)h+kAk(h+k)!21rw(J)—(h+§).

Ceci établit (6.3) siona h+k<jetw(J)>h+ 54
Siw(J)<h+ g, pour établir (6.4), on décompose chaque vecteur ;

U; = ﬁf,'tl + t_l‘,"g, avec 4; 1 € Cﬁg et id; 5 € Ts.c
On a alors

6.9 (d"*z])(e)(F1, - Tarw) = D _(A"F2) (@) (@1ra)s s Tnthor(ntr))

la sommation portant sut toutes les applications r de
[1,---,h+ k| dans [1,2].

On a, pour ¢ € [1,h] et 7(1) = 2, |4 2] < Ay/r et, pour 1 € [h+ 1,h+ k] et
7(¢) = 1, |Ui1| < AT
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Donc, tous les termes de la somme figurant dans (6.9) ont A+/r en facteur
sauf un

(@ *2)(¢) (@11, Bty Barr2, s Thrk2);

mais ce terme correspond a des multi-indices de dérivation Q de poids
w(@) =h+% Oronah+% > wJ) et donc ce terme est nul d’apres
(6.6). On a donc

A" Rz (8)(51, -, Tras)| < AVE(2n)P TR (R + k)127 6% 1)

ce qui donne (6.4) si h+k <3j.

7. - THEOREME. Il existe une constante Ay > 1 telle que, pour toute

fonction f de GY|,,,(V N D), tout zy de 3D, tout z de DNV et tout p entier,
on ait,

(7.1 |£(2) = T2 f(2)| < C1(A7C2)P* (p + 1)13 p(20, 2)P* 2,
et, de plus,
" (f = T2 £)(2) (31, Bngr)|

< C1(CoAr)P 1 A% (A + K))(p + 1)!% p(z0, 2)P+ 3= (+1)

(1.2)

pour tout couple d’entiers (h, k) vérifiant h+§ < p, tout A > 1 et toute famille
de vecteurs vy, -, Up4+r de norme inférieure a 1 vérifiant la propriété:

(7.3) (7., %) < Ad(z,8D)?, pour tout i =h+1,---,h+k.

La preuve du théoréme nécessite un lemme géométrique.

8. - LEMME. Il existe des constantes Ag,Aq, Ao et Ayy strictement
positives, Ag < 1,Aq > 1,A10 > 1, A1 < 1 telles que, pour tout zq de 3D, tout
d,0 < d < Ag et tout z de DNV vérifiant p(z0,2) < d, le chemin linéaire par
morceaux formé des trois segments

1 = 2o + [0, —Agdi¥,, | = [20,21]
Y2 = 21 + [0, 11122, (2 — 20)] = |21, 22]
3 = 29 + (0,111 ,, (2 — 20) + Agdi;, ]| = 22, 2]
soit inclus dans [(VND)U{zo, 2}|NB(z0, A10d) et vérifie les propriétés suivantes:
a) pour tout ¢ de ~1,d(¢,8D) = |¢ — 2],
b) pour tout ¢ de ~2,d(¢,8D) > Ay4d,
c) pour tout ¢ de v3,d(¢,8D) > Aq]|z — ¢|+ d(z,8D)].
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9. - REMARQUES. 1°) On déduit du Lemme 8 qu’il existe une constante
Aj2 > 1, telle que si @, est un vecteur de T;, de norme inférieure a 1, on ait,
pour tout ¢ de s,

©.1) (7, @o)| < A12d(s,8D)/2.

2°) De méme, il existe une constante A;3 > 1 telle que si @ est un vecteur de
norme inférieure a 1 vérifiant

(7, )| < Ad(2,8D)"/
on ait, pout tout ¢ de vz U~s,

9.2) (7, W)| < AA1sd(¢, D)2,

10. - PREUVE DU THEOREME 7. On note io le vecteur unitaire sur 22, 2]
dirigé de 2z, vers z. Par définition de 3 le vecteur 4o appartient 3 C,,. Si 2z,
est confondu avec z alors on prend pour o un vecteur unitaire quelconque de
Co,,.

De méme on note 7, le vecteur unitaire sur [z;, z;] dirigé de z; vers zo.
Par définition de ~o, fo appartient a TS . Si z; est confondu avec 23, on prend
pour jo un vecteur unitaire quelconque de T;, .

On pose g(2) = f(z) — TF, f(2).

Soit (h,k) un couple d’entiers quelconques, vérifiant h + £ < p et
¥ = (Ui)i=1..h+k, une famille de vecteurs vérifiant la propriété (7.3). Pour
estimer (d"**g)(2)(¢) on lui applique la formule de Taylor le long de ~; 2
I’ordre ¢ ou ¢ est choisi tel que 1’on ait

(10.1) t+h+§§p<t+l+h+§.
On a
t
B 1 L
(10.2) d"g(2)(0) = D Edh+k+£g(zz)(v, i5)|z — z2/* + Ry
=0

1 htk+t+1 ~
avec |Ry| < gqyrle — 22t sup |d 9(¢) (¥, 25+
On se propose maintenant d’estimer R;. On a
Idh+k+t+19(§)(6, 1’:%+1)| S Idh+k+t+1f(§,)(ﬁ" ,Z'Ot+1)l+ldh+k+t+1T:0f(S.)(1—J~’ Z‘Ot+1)|
avec, d’apres (1.4.3) et (9.2)

PR () (7,65

k
< Ci(Adp) O (hyt 4 14 k) (h Ft+14 ‘l;'l)!l/“.
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D’apres la définition de T? f et (6.1), on a aussi
|dMHEHRITE £(0)(3,5FY)| < AR, (h+t+ 1+ K)1C, OB/,
On a donc
™ FEH L g(6) (8,857)| < CLA*(A15C2)P T (h + K)!(t + 1)) (p + 1)1/

et ainsi
|Bi| < C1A* (A16Co)P+ (b + K)l(p + 1)1/ gt+1,
Mais compte tenu de la définition (10.1) de ¢, on a toujours
|
> - - 5 .
t+1>p—h > + 5

On conclut ainsi
(103)  |Bi| < C1A4%(A16Ca)+  (h + K))(p + 1)1/ 2t 3= (htd),

Pour estimer la somme intervenant dans (10.2) on applique la formule de
Taylor & d****¢4(2,)(#,1,%) le long de 4,. On a

qe
- 7 1 m - T
(10.4) dh+k+e9(32)(vﬂoz) = Z ﬁdh“c“"' g(zl)(u,zg,]5”)|zl —2|™+ Ry,

m=0

1
avec Ro ol < ——M——
[Bael < (ge + 1)

ol g, est choisi tel que

1~ 22l sup [dP et (o) (5,3 Gt

k ge k ge+1
10.5 h+ —+€+—=-<p<h+-=+1¢ .
(10.5) tytét g sp<htoti+

On estime Ry, en utilisant les idées qui ont servi précédemment 2 estimer
R, et en remarquant que 1’on a non seulement, pour tout ¢ de 2,

(T, %] < AA15d(¢,dD)Y?, i=h+1,. h+k,
mais aussi, d’aprés (9.1),
(%, 70)| < A1zd(¢,8D)/2,
On a alors

jdr R £ (0) (3,38, )|

< CLAM (ArCo)M 2 (ke 24 o+ 1)1 <h+ L+ ” = q; : ll
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|ghHRreratiTe £(e)(5,08, 33| < ASg(h + k + £+ e + 1)1C1 CEp*/ @,
On conclut donc
|R.o| < C1A*(A19Co)P* 1 (h+ k + O))(p + 1)1/ *d"5
mais, ici encore, compte tenu de la définition de g, en (10.5) on a

Qz+1 k 1
h 3 e+2

On conclut donc
(10.6)  |Rye| < C1A*(A1oC)PT (A + k + £)!(p + 1)1/ xgp—(h+5)-E+1/2,

On rassemble (10.2), (10.3), (10.4) et (10.6) pour écrire

d"**g(2)(9)
(10.7) toa g g o
=303 g d () (5,808, 5 2 — 22l — ™ + R,
=0 m=0 m
avec |Ra| < C1A*(Ag0Ca)P*H (h+ K))(p + 1)1/ adpt (it 1),

Compte tenu des définitions (10.1) et (10.5) de ¢ et g¢, on a

t  q
(10.8) Yo> = >
£=0m=0 em

£20,m>0,6+ 2 <p—(h+%)

Pour estimer cette somme double, on décompose chacun des vecteurs o;,
t=1,.,h+ksur Ci, et T . On a

- — — — - - c
U; = ¥;1 + 41/2 avec v;1 € Co,, et Yi,1/2 € Tzo'

On pose @;; = |4, 1|u, 1 et ¥ 12 = |U;,1/2|t1,1/2 avec @;; et 4; /2 unitaires.
Pour i=h+1,..,h+k on a, |(i,,5%)| < Adssd(z,8D)*/2 et donc

(10.9) (o, %:)| = |8i1] < AA1sd(21,3 D)2,
On a donc

AT (20) (8,36, 357) = D AV g (a) (87,46, 567 1|
o
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ol o parcourt I’ensemble des applications de [1,..,h + k| dans [3,1] et
h+k

ou on note u° = (1—1‘1,0(1),.‘.,ﬂ‘h+kﬁa(h+k)),lifo| = It_)‘,“a(,')l et (x)(O') =

1

card o=1(1) + Lcard o=1(4). On déduit de (10.9) que '

|Uol S [AA21d(21, aD)1/2]031'(1{0‘"1(l)ﬂlh+1..‘.,h+k]}'

On va étudier dans la somme portant sur ¢ celles des applications ¢ pour
lesquelles on a £+ 7 + w(o) > p. En effet, pour elles, on a

dh+k+e+mszo f(zl)(ﬁvaz(e)’;(gn) =0
et donc

(10.10) PR g (20) (@7, 76, 36197 |12 — 22|21 — 22|

or, quel que soit o,

1 1
w(a) =h+k— E card O'_:l (E)

= h+k—% card {a“ (%) N [1,...,h]}
— %card {a—l (%) Nhk+1,..h+ k]}

w(o) = h+ g ~ 7 card {0_1 <%> n [1,...,h]}

+-;- card {0~ (1) N [h+1,..h+k]}.

et donc

On a donc

m m k1 1 {1
— = — - — = =~ v h
£+2+w(a) £+2+h+2 2card {0 (2)0[1, , ]}

+5 card {7 (1) A [+ 1, b+ K.

De 1a, pour les applications o qui vérifient £+ 2 + w(o) > p on peut écrire

m 1 _1 k 1 r
—+= =p—(h+=)+=>4=
£+2+2card {e7'()n[h+1,.,h+kl}=p ( +2)+2+2

avec r entier positif ou nul.
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On a alors £+ 2 +w(0) — % < p+1 et aussi, puisque £+ 2 < p— (h+ %),
r< card {o~*(1)N[h+1,....,h+k]} < card o7 1(1).
De ces inégalités, on déduit
PR £ (2) (87, 65, 55 )dE |

z

< C1(h+k+ L+ m)l(AgsCy)@ () F 3

m_Tly/e
w(o) +£+ 3 2”
et donc

|drHEHEEm (50 ) (@7, 58, 50 ) /3| < Ci(h+ Kk + £+ m)(A2sCa)PH (p + 1)1/,

Ainsi, en reprenant (10.10), on a donc, pour les applications o vérifiant
L+ % +w(o)>p

PR g (20) (87,56, 700) 197 ||2 — 22/f|21 — 22|™

< Cy(h+ k+ £+ m)LA¥ (CoAgg)PTH (p + 1)1 /gt - (4 D),

Ceci permet d’écrire en reprenant (10.7) et (10.8) et en ne gardant dans la
sommation que les applications o qui vérifient £+ 2 + w(o) < p.

d"**g(2)(9)
(10.11) 11 I
= Z Z;—,Fdh"'k"'“mg(zl)(f)’”,zg,]g‘ﬂz — 23/%21 — 22|™ + Rs

5 &l
o S est {({,m,0);£>0,m>0,{+2 +tw(o)<pl+Z<p—(h+ )} avec

|Rs| < C1 A*(C2Ags)PHi(h + k)\(p + 1)1/ adpti=(ht5),

Pour estimer les dérivées intervenant dans la somme figurant dans (10.11),
on applique la formule de Taylor sur le segment [z, zq].

On a

dh+k+e+'"g(zl)(6'°, ;‘g’ ;61;)

(10.12) 2 o
= Z ;dh+k+e+m+ag(z0)(ﬁ°,ig,]'5", 72) |7 |(— Aod)® + R&m.o

8=0
ol s, est I'entier qui vérifie s, + £+ 2 + w(0) <p < 8o + 1+ £+ Z + w(o).
De la définition de T% , on déduit que ’on a

7 —~, m
QR g 20) (37, 56,557, P2,) = O pour s + £+ -+ w(o) < p.
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Ensuite, en reprenant les idées utilisées pour la majoration de R;, on a

|Rem.o| < CLA*(CzA)PH (R + k + £+ m)!

mais on a s, + 1+ 2 +w(o) > p+ 3 et, en utilisant (10.9),
1
s,+1+e+—’;—+h+§—§ card {a“ (%) n[l,...,h]}

+% card {o"}(1)N[h+1,...,h+ Kk} _>.p+1

2
on conclut
s,,+1+% card {o~'(1)N[h+1,...h+ k|} > p— (£+%) - <h+§) +%.
De 1a, on a
|Re.m.o
(10.13)

< C1A*(Cohze)Pt (h+ k+ £+ m)l(p+ 1)1/ 2ge=(E+ F)-(A+ )4}
et donc, en reportant (10.13) dans (10.12), puis dans (10.11),
|d"**g(2) (9)] < C1A*(C1Ae) "+ (h+ k))(p + 1)1/ =+ 3= (R D),
On a donc établi (7.2) en utilisant le Lemme 8 dans le cas ol p(29,2) < As.

Dans le cas ol p(z9,z) > As, I’estimation (7.2) est immédiate a partir des
définitions en utilisant le Lemme 6.

11. - PROPOSITION. Pour tout zy de 3D, tout entier p et tout fonction f
de classe C* dans V N D,TE f est 'unique polynéme Q en z — ¢ considéré

comme vecteur de R?", de degré inférieur ou égal a 2p tel que I'on ait

(11.1) NIgk-P Q(z) = d*Q(20), pour tout k,

(11.2) |f(2) — Q(2)| = O(p(20, 2)?).

PREUVE. 1l suffit comme dans [3] d’écrire le polyndme @ en coordonnées
locales.
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CHAPITRE 1V

Partitions de I’unité non isotropes

Les constantes, B;,: € N, intervenant dans ce chapitre ne dépendent que
de o et de la géometrie du domaine.

1. - DEFINITIONS. Soit o un réel, 0 < a.
On note, pour tout r > 0,

(1.1) N(r) = min{p € N;irl:f(k!l/"‘rk) = ptt/*yP}
et
(1.2) h(r) = igfk!l/“r’“.

On vérifie aisément que la fonction k — k!*/®r* est décroissante pour k < N(r),
puis croissante pour k > N(r) et qu’il existe ro < 1 tel que, pour tout
r,0 < r < rg, On ait

r-a

(1.3) - <N(r)<2r ¢
et
(1.4) exp [—%r‘“] < h(r) < exp [— rz“:] .

On utilisera également le fait qu’il existe une constante A,0 < A < 1 telle que,
pour tout r, 0 < r < rg, on ait

(1.5) 2N(r) < N()r).

2. - LEMME [9]. Soit B un réel, 0 < . Il existe une constante B(p) telle
que, pour tout € > 0 et tout t > 1, il existe une fonction ®.4 5 de Gi41/5(R)
vérifiant

a) 0 < @, 4(z) < 1, pour tout z de R,

b) @ (z) = 1, pour tout z de R,|z| < 1,

c) ®.:5(z) =0, pour tout z de R,|z| > t.

d) |d?®, ; 5(z)(57)| < 7 (5!) 11/ exp B(B)[e(t—1)]~?, pout tout = de R,

tout entier j et tout vecteur unitaire v de R.
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3. - LEMME. Soient o et k deux réels, o > 0, k > 1. Il existe une constante
B > 0 telle que pour tout zq de V N D, pour tout > 0 et pour tout r,0 < r <1
il existe une fonction 4 de GY{,,,(D NV) vérifiant

a) 0 < ¢(2) < 1, pour tout z,

b) ¥(2) = 1, si z appartient a B(zo, ),

c) ¥(z) =0, si z n’appartient pas a B(zq, kr),

d) [rF g2z (2)] < 0 T (L4 m+p)!(L+ | 2F2 ()1 %exp B(nr)~e,

pour tout z de V N D, tout triplet d entiers (£, m,p), tout vecteur ¥ unitaire de
CU, et tout vecteur W unitaire de TZ.

PREUVE. Soit z un point de V N'D. On pose

(3.1 ¥(2) = $1(|z1]) - $2(|22])

ou 2 = H1/2,zo (z - ZO) et 2 = Hl,zo (z - ZO)

et

(3.2) $1(9) = ® g i 2 (%)
(3.3) ba(4) = @ rea (5) -

Les projections II;/z ., et II; ., ont ét définies en (1.1.3) et (1.1.4), la boule
B(zo,r) en (L1.5).

Les propriétés a), b) et c) sont clairement vérifiées compte tenu du lemme
2 et de la définition (I.1.5).

Pour établir d), on procéde en deux étapes. On montre d’abord qu’il existe
une constante B; telle que 1’on ait

. gétm+p
r

" sagrmam )
34

<" 0+ m+p)! <£+ H-mz—”H)!l/“exp By(nr)™“

pour tout z de B(zo, kr), tout triplet d’entiers (£, m, p), tout vecteur ¥ unitaire
de C7,, et tout vecteur @o unitaire de Ty, .

Pour cela, on écrit
gétm+r

aottm g, o0
vt ™o

al+m

m/2 a°
FE th2(|22]) - a—%'ﬁl(lzll)-

(3.5) rm/2

Y(z)=r

On évalue séparément chacun des facteurs du produit.
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Soit i
m/2 O
I=rm12 4e+m1/’2(|22|)

On a, d’apres (3.3) et d) du lemme 2,
1 +m tam
|| < rm/2 <;> (nr)7 7 (£+ m)!1+1/2°‘ expBa|nr(k — 1)]7*.
De la, en utilisant les inégalités
(£+m) <25 ™0ml et ml < 22 “%“!2

on a

1| < 2557 't F (nr)~ 300712 (£ 4 m) 10t/ @

%H!l/“ exp Ba[nr(k —1)]7.
De plus, pour tout £, on a, en utilisant la définition de I’exponentielle
1
1—1/2a -e/2 1 —a
2 (nr) < exp 2a(nr) ,
ce qui permet de conclure

(3.6)
I <2 £ ,7‘f+m(z+m)tg|1/a

m 1 o o
5”!1/0 exp [£+B2(k—1) (nr)=*.

On considére maintenant

ap
Egg"ﬁlﬂzll)-

On a, d’apres (3.2) et d) du lemme 2,

|| < (é) " (nr)P/2pi 2% exp By(VE — 1) 2 (nr) ",

37 1 < n2dpt|B]id exp Ba(VE—1)72(r) 7

De 1a, en utilisant (3.5), (3.6) et (3.7), on conclut

e+m+p
i 2 e m ot (e | T2

rm/2

——_m—a—:,:'ﬁ(z)

P [a; +2B2(Vk - 1)‘2“] ()=
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et donc

gétmtr

" St

r

<(8'y )‘+ T (£+m+p)' <£+”T¥ll)!1/°’

X exp [2 + 16B3(Vk — 1)-2“] (8'/*nr)=2,

Ceci, quitte a changer n en 8!/y, établit la majoration (3.4).
On se propose maintenant, compte tenu de (3.4), de majorer

gétm+tp

(3.8) rm/2 /244y () (9™, P)

Soermggr P2 =

pour tout z de B(zg,kr) NV ﬂﬁ tout triplet d’entiers (£, m, p), tout vecteur ¢
unitaire de C7, et tout vecteur & unitaire de T¢. Pour cela, on remarque qu’il
existe une constante B3 ne dépendant que de la geomeme du domaine D telle
que, pour tout z de B(zo,kr) NV N D, tout vecteur ¥ unitaire de Ci, et tout
vecteur « unitaire de T¢, si on écrit

—

= 60’1 +t_)‘0,1/2 et w=iD‘0,1+ﬁ0,1/2

avec v, et Wo,; dans Cu,, et Ug 12 et wo,1/2 dans T, on ait

90,172 < BsVkr et |Wo,1| < BsVkr.

Compte tenu de la R-multilinéarité de d**™*? et du résultat de [4, page 88],
en reprenant des techniques déja développées dans les précédents chapitres, il
suffit, pour majorer (3.8), de majorer des termes de la forme
(3.9) K = r3 eS8 R gty () (a6 T af e
oll i, est un vecteur unitaire de Ci,,, 4,12 un vecteur unitaire de
T, ¢,m', p', &', m", p" des entiers tels que £=£'+£"\m=m'+m",p=p'+p".
On a toujours

m+l'+m'"+p >m +p
et donc

I 1 U H n "
K| <r Ideﬂ”/’(z) 0-1|-m P ) Ug, 17;" Bk ).

On déduit de 1a, d’apres (3.4),

|K| 5ﬂl+m¥1(£+m+p)! (l'-i-'

o+ m+ . o
__2__Eu)!1/ exp Bi(nr)

et donc

|K| < ﬂHm'iu(Z—i- m + p)! (l+ “ﬂ;—p“)!l/“ exp Bi(nr)™¢
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ce qui établit ’affirmation d) du lemme, quitte ici aussi & changer 5 en By
ol B, est une constante absolue.
Puisque D est borné, on déduit de d) que ¢ appartient & G/, (D NV).

4. - PROPOSITION [8]. Il existe des constantes k,a,b et M strictement
positives, a < 1,b > 1,k > 1, M > 1, telles que si E est un sous-ensemble fermé
de 3D, il existe une famille de boules {B(zi,ri)}icN Vérifiant les propriétés
suivantes

a) (VND)\E = (UB(z;,r:))n(VND) = (UB(z,kr;)) N (V nD),
b) si z appartient a une boule B(z;,kr;)NV N D, on a, a la fois,
ar; < p(2, E) < br;
et
ou p(z, E) = llelf}:J o(z, w),
c) pour chaque j, la boule B(z;,kr;) ne peut couper plus de M boules

distinctes de la famille {B(z;, kr;)}ieN.

5. - PROPOSITION. Soit a un réel, 0 < a. Il existe des constantes Bs et
Bg strictement positives telles que, quel que soit n > 0, il existe une famille
de fonctions {piq}ieN appartenant a GY{,,,(V N D) vérifiant les propriétés
suivantes:

a) 0 < ;. <1, pour tout 1,
b) supp @i, C B(z,kr;), pour tout 1,
¢) X @inl(2) =1, pour tout z de (V N D)\E,
i
d) pour tout triplet d entiers (£, m,p), tout i, tout z de (V N D)\E, tout
vecteur unitaire v de CJ, et tout vecteur unitaire @ de T:, on a

14
m/2 gétm+tp

oty #in(2)

< Bgn™t ™ (L+ m + p)! <£+ HmT”ID!"“ exp Be(nr:)™ .

PREUVE. Soit k fixé vérifiant la proposition 4. Il existe, d’aprés le lemme
3, une constante B telle que, quel que soit n > 0, a la suite (r;);eN introduite
dans la proposition 4, on associe une suite de fonctions ¢; , de GY{,/,(DNV)
vérifiant

(5.1) 0 S 1/’!'.,11 _<. 1)
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5.2) Yin(2) =1, si z appartient & B(z;,r;),
(5.3) ¥in(2) =0, si z n’appartient pas a B(z;, kr;),
gttm+p

rm/2
" Ggermage

Yin(2)

5.4
< e+ m+p)! (” ”mT”H)"/“exp B(nri)™*,

pout tout triplet d’entiers (£,m,p), tout ¢, tout z de V N D, tout vecteur &
unitaire de C7, et tout vecteur w unitaire de T%.
On pose

Pi,ng = ¢1,m
02,1 = Y20 (1 — Y1.0),

©in = Yin(l— Y1) (1= ¥j-1.0),5 2 2.

Les fonctions ;, appartiennent a G/, JalV N D) et vérifient clairement les
affirmations a) et b) de la proposition 5.
De plus, on a,

Pt teig=1-(1—19)(1—2) - (1— ¢in)

et
(VN D)\E = (UB(zi,m)) N (V N D).

Donc, si z € (VN D)\E, il existe 4, tel que z appartienne 2 B(z;,,r;,) et donc
tel que la fonction 4,, ,, soit égal a 1 en ce point. De 13, on déduit

> pinl(z) =1, pour tout z dans (V ND)\E.
ieN

Ceci établit c).

Pour prouver d), on remarque que, pour tout z, dans I’expression définissant
@in il y a au plus M facteurs différents de 1, ceci se déduit de la propriété
(4.c) du recouvrement et de (5.3). De la, en appliquant la regle de dérivation
d’un produit, on déduit de (4.b) et de (5.4) qu’il existe des constantes Bg et Bg
telles que 1’on ait, pour tout n > 0, tout triplet d’entiers (£, m, p), tout z, tout 2z
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de V N D, tout vecteur ¥ unitaire de Cv, et tout vecteur & unitaire de T}

m/2 gétm+p

" pgrrmgge inl)

< BsﬂHW(Z-l- m + p)! <£+ ”%H)!l/“ exp Bg(nri) ™.

Ceci établit d).

CHAPITRE V

Jets non isotropes et théoréme d’extension

Dans tout ce chapitre, les constantes D;,z > 1, ne dépendent que de o et
de la géométrie du domaine.

1. - DEFINITION. Soit E un sous-ensemble compact de 8 D. Un jet F sur
E est la donnée d’une suite {F*(¢);¢ € E,k € N} de k-formes R-linéaires,
symétriques, de (C")* dans C dépendant continuement du paramétre .

Pour tout jet F, tout ¢ de E et tout entier p, on définit, en reprenant les
notations de (IIL.5), le polyndme de Taylor de F non isotrope T¢ F, pour tout
z de C™, par

1 ] > 0 > Jan
(1.1) TPR() = ) FFQEL &5 ().
Jw(J)<p *°

On peut remarquer que 1’on pourrait écrire une définition intrinseque de
T7 f(2) analogue a celle donnée en (I1.3).
Dans la suite, on note, pour simplifier 1’écriture, pour tout multi-indice J,

(1.2) FI(¢) = Fi(g)(&,2, -, &2n).

2. - DEFINITION. Soit « un réel, 0 < a. Un jet F sur E appartient a
la classe de Gevrey non isotrope G{Y/;,,(E) sil existe des constantes C; et
Cq,C; > 0,03 > 1 telles que

a) pour tout ¢ de E, tout couple d’entiers (h, k), tout vecteur unitaire o
de Cv,, tout vecteur unitaire @ de T¢, on ait

h+%

@) PR, ) < € e B+ £

b) pour tout couple (¢,z) de E x E, tout entier p, tout couple d’entiers
(h, k) vérifiant h+ £ < p, tout vecteur unitaire ¥ de Ci,, tout vecteur unitaire
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o de T¢, on ait

|(FPHE — a*HETP R (2) (5%, )
2.2) o
< CiCE R+ E)(p + D1 p(s, 2)PH (P H3),

3. - REMARQUE. Si f appartient 2 GY/, /(D NV) alors

{d*f(¢),¢ € E,k e N}

est un jet appartenant a G{{,,,(E). Dans ce chapitre , on s’attache a obtenir
une réciproque a cette remarque.

4. - LEMME. Soit a un réel, 0 < a. Il existe une constante D, telle que,
pour tout jet F appartenant a GY, Ja(E), tout entier p, tout couple d entiers
(h, k) vérifiant h+ % > p, tout 2o de E, tout z de DNV, tout vecteur ¥ unitaire
de CU,, tout vecteur W unitaire de T, on ait

3h+k

T? F(z)| < C1(D1Ca)P(h + k)!p!l/ap(z,zo)l/z.

(4'1) Svh gk~ ?0

PREUVE. Il existe une constante D; > 1 ne dépendant que de la géométrie
du domaine telle que 1’on ait

IHLzo ‘U_)" S DZP(ZO;Z)I/Z et IH1/2,20 {;I S D2P(20;z)1/2-
On a alors d’aprés'(III 6.4), pour tout multi-indice J tel que w(J) <p<h+%
(d***2] (2) (5", 0*)| < 45" (h + k)!D2p(20,2) /2.

De 1a, en utilisant ’écriture (1.1) et la définition (2.1), on a

ah+k

E YN zoF(z)

1 w(J) oy o «
< (h+k)\Dap(20,2) 2 Y S asjcic5 ()]
Jiw(J)<p

Ceci établit clairement (4.1).

5. - LEMME. Soit o un réel, 0 < a. Il existe une constante Ds > 1 telle

que, pour tout jet F appartenant a G’ ,,(E), tout entier p, tout couple (20, 21)

de points de E, tout z de DNV, tout vecteur ¥ unitaire de Ci,, tout vecteur
W unitaire de T¢, tout couple d’entiers (h,k), on ait:

3h+k

s (T, F = T2, F)(2) | < (b + K)ICy(DsGa)?* (o + )1/ (30, 21) /2
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[o(20, 2) + plz1,2) P~ (B HR/2) s h+% <p,
1 si 2p>h+k>p,
0 sii h+k>2p.

PREUVE. On écrit le développement de Taylor de la fonction Tf F —TZ F
au point z5. On a

1 ] ] = 7 >t J2n
TF F(z) - TLF(z) = ) j[F’(ZO)-d’Tle(ZO)](eﬂio,' RARESNE)
Jiw(J)<p

1 . o - jam
= Y FE@E ()R, Ent,)ak (2):

Jiw(J)>p

On note S; le premier terme de la différence et S; le second.
On a, en utilisant le lemme II1.6 et la définition (2.2), si h + § <p

ah—HcS1

- N
g | < (B RICOE el 3T A plao,z) Al

Jw(J)<h+k

+ Z J.|Aw(J)D2P(ZO z)w“ -(h+g P(zo 4""1)”+2 w(”}
Ip2w(J)2htk

et donc, toujours si h+ & < p,

6h+k Sl

FEYr <(h+ k)!C1(D4C2)P  (p + 1)!1/"l [p(20,2)+

5.1
+ p(z,21)JP~(® +%) p(20, 21) /2.

Si, maintenant 2p > h + % > p,0na

ah+k Sl

1
m S (h+k)‘clcg+l(p+ 1)!1/01 E LA:(J)p(Zo,Zl)p+%_W(J)
v

Jiw(J)<p g

et donc

L] +IcS1

2 —_—
(5-2) dvh duwk

< (h+ k)IC1(DsCa)P* (p + 1)1/ % p(20, 21) /2.

On estime maintenant le deuxiéme terme. On a, si h + k/2 < p, en utilisant
4.1),
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~

ah+k52
avhauk

! w(J)~(h+&
< (h+ k)IC1(D1C2)Pp!M ® p(20, 21 )2 Z %AG(J)Dgp(zo,z) ()= (ht3)
Jiw(J)>p :

et, de 1a, puisque 2p > w(J) > p,

ah+k52
5.3) ’a——————

gk | S (bt k)!C1(DeCa)P+ (p + 1)1/ p(20, 2)P~ W+ 1) p(20, 1) /2

et, si 2p2h+§>p,

ah+ks ] .
saar | S (h+R)ICUD1IC) P! % pl20,20) 2 D~ zﬁAe(”,
Jw(J)>p
donc
ah+ks2 . . »
(5.4) 317”317)"‘ S (h+k)!CI(D702)P+ (p+ 1)! /ap(zo,ZI) / )

Le lemme se déduit de (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4).

6. - DEFINITION. Soit E un sous-ensemble fermé de D. Quel que soit 2
appartenant 2 V N D, on note 2 un point de E vérifiant p(z, 2) = p(2, E).

7. - PROPOSITION. ! existe des constantes Dg, Do et Dy, supérieures a 1,
telles que, pour tout sous-ensemble E compact de 0D, tout jet F appartenant
a GY'l,,(E) vérifiant (2.a) et (2.b), toute constante L > max(2, Dg, C3), tout
z de V N D vérifiant 0 < p(2,E) < L™, le polynome T:N’L”(Z’E)]F vérifie
la propriété suivante:

pour tout triplet (£, m,p) d entiers, tout vecteur unitaire v de CU, et tout
vecteur unitaire @ de TS, on a

gétm+p T?N[Lp(z.,E)] F(z)

duttmaur ?

d(z,8D)™/?

.1)
< CL(LDoCy) e ™F 41 (2 + m + p)! <z + HT—}E”) /e

et, si £+ p/2 < 2N[Lp(2, E)],

gttr 2 . . .
En T:NILP( ’E)]F(z) - FHP(Z)(Hl,iveanl/z,éw”)

(7.2)
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< C1(LD10Ca)* ¥+ (+p)! £+ “g“)!l/“p(z, 2)4/2,

N.B. a) ro et N(r) ont été définis dans IV.1.

b) la notation %szw (Z'E)]F(z) signifie que 1’on a dérivé le

polyndéme ¢t — T”’[L"(‘“3 ](t) défini en (1.1) par rapport a v, h fois et w,k

fois, puis que ’on a évalué cette dérivation au point 2.
PREUVE. Pour simplifier I’écriture, on pose

J=(¢,mp), j=L+m+p, w(J)-—Z—F%Ii

et
N|L,w|] = N|Lp(w, E}].

De la définition du polyndme de Taylor non isotrope, on déduit

§étm+p gétm+tp

2N|L.z] Q
65‘£+ma@‘pTz F(z) = 95t m ggr % Q\ Tz ( )F (2) (2)-
w(Q)<2N|L.z|
Compte tenu du Lemme III.6 on a
m 38 tr 2N|L.2]
< D ﬂD;"{Q’*““’p(z,E)w@)-““)iw(é)t
Q Q!
(7.3) w(J)<w(Q)<2N|L.2]
+ x g9ty IFQ(2)|
Q
w(Q)<2N|L,z]
w(Q)<w(J)

On note ), et ), les deux sommes intervenant au second membre de
(7.3).

D O X T
w(J)Sw(Q)L2N|L.2|
< j1C1|Di2p(z, B)~1 V) ) [D12C2p(2, E)*(@
w(J)Sw(QC;SZN[L.z]

llo (@)1
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De la, en utilisant (IV. 1.5), puisque 1’on a p(z, E) < roL™!, et en remarquant
que le nombre de multi-indice Q de méme poids w(Q) est majoré par D‘;’s(Q),
on a

Zl < §!C1[D14p(z, E) 7] Y) ;) [D14Cz2p(2, E))“ (%)
w(Q
w(J)<w(Q)<N[AL.Z|

(@)1=

On isole dans la somme figurant a droite les termes correspondant a w(Q) = w(J)
et w(Q) =w(J)+1/2.On a

Zl < .7‘101(1)1502)““)“”‘”(-7) + 1|1t/

+j1C1[D1ap(2, B) |10 2 [D14C2p(z, E)*(9)
(7.4) w(Q)

w(J)+1<w(Q)<N[AL,z]
lo (@) 12/
Pour les w(Q) intervenant dans la somme de (7.4), on a
lw(I)] +1 < [w(Q)|l < N[AL, 2]
et donc d’apres les propriétés de N(r) défini en (IV 1.1)
[L2p(z, E)I«(Dlw(@) 1M/ < [Lap(z, E)I“ I+ [ () + 211/

On déduit de 1a, puisque I’on a LAp(z, E) < 1,
(75 [LAp(z, ) Dw(Q) 1M < [LAp(z, B) 1D+ jw(J) + 1]t/
On utilise (7.5) pour majorer (7.4)

>, S0 (D1eLCo)* I uw(J) + 1]/

D14Cs w(Q)
{1+ > (Be=)
w(Q) 12

w(J)+1<w(Q)SNIAL.2|

De 14, si on a
D14C2

L)

<

DN =

bl

on obtient

(7.6) >, S CuDurLCy) I+ ()1,
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On estime maintenant le deuxiéme terme de (7.3). On a

>, T ac I w@re,

Q
w(Q)<w(J)
1.7 w(Q)SN[LA,z|
22 < C1D‘;2$J)j!“w(-])||!1/a %:) (DlgC'z)“'(Q),
w(Q)Zw(J)
9 3, < Cu{D1Ca)* I i) e,

On a donc, d’apres (7.6) et (7.8),
Y+ X, S GiLDCa) () e,

ce qui acheve la preuve de (7.1).
Pour établir (7.2), on sépare la somme définissant T:N |L’"]F(z) en trois
sommes. On écrit, si £+ p/2 < 2N|(L, 2],

2EEp = Y+ o+ 0%
Q Q

Q
w(Q)<2N[L,z2] w(Q)L2N|[L,z] w(Q)<2N|L,z2]
w(Q)>e+p/2 w(Q)<e+p/2 w(Q)=2t+p/2

et de 13, on a, pour tout couple (£,p) d’entiers vérifiant £+ p/2 < 2N|[L, 2], tout
vecteur unitaire ¥ de C#, et tout vecteur unitaire @ de T,

al+P

@) FEzr A IO ED DD DD D

On utilise alors le lemme II1.6 et les calculs développés précédemment
pour conclure

710) |3 1< Cu(DaoLCr) i+ e+ p)t (L4 ”g”)!l/ap(z,E)l/Z,

(7.11) |30, | < Ca(DanCa) ¥ (4 p)t (4 “g”)!l/ap(z,E)l/z.
Pour contrdler ) ,, on écrit

=111 30+ /550 = v) + ¥

u = H1,5w+ Hl/zg;;-u_)‘ = Wy + Wy
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et, on a, comme dans la preuve du lemme 4,
82| < Daplz, E)'/* et || < Dap(2, E)'/2.

Pour chaque multi-indice @ intervenant dans la somme ), on a

) "

J2 - -p: 12 p!

(712) d*aF () = B gt £E) 0% b)),
p'+p''=p

On remarque tout d’abord que dans chacun des termes de cette somme vérifiant
(2, ¢",p',p") # (£0,0,p) il y a p(2, E)*/? en facteur. On a donc, en utilisant
le lemme III.6,

AP 22 (2) (5, %) — 4722 () (%, 08) | < (£+ p)!DEEP/2 p(z, )2,

Ensuite, en reprenant la preuve des estimations III 6.5 et III 6.6, dans le cas
ou J est différent de Q, on vérifie que, si on note ¢ la longueur de @, on a

AP 58 (2) (55, @5)| < (£+ p)!Dea??p(2, E)/2, si L+ p # q.

On remarque enfin que, si £+ p = ¢q,d% Q(z) ne dépend pas de z et que I’on
peut remplacer les termes correspondants dans (7.12) par d?z Q(z) On obtient
alors

(7.13) |Z ! Hp d“tP 8 (5) (9%, b aFQ(Z)]
w(Q)=¢t+p/2
w(Q)<2N|[L,z]

< C1(D2aCo)*EH (24 p)1 (€4 [|§“)!l/ap(z,E)1/2.
On a, pour tout entier s et tout s-uple de vecteurs (5‘1, ...,f:,),

> d'a (@G, 8 g FQ(z) F(3) (&, B0

Qig=s

et, pour tout couple d’entiers (h, k) tout h-uple de vecteurs de C#;, (dy, ..., @n)
et tout k-uple de vecteurs de T (bl, ,bk),

" R | .
> dh+km§(2)(a1,...,ah,bl,...bk)aFQ(z)
Qig=h+k :
w(Q)=h+k/2

-

= Fh*k(38)(@y, ..., @n, b1, .., bk)-
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On a donc, en reprenant (7.13) puisque £+ p/2 < 2N|[L, 2]

| D, ~Fee(2)(9, w5)]

71 < Cy(DasCo) ¥4 (L4 p)t £+ “gu)’”"p(z, E)'/2.

De (7.10), (7.11) et (7.14), on déduit I’estimation (7.2).

8. - THEOREME D’EXTENSION. Soit F un jet sur E appartenant a
GNII/Q(E) 1l existe une fonction ¥ appartenant a G, ,(D N V) telle que
Uon ait, pour tout entier k et tout ¢ de E,

d* 7 (s) = F*(s).

De plus, on peut construire ¥ nulle sur D\V.

PREUVE. Soit n et L deux réels strictement positifs. On considere la famille
de boules B(z;, kr;), ¢+ € N, construite dans IV.4 et la famille de fonctions ¢; ,,
construite dans IV.5.

On pose, pour tout z de (D NV)\E,

Ailz) = pinlz) TENIEAEB (),

Pour tout choix de et de L, la fonction 7 est clairement de classe C*
sur (DNV)\E. On va montrer que 1’on peut choisir L et # en sorte qu’il existe
des constantes Dyg, Dy et g, strictement positives, Dog > 1, telles que, pour
tout triplet d’entiers (£, m,p), pour tout z de (D NV)\E vérifiant p(2, E) < ¢,
pour tout vecteur unitaire ¥ de C, et tout vecteur unitaire w de TS, on ait

gétm+tp

(8.1) d(z, 8D)™/2 (7 — TV EBN ) (z)

37trm dup
< C1(LDyeC) ™41 (L4 m + p)! (E‘*' “'_"_;_EH)!ua
exp|—Darp(2, E)~°].

Les constantes C; et C, figurant ici sont celles qui interviennent dans les

inégalités (2.1) et (2.2) portant, par hypothése, sur le jet F.

Pour simplifier 1’écriture, on utilise a nouveau les notations

N|Lp(z, E)] = N|L,z] et  N|Lp(z, E)] = N|L,z|.
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On a donc, pour tout 2 de (D NV)\E,

m gétm+p
d(2,0D)% (m ,71) (2)

gétm+rp 2
=d(2,8D)% (m (Z i T2V ]F)) (2)

[

£mip! me [ 3 Am +p"
=2 X Ot 0% D) (aae“+m"awv“ ein | (2)

A gye'=¢
m'+m''=m
p'+p''=p

, a£l+ml+pl Lz'

et, de 1a, en utilisant les propriétés (IV.4.c) et (IV.5.c),

o QHtmir 2N|L,2|
d(2,0D)7 e (AT F)(2)
£imlp!
= Z Y IS T T Z
i 218" ! \m" 1p! 1p') ;
m'+m''=m
(8.2) p'+p“=p

lﬁ ae‘l+mll+pll
d(z,8D)3 35 Tmi e Pim (2)

. gt +m'+p’
¥ ey (Vo F — T2V p) ),
w 1]

d(2,8D)

On va maintenant considérer, pour ¢, m',p' et ¢ fixés, I’expression

, a£l+ml+pl
_ m! 2N|[L.2,] ;m _ m2N|L,z2]
®3)  Eo=d(z0D)% G (T2 F - T? F)(2)
sachant que z appartient a la boule B(z;, kr;). On écrit alors
Ey=FE, + E,

avec
atl+ml+pl

srragy (T P - TNERE) ()

84) E, =d(z8D)%

, e}+ml+pl
85) B, =d(z6D)% aa (T:NIL,z.]F _ TSNIL,z]F)(z)_

germ e
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Estimation de E,
Il suffit d’étudier le cas £ + m' + p' < 4N|L, 2;]. On utilise le Lemme 5

(8.6) |E1| < (€ +m' +p')IC1(DsCo)?NE=I+1 (aN|L, 2] + 1)1/ % p(5:, 5)*/?

(2, 2:) + plz, 8)PNIE=I=(E+255) i g4 A2 <o,

X491 , si 4N; > £ + mXE > 9N,

0 , si 0+ AR S 4N

On note maintenant N; = N|[L,z;] = N[Lp(z;, E)|.
On note également
! !
J=0+m'+p, w(J)=l'+¥mz£, j=0+m+p.

Puisque z appartient a la boule B(z;, kr;) il existe, d’aprés (IV.4.b) une constante
K > 1 telle que 1’on ait

p(Z,ﬁi) < Kp(ziaE)1 p(z,é) < Kp(zi:E) et p(ﬁ,ﬁi) < KP(ZHE)
On a donc si w(J) < 2N;

|Ey| < 5! C1(DsCa)?Mit1(2N; + 1)1/ K2 p(2;, E)/?|2K p(2:, E)|?N+ =)
< g Cl(D302)2N'+1 92N, /a (ZN.')!I/a Kl/zp(z;,E)1/2[2Kp(z,',E)]ZN‘_W(").

On va utiliser les inégalités suivantes

(2N, < 220/ (Nyy?le,
N Lp(z, B)[N < ||w ()1 [Lo(2i, E))I< DI

et, a condition de supposer,

Lbp(2, E) < 1o
(N2 [Lp(z;, E)|M: < exp [—51; [Lp(z,.,E)]—a] .
On a donc
IB1] < S(J)IH/=C; K2 DCy (%)N Lol

e, B30 exp [—{; [Lp(ze,En-“]
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et donc, puisque Lbp(z, E) < ro implique p(z, E) < 1, on obtient, en utilisant
de plus IV.4.b,

‘ DysC2 \ 1
|B1| < g|lw(J) 1/ *C1C2 Do (%) LIl exp [‘% [Lbp(2, E)]_a] .

Si on impose maintenant
L> max(D2802, e)

on a
. o . 1 .
|Ey| < 5lw(J)[1/* C1CaDze LI exp [_E [Lbp(z, E)] ];

ceci acheéve le cas w(J) < 2N;.
On considére maintenant le cas w(J) > 2N; et 7 < 4N;.
On a, en reprenant (8.6) et les idées précédentes

'Ell < CI(D302)2N,+1 22N./a(2Ni)!1/a K1/2 p(zi,E)l/z

< Ml ()1 C1D3o (D31 C)N+

< PMlw(I)1® C1Dgo(Dsy C)?N++1 [oU) [=w(I),
Mais, en utilisant IV.1.3, on a, puisque Log L > 1

L7U) < L2 < ™ < exp|—[Lp(zi, B)] ]
et donc
|By| < jlflw(J)[[1* C1Dso (Ds1C2)*M ¥t L) exp[—[Lbp(z, E)]~°.
On a donc, dans tous les cas,

(87)  |Ei| < C1 (D32C2L)“)*1 glj|w(J)|1M* exp|~|LDssp(z, E))~°.

Estimation de E,
On a donc ici a dériver un polynéme

T:NILo(z--,E)lF _ T:NILP(Z:EJIF
dont les mondmes sont de poids w(Q), vérifiant
2N[Ltp(z, E)] < w(Q) < 2N|Lap(z, E)] < N[ALap(z, E)|
d’apres (IV.1.5) et (IV.4.b), puisque 1’on a supposé

Lap(z, E) < Lbp(2, E) < 1.
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On a alors, en reprenant les calculs faits dans la preuve de la Proposition 7,

. w w w —w 1 a
2N[Lb,z]$w(QQ)SN[4\La,z]
w(J)<w(Q)
(8.8)
, w w 1 a
+ 3 jt D) Lpagy)
Q e
2N|Lb,z|<w(Q)<N|ALa.z]
w(J)>w(Q)
On écrit

|Eo| < B + T

On majore d’abord Xj.
24 < 5! C1 (Diaplz, B) 1))
x > (D12C2p(z, B))*(D [|w(Q)[I1/=.

2N[Lb,z]5w(%)SN|ALa,z]
w(1)<u(@)

En isolant, comme dans la preuve de la proposition 7, les termes, s’il existent,
correspondant a w(J) et w(J) + % et en remplacant la sommation sur Q par la
sommation sur les demi-entiers w(Q), on a, comme en (7.4),

B < 5! C1(D15C)* I w(J) + 1)|1M* + 5! C1|Diaplz, B) 1Y)

8.9) x > [D14Cap(z, E)D (@)1=,

w(Q)
2N|[Lb,z]<w(Q)<N|ALa,z|
w(J)+1Sw(Q)

D’apres IV.1, on a

(@)1= LAap(z, B))I*(@1 < (2N[Lb, 2))1/=[Lrap(z, E) 2N 10
et donc, puisque LAap(z, E) < 1,

(@12 LAap(z, E)*(@ < (2N[Lb, 21/ [LAap(z, E)|2N 104,
On a aussi

(2N|Lb, 2))11/* < (22NIEb2l) 1/« N(Lb, )12/

N|Lb, 2)1/%(Lbp(z, E)VIE4 < exp |~ [Lbp(z, B))

N[Lb, 2)!M*[Lbp(z, B)N 103 < ||w(J) + 1]/ %[Lbp(2, E)]Il(DIIF1,



656 JACQUES CHAUMAT - ANNE-MARIE CHOLLET

Ces inégalités permettent de majorer le deuxiéme terme de la somme
figurant dans (8.9) par

5! C1(LD3aCp)* N ||w(J)||1V/ =

21/aD1402 w(Q)
Lal

xexp{~§— |Lbp(z, E)]““} (
@ 2N|[Lb,z|<w(Q)<N[ALa,z|

ol le premier terme n’existe que si w(J) > 2N[Lb,z); on utilise alors les
inégalités

L) < [=2NIEb2] < exp{—[Lbp(z, B)| =}
On conclut alors, en supposant

DssCy;  2Y/*Dy,C,
L Lal

< 1/2,
que ’on a
(8.10) ¥ < 5! €1 (LDs3eCa) )+ |w(J)|! exp{—[LDs7 p(2, E)|”°}.

On se propose maintenant de majorer ). On a, comme en 7.7,

! w w w a
> < > 0 ¢5'9 Dy (@)
2N[Lb,z]<w(%)SN[)\La,z]
w(J)>w(Q)
et donc )
£ <C1 D7) gl (DI YT (D1sCo) @)
w(Q)
w(Q)<w(J)

< Cy (D1oC2)*FL 51w ()1

De la, comme plus haut, on a, puisque X5 n’existe que si w(J) > 2N[Lb, z],
(8.11) 34 < C1(LD19Cr)“ )1 51 |lw(J)[1M/* exp[—Lbp(z, E))~°.
On déduit donc de (8.10) et (8.11)
|E2| < Cy (LDsgCo)* M) g1 [|w(J)[1/* exp|—LDsop(2, E)]~°.
On a donc, pour tout L vérifiant
(8.12) L > max(e, D2gC3,2D35C2, DgCy),

si on note
7o

=fb_’

€
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pour tout triplet d’entiers (£', m', p'), pour tout entier ¢, pour tout z appartenant
a B(zi,kri) N (D NV)\E et vérifiant p(z, E) < €, pour tout vecteur unitaire ¢
de C#, et tout vecteur unitaire @ de T¢

m! a£'+m'+!7' 2N[L,Z|] ZNIL,Z]
d(z,aD) El W (T,;.I F_Tz‘ F)(z)

' ] ! !
< C1(LDgoCo) +™34 (¢ 4+ m' +p')! (ll + ”T%H)gl/a
exp|—[LDa1p(z, E)|”°].

De 1a, en utilisant (8.2), IV.4.c) et IV.5.d), on a

gétm+r
7 2N|L,
ld(z;a.D)2 m (ﬁ_Tj |L.2] F)(z)
frmip! oy mlitp
.<_ Z ll!eu!ml!m"!p,!p”! M B5 7 2
e+e'=¢
m'+m''=m
pl+p"—p

n +pll
ell " " | l“ m
(2" +m" +p") < + ” —

)!l/a

exp |Benap(z, E)|™« Ci(L D4002)£'+-'ﬂ'—;"-"1+1

U !
(¢ +m'+p') <£’ + Hﬂ_;'_p‘

) 11/« exp{—|LDy1p(2, E)|~*}

<Ci M Bs (LD4002)(ﬂ+LD40C'2)£+m_P

(£+ m+ p)!
<£+ ”T#H),l/a exp|(Bena)~* — (LD41)~%|p(2, E)~°.

L étant fixé, vérifiant (8.12), on choisit n tel que 1’on ait

1
(Bena)_“ = E (LD,;I)_O‘

LD
_gt/a (L4
n=2 (B )

¢ a

c’est-a-dire

Alors il existe des constantes Dyg, Doy et € ne dépendant que de a et de
la géométrie du domaine telles que, pour tout triplet d’entiers (£, m, p), tout z
de (DNV)\E, vérifiant p(z, E) < ¢, tout vecteur unitaire ¥ de C#,, tout vecteur
unitaire @ de T¢, on ait (8.1). Puisque d’aprés (8.12) on a L > DgC,, on a a
la fois les inégalités (8.1) et (7.1). En conséquence, pour tout z de (V N D)\E



658 JACQUES CHAUMAT - ANNE-MARIE CHOLLET

vérifiant p(z, E) < £¢, tout triplet d’entiers (£, m,p), tout vecteur unitaire ¢ de
Co, et tout vecteur unitaire @ de T¢, on a

wm Qfttmtp
(8.13) d(2,8D)% Fi(2)

auttmaur

< CI(LD4202)Z+_'LE+1(£+m+p) (e_i_ Ilm_;___p“)!l/a'

En utilisant les idées du chapitre IV on peut construire une fonction x
appartenant a GY[, sV 0 D) valant 1 dans un voisinage ouvert W de E dans
V N D et nulle si p(z, E) > %&. La fonction 7 définie par # = x7 appartient
alors a G1+1/a(V N D).

On déduit maintenant de (8.1) et de (7.2) que, pour tout couple d’entiers
(¢,p), tout 2 de DNV dans un voisinage de E dépendant de £ et de p, tout
vecteur ¢’ unitaire de C7,, tout vecteur « unitaire de T, on a

P
(8.14) f—w Fi(2) — FEP(5)(I1y,56%, Tij0:9P)| < Cp(2, E)M/?

ol C est une constante dépendant de £,p,C;,Cs,a et de la géométrie du
domaine.

Soit alors zo un point de E, (£,p) un couple d’entiers, ¥, un vecteur
unitaire de C#,, et @ un vecteur unitaire de T . Dans un voisinage ouvert O
de zp dans DNV on peut définir des fonctions continues z — @, et z — 1w,
de telle sorte que, pour tout z dans O, u, appartienne a C,, w, a TS et que
I’on ait #,, = ¥ et w,, = wo.

On a alors
lim a£+p 5’1(2) _ ae+p 71(20)
smz0 DDLU T
lim H]_.é t_).z = {)‘0 et lim H1/2 zwz = wo
zZ— 20 ’ Zz— 20

De la, on conclut, en utilisant (8.14),

ae+p7 ae+p X;'l
autadt ) T Taglaat

(20) = F(8 (9, ).

Ceci acheve la preuve du théoréme 8.
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CHAPITRE VI
Solution de Péquation 3u = f dans les classes de Gevrey isotropes

Les constantes K;, : € N, intervenant dans ce chapitre ne dépendent que
de o et de la géométrie du domaine.

1. - Dans ce chapitre et les suivants, D est un domaine borné strictement
pseudoconvexe de C™ a frontiere 4D de classe C2.

Pour @, o > 0 et g entier, 0 < ¢ <7, GY'f, Ja(D) désigne I’ensemble des
(0,q) formes dans D dont les coefficients appartiennent a G414 (D) [L3].

2. - REMARQUE. Si u appartient 2 Gy'f; Ja(D), les dérivées des coefficients
de u se prolongent a 8D et y vérifient les estimations 1.3.1.

3. - LEMME [13]. Il existe un voisinage Uy de D, un voisinage Vy de 3D,
Vi c Uy et une application w de classe C' de U, x Vy dans C™ vérifiant les
propriétés suivantes:

a) pour tout ¢ de Vi, w est holomorphe en z dans Uy,

b) il existe une constante K,, K, > 0, telle que, si on note
(31) Q(zag) = (w(zyg)’g_z) = Zwi(zag)(g _zi)1
=1

pour tout z dans D et tout ¢ dans U;\D on ait

(3.2) ®(2,¢)| > Ki|z — ¢|*.

4. - DEFINITIONS ET NOTATIONS. D, désigne un domaine borné a frontiére
de classe C* tel que ’on ait

DcDycDyc DUV;.
En suivant [12], on note, pour tout ¢
@.1 w=w(¢)=dg Adg A Adgn,
et, pour tout z de D, tout ¢ de Do\D et tout A de [0,1], on pose

w(z,¢) i—-zZ
+ A
®(2,¢) l¢ — 2|2

= (n1(2,¢,2),m2(2,¢,A),, (2,6, )

4.2) ﬂ(za $s A) = (1 - A)
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et

4.3) ©(z,¢,A

(2 )n Z( D7 15(2,6,3) A (85 + 85 +da) (ma (2,5, 4)).

n et © sont continues sur un voisinage W dans D x C™ x [0,1] de
D x (Do\D) x [0, 1] et, puisque I’on a

(’7(21§1 A)a ¢ — z) =1 dans W,

on a, au sens des courants, sur W

4.4 (0¢+ 0, +dy)(@AW) =0.

On note

(4.3) W'(E=2) = (-1 (- %) A (6, - dz).
i=1

On a alors

(n—1)! W'(E-2Z)A w(s)
(2¢m)" ¢ — 2>

(4.6) 6(2,6,A) Aw(s)r=1=
et

4.7)6(2,¢,2) Aw(¢)|r=0

(n. -1)! 1
(2em)n B(2,¢)"

R (50 3 (Be+ Bl ) A el6)

5. - PROPOSITION. Soit q un entier, 1< q < n et f une (0,q) forme de classe
C, a support compact dans Dy, vérifiant 8f = 0 dans D.
Alors, la (0,q — 1) forme définie dans D par

D ule) = (-1 [ @) A8 Au)
(¢,A)€Do\Dx[0,1]

4 (1)t /f ) Aw'(E—2) Aw(s)

T e l¢ — z[2

est de classe C*® dans D et vérifie du = f dans D.
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PREUVE. On déduit aisément de la définition de © et du lemme 3 que u
est de classe C*™ dans D. _
Il reste donc a établir que du = f dans D. On pose

N=38,fAO Aw.
On a, en utilisant (4.4), toujours au sens des courants, sur W
5.2) (d¢ +dx)y = (d; + d,\)(gs.f /\@/\w)
= (5; + d,\)(ggf /\6/\(4))
= (—1)“"+l ng A (55 +d,) (§Aw)
= (-1 8,fA3,(© Aw).

De 1a, pour tout z fixé dans D, puisque 3.f est nulle sur D, on peut
appliquer la formule de Stokes a v sur Dg X [0,1]. On obtient donc, pour tout
z dans D,

5.3) [ @ran- [ .
(¢,A)€Dox[0,1] (s,2)€8(Dox0,1])
De (5.2), on tire
(d, +dy)y = (—1)° / 3.f AF.(B Aw)
(¢:A)€ED( x|0,1] (¢.A)€Dox[0,1]
__ 3.(.f A8 Aw)

(¢.A)€Dox|0.1]

54

(s.A)€(Do\D)x[0,1]
On calcule maintenant 1’intégrale ﬁg{lrant au second membre de (5.3). On a
3(Dg x [0,1]) = 8Dg x [0,1] + Do x {1} — Dy x {0}.
On remarque alors

3, f A®Aw=0, car f est a support compact dans Dy.

(¢,A)€8D¢x[0,1]
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On déduit de (4.6)

=, = (n-1) / 5 5. W7 Aw(c)
(5.5) / Osf A8 Aw =G [ BfA ——m
(¢.A)EDox {1} ¢€Dg
et de (4.7)
(5.6)
ggf ABAw

(¢.A)€Dox {0}

- 1)! — i=
N ((n2z‘1r)'2 f 55f A=
¢€Dog

(11 (2,6) A (B +B.) (wi(2,))

®(z,¢)"

Aw(s)

_(n-1)
T ()

[ B nas) Auo).

¢€Dg

On remarque maintenant que 3, f est de bidegré (0,¢+1) en (¢,¢) et w(¢) de
bidegré (n,0) en (¢,<). On ne doit donc garder dans (2, ¢) que les termes de
bidegré (0,n — ¢ — 1) en (¢,¢). Mais si ’on revient a la définition de Q(z,¢)
on constate que chacun des termes de cette somme est de bidegré (0,n — 1)
en ((¢,2),(¢,2)). Les termes retenus dans £2(z,¢) sont donc nécessairement de
bidegré (0,n—g—1) en (¢,¢) et (0,q) en (z,2). Mais ¢ étant strictement positif

et w holomorphe en 2z, les termes retenus sont nuls et I’intégrale (5.6) aussi.

On a donc

3 3. fABAw = U / 3. a2 E -7 Auwls)
(5.7 -4, / O, fABOAw = (2i7r)" a.fA |§—z|2" .
(s.2)e(Do\D)x][0.1] ¢€Dy

Par ailleurs, on sait [12] que ’on a, puisque f est a support compact dans Dy,

(n—1)! —- w'(§—2) Aw(¢)

(zim)" é e

et g, |1 W' (5= 2) Awls)
= (~1)f(z) +3. [———(zm),, é o) n S ]
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On en déduit, en utilisant (5.7),

£(2) = B. (1)1 / 3./ A AW
(s.A)€(Do\D)x[0.1]

POUL [ g ST

(24m)" s — 2>
s€Do
Ceci établit la proposition 5.
6. - REMARQUE. En suivant [13 page 70], on peut écrire 1’intégrale
3, fAOAwW
(6:2)€(Do\D)x([0,1]

aprés intégration par rapport a A, comme une combinaison linéaire finie
d’intégrales du type

g1 ‘I’I.a.l —‘171.6.2 n —
— — A (d¢; Adg
/ @(z’ g)n—a—l |§ _ z|2a+2 j=1 ( §] §J)

Do\D

ou g; est un coefficient de la forme 55. f, ¥r,s1 est le produit de certaines
ow

des fonctions w; et 3?:, j=1,,n k=1,,net ¥, est Pune des
fonctions ¢; — z;, 7 =1,--,n. Ici, s est un entier vérifiant 0 < s < n —2.

7. - LEMME. Les ouverts U, et V, étant ceux du lemme 3, soient ), et
Yo deux fonctions continues sur Uy x Vi, holomorphes en z dans U; pour ¢
fixé dans V. Soient r et t deux entiers et g une fonction continue et a support
compact dans Dq, nulle sur D. Alors la fonction G définie sur D par

71.1) G(z) = / -"(é)('ﬁ’lgf‘);”j(zzl’f) ,-Z\l (dg, A dg;)

¢€Do\D

est de classe C* dans D. Si, de plus, g appartient @ Giy1)4(Do) alors G
appartient @ Giy1/a(D).

PREUVE. La fonction G est clairement de classe C*° dans D.

Il existe des constantes K5, K3 et K4 supérieures a 1 telles que 1’on ait,
pour tout triplet (j,r,t) d’entiers, tout z dans D, tout ¢ dans Do\D et tout
vecteur unitaire ¢

(72) |29 (2, 6) ()] < K 31, i=1,2,
(1.3) 4] @77 (2,¢) ()] < KE*" 5t |¢ — 2| +9),
74 Al Js — 2|7 () < K{T gt Jg — 2709,
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L’estimation (7.4) est élémentaire; les estimations (7.2) et (7.3) se déduisent
de la formule de Cauchy et aussi, pour (7.3), de I’inégalité (3.2).

Si g, a support compact dans D, et nulle sur D, appartient & G141/a (Do),
alors, en utilisant la formule de Taylor, on montre qu’il existe des constantes
K5 et Kg, strictement positives, Kg > 1, telles que ’on ait, pour tout ¢ de
Do\D,

7.5) l9(¢)| < Ksexp|—Kg d(¢,8D)%].

En utilisant (7.2), (7.3) et (7.4), on déduit alors qu’il existe une constante
K7, Ky > 1, telle que, pour tout entier j, tout vecteur unitaire ¢ et tout z de
D, on ait
. . Sy ) exp|—Ked(¢,8D)"%] n , _
(7.6) |dG(2)(#7)| < KitrHi+t g1 / T o A (d¢; Adgy).
Do\D

Pour tout z de D et tout ¢ de DO\D, on a
s — 2| > d(¢,8D)

et, il existe une constante Kjg strictement positive telle que, pour tout ¢ de
D\ D, et tout triplet d’entiers (j,r,t), on ait

(7.7)  exp[-Ks d(5,8D)7°] < (2r + 5+ ¢)!/* {Ks d(¢,8D)P*3¥,

On a donc ' ' |
147 G(=)(#)] < KIHTHH (27 4 o)1t/ jiiti/e
ce qui achéve la preuve du lemme 4.

8. - LEMME. Soit q un entier, 1 < q < n, et f une (0,q) forme appartenant
o P
a Gy{1/4(Do). Alors, la (0,9 — 1) forme définie par

= [ H0EBAu)

appartient a G(l’fl_/la (Do).

PREUVE. Bf est obtenu par convolution de f avec un noyau localement
intégrable. Le résultat est donc immédiat.

9. - THEOREME. Soit a, 0 < «. Soit D un domaine borné strictement
pseudoconvexe de C™, a frontiére 3D de classe C?. Soit q un entier, 1 < q < n,
et f une (0,q) forme appartenant a G(l’flla(D) et vérifiant 3f = 0 dans D.
Alors, il existe une (0,9 — 1) forme u de G(l)’_f;/la(D) telle que I'on ait du = f
dans D.
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PREUVE. 1l existe un prolongement de f, noté encore f par abus d’écriture,
appartenant a G‘l)’f 1/a(Do) et a support compact dans Dq [2]. On applique alors
a f la proposition 5 et les lemmes 7 et 8 pour conclure.

CHAPITRE VII
Théoréme de division
Dans tout ce qui suit E désigne un sous ensemble compact de 3D et

E;, 1 € N des constantes ne dépendant que de la géométrie du domaine, de E
et de a.

1. - Soit D un domaine borné strictement pseudoconvexe a frontiere de
classe C2. On sait [5], [13] qu’il existe un voisinage U de D, des constantes
E, et E;, 0< E; <1< E; et une fonction H continue sur 3D x U vérifiant
les propriétés suivantes

(1.1) pour tout ¢ de 8D, la fonction z — H(¢, z) est holomorphe dans U,
(1.2) Re H(s,z) est strictement positive pour tout (¢,2z) de D x D, ¢ # 2,
(1.3) pour tout (¢,2) de 3D x D, on a

E,|H(s,2)| < p(z,¢) < Ex|H(s, 2)|.

2. - On note, pour tout z de C™ et tout r > 0, P(z,r) le polydisque de
centre z et de rayon r, c’est-a-dire,

{weC™|w;—2z|<r i=1--n}.

3. - LEMME. 1i existe des constantes E;, E4, Es, strictement positives,
E3 < 1, telles que I'on ait

3.1 P(2,Esp(2,E)) cU,  pour tout z de D\E,

(3.2) E4(C+P(Z,S')) < |C+H(§,U))| < E5(C+p(za§)):
pour tout z de D\E, tout w de P(z, Esp(2, E)), tout ¢ de E et
tout ¢ > 0.

PREUVE. Puisque D est borné, la propriété (3.1) est évidente. Les propriétés
de H impliquent, quitte a diminuer Ej3, qu’il existe une constante Eg, strictement
positive, telle que I’on ait pour tout z de D\E, tout w de P(z, Esp(z, E)) et
tout ¢ de E,

(3.3) |H(¢,w) — H(¢,2)| < E¢ - Esp(z,E) < E¢ Esp(z,¢).
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De 1a, quitte a diminuer E3 une nouvelle fois, (1.2), (1.3) et (3.3)
impliquent (3.2). )

4. - On note, pour E5 >0, D(Es)= | P(z Esp(z E)).
2€D\E

5. - LEMME. [l existe des constantes Ey, Eg et Ey, strictement positives,
telles que, pour tout zy de (V N D)\E, on ait

B(z9, E7p(z0, E)) C U P(z, Esp(2, E))
ou S,, = {z € D\E; Egp(20,E) < p(2, E) < Eop(20, E)}.

PREUVE. 1l s’agit 1a d’une conséquence immédiate des propriétés de la
pseudodistance p.

6. - Pour tout sous-ensemble E fermé de 8D et tout ¢ > 0, on désigne
par ]V,(E) le nombre minimal de boules pour la pseudodistance p de rayon e
dont la réunion recouvre E. On sait [5] qu’il existe des constantes Ejq et Eyj,
strictement positives, telles que 1’on puisse recouvrir E par des boules dont les
centres sont situés sur E a des pseudodistances mutuelles supérieures ou égales
a € et dont le nombre N, (E) vérifie

EioN.(E) < N,(E) < E\,N.(E).

On dira que ces boules forment un e-recouvrement de E.

7. - PROPOSITION. Soit E un sous ensemble compact de 3D et a un réel,
0 < a < 1. On suppose qu’il existe une constante E,5 > 0 telle que I'on ait

(L) /N,(B, NE) e de < Byp 110,
0

pour tout r, 0 < r < 1 et toute boule B, de rayon r centrée sur DNV.
Alors, il existe des constantes Es, E14, E15 et Eyg, strictement positives,
une fonction ¢ holomorphe dans D(E3) telles que I'on ait

.1 Re p(w) > E1ap(z, E)~®
et

(7.2) lo(w)| < Eis p(2, E)~*, pour tout z de D\E et tout w de
P(z,E5 p(2, E)).

PREUVE. Elle reprend les idées développées dans les preuves de la
proposition 8 de [5] et de la proposition 10 de [6].
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La condition (I,) implique la condition de Carleson, a savoir

1
(7.3) / N (E) e * de < oo,
0
ou encore
(7.4) > Np-k(E) 275079 < o,
k=1

Pour chaque entier k, (¢jx), 7 =1,- -, Nx = Np-«(E), désigne la suite
des centres des boules Bjx, 5 =1, -+, Ny d’'un 2=% recouvrement de E.
On consideére alors la fonction ¢ définie dans D par

i i": 2—k(1—-a)
) plz) = —_—.
@ k=1 j=1 27k + H(gjx, 2)

On a, d’apres le lemme 3,
Iz—k + H(¢x,2)| 2 By pl2, E)

et donc, quitte a réduire Ej3, en utilisant (7.4), on conclut que ¢ est holomorphe
dans D(Es) et, en utilisant (1.2), que Re ¢ est strictement positive dans D\E.

On se propose tout d’abord d’établir 1’estimation (7.2). On a, pour tout z
de (DNV)\E et tout w de P(z, Es p(z, E))

oo N
1
o(w S 2_k(1_a) — )
| (w)] kz=:1 ,; 2=% + H(gjk, w)]

ce qui donne, en utilisant le lemme 3,

0 Ny
1
7.6 < E! E 9—k(1-a) E S
(7.6) le(w)] < By o o 2R+ (2 6k

On note, pour tout (£, k) de N x N,

Cex = {755 2°0(2,E) < plz,¢ix) < 24 p(2, B)},

(1.7)
Do = {7; plz,¢x) < 2%(2, E)}

et, on a

(7.8) card De,k < Nz—k (BZLp(z,E) n E)
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ou card X désigne le nombre d’éléments de X.

Puisque D est_b_omé, il existe une constante E;7, E,7 > 0, telle que, pour
tout z et tout ¢ de DNV, on ait

p(z,¢) < Eyq.
Pour tout z de (DNV)\E, on note L, le plus grand entier qui vérifie
2L= p(2,E) < Eyr.
On déduit de (7.6)
oo L,
st <5 S (2R 8 )
Pour chaque k, on intégre par parties la somme portant sur £; on obtient

oo L, e
e 2%p(2, E) card Dy
<E > k(1-a) =+ N
lp(w) < Ero . 2 ( e; 2% 1 20z, E)2

et, en utilisant (7.4),

[ L
_ _ = 2£p(z E) card Dek
<E g k(1=0) ’ 2 + Eao.
|‘P(w)|_ 19 2—;1 Z:l 2—2’°+22‘p(z,E)2 + Lizg

On échange les sommations et on coupe la somme sur k£ en deux parties:
L.
lp(w)| < Eio ) 2%(2, E) >+ Y + Ez0
=1 2-k<2lp(z,E) 2-k>24p(2,E)

c’est-a-dire
(7.9 lp(w)] < Bro (D +Y )+ Ezo
1 2

avece

—k(1-a)
21: Z 9t (z E) Z 2 k(1 card .Dg,k.

2-k<2¢p(2,E)

Mais, d’aprés (7.8) et ’hypothése I,, on remarque que, pour tout £, on a

Z 27*(1-2) card Dy < By (2%0(2, E))*
2-k<2¢p(2,E)
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et donc
L,
(7.10) Z < Ep; ZZ_EGP(Z;E)_G < Es3 p(z, E)™°.
1 =1

On considére maintenant

L,
Z = Z 2£p(z,E) Z 2k(1+a] card Dg,k.
2 =1

2-k>2¢p(2,E)

Mais ici card Dy est majoré par une constante absolue Eo4; en effet, on
compte dans la boule de centre z et de rayon 2p(z, E) des points écartés d’une
pseudodistance supérieure a son rayon.

De plus, on a

Z 2k(1+a) < Eqg [2£p(z’E)]——(1+a)
2-k>2¢p(2,E)

et donc
L,
(7.11) > < Ex ) [2%p(z E)]"* < Exr p(z, E)™°.
2 =1

De 13, d’apres (7.10) et (7.11), on déduit que, pour tout z dans D N V)\E et
tout w de P(z, Es p(z, E)), on a

lo(w)| < Eag p(2, E)™“.
Ceci acheve la preuve de 1’estimation (7.2).

Pour prouver (7.1), on commence par établir qu’il existe une constante
E,q, strictement positive, telle que 1’on ait, pour tout z de D\E,

(712) Re <p(z) > Ezg p(z, E)——a.

Soit z un point de D\E vérifiant p(z, E) < 1/4.
Il existe un entier k, > 1 tel que ’on ait

(7.13) 2 k"1 < (2, E) < 27F=,
On note w, un point de E réalisant le minimum de la pseudodistance

de 2 & E. Alors, pour chaque k, w, appartient a au moins une boule du
2~k recouvrement de E dont on désigne par ¢, x le centre. De la positivité de
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Re H, on déduit que I’on a

-k
2 ka

7.14 R 2 2R o A
(7.14) eso(Z)—kX::1 € 2R T H(Gx,2)

> Re 2z * ke
- 2—k, + H(gz,kzx z) ’

On a, de plus, pour tout k € N,
|H(52k,2) < ET* plgeky2) < Eso (275 +27F2)

et donc, pour k = k,,
|H(¢z.k,,2)| < Esy 2752,
On obtient
27ks
>FE
2_k‘ =+ H(g,’kz,z) = 732

(7.15) Re

et on déduit de (7.13), (7.14) et (7.15),
(7.16) Re p(z) > Es3 2F+* > Eay p(2, E)™°.

Pour tout z de D\E, tout w de P (z, %3 oz, E)) et tout vecteur unitaire

¥, la formule de Cauchy appliquée au polydisque P (w, %3 oz, E)), compte
tenu de (7.2), conduit a

A () (9)] < Bss plz B)10
On a donc, pour tout z de D\E et tout w de P (z, %’i p(z,E)),
|Re p(w) —Re p(2)| < |w—z| Ess p(z,E)" 1"
et donc, en utilisant (7.16),
E; e

Re go(w) > <E34 - E35 T) p(Z,E) .

Ceci établit (7.1) quitte a choisir E5 < E'gi'
8. - PROPOSITION. Soit pu, 0 < u <1 et G, la fonction définie par

Go(2) = expl-np(2)]

Alors G, appartient @ Ay41/q(D) et est plate sur E.
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PREUVE. Puisque ¢ est holomorphe dans D(E5), on applique la formule
de Cauchy pour tout z de D\E au polydisque P (z, %‘1 oz, E]) Il existe

alors des constantes Esg et E3q telles  que, pour tout p, 0 < u <1, tout vecteur
unitaire @, tout entier j et tout z de D\ E, on ait

(B.1)  |d Gu(2)(#)| < Elg 5! pl2,E)™7 exp|-p Esq p(z, E)™%].
On déduit de la que ’on a

& Gulz) ()| < Bar Blg uil" (j1)1+1/e
donc que G, appartient A;;/,(D) et est plate sur E.

9. - PROPOSITION. Soit o, 0 < a < 1. Soit E un sous-ensemble compact
de 8D vérifiant 1,. Soit g une fonction de G1+1/a(D NV) plate sur E. Alors
il existe po, 0 < g < 1 tel que, pour tout u, 0 < p < ug il existe une fonction
hy de G1+1/a(D NV) plate sur E telle que I'on ait

g=h, G, dans DNV.

PREUVE. Puisque G,, est définie par

Gy =exp—pp

il suffit de montrer que la fonction

hu = g - exp(up)

appartient 2 G'[, /a(D NV) pour y assez petit.

Soit z un point de DNV, ¥ un vecteur unitaire de C7,, @ un vecteur de
T¢ et un triplet d’entiers (h, k, £).

Puisque g est plate sur E, le théoreme III.7 appliqué en tout point z, de
E conduit, pour tout entier p, p > h + #, a
ah+£+k a(2)

< C1(Bso Cz)”“(h +k+ 9!(p + 1)1 p(z, BYPT - (5,

Pour estimer les dérivées successives de la fonction exp up, on applique,
en utilisant le Lemme 5 et la Proposition 7, la fOEnule de Cauchy dans le
polydisque {z + 7+ 6w; |y| < Ez plz, E), 16| < (5 plz, E)) )1/2}; on a

gh+etk
FEEEN exp up(2)

<E ' (bt k+ 0oz B) D exp [(uBa) plz E) 7.
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De 1a, puisque d(z,8D) < E42 p(2,E), on a

ah +L4+k
(92) 1(1(2, BD)Z/z W exp ;up(z)

< Ef ™ (ht b+ 0)lp(z, E)" 52 exp [(uBai) p(z, E) ).

D’aprés (9.1) et (9.2) on conclut donc

3h+£+k

Fariggs Mu(?)| S Ci(BaCa) ™ (h+k+ )\ (p+ /e

'd(z, aD)%?

9.3)
plz, EYP+3= (559 exp [(uEar) p(z, E)™°].

On pose p = h+ || &t£|| + p' + 1 avec p' entier, le second membre de I’inégalité
(9.3) est donc majoré par
)

(BasCa)? T (p' + 1)1/ p(2, E)P'*! exp [pEy p(z, E)~°]

C1(E4aCo)" 5 (h+k + £)! (h+

et, en prenant la borne inférieure sur p’, par
bC1(EasC2)" 5 (h + k + £)! (h+ Hk““)"/‘*
exp [(—E46C3 ® + pEs1)p(2, E)™°] .
On a donc, si on choisit

1 __ _
B o= Ej' C;® Eye,

h+e+k
d(z,8D)%? 9

Jvhte3gk hl‘(z)

©4) < C1(EssCo)* ™ (h+ b+ 0)! (h+ Nk”“)!‘/“

€Xp [(—E47) p(2, E)_a] .
De 1a, on déduit que h,, appartient 3 G/, Ja(DNV) et que hy, est plate sur E.

10. - THEOREME DE DIVISION. Soit o, 0 < a < 1, et E un sous-
ensemble compact de 3D vérifiant 1,. Alors, quelle que soit la famille finie
(9:) s = 1,---,p de fonctions de G1+1 «(DNV), plates sur E, il existe des
fonctions h;y 1=1,---,p, de GI_H/a(DﬂV) plates sur E et une fonction G de
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Ai+1/4(D), plate sur E et ne s’annulant que sur E telles que I'on ait, pour
tout 1, 1 =1,---,p,
9 = h; G, dans DnV.
PREUVE. Pour chacune des fonctions g;, : =1,---,p, il existe u; o tel que
pour tout u < u; o la fonction g; expup appartienne a GYf,,,(DNV) et soit
plate sur E. Ainsi si on choisit

! = inf ;
Y i€[L, ) Mi,0

les fonctions

G= exp(—”’p) et hi = g; SXp f‘l(P: 1= 1: ARy 2
vérifient les conclusions du théoréme.

11. - REMARQUE. Contrairement au cas de A (D), on peut montrer que
le théoreme de division ne s’étend pas a une famille infinie de fonctions.

CHAPITRE VIII
Interpolation dans A; .1/ (D)

Les constantes L;, : € N, intervenant dans ce chapitre ne dépendent que
de la géométrie du domaine, de E et de o.

1. - Soit E un sous-ensemble compact de 4D. On rappelle qu’un jet F
sur E est la donnée d’une suite {F*(¢); ¢ € E, k € N} de k-formes R-linéaires
symétriques de (C™)* dans C dépendant continuement du paramétre ¢.

2. - DEFINITION. Un jet F sur E est 3-plat si les formes F¥(¢) sont
C-linéaires symétriques de (C")* dans C, pour tout entier k et tout ¢ de E.

3. - REMARQUES. a) Si f est une fonction de Ajyj/4(D) alors F =
{dkf(g); ¢ € E, k€ N} est un jet 3-plat.

b) Si un jet F est 8-plat, alors, pour tout entier p et tout ¢ de E, le
polynéme de Taylor non isotrope T¢ F est holomorphe.

4. - THEOREME D’INTERPOLATION. Soit D un domaine borné strictement
pseudoconvexe de C™, & frontiere 8D de classe C?, E un sous ensemble
compact de 8D et o un réel, 0 < a < 1.

On suppose qu’il existe une constante Ly strictement positive telle que
Uon ait

.

(1) / N.(B,NE) e ®de< L r'™°,
0
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pour tout r, 0 <r <1 et toute boule B, de rayon r centrée sur DnV.
Alors, pour tout jet F de G{'l,,,(E), 8-plat, il existe une fonction f de
Ai+1/a(D) telle que I'on ait, pour tout entier k et tout ¢ de E,

(4.1) d*7(¢) = F*(c).

PREUVE. On peut tout d’abord remarquer que les conditions imposées au
jet F sont nécessaires pour obtenir (4.1) comme le montre la proposition I3
et les remarques IV.3 et 3.a).

Soit donc F un jet de G}, Ja(E), 8-plat. On lui applique le théoréme
d’extension V.8. Il existe donc une fonction g de G¥/, Jo(D NV), nulle sur
D\V, telle que I’on ait, pour tout entier k et tout ¢ de E,

4.2) d*g(¢) = F*(q).

On considere la (0.1) forme définie sur D par

§9=Z 9i dEi:Z 662 dz;.
i=1 i=1 *

Parce que le jet F sur E est 3-plat, pour tout 7, i = 1,---,n, les fonctions
g; sont plates sur E. On leur applique alors le théoreme de division VIL.10. Il
existe donc des fonction h;, i = 1,---,n de GY{;/,(DNV), plates sur E et
une fonction G de A;y1/4(D), plate sur E et ne s’annulant que sur E, telles
que ’on ait, pour tout z, ¢ =1,---,n,

4.3) gi = h; G, dans DNV.
Quitte a prolonger pour tout z, h; par 0 dans D\V, on a encore
4.4) ¢ =h; G dans D.

On note alors

4.5) h=

La (0.1) forme h est définie dans D et appartient @ G141/4(D) car les fonctions

h; appartiennent 3 G{[,,,(D NV), sont nulles sur D\V et que I'on a

(4.6) G1/a(DNV) C Gry1/a(DNV).

La (0.1) forme h est 3-fermée, on peut lui appliquer le théoréme VI.9. Il existe
donc une fonction u de Giy1/q(D) telle que 1’on ait

4.7) du=h.
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On pose alors
f=9— Gu.

On déduit de (4.5) et de (4.7) que ’on a
8f=0 dans D.

Par ailleurs f appartient 3 Gy41/q(D) car, d’aprés (4.6), g et u appartiennent a
Giy1/a(D) et G a Ai14q1/4(D). Ainsi f appartient 3 A;y1/4(D) et puisque G
est plate sur E on a, pour tout entier k et tout ¢ de E,

d* f(s) = d*g(s) = F*()

ce qui acheéve la preuve du théoréme d’interpolation.

5. - REMARQUE. Soit T' une courbe de 3D réelle analytique transverse en
chaque point a I’espace tangent complexe a 8D et telle que, le long de T, la
normale a 8D varie de fagon réelle analytique. Alors, en suivant la preuve de
la proposition 5 de [5], on montre que, si E est un sous ensemble compact de
T, la condition (I,) est nécessaire et suffisante pour que E soit un ensemble
d’interpolation pour Aj;.;/q(D). Il s’agit donc d’une généralisation du résultat
de EM. Dyn’kin et S.V. Hruscev [11] lorsque D est le disque unité du plan
complexe.
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