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Unicité du probleme de Cauchy
pour les opérateurs quasi-homogenes

HELLA KHALGUI-OUNAIES

0. - Introduction

L’étude de 1'unicité des problemes de Cauchy linéaires a fait 1’objet de
plusieurs travaux, dont une bonne partie est citée par Zuily [7].

Ainsi Hormander [2, Chap. 8] a montré que moyennant une condition
de pseudo-convexité, qui correspond au signe de certaines dérivées secondes
de I’équation de I’hypersurface S calculées aux zéros réels et complexes du
symbole principal de 1’opérateur P, on a unicité du probléeme de Cauchy pour
des opérateurs de type principal.

Lerner-Robbiano [6] se sont intéressés a I’unicité compacte des solutions du
probléme de Cauchy d’operateurs différentiels P, en faisant intervenir uniquement
le symbole principal de P et certaines propriétés de faible pseudo-convexité de
I’hypersurface.

Ce probleme a été traité de facon plus fine par Hormander [3].

Etant donné un opérateur P et une hypersurface S orientée. On dira que
P possede 'unicité de Cauchy compacte par rapport a

S ={(z,9); ey, 2) = (o, z0)},
dx‘P(yOazO) -71é 0 en (yO,‘EO)a

s’il existe un voisinage V' de (yo, zo) tel que, pour tout voisinage W de (yo, zo)
inclus dans V et pour tout u € C* (W) vérifiant

Pu =0 sur W,

supp u C {(y,2); ©(y, 2) < ©(yo, z0)},
{supp u} NS ¢ W (compact inclus dans W),

on ait
u=0.

Pervenuto alla Redazione il 25 Luglio 1987 e in forma definitiva il 25 Luglio 1988.
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Dans ce travail, on s’interesse plus particuliérement aux operateurs du type
Schrodinger:

(0.1) Z ao(z,y) DS + C(z,y) Dy, avec (z,y) €R™ x R.
|a|<2

Lascar-Zuily montrent que ces opérateurs admettent [’unicité locale
au voisinage d’un point (yo,z¢) relativement a une hypersurface S non
caractéristique si S vérifie une condition de pseudo-convexité quasi-homogene
par rapport aux bicaractéristiques de P issues de (yo, o).

Dans ce papier on définit la faible pseudo-convexité quasi-homogene,
puis on montre des résultats d’unicité compacte pour des opérateurs du type
(0.1) relativement a des hypersurfaces vérifiant des conditions de faible pseudo-
convexité quasi-homogene [cf. Theo. 2.1].

Des contres exemples soulignant 1’optimalité des résultats ont été obtenus
par Lascar-Zuily [5]. Des résultats voisins ont été montrés par Isakov [4] et
Alinhac [1]. Les methodes utilisées sont celles de Hormander [3].

1. - Notion de pseudo-convexité

Dans ce paragraphe nous préciserons les notations pour définir la faible
pseudo-convexité quasi-homogene.

1.1. - Notations et définitions

Soit X € R™, ¢ € R™; soit a = (a1, -, ) €& m = (my, -, m,) des

multi-indices tels que 0 < my; < ma < - <my_y < my =+ = my,; ON notera

n
la:m| =3 & et D* =Dy .- D2~ ot D; = B_i_]
=1

& [t

(1.1) Soit P(z,D) = > aq(z)D* un opérateur différentiel d’ordre m a
|a:m|<1
coefficients a, réels, on désigne par p(z,€) = Y. an(z)é* son symbole
|a:m|<L1
totale.

DEFINITION 1.1. La m-partie principale de P est définie par

Po(z,D) = ) aa(z)D".

|a:m|=1

DEFINITION 1.2. Si f et g sont deux fonctions réguliéres définies sur
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R% x R%, le crochet de Poisson quasi-homogene de f, g est défini par

Soit ¢ une fonction de R™ dans R, on note

R dp
Vep = (0;"':01§01¢y"')$0zn), ou g, = é'z_
J
IT désignera la projection canonique
™0 — 0
(z,6) — =

ou ) est un ouvert de R™.

DEFINITION 1.3. Soit {1 un ouvert de R™, zo € (1. Soit ¢ € C= (1) tel que
Vee(z0) # 0. L’hypersurface

S5 = {e(z) = p(z0)}

est dite faiblement pseudo-convexe par rapport aux bicaractéristiques de P (défini
en (1.1)) en zg si

1) elle est non caractéristique,

ii) pour tout 2o € T*N\{0} tel que II(2) = zo, si Po(20) = {P, ¥}o(20) =0,
alors

{p’ {pa @}0}0(20) > 0.
1.2. - Exemples
Dans les coordonnées (y,z,t) € R x R"~! x R supposons que:
P=D?+ Y aaly,z,t) D% + C(y,z,1) Dy,
la|<2
avec 2o = (yo,%o,to) e S = {(y,z,t) : t = 0}. Dans ce cas nous

avons m = (1,2,---,2),

Po(y,:c,t, Dy,Dm:Dt) = th + Z aa(y,fv,t)D: + C(y:za t)Dy;
|a|=2

le symbole associé étant

Po(z,n,&,7) = 7%+ Z aq(2)€* + C(2)n,

la]=2
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ou z = (y,z,t).
Il est évident que
{Po, p}o(20) = 27,

{Po, {Po; P}o}o(20) = —2 ( Z a;tﬂ (20)€" — Z—f(zo)’?) ;

|a|=2
donc la faible pseudo-convexité s’exprime par

Z ao(20)€* + C(20) =0 implique - Z

|a|=2 |a|=2

2. - Enoncé du résultat

THEOREME 2.1. Soit  un ouvert de R™*!, (yo,z0) € Q et P un opérateur
différentiel de la forme

P= Z aa(y,z)D + C(y, z) Dy.
le|<2
On suppose que:
(H.1) aq,|a| =2, et C sont dans C* () et aq,|a| < 2, sont bornés;
(H.2) C(yo, o) # O;
(H.3) soit p(y,z, &) = Y. aaly,z)€*, alors pour tout ¢ # 0,dep(yo, o, &) # 0.

al=2

(H4) Soit S = {¥Y(y,z) = Y(yo,2z0)} une hypersurface faiblement
pseudo-convexe par rapport aux bicaractéristiques de P i.e: pour tout
(&) e R**1\{0}, si

Po(y, 1, 5) = {pOa \Il}O(y’ Zy 1, 6) = (\I’(y, x) - \Il(yO’ xo)) = 0:

alors
{p01 {pO: ‘I’}O}O(y: Ty 1, 5) 2 01

ou po est le m-symbole principal de P, m = (1,2,---,2). Alors, sous les
hypothéses (H.1), (H.2), (H.3) et (H.4), P admet I unicité compacte par rapport
as.

EXEMPLES 2.2. Les opérateurs suivant satisfont les hypotheéses du théoréme

avec S = {t = 0}, (yo,z0) = (0,0) e R*:

1) P= D} — tz3D% + D,,D,, — (1+ Bt*)D,
2) P=D? - D,,D,, — t(z} + 23)(D2, + DZ%,) — D,,.
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3. - Preuve du théoreme

Puisque (33%, S %)(yo,xo) # (0,---,0), on peut supposer sans perte
de généralités gml # 0, ainsi dans les coordonnées (X,Y,T) e R""! xR xR,
ol X1 =T — (xo)l, . ':Xn—l =ZTp-1— (.’Eo)n_l, T= \I’(Z) - \I’(a’?o),Y =Y. Le
probleme se raméne au voisinage de 1’origine et par rapport a une hypersurface
définie par {T = 0}.

Posons

z=fY,X,T), t=T, y =Y,

ol f est une fonction de R™*! vers R™~! en explicitant 1’opérateur P dans ces
nouvelles variables, il est facile de voir qu’avec un bon choix de la fonction f,
P peut s’écrire sous la forme suivante:

(3.1) D? —a(y',2,t,D,) — C(y',2,t) Dy
avec

i) aly', =t &) forme quadratique,
iy C(0,0,0)#0 et S={t=0}.

Le crochet de Poisson étant invariant par changement de coordonnées,
fixant les variables quasi-homogenes [4], 1a condition de faible pseudo-convexité
demeure vraie dans les coordonnées (y', z,t) et s’exprime par:

da 9c )
= — >
at (¥',2,0,€) + 5 (y',2,0)n >0, dés que

a(y',2,0,§) + C(y',2,0)n =0, (& n) e R™\{0},

Dans la suite nous écrirons (y, z,t) au lieu de (y', 2, t).

(3.2)

3.1. - 1¢7¢ étape

Dans un premier temps, nous supposons que la faible pseudo-convexité
n’est pas seulement vérifiée sur I’hypersurface mais dans

{(z,y,t) : t <0} N {un voisinage de 1’origine}.

Soit X = {(y,z,t) € R"*! tel que -1 <t <0 et [z + |y| < 1}.
On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout (y,z,t) dans eX on a

%%n > 0 dés que a(y,z,t, &) + C(y, z,t)n = 0.
Par hypotheése C(0,0,0) # 0, donc il existe W voisinage de 1’origine tel
que pour tout (y,z,t) dans W on a C(y, z,t) # O et, par suite, en posant

_ a(ya z, t, 6)
Cly,z,t)’

Jda
at T

g(ya z,t, 6) =
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on obtient

(33) a(y: z,t, 5) + C(y; z, t)g(y: z,t, &) =0, (y: Z, t) eW.

Soit e; > 0 tel que ;X € W nNeX,; ainsi pour tout élément de ¢; X, (3.3)
est vérifiée, d’ou la faible pseudo-convexité entraine

Y(y,z,t) €1 X, V¢éeR"1\{0}

on a

Ci(y, 1)

(34) a:(yyzat)’s) - C’(y z t)

a(y,z,t,€) 20

(g1 sera noté dans la suite par abus ).
P étant de type principal, d’aprés (H.3) on a

3
(3.5) 3—2(0,0,0, € #0, ¢eR"1\{0}.
Nous allons d’abord montrer 1’inégalité de Carleman suivante:

2
PROPOSITION 3.1. Soit ¢ =t + 1:2— la fonction définie dans X. Alors il
existe og > 0, > 0,¢ > 0, tel que pour tout o > og et pour tout u dans C*(X)

on a:
n—1
Z///ez°“’]Dm]uI2dydxdt+a///e2°”|D,u]2dydxdt
Jj=1

3.6) +03///62""Iu|2dydzdt

< C///62"”“’0(523}»”’“’Dtz,Dt)u|2dydzdt.

PREUVE. En posant V = ¢??u on remarque que 1’inégalité (3.6) découle
de I’inégalité suivante:

n—1

€ PV +o|DVI*+ 3 IID;VIF < C* [PV,
i=1
ol || - || désigne la norme dans L2(R™t1) et

P, = (D; +10¢')? — a(e®y, ez, et, D,) — C(e?y, ez, et) D,.

Posons .
T =D; + i0¢’,

A =a(e?y, ez, et, D,),
R =C(e?y, ez, et) D,,



UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY POUR LES OPERATEURS QUASI-HOMOGENES 573
on a
(3.8) P,V = [PV|*+ < [P, P,] V,V >;
calculons le crochet [P, P,],

(3.9) [P%,P,]|=|T"2— A* —R*,T°— A— R)
= [T*2,T%) + ([T%, A*] - [T*%, 4)) + ((T?, R*] - [T*%, R])
+ (4%, A] + R, R] + ([4", R] - [4, R"]).

Posons (1) = [T*2,T2], (2) = ([T?% A*] - [T*2, 4]), 3) = ([T? R*] - [T"%, R]),
(4) = [A*, A], (5) = [R*, R], (6) = (|[A*, R] — |4, R*]).

(1). On a
(3.10) [T*,T] =20
d’ou
[T*z, T2] =40(T*T + TT*).
(2). On a
31D T*2—T2=(T*—T)(T*+T)—[T*,T]

= —4i0¢' Dy — 20,
d’out T*2? = T? — 4i0p' D; — 20; on en déduit
(3.12) (2) =[T? A* — A] + [4i0¢' Dy, A] + |20, A,
[20, A] = 0, or
[T?,A* — A] =TT, A* — A+ [T, A* — AT
et
(3.13) [T, A* — A] = [Dy, A* — A]

est un opérateur différentiel en D, d’ordre un a coefficients O(e?)

(3.14) [420¢' Dy, A] = 4a<p’eaa—f.

(3). De I’identité (3.11) on tire que

(3) = T|T,R* - R+ [T, R* — R|T + |[4i0¢' D;, R]
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or
(3.15) [T, R* — R]

est un opérateur différentiel d’ordre zéro a coefficients O(e?) et

(3.16) [420¢' Dy, R| = 40@'6%.

(3.17) @) =[4"-4,4]

est un opérateur d’ordre deux en D, a coefficients O(e?).
(3.18) (5) =[R*-R,R|

est un opérateur d’ordre zéro a coefficients O(e?).

(3.19) (6) =[A*— AR+ [AR—- R

et [A* — A, R] est un opérateur du premier ordre en D, D, a coefficients O(e?);
[A, R* — R] est un opérateur du premier ordre en D, a coefficients O(e?).
Des expressions (3.8) a (3.19) on déduit

(320)  |P,V|?=|PiV|2+40(|TV|? + ||T*V|?)+ < |T, A* — AV, T*V >

+ <TV,|[A— A*T*V > +40e < ¢’ <%+ %) Vv,V >

+ < [T,R* — R|V,T*V >+ < TV,|[R—- R*,T*|V >
+ < [A* — A AlV,V >+ < [R* - R,R|V,V >
+ < [A*~ A,R|V,V >+ < [A,R-R*V,V > .

DEFINITION 3.2. Pour toute fonction u € C*®(R"™*!) on notera

lullo.eo = / / / (14 [¢[2)*"2a(y, &, t)dydedt,

ou ¢ est la variable duale de z dans R™~1.
De TI’expression (3.13) on déduit

(3.21) | < [T, A* — AV, T*V > | < C*2||[V|lo.0,0[|T*V |
< C*(elVI3 10 +EITV(?)
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et

(3.22) | < TV,[A— A", T*)V > < C*|TV ||V ]o.1.0
< CETVIE + el VIE.1.0)-

De I’identité (3.15) on tire

(3.23) | < [T,R* = RV, T*V > | < C¥&*|V || T*V||
< C*(e|V]2+ 2TV [?)

et

(3.24) | < TV,|R - R*,T*|V > | < C*&*|V||TV]|
< CE(EllV]® + T V).

De I’égalité (3.17) on obtient
(3.15) | < [A* — A A]V,V > | < C*E|V (T 1.0)-
De (3.18) on déduit
(3.26) | < |[R* — R,R]V,V > | < C¥&?| V2.
De (3.19) on tire
(3.27) | <[A,R—R*|V,V > | < C¥?|V|2 10

[A* — A, R] étant un opérateur du premier ordre en D, et D, a coefficients
O(e?) il nous faut estimer une expression du type < aD,V,V > ou a est une
fonction C* au voisinage de (0,0, 0).

On a
(3.28) —20Dy =P, + P, —T> - T*? + 2a+ R,
oll R, est la somme d’un opérateur en D, d’ordre un a coefficients O(e) et
un opérateur d’ordre zéro a coefficients O(e2). Comme C(0,0,0) # 0 on peut
écrire
o7
= p*
e V.V >

i 2 *2
+ < ZC(T + TV, V >

(3.29) <aD,V,V > =< —Z—%P,V,V > - <

a Rga
— —aV.V — ZV.V .
< C’a A 2¢ ' >
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On a
(3.30) T? 4+ T*2 = 2(D? — 02¢'2),
d’oi |
< T2+ T2,V >=< =DV,V > —0® < =¢"2V,V >
O ) C t b C b bl
[ (o] [0
< ZDIV,V >=< DiV,eD; (5) V>+<DV, 2DV >,
d’ou
(3.31) < %va,v >< C(||DyV |12 + 2|V |12).

Des expressions (3.28) a (3.31) on tire
(3.32)  |<aD,V,V > | < CY((|BVI+ P VIV
+o[[VI2+ VG 10 + 1DV
Ainsi (3.19) et (3.32) impliquent
(3.33) < [A* - AR|V,V > C¥[3| BV |?+ 8| PV 2% + eo||V]J?
+elVI[§1,0 + %DV

Ainsi des identités (3.20) a (3.33) on déduit
3.34) PV +4o(ITV* + TV )

+4e Re < oo’ (Z—f:+ 6;_}:) v,V >

S C*(IPV I + el VIE 10 +ea®[VI?+ €[ DV,
or T+ T*=2D; d’ou ‘
(3.35) [DeVI? < C(ITV ]2 + | T*V|)?)
et T—T* = 2iop,¢' > §, d’od
(3.36) o?[V|? < C*(|TV* + 1TV ).

On en déduit

3.37) P2V |2 + 40 (|TV|? + |T*V|?)
A OR
, — —
+4e Re <op (Bt + at)V,V>

< C*(IPV I + €V [3,1.0)-
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Regardons maintenant < o¢’ (%—4 %If) V,\V >,

84 3R _da  5C
3t T3t ot ot

Ainsi de (3.36), (3.37), (3.38) on en déduit

(3.38) D,.

(3.40) [Po0)|? + 40 (|| To]? + | T*v]?)
da
at

< Cte(|[Pov]? + e]lv]l3 1,0)-

+ 40¢ Re <¢'( + Dy)v,u>

D’apres 1’expression (3.28) on a

(Fall 1 / Ct’ 1 1p* Ctl
B4l < p CtDyV,V >= _E < o'P,V, E—V > —E < POV, —b—V >
1o sy €€, Gl Ry
+2<(T + T*“)V, CV> CaVV> ZCgo'—Ct'V’V>'
On en déduit
da 48C 8a Cf
42 — = ==
(3.42) Re <go(at+ y)V,V> Re <go(at Ca)V,V>
1 ! Ct’ 1 ] * Ct’
Re [2<goPoV CV> 2<goP CV>

1 2 *2 <p'ctl RZ
il V. V>_—<—2_VV
+2<(T+T),C > <20 ’C’{’ >,

d’ou des inégalités (3.30), (3.31), (3.35), (3.36) et (3.42) on conclut que

(3.43) [PV + 40(|TV|? + |IT*V|?)
da C!
U Ehbelt
+ 40¢ Re <go<at Ca)V,V>

S CH(IPV|* + €l|VIIE.1.0)-
Le symbole de I’opérateur différentiel A = ¢ <6a ?ia) est du second ordre
en ¢ et dépend uniformément des parametres (y,t); il vérifie
V(y,z,t) € X,V¢ e R"1\{0},

da Cf
!
—_—— >
P(at Ca)(ey,emet §) 0
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d’apres (3.4).

D’ou d’apres I'inégalité de Garding précisée

Re < AV,V >, +C4||[V|2 >0,

< -,- >, désigne le produit scalaire dans L2(R7~1) et | - ||, désigne la norme
dans H'/2(RP-1). i

Or la constante C; ne dépend que des semi-normes de A, on en déduit
(3.44) Re < AV,V >> -C*|V |3, .
Les expressions (3.43) et (3.44) impliquent

(345)  |PLV|? +40(|TV|? + |T*V|?)
SC(IP V2 +e|V§ 10 + 05“"”3.%.0)1

or

oe|[V5.3.0 < o€lVlo.1olV ]
< elVI3.1.0+ 0%V

Ainsi (3.45) devient

(3.46) [PV |2 +4o(|I TV + | T*V[?) < C*(IP.V [ + €[V [§ 1,0 + o€l V[*.

Estimons ||V ||o,1,0; pour cela posons @ = —z;a9) (e2y, ex, et, D,) et calculons
1

(3.47) 2[(P,,V, Q'V) - (QV,PV)] =< [Q,P,]V,V >

or

Q,T% = T(Q, T +(Q,TIT

et (@, T] est un opérateur différentiel en D, d’ordre un d’ou

| <@ T*IV,V > | <e(ITV] + IT*VINIV [lo.1.0-

IQ—’;—E est un opérateur différentiel du premier ordre en D,, D, a coefficients
O(e).
D’ou en raisonnant comme pour (3.33) on obtient
(3.48) < MV,V >< Cle?||P, V|2 + &2 ||P.V |2
(3

+o|[VI* +e[V]5.10 + el DV, -
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—A . )
(349) B2l 000 2y, em, e, €) - 2,40 (2, e, et, €), ale?y, e, et, )
2

le second terme est une forme quadratique en ¢ a coefficients O(e); le premier
terme vérifie |¢]2 < C, E ald)’? (e%y, ez, et, &), car dea # 0; d’out des expressions

(3.47), (3.48) et (3.49) on conclut
B50) VI3 < IRV + [BIVI2 4+ [TV + |T*V?
+ol[V]? + | DV 2],
En utilisant (3.35) et (3.36) en déduit
V13,10 < ClIPV 2 + PGV [Z + TV |* + | T*V||?]
et par suite (3.46) devient
(3.51) IPSVI2 + 4o (|TV |2 + |TV[?) < C* [P,V |2
et les expressions (3.35), (3.36) et (3.51) donnent

(3.52) Z |D;V %+ o|D:V |2 + o3|V < C||P, V2.
7

3.2, - 2°™€ fiape

Nous allons montrer que les résultats obtenus dans la précédente étape
demeurent vrais si on suppose que la faible pseudo-convexité quasi-homogeéne
est vérifiée seulement sur 1’hypersurface.

Pour cela on va démontrer le lemme suivant; dans la suite nous noterons
B =al(y,z,t,€) + C(y, z,t)n.

LEMME: Soit P un opérateur différentiel satisfaisant (3.1) et (3.2).
Supposons qu’il existe € > 0 tel que

(345) (y,a; t,n,€) >0si (y,z,t) €eX,t =0 et B(y,z,t,9,£) =0,7=0.

Posons ®(y,z,t) = ¢t(1 — A(|z|?> + |y|?)), si A est suffisamment grand, il existe
alors § > 0 tel que:

ché(y,z,t, n,&,7) > 0 quand (y,z,t) € 6X,®(y,z,t) <0

et pO(y: z,t, 1, 61 T) = Hpoé(ya z,t,1, 61 T) =0.
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DEMONSTRATION. Posons ¥(y,z) =1 — A(|z|* + |y[?),

| {po,®} = {r® — B,t¥} = 27V — ¢t{B, ¥},
{po, {po, ®}} = {72 - B, 27V — ¢{B, ¥}}
= —27{B, ¢} + 2¥B; — 2r{B, ¥} + t{B,{B, V}} — 2rt{B;, ¥}
= 2UB; — 47{B, ¥} + t{B,{B, ¥}} — 27¢{B;, ¥}.

On a aB(OOOﬁ,q)#O de méme 6 B (0,0,0,¢,1) #0.

D’ou ¢t et B sont des variables indépendantes. Ainsi on peut écrire la
formule de Taylor de B; au voisinage de ¢t =0 et B = 0; or B = 0 implique

n=-2 y’yf’;” t€ . Faisons le développement avec [¢|= 1.

D’ou (,2,0,¢)
: o —aly, %, Y ¢)
Bt(y: z,t,n, é) = Bt(y’ 2,0, C(y: z, 0) ’

+tf1 + Bfs + O(t?, B?);
par hypothése on a Bj(y,z,0,n,£) >0 car B=0,t=0, d’ou

£)

Bi(y, z,t,n, §) > tfi + Bfz + O(t?, B%) 2 ~Co(|¢t| + | B]),

ceci pour [¢] = 1.
Multiplions par |¢[> on obtient

(3.46) Bi(y,z,t,1,€) > —Co(It]|€]> + |B]).

Essayons de majorer |B|. Par hypothése on a po = 0 d’ou 72 = B(y, z,t, 1, £)
et

(3.47) {Po, @} =0=7=> {B\Il}———ZB 5,

ott BUY) = gg — al9),

On en déduit B(y, z,t,n, &) < (C14t|¢| |z|)?, (y,z,t) € eX; en choisissant
€ assez petit de sorte que
(CrA)2lt]jsl? < 1,

on obtient
B(y, z,t,n, €) < [t]|¢]%

d’ou en reprenant (3.46) on déduit que

(3.48) By(y, z,t,1,€) > Cat[¢[*.
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De (3.47) on tire
(3.49) 4r{B, ¥} = %{B, ¥ <o,
Par hypothese d’ou
(3.50) {p—, {p, ®}} > 2C,t|¢|% + t{B, { B, ¥}} — 2rt{ B}, ¥};

or

{B,{B,¥}} = -{B, 2An2—:la(j)z]'}

Jj=1
n—1 ] n—1 . n—1 .
=24 Z(am)2+ Zz,-{a,a(’)} —ZAZ:vJ-{C',a.“)};
j=1 j=1 j=1

en choississant § trés petit et (y,z,t) € 6X et en tenant compte de (3.2) on
obtient

(3.51) {B,{B,¥}} < —24C.|¢|*.
I nous reste a estimer 7{Bj, ¥}. On a (car {C;n, ¥} = 0)

7{B;, ¥} = 1{a; + C3n, ¥}
= r{ay, ¥} + {Cin, ¥}

n—1
=7{a;, ¥} = -2 Z rAaDg;;
j=1
de I’expression (3.47) on tire
2 n—1 .
—r{B;, ¥} = A% ata® g qp,

v

i\

7 1

forme quadratique, d’ou
—7{B}, ¥} < 24 Cs{¢}°.
A partir des identités (3.50), (3.51) et (3.52) on conclut

{p,{p, ®}} > 2C0ot|¢|> — 2tAC,|€|* + 2tACs €|
> 2t|¢|2(Co — AC; + ACs)
> 2t[£[2(Co — A(C2 — C3));
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comme C; < C3, on peut choisir A de maniére que Co — A(C; — C3) > 0, d’ou
{p,{p,®}} > 0.

Ensuite par un changement de variables respectant les structures quasi-
homogeénes on peut se ramener aux variables (y',z',t') tel que 1’opérateur
s’écrive

p(',',t', Dy, Dar, Du),= D} + Y Galy', o', t') D% + Cly', &', t') Dy
lal<2

avec S = {t' = 0} et la propriété de faible pseudo-convexité vérifiée:
{(=',¥',t');t' < 0}n {un voisinage de 1’origine}.

Pour revenir a la fonction u qui vérifie les hypoteses du théoréme 2.1
dans un voisinage de 0 et tel que Py = 0 dans W, posons

ue(y, z,t) = u(e?y, ez, et);

alors on a
Po(e?y, ez, et)ve + Z aa(e%y, ez, et)D*ue = 0
|a|<2

dans W, et u, =0 pour ¢t > 0.

Choisissons une fonction x dans C§°(W) tel que x = 1 dans un voisinage
de I’origine et appliquons I’inégalité (3.6) a V, = yu. en remarquant qu’il existe
¢ > 0 tel que p(t) < —c dans supp VeN (supp dx); en prenant ¢ assez petit et
en faisant tendre o vers +co on déduit que V, = 0 quand ¢ > —ec et par suite
u(z) = 0 dans un voisinage de 1’origine et pour z € {¢XN supp u :t < 0}.
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