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Sur la régularité des solutions non strictement convexes
de Péquation de Monge-Ampere réelle

C. ZUILY

0. - Introduction

L’équation de Monge-Ampére réelle, det(u;;) = ¢, dans un ouvert de
R"”, a fait ’objet de trés nombreux travaux dans le cas ou la fonction ¢ est
strictement positive et la solution u strictement convexe, c’est-a-dire a hessien
défini positif. Nous renvoyons au récent article de Caffarelli-Nirenberg-Spruck
[1] et a sa bibliographie pour plus de détails. L’hypothese de stricte convexité
faite sur la solution signifie que le linéarisé de 1’équation en une telle solution
est un opérateur elliptique du second ordre, hypothése essentielle dans tous les
travaux traitant de la régularité ou de l’existence de solutions du probléme de
Dirichlet par exemple.

Trés peu de résultats sont connus lorsque le second membre ¢ peut s’annu-
ler, les solutions u considérées étant alors supposées seulement convexes. Dans
ce cas le linéarisé est un opérateur du second ordre a forme caractéristique
non négative et nous possédons, au moins en ce qui concerne la régularité,
des renseignements assez complets sur de tels opérateurs depuis les travaux
de L. Hormander et O.A. Oleinik-E.V. Radkevitch. S’inspirant de ces derniers
travaux et en utilisant le calcul para-différentiel de J.M. Bony, C.J. Xu [2] a
récemment démontré un théoreme de régularité pour des équations non linéaires
générales du second ordre F(z,u,Du,D?u) = 0, lorsque le linéarisé est a forme
caractéristique non négative et vérifie les conditions d’algebre de Lie de L.
Hormander. Le linéarisé dépendant de la solution, les hypothéses sont assez im-
plicites et difficiles a expliciter en général. Cependant, dans le cas de 1’équation
de Monge-Ampere, ces conditions peuvent étre précisées par un calcul exact
des crochets. Cela fait 1’objet du premier paragraphe de ce travail (Théoréme
1.1). Cependant afin de ne pas alourdir le texte, nous nous sommes limités
au calcul des crochets d’ordre inférieur ou égal a deux, mais les formules et
la méthode permettent de calculer les crochets d’ordre supérieur. En particu-
lier, si le Hessien de ¢ est défini positif aux points de {2 ou ¢ s’annule et si
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u est une fonction convexe de classe Cf, (Q), avec p > 4, alors u € C*(02). (Ce

résultat peut étre aussi déduit du théoreme de [2]). Nous donnons ensuite un
exemple montrant que ce résultat est faux dans R™ si la solution est supposée
seulement de classe C2+¢ (Proposition 1.3). Cependant, le cas ot d®y est défini
positif est en quelque sorte un cas extréme puisque alors les zéros de la fonction
4 sont isolés. A 'autre extréme, si 4 s’annule sur un petit ouvert on ne peut
espérer aucun résultat de régularité. C’est pourquoi nous nous sommes posés la
question de savoir sur quels ensembles ¢ pouvait s’annuler tout en possédant
la propriété que toutes ses solutions (a priori assez régulieres) sont C*. C’est
en termes négatifs que nous répondrons dans les cas particulier ot ~1(0) est
un plan de R™ (Proposition 2.1). En dimension 2 le résultat est plus précis et
affirme que pour toute fonction % > 0, analytique au voisinage de !’origine, et
telle que %~ 1(0) est un hyperplan, il existe pour tout k > 2 une solution locale
de I’équation de Monge-Ampere, qui soit convexe, C* et non C*¥*! pres de
I’origine (Théoréme 2.2).

1. - Régularité locale des solutions

1.1. Notations

On considere dans un ouvert ) de R™ 1’équation

(11) det(uij) = 'l/)

. ) . 2 ’ z 2
Ici u désigne une fonction réelle de classe C2 et I’on a noté u,;; = %;—‘x— et
1 J

det la fonction déterminant. Nous noterons également:

Xy ={z € 0:y(z) =dy(z) = 0}.
On désignera par P, le linéarisé de 1’équation (1.1) en une solution u, c’est-a-
dire, en notant par F' la fonction déterminant,

i oF 82
1.2 P, = E T Ay .
(1.2) v Ouqp (u”] 0z,0zg
a,p=1

Il est facile de voir que

aF
auaﬂ
matrice (u;;). Nous noterons H la matrice (u;;), H la matrice des cofacteurs
et,pour 1<a<mn, £ la qiéme ligne de .

On ne considérera que les solutions convexes de 1’équation (1.1), c’est-a-

(uij) est le cofacteur de I’élément uyp de la

dire

(1.3) la matrice (u;;) est non négative dans {1,

ce qui nécessitera 3 > 0.
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1.2. Résultats et exemples

Le résultat principal de ce paragraphe est le:

THEOREME 1.1. Supposons ¢ € C®(Q) et ¢ > 0. Soit u € C{,_(Q),

loc

p > 4, une solution réelle et convexe de I’ équation (1.1). Supposons I'une des
conditions suivantes équivalentes satisfaite:

(c) pour tout z € Xy, existe a € {1,2, - -,n} tq. < d?9(z) Lo, Lo >#0

(c) pour tout z € £y, Pytp(z)#0.

Alors u € C*™ ().

Remarques et exemples 1.2.

a)

b)

Il est naturel qu’il n’y ait pas de condition en dehors de X, puisqu’en
ces points u est strictement convexe et que 1’équation (1.1) est elliptique
sur de telles fonctions.

Supposons que pour z dans X, la matrice de d®+(z) soit définie positive.
On peut alors montrer que la condition (c) est toujours vérifiée pour
u € C*(Q), (car il existe a € {1, --,n} tel que £, # 0). Le résultat de
régularité qui en découle peut aussi se déduire du Théoreme de [2].

Ceci dit, il faut remarquer que la condition de régularité a priori, u € C*,

faite ci-dessus est importante. En effet on a la:

PROPOSITION 1.3. 1] existe des fonctions i de classe C* dans R™, ¢ >0

et d2¢(z) définie positive, telles que I’ équation (1.1) posséde des solutions
convexes u C?*¢ et non C3.

c)

d)

Considérons dans R? I’équation uj;uqz — u2, = 2. La condition se traduit
par ug2(0,22) # 0. Des solutions vérifiant cette condition existent, par
exemple u(z;,z2) = % z2 + Tli zf.

Lorsque X, est une hypersurface donnée par une équation
f =0, la condition (c) exprime que les champs de vecteurs

. 3F 9
Xa—z 3uaj a_zjaa‘]-a"'ana
J=1

ne sont pas tous tangents a cette hypersurface.

1.3. Preuve des résultats

Nous utiliserons dans la preuve du Théoréme 1.1 un résultat de C.J. Xu

[2] que nous commengons par rappeler.
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On considére une équation aux dérivées partielles non linéaire dans
1 cR",

(1.4) F(z,u,Du,D?u) =

ou F est une fonction réelle et C* de ses arguments. On notera par L le
linéarisé de cette équation en une solution u, i.e.

termes d’ordre < 1,

(1.5) L= }: akJ(:c)

7.k=1

ol ag;(z) = 331‘—1; (z, u(z), Du(z), D?u(z)).
On considere les symboles:

n

gf(zi 6) = Z akj(z)(ifk): .7 =1 ,n

k=1

Etant donné un multi-indice I = (¢, -,%), |I| =k, 1<4; < n, on note

gI(:E, 5) = (_i)lll—l {gt'u {giai R {gik—ugik}} o '}:

ou {, } désigne le crochet de Poisson.
Le résultat suivant est un cas particulier du Théoreme de [2].

7

THEOREME 1.4. Soit u une solution réelle de I équation (1.4) telle que

Y akj(z)€k&; > 0 pour tout ¢ € R™. Supposons qu’il existe un entier r > 0
k.j=1

tel que u soit de classe C{ (Q), avec p > Max(r + 2,4), et de plus

loc
pour tout K cC 1  existe Cx >0:

A6 S \gs(, &) = Ck |€2, pour tout (z,€) € K x R™\0,
[I|<r

Alors u € C*().
Notons que la condition (1.6) exprime que, parmi les champs de vecteurs

n

Z akj(:c) ., 1<7<n,

[Xi:Xj]""J{Xt‘u[Xiz""’[Xik-uxik]"‘] R

en tout point de €} il y en a n qui sont linéairement indépendants. Dans le
cas d’une équation linéaire le Théoréme 1.4 n’est rien d’autre que 1’extension
donnée par O.A. Oleinik-E.V. Radkevitch du théoréme de L. Hormander sur
les “sommes de carrés”.
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Passons a la preuve du Théoreme 1.1.

A. - Calcul des crochets d’ordre < 2

On considére une solution u € C* de I’équation (1.1) et on désigne par
F la fonction déterminant. Avec la notation

n
3
=Z (,J 5o 1<as<n,
et Oz

on a la:

PROPOSITION 1.5. Pour 1< a,8,v<n
1.7 'plxva [Xaaxﬁ” = (X'vxa'/’)xﬂ - (XVXB'/’)X&'

PREUVE. On commence par calculer les crochets du premier ordre:

[X X4] = Z or _a_ _zn: A i
i 3z’ aUﬂg 3.’53 - kap 3:Ek

7.8=1 aua" zj k=1

(1.8) ¢ ou

- 3%F oF 3?F )
A af — . Uiq) - Uiqge.
kap ; 132:1 (auag aUﬂk Uiy auﬁg 3uak U5 ( J) gt

LEMME 1.6.
8%F oF oF oF oF
(uig) = (uij)

Ou;j0upg Oupq ' Ouyj - Ouip ' dug,

(1.9) %

Supposons un instant ce résultat prouvé. De (1.8) et (1.9) on déduit:

- 8F o8F 8F 4F
¥ Akap = Z Z {auae (au,@k dui;  Buig aukv’)

=1 i,5=1

3F (3F 3F 3F 3F u}
6uak 3u,~,- 3u,'a auk,~ it

— Buge .

On en déduit
= aF 8F 3F 8F 3F
¢ Akaﬂ - Z Z <6u,-,~ 4uiﬂ) (auag . aUpk - a‘Uﬂe . 3uak)

+ZZ(aF‘BF‘BF_aF.aF.BF)uiﬂ

3‘uﬂe 3u,'a 3uk_7' auag 3u,-,g auk,-
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Le terme (2) est nul car il s’écrit:
iaF Z": OF OF 9F OF\
= Oug; . Ouge Ouiq Ouqe OJug i

dF _ A3F oF _ 4F o aless — s
auﬂe - augﬂ’ OUja  OUgs’ Uije = Uity = Uti-

et que
D’autre part, en dérivant 1’équation F(u,;) = ¢ par rapport a z,, on obtient

8 _ §~ OF

= — Ujje.
dzy L= uy;
1.

j=1

On obtient alors:

= F 9 3 8F \ 8
(1.10) ¥ Akap= (a £ 2E ) 3—2

=1

On déduit alors de (1.8) et (1.10)

Bu,,g . BUpk B aUgg ' 3uak

(1.11) ¥[Xa, Xp] = (Xa¥)Xp — (Xp9) X

Remarquons que (1.9) et (1.10) impliquent également

i 3%F 3y 8
(1.12) [Xa,xﬂ]-k‘lé1 e 52

PREUVE DU LEMME 1.6. Soit (p,q) un indice fixé. Notant H la matrice

hessienne de w, i.e. H = (u;;), et H la matrice des cofacteurs, i.e. H = ( aaf -,
L)

dérivons I’identité .
HH =det H - Id=F -Id

par rapport a up,. 11 vient
H'H+ HH' = (F - 1d)'.
Multiplions cette égalité, a droite, par H et utilisons le fait que
HA=F Id=y - Id.

11 vient 3 . . B
yH' = (F- Id)'H - HH'H = (1) - (2).

Le terme d’indice (z,7) du membre de gauche de cette égalité vaut

8%F
Ou;;0Upq

P (Dzu).

o} <8F

Oupg

©%) = 4

8u,~,~
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oF

D’autre part, la matrice (F - Id)' étant la matrice diagonale o Id, le
rq
terme général de la matrice (1) s’écrit 3—8F el
g (1) Upg OUij

Ensuite, la matrice H' ayant pour terme général o,,, avec a,, = 1 si
r=p, s=gq et a,, =0 sinon, celui de H'H est donc

n SF 0 Sik;ﬁp
o= o g =4 pP g4l
s=1 aqu p.

sl

Le terme d’indice (z,7) de la matrice (2) est donc

. 3F 8F OF
>

—_ ,Bej = —_— .
=1 au,'z au,-p aqu

Passons au calcul du commutateur d’ordre deux. D’apres (1.11) on peut
écrire:

(X5, $(Xa, Xp]] = [Xy, (Xath)Xp — (Xp9)Xo] = (X4 Xa$)Xp
+ (Xa¢) [X"uxﬁ] - (vaﬂ’/’)xa - (Xﬂ'»b) [X"nxa]-
D’autre part
[X"Ia '»b[Xa:XﬂH = (X«,‘lﬁ) [XmXﬂl + "MX’W [Xﬂixﬂ”‘
On en déduit:

'»Z’[X"/: [XmXﬂH = (X"/Xa“p)xﬂ - (vaﬁ'»b)xa + R

R = (Xq.9) [X"/’Xﬁ] - (Xﬂ'»b) [X'raxa] - (X*/'»b) [Xa:Xﬂ]-
Calculons ¥R en utilisant (1.11). On a:

YR = (Xa9) (X49)Xp - (Xa¥) (Xp9)Xy — (Xp9) (X,9)Xa
+(Xp9) X)Xy - (Xy9) (Xa¥)Xp + (Xy9) (Xp¢)Xa =0

d’ot R =0 et (1.7) est démontrée. =

B. - Preuve du Théoréeme 1.1

L’hypothése (1.3) de convexité de u implique que le symbole du linéarisé
en u de ’équation est une forme quadratique non négative. Nous allons montrer
que la condition (c) du Théoréeme (1.1) implique que la condition (1.6) du
Théoréme 1.4. est satisfaite avec r = 2. Autrement dit que la condition (c)
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entraine qu’en tout point de ), parmi les crochets d’ordre < 2, il y en a n qui
sont linéairement indépendants. On peut écrire:

(1.13) XiAXoA - AXp=det (Xq,-,Xp) e1Ae2 A Aey

ol (e;) est la base canonique de R™. D’autre part

det(Xy, -, X,) = det (;F

uaj) =det H = (det H)" ! = ypn~?
puisque H est la matrice des cofacteurs. D’oil

(1.14) XsA - AXp=9""Leg A Aey.

Soit « € {1,2, -+, n}, posons:

(1.15) Ao =Xa AP[Xa, [Xa, Xa]] A A 9[Xa, [Xa, Xa]]

ou, dans le membre de droite le terme nul %[X,, (X4, X,]] n’a pas été écrit. En
utilisant la Proposition 1.5, on peut écrire:

Aq =X A{(X59)X1 — (XaX19)Xa} A A {(X24) Xp — (XaXn9)Xa).
En utilisant (1.14) on en déduit, avec € = F1,
(1.16)  Aq=e(X2¢)" X3 A AX, =e(X29)" 7 YL g A - Aep.
D’autre part (1.15) implique
Ay = det(Xy, ¥[Xe [XasXi1]]y s %[ Xa, [Xa, Xn]]) 1A Aen
d’ou
(L17) Dg = $"0 det(Xay [Xay (KXo Xall - XKooy (X Xnll) €14+ A .

De (1.16) et (1.17) on déduit

(1.18) det(Xo, [Xa, [Xa Xa]], - [Xa [Xa, Xn]]) = e(X29)" L.
. 2, _w 9F 3 ~ JF 4

Ougj Ouge

", 9F 3 aF \ 8y " 8% QF OF
X2y = 2 o9y
= ,.;1 dz; < ) i
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En tout point de X, on a donc, si £, = (%%) ,9=1n,

(1.19) X24(z) =< d?¢(z) Lo, fa > .

En vertu de (1.18) et (1.19), la condition (c) implique que I’on peut appliquer
le Théoreme 1.4 avec r = 2.

Montrons 1’équivalence des conditions (c) et (c)'.

En utilisant le Lemme 1.6, on peut écrire:

2

2 82
XV =Y 5o Gy Gapn P L ueatu Bagpe O

8u,-g 3$j3zg auje 312_7'312@

Par conséquent en tout point de £y on a:

(1.20) X2y(z) = —ai Py(z)

ou P est le linéarisé en u de 1’équation.
Supposons (c) satisfaite. On déduit de (1.19) et (1.20) que Py # 0, i.e.
(c)' est satisfaite. Inversement, si Pz/; # 0 sur Xy, nous allons montrer que

nécessairement il existe « tel que 37— # 0. En effet si 3—— = 0 en un point
aa

de Ty, pour a =1,2,---,n, d’aprés la positivité de la matrice Hona
9F \* _ 8F oF
Ouap T Ougeq aupp’
et donc 3—— = 0 en ce point, pour tous a et § = 1,---,n. Nous allons montrer

que cela 1mp11que que d®y(z) = 0 en ce point. En effet:

3 _ -~ OF
3Zg_

8%y i 3 dF aF
dzedzy igz=:1 {E’; (3“61’) e Fui; uﬁek}.

n
Or pour forme quadratique non négative Y, a;;&:€; on a
i.5=1

2
(Z (ZZ:,: vs'j) <M Z A5 Vgi Vsy.

i, i.5.9
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Posons a;; = %, v = uy, il vient
k)

2
8 [ F aF
e e i < A UggsUges.
(Z £ <3ug,-) uije | <M ZJ: Buy; et

1.J

- : 3F _ 3%y _
On voit donc puisque, Bueg = 0, pour tous «, pour tous 8, que 32087 — 0

en un point de X, ce qui contredit la condition (c)'.

Il existe donc o tel que B%F # 0 sur . On conclue a partir de (1.19)
et (1.20). “

REMARQUE 1.7. On peut montrer que la condition (c) est en fait nécessaire
et suffisante pour que les crochets d’ordre < 2 engendrent 1’algebre de Lie. En
effet considérons les champs X, -, X,, [X,,[Xq,Xg]], 1 < a,8,7 < n (les
champs [X,,Xjs| sont identiquement nuls sur X, d’apres (1.12)). Prenons en
n parmi ceux-la dont k champs X;. Un calcul analogue a celui fait ci-dessus
montre que

det(xan Ty Xak: [X'h: [Xavxﬂl]]’ T [X’Yn—k’ [Xan—m Xﬂn—k”)
= y*71G(y),

ol G(y) est une fonction C*. Par conséquent, si k£ > 2, ces champs sont
dépendants en tout point de X,. On doit donc prendre &k = 1.
oF
=0,

Ensuite, grace a la positivité de la matrice H on voit que si 32

pour tous o, ou si Py = 0 en un point de Xy, alors det(X,, [X,,, [X;.‘j Xe, s
1=1,---,n—1), sont nuls sur ¥, et donc I’algebre de Lie n’engendre pas.

C. - Preuve de la Proposition 1.3

Considérons dans R™ la fonction u(z) = |z[2**, avec a = % Comme u
est radiale on a alors:

detfus) = (L) ) = @+ (10 5 = ol

r

2. - Résultats de non régularité

On s’intéresse dans ce paragraphe au cas ou le second membre ¢ de
I’équation (1.1) s’annule sur des plans dans R™ de sorte que la forme quadratique
d®y n’est plus définie positive. On montre que les solutions ne sont en général
pas toutes réguliéres.
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On commence par un résultat dans R™ que 1’on précisera dans le cas
de R2. Les singularités des solutions seront concentrées sur des plans ¥ de
dimension n — k, i.e.

E={zeR": fi(z)= = fulz) =0}, 1<k<n-1,

ou les f; sont des formes linéaires a différentielles indépendantes.

PROPOSITION 2.1. Soit dans R™, n > 2, un plan ¥ de dimension
n—k, 1<k<n-—1,et zg €X. Il existe des fonctions v > 0, analytiques au
voisinage de zo, avec ¥ = ¢~ 1(0), et telles que I'équation (1.1) posséde des
solutions u convexes, de classe C* mais non C® prés de .

PREUVE. Par changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que
L={zeR":zy = =2z, =0}

Les fonctions u et ¢ dépendront, dans R"™, seulement des k+ 1 premicres
variables z, - - -, zx41. On peut donc supposer dans la Proposition que k = n—1.
On posera z = (z',z,), avec z' = (21, -+, 2Zn—1), €t on considére la fonction
u(z) = |2'[*** g(zn), ol @ = % et g est une solution prés de I’origine de
I’équation
2 (@+1)g ¢"— (a+2)g"* = (2+a) 7"
2.1)

9(0)=1 4'(0) = 1.
Nous allons calculer det(u;;). On a:

1<i#35<n—-1  wuy;=a2+a)zzz'|* 2

1<j<n-1 uj; = (2+ a)g (|2'|* + as?|a'|*72)
1<7j<n-1 ujn = (24 a)z; |2'|*¢'
Upn = |xl|2+a gH'

Tout d’abord il est facile de voir que det(u;;) est homogeéne de degré 2 + no
en z'. En effet en écrivant le degré d’homogénéité de chacun des termes on
obtient:

----- o 1+
...... a 1+«
A=
o a e a 14+«
14+ @ 1+ oo 1+a 2+ a
Si 4y,--,4, désignent les n lignes, A est une somme de termes de la forme
Qi Qigy 4,85, O @ € Ly, - i, € Ly, AVEC 3y # 22 # -+ # tp. S1 a;, est

le dernier terme de £, il est homogene de degré 2 + a, les autres sont parmi
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les n — 1 premiers termes des lignes £;, 1< j < n— 1, et donc homogenes de
degré a. Le produit est donc homogene de degré 2 +a+(n—1)a = 2+ na. Si
a;, est entre le premier et le (n— 1)*™€ terme de £, il est homogéne de degré
1+ o; parmi les autres, un est forcément le dernier et les n — 2 autres entre le
premier et le (n — 1)°™®; au total I’homogénéité est 1+ o+ 1+ o + (n — 2)a,
c’est-a-dire 2 + na. Il suffit donc de calculer A pour |z'| = 1. Ensuite on peut
mettre (2+ a) - g en facteur dans chaque ligne pu1s g dans la derniere ligne et
la derniere colonne. Il vient:

— (2+ a)n gn—2gIZ

1+ azf az)za AT1T3 AL Tp—1 1

azaxy 1+ az% QAToL3 AT Ly —1 o

ALp_1%1 QTp_1Tg e 1+ az2_, ZTp_1
z Tp e Tp-1 A

1"
ol A= 2_}_;0 %-(,12-

On va noter A, (), z1, -, 2,—1) le déterminant obtenu en remplagant dans
le déterminant ci-dessus 1 + azf par A + az?, 1<j<n-1, A€eR. A()\2')
est donc un polyndme en A de de%r_éln — 1, le coefficient de A"~ ! étant A, le

coefficient de A"~2 étant (@4 — 1) Y. z2 = aAd — 1. On aura:
=1

A= (2+a)n gn—2 912 An(l,z')

(22) =N _ -
An(X,2') =) W ALY (0,2') + (@A —1)A""2 4+ 4 A" 1,
=0

On va montrer que AY)(0,2') =0, 0<j<n—3.
En effet on peut écrire:

n—1
AIn(Aa x’) = Z An.—1 (A: Zyy )ii: Ty zn—l):
=1
ou Ap_1(Az1, %, -, Zp—1) a la méme forme que A, mais possede n—1
lignes et colonnes. En fa1t c’est exactement A, auquel on a enlevé la seme
ligne et la i€Me colonne. De méme A(Y) (A, 1,y Zp—1) est une somme finie

de déterminants obtenus a partir de A,, en enlevant j lignes et 7 colonnes de
mémes indices. Lorsque j < n — 3, il reste a un tel déterminant au moins 3
lignes et trois colonnes. Considérons un tel déterminant en A = 0. Supposons
qu’il reste les lignes d’indices 21, --,%k,n, avec k = n—1— 7. Il est de la
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forme: 9
a:cil aZ;; Ti, ce Qi) Ty Zi,
ATq, T4y Ot:l:?2 tee QLi, Tqy Z4,
. 2, ,
oz, Ti, QT T, e az iy zi,
Zi, T, i zi, A
Un tel déterminant est nul puisque notant £;,---,£fcx41 ses lignes on a
Z]' = az,-JZ, 1< ]' <k, avec £= (m,',, oy Ty 1).

On déduit de (2.2) que A, (A, 2') = (@A —1)A""2 + AA"" 1 et

"
=(2+4a)"¢g" 2g'%[(ad — 1) + A] = (2 + a)"g" " ?¢'? [a_—i—_l 29 1] ,

a+2 g2
d’ou
=2+a)"! ¢" ?[(a+1)g ¢" — (a +2)¢"?
et
2.3) ¥ = det (uij) = g" 3|z’ |*.

En prenant na = 2k, avec k non multiple de n, obtient une solution plus
réguliére mais non C*. =

Dans le cas de la dimension n = 2 nous allons préciser de maniére
substantielle la Proposition 2.1.

THEOREME 2.2. Soit ¥ une droite dans R? et zy € X. Soit ¢ une fonction
analytique prés de zo, % > 0, avec ¥ = ¢~1(0). Soit k un entier, k > 2. Il
existe alors, au voisinage de x,, une fonction u convexe, de classe C* mais
non C*t1, solution de I équation (1.1) prés de z.

PREUVE. Comme précédemment on peut supposer ¥ = {z; = 0}. La
démonstration consistera a obtenir tout d’abord une solution formelle par
superposition de solutions puis a prouver la convergence. On notera dans ce

qui suit F(u) = F(u,-j) = det(u,»j).
LEMME 2.3. Soient v/, 0< 7 < N, N > 2, des fonctions réelles de classe

C? et L,, I'opérateur linéarisé en u?, i.e. L, = ), ai—f; (47)8485. On a

a,f=1
alors
N
(2.4) FI Y o ZF(u’)+ Z Z Lye (uf).
J=0 - §=0 0 j=k+1

PREUVE. Ce lemme est facile, il fésulte d’une part du fait que F(u) est
homogene de degré 2 par rapport a u, d’ou Z Ujj r (u) = Ly(u) = 2F(u),

i,7=1
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et d’autre part du fait que, lorsque n = 2, on a Ly (v) = L, (u). Il suffit alors
de faire une récurrence sur N.

Si toutes les séries convergent on pourra prendre N = +oo.

Nous posons maintenant pour j > 0

{ u =27 hzj(zz)

w¥tt = g1t |z hgsga(22),

(2.5)

oll hg(zz) sont des fonctions 2 déterminer; d’autre part nous noterons ukg,
1< a,pB < 2, les dérivées secondes de la fonction u* par rapport a z,,zg. On
a facilement:

ufl = (1+5)(2+)zlhe; (z2), uih = (2+5)a1" T ho,(we) et

uzy =217 hg;(a2).

De méme,
uitt = (3+7)(2+ 1)z |z1|hojs1(z2),
u'gﬂ 3+ J)zlﬂ 21| - hojpq(22),
U%H = z1+’ |:c1|h2]+1(z2)

On en déduit, pour 7 > 0,

{ F(u?)  =ai* {(1+7)(2 + 5)hojh; — (2+5)7H3;}
F(u®1) = o™ {(2+75)(3+ J’)hzj+1h2j+1 - (8+7)*h'3,44}-
Par conséquent,

>~ F(w) = 22 [{2hohg — 4k}

j=20
(2.6) + 3 2 {(k+1)(k + 2)hakhiy — (2+k)? A%

k>1
+ (k+ 1) (k + 2)hag—1hgy_y — (2+ k)% A5 1 }] .

Il faut calculer maintenant le second terme du membre de droite de (2.4). On
le séparera en quatre termes correspondant successivement aux cas k pair et j

pair, k pair et j impair, k impair et j pair et, enfin, k impair et j impair, et
on notera ces termes (1), (2), (3) et (4).

(=3 D Lus(v).

p>0 ¢>p+1
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Rappelons que si u est une fonction C2? on a Ly, = u220% — 2u128182 + u1103.
Il vient

(M= > = {(1+q)(2+q)hgehs, — 2(2+p)(2+ 9)h3oh;

p>0 ¢>p+1
d’ou
[52]

(1) = =3 Z‘”l Z Z {(1+q)(2+ q)hagha,

2.7 0©>1 p=0 p+q=¢t
—2(2+ p)(2 + q)ho ks, + (1 + ) (2+ p)hgghop }
Ensuite
2) =3 3 Lun(u®*) =" Y a8 |ay| {(3+0)(2+ q)hagt1hz,
p20 ¢2p p>0 ¢>p

—2(2+ p)(3 + @)hogy1hoy + (1+9)(2+ p)hog11h2p }

d’ou

[$]
@8)  @=alal X a Y, Y {B+9@+ D

£20 p=0 p+q=~£

— 2(2+ p)(3 + Q)4 1k, + (14 1)(2 + P)Ag 1 1hop }

D’autre part
= Z Z Ly2+1(ugq) = Z Z aftat? g
p>0 ¢>p+1 p20 ¢2p+1
{14 ¢)(2 + g)hoghg,y 1 —2(3 +p)(2 + q)hap41hog
+(3+p)(2+ plhops1 h3g }
d’ou
1452
@9 @) =allml)] 2l > D {(1+9@+a)huhs
21 p=0 p+g=¢

—2(3+4 p)(2+ q)hhpr1hog + (34 9)(2+ p)hopt1hay }.
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Enfin
4)=>" 3 Ly () =3 3" 2t {(349)(2+ 9)h2g+1h5p4
p>0g¢2p+1 p>0g¢2p+1

-2(3+p)(3+ Q)hlzq+1h'2p+1 +(3+p)(2+ P)hlz'q+1h2p+1 }s

par conséquent
[2]

210) (4)=23> 28> > {(3+9)(2+qhagr1hgpy,

e>3 p=0 p+q=£€-2

—2(3+p)(3+q) - hhgr1hopr1 + (34 P)(2+ p)hog1hop+1 }-

D’apres (2.4),...,(2.10), si ’'on pose u= Y, u’, on a

20
2.11) F(u) = 2% Z H(0 (z2) + 22 |24 foH(l)(‘cz)
£>0 £20
avec
[ H® = 2(hohl) — 21'3)
H{® = 2(hohY — 6hyhY + 3hiih2)
(2.12)

9
H) = 2(hoh!! — 8R4k, + 6hilhy

9 9
L + 3hohl — Eh’% +3 hyhl - Eh’f)
et, pour £ > 3,

2.13) H” = 2hohly, — 4(2 + )Rkl + (1+ £)(2 + £ hghae

[451]
+ 30 3 {(1+9)(2+ p)haphty, — 22+ p) (2 + q) kb,
p=1 p+g=¢
+ (1+ q)(2 + q)h2gh3, }
[453]
+ Z {(3+ ¢)(2 + Q) hag+1hippss
p=0 p+q=

- 2(3 +p)(8+ ‘i)h'zq+1h'2p‘+1 +(3+ P)(2 + p)hog+1h2pt1 }
+6(2—2k) {(k+ 1)(k + 2)hahyy — (2 + k)?h'3;

+ (k+ 1) (k + 2)hok—1hp_; — (2+ k)zh'%k_l }
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ol
0 si £ est impair
5(£—2k) =
1si £=2k.
De méme
(2.14) HY = 2{hoh" — 6hLh! + 3h!!hy}

et, pour £2> 1,

(2.15)  HyY =2 hohifp,; — 43+ Dhhery + (2+ (3 + Ohihaess
[£]
+3° > {1 +p)(2+P)haphpry — 22+ ) (3 + a)hophh,

p=1p+q=¢
+ (34 9)(2 + q)hgphag+1 }
[452]
+ 3 > {1+ )2+ )haghlipry — 2(3 + p) (2 + @) hyghlpes
p=0 p+q=¢

+(3+p)(2+ p)hz hop+1 }

A. - Construction d une solution formelle

Soit 4(z1,z2) une fonction analytique positive ou nulle dans un voisinage
00

de D’origine telle que % ~*(0) = {z; = 0}. On peut écrire ¢ = 22 > ztthe(z2).
=0

Compte tenu de (2.11),...,(2.15), résoudre 1’équation F(u) = ¢ revient a résoudre

au voisinage de 1’origine

H(O) = '/)K 3 £2>20
(2.16) { fl)
He = 0 ) Z > 0.

Pour £ = 0, d’apres le théoreme de Cauchy-Kovalewsky, il existe une fonction
ho, analytique dans un voisinage de 1’origine, solution du probléeme
{ 2(hohg — h'3) = ¥o

2.17)
ho(0) = 1, h5(0) = 0.

On fixe un voisinage V' de ’origine ou hg > 0.
Pour £ > 0 I’équation H,(:O) = 1, est une équation linéaire du type
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2.18) hy, + aghy + behoe = Fo(z, h1, -, hoe—3);

Fy, ae, be analytiques,

et Hél) =0 est du type

hgey1 + dehoe,; + behzes1 = Fo(z,ha, -, hae),
(2.19)
ﬁ‘g analytique, ﬁ‘o =0.
On détermine donc successivement, ho étant choisie, hjy,ha, -, hop—1 puis

hoe - - - avec des conditions aux limites que I’on choisira par la suite. On obtient
ainsi une solution formelle de 1’équation F(u) = 4 de la forme

— 22 ip_ . 2 J )
u=a}) alha; + o} [21] ) 3] hojia.
720 730

Si on veut que u soit C*, mais non C**1, il suffira de prendre hy = hg = --- =
hak—5 =0 et hgg_3(0) =1 et u s’écrira:

(2.20) u=z2u(zy,22) + ¥ |z1|w(21,22), w(0,0) =1

B. - Construction d une vraie solution

Pour montrer que le procédé décrit ci-dessus conduit a une vraie solution, il
nous faut montrer que les fonctions analytiques h, déterminées par les équations
(2.18) et (2.19) sont définies dans un méme voisinage de 1’origine et déterminent
des fonctions analytiques v et w comme en (2.20).

Nous allons montrer qu’il existe des constantes ¢ > 0, A >0, B> 0
telles que:

(a+9)!

Vy2>0 > 0.
(7+2) (a+5+1)3 720, Va2

(a)  pa
2.21) ’hj (0)] <eA’B

Cette inégalité est vraie pour j = 0,1 et tout a, si A et B sont assez grands,
puisque hg et h; sont analytiques. Supposons la vraie & ’ordre < 5 — 1 pour
tout a et prouvons la a ’ordre j. Supposons tout d’abord j impair, j = 2£+ 1.
En choisissant convenablement les conditions aux limites lors de la résolution
de I’équation (2.19) on peut supposer que (2.21) est vraie lorsque 7 = 2£+ 1
et o = 0,1. Supposons donc (2.21) vraie lorsque j =24+ 1 et S < a—1 et
prouvons la a 'ordre a > 2.

Dérivons o — 2 fois 1’équation H}_I) =0, ou Hél) est donnée par (2.15),
puis faisons zo = 0. Il vient:
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a—2
-2 a—
222) ok, =-3 ("‘ p )h&”’h‘zeJ’
B=1

+2(3 +4) Z( )h“’“) hig Y
1 =2 a
+§(2+2)(3+£)Z( p )h“*“)hgm 2)
p=0

a—2 _ ['ﬂ
+% (“ﬂz)-z > {a+p)@+p) A RGD
=0

~2(2+p) (3 + Q)R TV Rie Y

+(3+9)(2 + q)hie TRl A2 y

1a—2 a—2 |";_1] (8) 1. ( s
32 () S E {arae+onad
B=0 p=0 p+q=¢

~2(3+p)(2 + gl VAl Y

+ (3+p) 2+ p)h it

=1+ (2)+ )+ (4 +(5) + (6) + (7) + (8) + (9), ob

a—2
a—2 a—
W=-% (*7) w2,
B=1

a—2
a —
(z)=2(3+e)2( ; )h‘”“’h;m D,
p=0

a—2
©) = g+a6+0 Y (%5 A ag),
=0

a—2
W=32 ("5") 5 X arresnmdai?,

#=0 p+q=¢
122 (g g\ U
©-3> (") 224 )(3 + AL IAETEY),
p=0 ﬂ p=1p+q=¢
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a—2
1 oa—2 "
6) =3 < g ) > X (o)t oy,
B=0 p=1p+q=¢
122 1g— g\ |22 ()} («—B)
(7) = 3 < 5 ) (1+q)(2+ Q)hzq h2:+1 )
B=0 p=0 p+q=¢
a—2 o — 2 L;_JJ
(8) = — ( p ) > (3+p)(2+qrETY s Y,
B=0 p=0 p+q=¢
1572 [ g\ 1) (B+2) ) (a—p—2)
@15 (1) % X s izt
B=0 p=0 p+q=¢

La fonction hg etant analytique au voisinage de zéro, il existe une constante
M > 0 telle que ]h ”) (0)] £ M7 t1q1 4> 0. On a (en utilisant la (2.21))

=2 /0 — 9 sl 41 pag (a—B+2¢+1)!
|(1)|5ﬂ2=:1< A )M+ﬂ! A T aa—p 2+ 2

(a+2¢+ 1)
20+ 3)!(a + 2¢+ 2)°

(@a—2)! (a—f+20+1)! (a+20+2)° M\’
Z(a 7 ()

< sA2£+1 B«

- —2)! (a+22+1) (a—p+20+2)3 B
Posons
A = (a=2)! (a—p+20+1) (a+20+2)°
T at2+1)!  (@-f-2) (a—-fr2t+2)3
On a:

{(a+2£+1)!:(a—2)! (a=1)a- - (a+20+1)
(@a—f+2e+1)1=(a=-p=2)! (a—1-f)(a—p) - (a—p+20+1),

d’ou
4 _(@a=B-1) (=) - (a—p+26+1) (a+2£+2)°
o (a—1) a e (a+2¢+1) (a—p+20+2)%
posons
4 _(a=B-1)(a—B)  (a—B+2.—2)
L=

(a—1) o - (a+22-2) "’
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(a—ﬂ+2£—1)(a—ﬂ+2£)(a—,3+2£+1)
(a—Bp+2+2)°

Az =

(e +20+2)°
(e+20—1)(a+2f(a+22+1)

Ag =

on a
A0=A1'A2'A3.

Alors A; < 1 car chacun des termes du numérateur est inférieur a son
correspondant au dénominateur. De méme A; < 1. D’autre part, comme
a>2 £>1, a+2¢>4 et donc (a+ 20+ 2) < 2(a+ 2L — 1). Par conséquent
Az < 23 On en déduit que Ao < 23. Il vient alors

20+ 1)) M3 (MY oM
< ¢ A2+lpa (o + o3y M il el
[(1)]<e A**™'B 20+ et 212 2°M B [;::0 5) ' B<1,
d’ou

M 22M (a+ 2+ 1)!
2.23 <. 24+1 a .
223 |W=3 - AT B et aarar e

On prendra par la suite B trés grand par rapport a M. Ensuite,

1(2)] <2(3+e)2 . Bifa ﬂ)|M”+2(ﬂ+1)‘

(a— B +2¢)!
(264 3) (e —B+2£+1)3
(e +22+1)!
(2 + 3)Ya + 2+ 2)3

2 23+ 8)(a—2)a— B +20)(a+20+2)° aM\ !
'Z(a—ﬂ—z)! (a+2e+1)!(a—ﬂ+zz+1)3'M'<?)

A2£+lBa—ﬂ—1

< €A2e+lBa

ot I’on a utilisé ’inégalité (B +1)! < 2P*141. On a Ao = A, - A2 - As, ou
2(3+ £) (e — 2)!(a — B+ 26 + 2 + 2)°
(a—B -2 (a+20+ 1) (a—B+20+1)3

(a—B-1)(a—f) (a—p+20) 2(£+38)(a+2¢+2)°
T (e—1)a - (at+2)(a+20+1)(a—B+20+1)3

Ay =

3

(0—=p—-1) (@a—p) (a—p+2-3)

A=) a (a+2(—3) °
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(a—B+20— 2)(a—ﬂ+2£—1)(a—ﬂ+2£)

A
2= (a—B+20+1)°

(¢+2£+2)3 2(£+ 3)

A= TNt 2-0e+20 (at2tt1)

Ona A; <1, A;<1et A3 <235 On en déduit

20+ 1)! oM S (2M\? M
< cA28+1 ga (e + 3
) <A B G e rae 27 25 M3 ﬂZ:O B) B <h
d’on

2M oM (a+22+1)!
2.24 < . 2£+1_Ba 33'
@20 @)= 5 T2 =A 2Lt 3)atatsap O

Des inégalités tout a fait analogues permettent de montrer que

2M oM (a+2¢+1)!
22 < 22 24+1 pa
(2.25) 8)l < —1_%4_“‘ B e et 2t 2

ol ¢; est une constante absolue, indépendante de o, ¢, ¢, A, B, M.
Considérons le terme (4). On a

a— 2[
(2.26) W< S ( >(P+ 1)2(p+2)

B=0p=1p+q=¢
2p b . (8 + 2p)!
¢ ATB (2p+2)1(B+2p +1)°
(@—f+2¢+1)!
(2¢+3)(a— B +29+2)!
(a+22+ 1) .
(2£+3) (a+2¢+2)° 77

e A%tipe—P.

< €A28+lBa

a— 2'
_ a—2\(p+1)(p+2) (8 + 2p)!
- ;};pg; ( ) 2 (2p+2)1(B + 2p + 1)°
. (a—B+29+1)! (224 3)(a+ 22+ 2)3
(2¢+3)(a—B+29+2)8 (a+22+1)!
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p+1)(p+2 1 cl . N
Remarquons que B+ S p) de sorte que la quantité qui est a

I’intérieur de la somme définissant R peut €tre majorée par
(a—2)Y2¢+3) (B+2p)! (a—P+29+1)!
(a+2£+1)0  BY(2p)! (29 +3)!(c— B —2)!
(a+2¢+2)°
(B+2p+1)%(a—B+2¢+2)°

et donc B+2 B+2g+1
w2 |4 a-— q
. 2 14 > (sz)( e By
=€ a+20+1
=0 p=1 pra=t (*2¢%3 )

(B+2p+1)3(a—B+29+2)%

Comme (?:3) . (2) < (g), il vient

[5]

a—2

(a+2£+2)°

< .

R—Ez_: Z_: (F+2p+1)%(a—pf+20—2p+2)°
p=0 p=1

(SN

Nous allons montrer qu’il existe une constante absolue Sy > 0, indépendante de
£,a,e, A, B, M, qui majore la double somme ci-dessus (de sorte que 1’on aura
R < e8p). En effet

a+ 2L+ 2
(B+2p+1)(a—B+2(—2p+2)
_at+20+2 1 N 1
T a+20+3 |Bf+22+1  a—-pB+2-2p+2])"

Comme (a+b)3 < ¢o(a® +b3), ol ¢¢ est une constante indépendante de a et b,
on obtient

(e +22+2)°
(B+2p+1)3(a—B+20—2p+2)3

1 1
S <o {(ﬂ+2p+1)3+ (a—ﬂ+2£—2p+2)3}'

Notre assertion résulte du fait que la série double ——— est
mzz:o n§0 (m+n+ 1)3

convergente. Utilisant (2.26) on obtient

(o + 2+ 1)!

2. <ec. . 2¢+1 pa .
2.27) ()< e So-ed B G e+ 221 2)°
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Considérons le terme (5):

a— 2[ !
H<Sy ORI ] G IS0 e AL,

B=0p=1p+g=¢

A2+l ga—B-1 (= B +2g)! _
cA 2+ 3)(a— A+ 20+ 1)°

En utilisant I’inégalité

2+p)(3+q) _ 1
(2p+2)!(29+ 3)! — (2p+ 1)!(29 + 2)V

on obtient comme précédemment

(o + 20+ 1)1

< 2¢+1 pa
I(8)] < A B o e ¥ 224 27

€ R, avec

(a—2)1(2¢+3)! (B+1+2p)! (a— B+ 2g)!
SEZ (a+20+ 1)1 (2p+1)18! (2¢+2)(a—B-2)!

B p21p+te=¢

. (a+2£+2)3
(B+2+2p)%(a—B+2¢+1)%

On utilise ensuite I’inégalité
B+2p+1\[fa—-p+2q < a+20+1
2p+ 1 2¢+2 /= \ 20+3

et la fin de la preuve se fait comme au terme (4). Ainsi avec une constante
absolue S;:

(a+ 20+ 1)!

) < . 2¢+1 pa .
(2.28) (B)l < e81 - eA™ B Gr )i{a + 221 27

L’estimation du terme (6) est en tout point identique et conduit a:
(2.29) |(6)| est majoré par le second membre de (2.28).

La technique de majoration des termes (7), (8), (9) est la méme. Explicitons
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les calculs pour le terme (7). On a

a—2 [l—;ll

MYy 3 trdird

B=0 p=0 p+q=¢

a—2 (B + 2q)!
( B )5‘42”5'ﬁ(2q+2)!(/9+2q+1)3

- - f+2p+1)!

g A2ptlpga-B (O‘ B

AT BT G a—pr2zpT2)°
(a+ 22+ 1)! .

(224 3)Y(a+ 22+ 2)3

< €A28+lBa SR,

avec

oz—2['471]
(a—2)Y(22+3)! (B+2q)! (—p+2p+1)!
RS{;}}; £ (a+2¢+1)1  (29)!18Y(2p + 3)!(a— B —2)!

pt+e=¢

. (a+2¢+2)°
(B+29+1)%(a—B+2p+2)°%

La preuve est identique aux cas (4)...(6) puisque

B+2q\ fa—-B+2p+1 < a+20+1
2q 2p+3 =\ 20+3 )
En regroupant les informations données par (2.23),...,(2.29) on peut écrire:

(o + 22+ 1)!

2
(a) < . M 2¢+1 pa
(2.30) |h3e31(0)| < (D +¢eS)eA*T'B 2+ 3) (ot 26+ 2

B

ou D et S sont des constantes absolues.

11 suffit alors de choisir B > 2DM? et € < 215 pour que (2.21) soit vraie
pour hggy; a P'ordre a. Ceci termine la preuve de (2.21) dans le cas ou j est
impair.

Lorsque 7 est pair, j = 2¢, on utilise 1’équation H}_OJ = g, OU Héo]
est donné par (2.13), que I’on dérive o — 2 fois. Les techniques d’estimations
sont identiques a celles développées dans le cas j impair et ne seront pas
détaillées. Cependant nous montrerons comment se traite le terme nouveau issu
de la dérivation de t,. Rappelons que t(z1,22) = 27 Y z%tpe(z2) de sorte

€20

que ve(z2) = (H—lz)—!gb(”z)(o, zz). La fonction ¢ étant al;alytique il existe une

constante K > 0 telle que

a— 1 a
PO < g KT (e o)t
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On peut écrire:
(o +22)!
(2¢+2)(a+ 2+ 1)3
_ Kot (4 a)l(22+2))(a + 204 1)°

~ €A%¢Be (£+2)! (a+2¢)!

On voit facilement que
£+ a)!(2¢+2)!
(£+ 2)Y (o + 2¢)!

%472 (0)] < eA*B°

- R, avec

R

<1let (a+2+1)° <CoOft2e,
ou Cy et C; sont des constantes absolues. On en déduit
r< KCo <CfK)e (KCI)“ <Ko {A2 > C?K
- € A? B ~ €A?B "’ B> K(C,.
On obtient finalement, de manie¢re analogue a (2.30),

M2 K3CoC3 (a + 20)!
h(a) 0| < [l [} oY1 28 pa .
Ihae’(0)] < <D B "t s ) P e 21

On commence par fixer ¢ de sorte que eS' < 31; Ensuite on prend B assez

DIMZ 1 . 2 K30003 1
grand pour que =5 < 3, puis A“B assez grand pour que ml <get

(2.21) est prouvé pour j = 2£ a ’ordre a. =

De (2.21) on déduit facilement qu’il existe une constante L > 0 telle que
(2.31) |h;-°)(0)f < L*t*1 o) pour tous a >0, pour tous j > 0,

ce qui termine la preuve du théoreme 2.2. m
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