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Problème d’évolution parabolique
pour une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

MONIQUE SABLÉ-TOUGERON

Introduction.

La resolution du probl6me parabolique non homogene, par la m6thode
d’Agranovich-Visik [1] ou Lions [9], pour les op6rateurs elliptiques dégé-
n6r6s décrits par Bolley-Camus-Helffer [5] pose deux sortes de problemes :

Pour se ramener au cas homog6ne on doit resoudre un probl6me de rel6-
vement dans des espaces de Sobolev avec poids sur le cylindre L2 x ]0, T[.
Ce r6sultat permet en outre de d6crire l’espace des conditions initiales, inter-
pole 2 d’espaces avec poids dont la th6orie generale de l’interpolation n’est
pas connue.

Le cas homogene se deduit par transformation de Laplace de l’étude
de la r6solvante de realisations dans L2 de ces op6rateurs elliptiques dégé-
n6r6s. Suivant la m6thode d’Agranovich-Visik [1] on est ramen6 a l’étude
d’un op6rateur differentiel sur la demi-droite dependant des param6tres $’
et Â, E’ provenant d’une transformation de Fourier en variable tangentielle
et A 6tant le param6tre spectral. Au contraire du cas elliptique, l’espace
sur lequel on étudie cet op6rateur différentiel change de type en fonction
du param6tre. Pour plus de clart6 on a d6gag6 un probl6me aux limites a
une variable dependant d’un parametre global co et formule des hypotheses
plus abstraites que celles verifiees par le cas d’application qui nous interesse.

1. - Notations et resultats.

Dans un ouvert borne Q de Rn, de bord r, on consid6re Ilop6rateur
differentiel :

Pervenuto alla Redazione il 15 Luglio 1980.
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On note ,S le secteur fermé du plan complexe:

On suppose que les coefficients Aa sont ind6finiment d6rivables dans D
et que la condition suivante est satisfaite:

On suppose que Ie bord rest recouvert par une famille {Ol, ..., Oj
d’ouverts de Rn telle que pour chaque i il existe un difféomorphisme
W;: z -* y de classe C°° de Oi dans un ouvert de R" tel que yn = 0 dans
tPi(Oin r) et yn &#x3E; 0 dans W;(0;m Q).

De plus si yi , ..., yn sont des coordonn6es dans W;(0;), et si Din 0;# 0
on suppose que y£ = y£ et que pour k cn -1, yk n’est fonction que de

yi, ..., yn_, .
On suppose que dans chaque 0 i l’opérateur .L s’exprime en coordon-

nees locales sous la forme:

avec or  07 6 &#x3E; 0, a + 2m E N, (y + 26m e Ny a E NII-1, j e N, [ji]+ d6signant
le plus petit entier &#x3E; 0 sup6rieur ou 6gal a A, et les fonctions a,,, 6tant ind6-
finiment d6rivables dans R".

Cette classe dlop6rateurs elliptiques et d6g6n6r6s a ete introduite par
Bolley-Camus-Helffer [5]; elle contient les opérateurs de Visik-Grusin [12],
et aussi des op6rateurs qui s’expriment simplement sous forme globale
dans Q: Baouendi [2], Baouendi-Goulaouic [3], Triebel [11], Shimakura [10].

Soit Oo un ouvert de Rn tel que 6,, c S? et tel que la famille {Oj?=o re-
couvre Q. Soit {9?,I?=,, une partition de llunit6 indefiniment derivable subor-
donn6e a ce recouvrement. On consid6re les espaces:
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l’appartenance a W§J(R/ ) s’exprimant en coordonnées locales, et on les

munit de la norme canonique.
En chaque point x de F, x = (y’, 0) en coordonnées locales on suppose

que les conditions suivantes sont v8rifi8es:

E2: 1’equation .

n’a pas de racine a partie réelle Re e sup6rieure ou égale à - a - t.
Si 2013 (y 2013 m &#x3E; 1 on consid6re de plus des op6rateurs frontière Be , ? = 0, ... ,

... 9 - a - m - 1, qui s’écrivent en coordonn6es locales:

of les fonctions b,,,fl sont ind6finiment derivables dans Rn-1 et of M, - a -1.
On note K Ie compact de Cn :

On suppose que - a - m est positif ou nul et que la condition suivante
est v8rifi6e:

E3: Pour tous x c- F, m = ($’, Â) E K, le probl6me

n’admet que la solution nulle.

REMARQUE 1.1. Cette condition sur 2 est en general une condition spec-
trale relative aux op6rateurs non born6s dans L2(R+), L°(x, ($’, 0)) avec

E = 1 ou $’= 0 ayant pour domaine l’ensemble
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Dans le cas dlop6rateurs variationnels associ6s a une forme coercitive,
(Baouendi-Goulaouic, Baouendi, Triebel), on peut choisir comme op6ra-
teurs B3 ceux obtenus a l’aide de la formule de Green en explicitant Ie pro-
bl6me aux limites attach6 a la formulation variationnelle. A 1’aide de 1’etude
de la coercivité faite dans [6] on peut alors expliciter la condition spectrale
sur 1 6quivalente a .E3.

On d6montre le r6sultat suivant:

THÉORÈME 1.1. Sous les conditions E’o, .El, E’2, E3, il existe C &#x3E; 0, A,, &#x3E; 0
tels que pour A E S, I A I &#x3E; A,, le résolvant (L - Â)-l dans L2(Q) de l’opérateur L
ayant pour domaine :

existe et vérifie: pour tout f E L2(Q),

REMARQUE 1.2. On peut obtenir un r6sultat du meme type si 1’6qua-
tion F(x, e) = 0 a ro racines a partie r6elle sup6rieure h - a - 2 1, si le nom-
bre X = 2013 or 2013 m --E- ro est positif ou nul et si la condition E3 est v6rifi’e

avee X op6rateurs frontière B; ; c’est le cas par exemple de Ilop6rateur pL1,
oii 99 designe la distance au bord de Q.

REMARQUE 1.3. On montre plus loin que les conditions Eo , El , E3 ,
et aussi E2 en supposant que .F’(x, e) ne s’annule pas sur la droite Re e =
- - a - 2 , sont n6cessaires pour que les op6rateurs L - A et Bj v6rifient
des estimations A priori faisant intervenir des normes dependant de I, uni-
form6ment pour A dans S de module assez grand.

On introduit ensuite la variable de temps t, 0  t  T, et pour r &#x3E; 0,
s &#x3E; 0 on consid6re les espaces d’evolution [7]:

munis des normes canoniques. Supposant de plus que le systeme {B,}-a-m-1
est normal sur ..T’, clest-A-dire que m,:A M, si j;A k et que pour tout x E JTy
x = (y, 0) en coordonnées locales, on a b;mJo(Y’) =1= 0 pour tout j, on d6-
montre aussi:



445

THÉORÈME 1.2. Sous les hypothèses du théorème 1.1, si le systeme 93 =

= {B;}i=Go-m-l est normal sur ret si le secteur S est le demi-plan Re I  0, pour tous

véri fiant les relations de compatibilite :

en coordonn6es locales dans 0 i ,

EXEMPLES. 1) (Op6rateur de N. Shimakura » variationnel: Si k est

entier, Okm, pour tous

il existe unique vérifiant
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(cp d6signe la distance a I’ et alav la d6riv6e normale sur .T orient6e vers
1’intérieur).

En particulier pour llop6rateur div (cp grad) il y a existence et unicit6

sans donn6e sur le manteau F x ]0, T[ ; (on obtient un résultat du meme
type pour l’ « opérateur de H. Triebel &#x3E;&#x3E; dont le mod6le est Dt (tDt) + Dx).

2) « Opérateur de N. Shimakura » non variationnel: D’apres la re-
marque 1.2, pour tous f E .L2(]o, T[ xQ), UoE TV’ 1,1(92), go E Hi,,(r x ]0, T[)
tels que dans chaque 0i i on ait en coordonn6es locales:

il existe unique vérifiant:

3) «0p6rateur de M. S. Baouendi f&#x3E; : Pour tous

il existe unique v6,rifiajit

2. - Etude d’un operateur diffirentiel . -ulier dependant d’un parametre
sur R+.

Cette 6tape est essentielle pour 6tablir le th6or6me 1.1:
On consid6re sur R+ Ilop6rateur diff6rentiel dependant du parani6tre

(JJ E cn, n &#x3E; 1:
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pour

On introduit les conditions: i = 1

Ho,oo: Pour tout t &#x3E; 0, l’équation en r:

n’a pas de racine r6elle et il existe C = O(w) &#x3E; 0 telle que pour &#x3E;1, les
racines r(a), t) a partie imaginaire Im -r(co, t) positive v8rifient :

telle que pour tous

H2,ro: L’6quation:

n’a pas de racine sur la droite Re e = - a - 1 _

L( w) opère sur 1’espace :

’W.(R+)

={u E L2(R+), akj(w)ta+ B,k&#x3E; +i.v:U E L2(R+), lkl [ + j  m, a + ð, k) + j EN} ,

que Ilon munit de la norme canonique. Pour chaque valeur du param6-
tre W on a alors le résultat suivant:

PROPOSITION 2.1. On s2cppose que l’opérateur L(w) satisfait les conditions
Ho,w, H1,w et H2,w. Soit m+(co) le nombre de racines de l’équation Lo(w, t, -r) = 0
à partie imaginaire positive et soit ro(w) le nombre de racines de l’équation
F(w, e) = 0 de partie réelle supérieure ou ega I le cl - a - 2 . Alors, considere
comme linéaire continu de Ww(R+) dans L2(R+), l’opérateur L(w) est à indice
d’indice m+(w) + ro(w) - a - m.
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DEMONSTRATION. La proposition se deduity à l’aide de theorems ge-
néraux d’indice, de l’8tude de L(m) sur (0, T) et sur (T, cxJ), pour T assez
grand.

et on munit ces espaces des normes canoniques. Puisque l’on a, :

les espaces W.(O, T) et V(O, T) coincident.
D’après Bolley-Camus-Helffer [5], la condition H2,w implique alors que

l’op6rateur L(w), considere comme op6rateur lineaire continu de V(O, T) ===
= Ww(O, T) dans L2(o, T), est a indice, dlindice - or + r,,(o,)).

b) Etude de L((o) sur (T, 00): on introduit la fonction:

Pour t &#x3E; 0, h(w, t) est non nulle d’après Ho,w et de plus on a:

t

donc, T = T(w) restant h choisir, 1’application : t -&#x3E; y =f h(a), 1’) d1’, est une
bijection croissante de (T, oo) sur (0, oo). T

On note:

et encore:
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ces espaces 6tant munis des normes canoniques. On a de façon evidente
l’inclusion ’W.(T, oo) c YW(T, oo); de plus, pour u e Yw(T, oo), on a:

La condition H1,w montre alors qu’on a aussi V,.(T, oo) c Ww(T, oo) pour T
assez grand.

ou les fonctions V,,, et Xi,Z verifient : pour t &#x3E; 0,

permettent de montrer que l’application u - v est un isomorphisme de
WaJT,oo) sur Hn(O, -). t

Gardant les notations y =f h(co, 1’) dr et v(y) = ta-mhm-l(ro, t)U(t), on mon-
tre que : 

T

Ott:

et pour T assez grand:
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L’hypothese H,,. se traduit alors par: pour tout y &#x3E; 0 1’equation en ,:

n’a pas de racine r6elle et il existe C = O(w) &#x3E; 0 telle que pour y &#x3E; 0, les
m+(m) racines C(w, y) à partie imaginaire positive vérifient Im C(w, y) &#x3E; C.

En choisissant T = T(w) assez grand on voit que l’opérateur M(w)
verifie pour y &#x3E; 0 les hypotheses du th6or6me 3.1 de Visik-Grusin [12]:
M(o) est donc un operateur lin6aire continu surjectif de Hm(R+) sur L2(R+)
et son noyau est de dimension m+(w). On en deduit que Z(cw) consid6r6
comme lin6aire continu de -W.(T, oo) dans Z2(T, oo) est a indice, d’indice
m+(w). Ceci d6montre la proposition 2.1.

On suppose maintenant que le param6tre cv décrit un compact K de C"
et que les fonctions akAw) sont continues sur .g; on va imposer a L(w),
opérant sur W w(R+), des hypotheses plus fortes pour obtenir un r6sultat
d’isomorphisme uniforme en w (en ajoutant au besoin des conditions diff6-
rentielles en 0).

Plus pr6cis6ment on introduit les conditions:

.,80 : Pour tout cv E .g, Ho,oo est v6rifi6e et m+(cv) = m+ est indépen-
dant de w.

Hi: Pour tout a) c- K, H1,oo est vérifiée.

H2: Pour - O’:i m, aOj(w) = a,, est indépendant de w et ro(w) = 0.

Si le nombre y = m, - m - a est strictement positif, on considere de
plus des op6rateurs differentiels Bj(w, Dt), j = 0, ..., x -1, d’ordre mi’
0  mj  - a - 1, qui s’ecrivent :

ou les fonctions b,,, sont continues sur .g.
On introduit alors la derni6re condition:

H3: Le nombre y = m,- m - a est positif ou nul et pour tout

(j) E K le probleme :

n’admet que la solution u = 0 dans W ro(R+).
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On va d8montrer le résultat suivant:

TnÉoRÈME 2.2. On suppose que l’opérateur:

verifie les conditions Ho,Hl,H2 et H3. Alors pour tout a) c- K, J (co) est un

isomorphisme de W w(R+) sur L2(R+) X Cx, et la norme de son inverse est bornie
sur K.

On obtient ce th6or6me en etudiant le noyau de L(co) sur (0, T) et sur
(T, oo), T assez grand, et en construisant un inverse a droite pour L(cv)
sur (0, T), et un sur (T, oo), dont on sait contr6ler les normes en fonction
du param6tre ro; l’hypothèse J?3 permet ensuite de conclure a 1’isomorphisme.

PROPOSITION 2.3. Sous l’hypothèse H2, pour tout co E K, l’opérateur L(cv)
considéré comme line’aire continu de V(O, T) dans L2(o, T) est surjectif et a

un noyau de dimension - a. Ce noyau admet pour base un système {Pl(W, t),
t992(O-), t), ..., t-a-lp-o(ro, t)}, oic les fonctions pj sont continues sur K X [0, T]
ainsi que toutes leurs dérivées par rapport à t, et vérifient pj(w, 0) = 1.

DEMONSTRATION. Pour co E K, L(o)): V(O, T) -+ L2(o, T) est d’indice - G J
en particulier son image est ferm6e dans L2(o, T) ; Ilellipticit6 de L(cw) dans
]0, T[ montre que cette image contient D(]0, T[) ; L(w) est donc une surjec-
tion de V(0, T) sur L2(0, T) et son noyau est de dimension - or. L’équa-
tion F(e) = 0 n’ayant pas de racine enti6re sup6rieure ou 6gale a - a on
peut trouver - a fonctions pj(OO, t), 1 1 c - CT, analytiques dans ]- 2 T, 2 T,[
verifiant gg,(co, 0 ) = 1 et L(w){ti-lpj(OO, t) = 0 ) dans ]- 2T, 2T[. De plus les
coefficients du d6veloppement en s6rie enti6re de D’99,(o-), t), k c N, sont
continus dans K x [0, T], (les - or - 1 premiers coefficients du d6velop-
pement de q;;(w, t) 6tant pris égaux à 1), et ce développement converge
uniformement sur .g X [0, T] ; alors les fonctions D’99, sont continues en (w, t)
dans K x [0, T];, d’où ]a proposition.

PROPOSITION 2.4. Sous l’hypothèse H2, pour tout w E K, l’opérateur:

est inversible et la norme de son inverse est bornie sur K.

DÉMONSTRATION. Z’uisque W0153(O, T) = V(O, T) pour tout to E K, 1’ope-
rateur ’lL(ro) est linéaire continu deW.(O, T) dans L2(0, T) xC-a. En utili-
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sant la base du noyau ker L(a)) de L(a)): V(O, T) --&#x3E;. L2(o , T) décrite à la
proposition 2.3, on voit que 1’application :

est bijective. Ceci entraine l’injectivité de ’11(ro) et aussi la surjectivit6
puisque L(w) est une surjection de Wm(0, T) sur L2(o, T).

D’autre part E(co) ayant des coefficients continus sur K, on montre
facilement que la norme de l’application inverse de ’l1(oo): V(O, T) - L2(o,
T) x C-’ est born6e sur .K; la norme de l’injection de V(O, T) dans W.(O, T)
6tant aussi born6e sur g on en deduit la proposition 2.4.

LEMME 2.5.

i) Pour T &#x3E; 0, la norme de Ilisomorphisme:

est born6e sur K, ainsi que ceZle de son inverse.

ii) Pour T &#x3E; 0, la norme de l’injection de Yw(T, oo) dans W (O(T, oo)
est bornje sur K.

DÉMONSTRATION. ii) Se déduit de i) à l’aide de HI. On montre donc i) :
soit T &#x3E; 0 et soit u E Vm(T, 00); alors u E L2 (T, 00) et il existe C &#x3E; 0 telle

que pour tout co E K on ait :

On en deduit que pour j = 0, ... , m on a, avec C indépendante de a) E K :

On a de plus:

et dans (2.2) la constante C peut etre choisie ind6pendante de m E g; alors
la formule :



453

montre que l’on a:

avec C ind6pendante de co E .g .

Ceci d6montrel puisque IIUIIL-(T,-)= IIVIIL’(.,-), que la norme de 1’application
u - v est born6e sur K.

Enfin de la majoration:

de la formule (2.1), et du fait que dans (2.3) la constante peut etre rendue
indépendante de cv E K, on deduit qu’il existe C &#x3E; 0 telle que pour tout
co E .K on ait:

pour j = 1, ..., m.
Ceci d6montre que la norme de l’application inverse de u ---&#x3E;- v est aussi

born6e sur K.

PROPOSITION 2.6. Sous les hypotheses Ho et Hl il existe T &#x3E; 0, 0 &#x3E; 0

tels que pour tout WE K le noyau de l’opérateur L(w): W weT, oo) - L2(T, oo)
admette une base {ul(w, t), ..., ’ll,’ln+(w, t)} de fonctions continues sur K x [T, 00)
ainsi que leurs dérivées D’*u t k pour j c m, 1  k c m+, et qui veri f Zent :

DAMONSTRATION. D’après .Ho, on peut choisir T assez grand de fagon
que llop6rateur X(co) verifie sur K les hypotheses du th6or6me 3.1 de Visik-
Grusin [12]; alors le noyau de M((o): Hm(o, oo) - L2(o, oo) admet une base

fvl(co, y), ..., vm+(w, y)} de fonctions continues sur .K X [0, oo[ ainsi que leurs
d6riv6es Bl,* vk pour j c m, 1  k  m+ et de plus: il existe C &#x3E; 0, d &#x3E; 0 telles

que pour jm, 1-km,, w e K, 2/&#x3E;0y on ait:

les fonctions ’IjJ;,z(w, t) et t) intervenant dans la formule (2.1) 6tant

continues sur .K X ]o, oo[, on obtient la proposition en posant:

et en utilisant le lemme 2.5.
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PROPOSITION 2.7. Sous les hypothèses Ho et .gl it existe T &#x3E; 0 tel que

pour tout W E K, Z’operacteur:

soit inversible et tel que Zac norme de l’inverse de V(w) soit bornie sur K.

DÉMONSTRATION. Dlbpr6s Visik-Grusin, en choisissant T assez grand,
l’opérateur

est inversible pour tout co E .g et la norme de son inverse est bornée sur K.
La proposition s’en deduit en remarquant que le probleme :

est equivalent a :

avec:

et en utilisant le lemme 2.5.

DEMONSTRATION DU THÉORÈME 2.2. La proposition 2.1 et l’hypothese B’3
montrent deja que pour chaque w E K, l’opérateur T((o) est un isomorphisme
de Wm(R+) sur L2(R+) xCx. 11 reste à contr6ler la norme de {f(W)-l.

Le probl6me aux limites:
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se transforme grace aux propositions 2.3, 2.4, 2.6 et 2.7, en notant:

en Ie systeme linéaire suivant:

D’apres H3, ce syst6me admet une solution unique. Chaque coefficients
de son determinant D(w), ainsi que D(cv)-1, est continu sur g d’apres les
propositions 2.3 et 2.6, donc sa solution {Âo(ro), ..., Y I-a+m+-l(co)} vérifie, avec
C indépendante de co e K :

ce qui implique:

d’o-h le th6or6me 2.2.

3. - R6solvante de realisations dans L2 pour une classe d’op6rateurs ellip-
tiques d6g6n6r6s.

Pour obtenir le th6or6me 1.1, suivant la m6thode d’Agranovich-Visik,
on étudie deux aspects des problemes aux limites dans un ouvert borne
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pour l’opérateur L - Â, 121 assez grand: les estimations a priori contrð-
lées en A et l’existence.

Pour cela on deduit d’abord du paragraphe 2) un résultat d’isomor-
phisme dans 1g+ pour des op6rateurs quasi-homogènes, op6rateurs qui pro-
viendront d’un figeage sur le bord des coefficients d’une « partie principale »
de L:

3.1. Problèmes aux limites dans R+ avec paramètre spectral pour des opera-
teurs elliptiques dégénérés quasi-homogènes.

On considère dans R) les op6rateurs quasi-homogenes :

oti a,,, et b,,,6 sont des constantes et les scalaires m, a, 6 v6rifient les hypo-
theses du paragraphe 1 ). On note yu la trace de u sur y,, = 0 lorsqulelle a
un sens et H’(9), s &#x3E; 0, les espaces de Sobolev usuels. La continuite de

Ilop6rateur 

Ce lemme montre de plus qu’il existe C &#x3E; 0 telle que pour tout I E S

on ait, pour u E W"(W+): :
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Du th6or6me 2.2 on va déduire:

PROPOSITION 3.2. On suppose veri f iees les conditions E1, E’2 et E3 . Alors

pour tout A c- 8 - {O}, l’opérateur:

est inversibl e et il existe C &#x3E; 0 telle que pour tout Â e S - {o} on ait : pour
tout u eW§Q(R) ) .

DEMONSTRATION. Soient fEL2(R;),gjEHPI(Rn-l), j=O, ...,-a-m-l.
On note f($’, yn ), #;($’) les transformees de Fourier en y’ de f et g;.

Pour ($’, Â) e (R"-i X S) - {o} on note r($’, Â) l’unique reel positif solu-
tion de :

et W = (r-03BE’, rGÀ). Sous les hypothèses .El , E2 , E3 les opérateurs L(a)) =

= L°(t, r- ’5$1, Dt) - r(J À, Bj(w) = B?(r- (03B403BE’, Dt) vérifient les conditions Ho, HI,
H2,H3 de 2), l’espace Wco(R+) s’identifiant a :

Une condition nécessaire pour que u e W§J(Ry ) soit solution de T’u =
= (f, gj) est que pour presque tout $’e R*n-1 la fonction v(t) = u yn), avec
t = r($’, Â)Yn vérifie:
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D’apr6s le th6or6me 2.2, (3.2) admet une solution unique ; ceci d6montre
l’injectivité de T’; de plus la solution de (3.2) verifie :

avec C indépendante de $’ et Â. En revenant en variable yn on voit que
pour I G S, 1 # 0, v(r($’, I)y) est la transformée de Fourier en y’ d’une
fonction U G W§g$(R)) qui v8rifie lPtu = ( f , g’ ) et l’inégalité (3.1); d’ou la

proposition.

3.2..Estimations à priori avec parametre spectral pour des problemes aux
limites elliptiques dégénérés dans un ouvert borne.

On reprend les notations du paragraphe 1). Il résulte du lemma 3.1

que l’op[rateur : lPa = {L - Â, yBi’ j = 0, ..., - u - m -I} est linéaire con-

tinu de W,2,,M(S?) dans Hl"(]’), et qu’il existe C &#x3E; 0 telle que

pour tout Â E S, IÂ/:&#x3E; 1 on ait, pour u e W§j(Q) :

On va montrer une inégalité inverse pour /Â/ grand :

PROPOSITION 3.3. Sous les hypotheses Eo, El , E2, E, il existe Âo&#x3E; 0,
C &#x3E; 0 tels que pour Â E S, )1) &#x3E; 2,, on ait pour tout u E W2-(.Q):

DEMONSTRATION. D’apr6s Agranovich-Visik, pour tout x C-.Q r) Oi, il

existe un voisinage ouvert Ox de x contenut dans 9 n 0,, A., &#x3E; 0, Cx &#x3E; 0
tels que pour tout A E S, IÂI I &#x3E; Ix, et pour toute fonction n E "1.5 2) A sup-
port contenu dans Ox on ait:
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Pour montrer une in6galit6 du meme type si o c- r n O i , on decompose
les op6rateurs L - Â et B j , en coordonn6es locales dans 0 Z sous la forme:

avec

On note LO(0153), .B?(a?) les opérateurs obtenus à partir de L° et B° en
figeant les coefficients a"’j et bjafJ au point x. Ces opérateurs sont du type
étudié en 3.1. De la proposition 3.2 on deduit donc qu’il existe Ci &#x3E; 0 tel

que pour tous Â E s, /ÂI::&#x3E;l et u e W§Q(Q) a support dans 0, m D on ait

en coordonnEes locales: 
,

avec

La majoration de .Ru va se d6duire des lemmes simples suivants (par-
tiellement d6montr6s dans [7]), qui seront utilises aussi par la suite:
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Ces lemmes donnent alors: il existe un voisinage U de x contenu dans 0 i
et C &#x3E; 0 tels que pour 2 &#x3E; 1 et u E TV" (S2) a support dans II n 17, on ait:

Pour tout E &#x3E; 0, il existe un voisinage ouvert U,,. de x contenu dans U
et il existe C &#x3E; 0 tels que pour Z &#x3E;I et u E yYQ a(SZ) a support dans U,, r) S2
on ait: 

,

Ceci donne une majoration de Ru en fonction de 8 &#x3E; 0, 2 &#x3E; 1 et ( 11 U Ilw2m(Rn) +
_ 

u,6 +

+ Â/lu/lL2(RiJ) pour u a support dans U,, r) D; on choisit alors s assez petit
Âz assez grand, on note 0., = Ur de façon que pour Â&#x3E; Âz et u a support
dans 0. r) D, on ait:

Alors on a aussi :

pour ÀES, IÀI&#x3E;Àx, u e W§j§(Q) a support dans oxntJ.
De la famille des ouverts Ox lorsque x parcourt 17 on extrait une famille

finie {U1... FJ recouvrant 17 et on considere une partition de l’unit8 (yi ... 1Jla}
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subordonnee a ce recouvrement. Il existe donc C &#x3E; 0, Âl&#x3E;1 tels que pour
tous Â E S, )I) &#x3E; li et 2c E yVQ a(SZ) on ait:

si U, n r =1= 0, en coordonnées locales .

On montre facilement que si Uk c Q on a, en notant A.B - BA i [A, B],

De plus les lemmes 3.4 et 3.5 donnent dans le cas TIk r1 F=I= 0:

ou 0 ’Y1/2m et X7, est une fonction ind6finiment derivable dans Rn a

support dans !7x: et 6gale a 1 sur un voisinage du support de 1fJk.
Une sommation sur k donne enfin pour IAI&#x3E;A,:

d’où la proposition 3.3 en choisissant lo assez grand.
On montre maintenant une r6cipro@e de la proposition 3.3:

PROPOSITION 3.6. Si la conclusion de la proposition 3.3 est vraie alors

les conditions Eo, El , Ea sont vérifiées pour 2 E S. Si de plus pour tout x E r
Z’équation .F’(x, e) = 0 n’a pas de racine sur la droite Re e == - (] -l alors E2
est aussi veri f iee.

DÉMONSTRATION. On suppose donc que (3.3) est vérifiée pour 121 grand.
Les mêmes techniques que celles ntilis6es dans la démonstration de la pro-
position 3.3 montrent que pour tout x E Q il existe un voisinage ouvert 0
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de x, C,, &#x3E; 0 et ux &#x3E; 0 tels que pour tout p c- S, [p[ &#x3E;pz on ait:

si x c- D, pour u E w§j§(Q) à support dans 0z.

en coordonn6es locales, si x E F, pour u E W’,,(.Q) a support contenu dans
0. (-) D. La nécessité des conditions Ei s’obtient en appliquant (3.4) et

(3.5) a des fonctions test particulieres :

NÉCESSITÉ DE Eo: (3.4) implique .Eo pour Â =1= 0 d’apr6s Agranovich-
Visik. De plus si dans (3.4) on fixe p on obtient, pour tout u E D(0» :

il est bien connu que cette estimation implique 1’ellipticite de L dans Q
c’est a dire Eo pour 1 = 0.

NII20ESSITII DE .El: Soit x E T; on peut supposer que x = 0 en coordon-
n6es locales; d’apr6s (3.5) il existe s &#x3E; 0, po &#x3E; 0, C &#x3E; 0 tels que pour tous

on ait:

a support dans

.E1 est trivialement v6rifi6e pour ($’, C) = 0 ; si ($’, C) =1= 0 et si 1 # 0,
on applique 3.6) avee p = e2m Â, e &#x3E; 0 assez grand, a la fonction
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le support de 99V 6tant contenu dans

au voisinage de 0; puis on fait tendre e vers + oo dans

Ilin6galit6 obtenue.
On obtient:

On applique cette nouvelle in6galit6 a la fonction:

o-h e &#x3E; 0, yie 3)(R)y "P2E O(R), V,(O) # 0, yi est a support dans ]8/4,38/4[, a
valeurs dans [0, 1] et 6gale a 1 dans [813, 2s/3] ; puis on fait tendre e vers
+ coy ce qui donne .E1 pour Z =A 0.

Pour montrer El lorsque 1 = 0 on applique (3.6) avec p fix6 a la fonc-

tion u e définie par (3.7) et on fait tendre e vers + oo; ceci donne:

Cette in6galit6 appliqu6e a la fonction 1fJ(! d6finie par (3.8) donne El pour
1 = 0 en faisant tendre e vers + oo.

NÉCESSITÉ DE E3: Soit x E r. D’après (3.5) il existe 8 &#x3E; 0, po&#x3E; 0, C &#x3E; 0

tels que pour tout

on ait:

a support dans

support de qy soit contenu dans

1p = 1 dans [0, 8/2].
dans un voisinage de 0,

Pour Â * 0 on applique (3.9) avec It = e-’2 a la fonction :
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en distinguant les deux cas E 0 et E’ = 0. On effectue le changement de
variable z = ey,, puis on fait tendre e vers + oo. Ceci donne E,, pour Â =F 0.
Pour 1 = 0 on applique encore (3.9) avec ,u fixé à la fonction tt, d6finie
par (3.10), on effectue le changement de variable z = Loy,,, et on fait ten-
dre e v ers + oo.

NÉCESSITÉ DE .E2: Soit x E r. On suppose en plus de (3.3) que 1’6qua-
tion F(r, e) = 0 n’a pas de racine sur la droite Re e = - or - -1; la condi-

tion El 6tant n6cessaire pour 1 *" 0, d’apr6s Bolley-Camus-Helffer[5] Ilop6-
rateur L°(x, w), of w _ (0, 1) si n:&#x3E;2, w = Â si n = 1, avec IÂI = 1, con-

sid6r6 comme lin6aire continu de ’W.(R,) dans L2(R+) est à indice d’indice
2013 cr + ro- m; la condition .E3 6tant aussi n6cessaire pour A 0 0, le noyau
de .L°(x, co) est au plus de dimension - m. Ceci donne bien r° = 0 c’est-

a-dire E2.

3.3. Bxistence de solutions pour des problèmes aux limites elliptiques digi-
nérés avec paramètre spectral dans un ouvert borni.

On garde les notations du paragraphe 1). Le th6or6me 1.1 est un corol-
laire imm6diat de la proposition 3.3 et du r6sultat suivant:

PROPOSITION 3.7. Sous les hypothèses Eo, El, E2 et Ea, il existe Âo &#x3E; 0

tel que pour A c- S, I A I &#x3E; 2,, l’opérateur:

admet un inverse à droite.

DEMONSTRATION. Å l’aide du lemme 3.5 on déduit facilement de la pro-

position 3.2 le résultat suivant :

LEMME 3.8. On suppose les conditions El, E2 et Es ve’rifie’es pour 2 E 8
et pour les opérateurs à coefficients indéfiniment dérivables dans W+:
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11 existe s &#x3E; 0, Âo&#x3E; 0, C &#x3E; 0 tels que si on a:

Z’operateur :

admet un inverse d droite Jto pour A c S, I A I &#x3E; 1,, qui virifie: pour tous i c- L’(R"+),
g; G Hf-lJ(Rn-l), j == 0, ..., - a - m - 1,

Ce lemme 3.8 et un resultat analogue d’Agranovich-Visik dans Rn mon-
trent qu’il existe un recouvrement fuklk I de D plus fin que foil? une
partition de 1’unite fVk}(k.1 subordonnee a ce recouvrement et une famille
{Xk}’k’=, de fonctions à support dans Uk 6gales à 1 dans un voisinage du sup-
port 1J’k tels que: Si Uk c S2 il existe un prolongement .Lx a Rft de Ilop6-
rateur L qui v6rific Lx(xxu) = L(Xku) dans U7, et, l’opérateur A’- A E
c- E(H2-(RII), L2(Rn)), ou A’ k est la partie homog6ne de degre 2m en

(DZ1’ D-1n) de Lx , admet pour I A I &#x3E; 20 un inverse a droite jt2,Á tel que :
pour tous f E E2 (Rn), A E S, I A &#x3E;Âo,

avec C ind6pendante de A et f.
Si Ukr) F o Y il existe un op6rateur Tk = fEk, Bi,k’ j = 0,..., I -a-M-1-}

du meme type que fL, Bj en coordonn6es locales qui verifie Tk(,Yk’U) =
en coordonn6es locales dans Uk et tel que Ilop6rateur

lin6aire continu de dans

admet un inverse a droite qui

vérifie (3.11).
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On note alors, pour 1).1 assez grand,

Des lemmes 3.4 et 3.5 on deduit que Ilop6rateur T,,Jt’ est inversible
pour IÂJ assez grand. Alors Jt)(SatJt))-1 est un inverse a droite pour Sa
pour III assez grand.

4. - Résolution du probleme d’evolution parabolique non homogene.

La terminologie et les notations sont celles de Grisvard [8] ou Lions-
Magenes [9]. D’apres [9] ou [1], par transformation de Laplace, dans le
cas of le secteur S est le demi-plan Re A 0, le théorème 1.1 permet de
r6soudre de façon unique le probleme :

pour f donne dans .L2(]0, T[ xQ), T &#x3E; 0, et uo dans [D(L), L2(Q)]..
Pour passer au cas non homog6ne et determiner l’espace [W,"(D), L2(Q)],

on étudie les traces sur F x ]0, T[ et en t = 0 des elements de 1’espace
L2(o, T ; W.,2,-(D)) n H’(0, T; L2(D)); ces espaces 6tant locaux il sum d’ail-
leurs d’6tudier le cas D == R+,, T = +00:

Bt E ]a, b[ designant la variable d’evolution, pour r, 8 &#x3E; 0 on consid6re
respace: H",’(D X ]a, b[) = L 2(a, b; gr(S2)) n H8(a, b; L2(Q)), muni de la nor-
me canonique. Les scalaires m, u, 3 verifiant les hypotheses du paragra-
phe 1), on montre facilment le résultat de trace sur x,,, = 0:



467

Ce lemme, avec un resultat de Grisvard [8] montrent que 1’application :

est lin6aire continue de ,

espace F y du produit:
dans le sous-

des f’Uo 7 gil qui vérifient les relations de compatibilite :

On montre alors le résultat de relevement :

PROPOSITION 4.2. L’application

est surjective.

DEMONSTRATION. Soient {uo, gj} E FY et v EL2(0, 00; W§(Rl ) ) n H1(0, 00;
.L2 (R+ ) ) telle que v (0 ) = uo . Si on note : Dn v(0153’, 0, t) = h;(0153’, t) pour j 
:- (] -1, on a {O, hj- gj} E Fy donc, avec les notations de Lions-Mage-
nes [9] :

Le prolongement Q par imparité de L2(o,oo; L2 (Rn-1)) dans L2 (R"):
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étant continu de Ho ( 0, 00; L2(Rn-i)) dans Hl(R, L2(Rn-l)) on a, par inter-
polation :

Alors, pour j  -a - 1, la fonction wj définie par sa transformée de

Fourier i’vj en (x’, t) :

ou 1p E D([o, oo[) vaut 1 dans un voisinage de z6ro, vérifie:

-Q-1

En consid6rant u= v - L Wj on d6montre ainsi la surjectivit6 de I’ap-
plication by . i=O

On va d6montrer un résultat du meme type, les Dxn 6tant remplac6s
par un système d’operateurs normal sur {Xn = 0}:

On consid6re un systeme 93 = {Bjlf , d’opérateurs différentiels de la

forme :

ou 0  m,  - a - 1 et les fonctions bjQ.fJ sont indefiniment d6rivables dans
RII-1. On suppose que Mi =A mk si j =A k et que bjmio= 1 pour tout j.

Il r6sulte de Grisvard [8] que l’application:

est lin6aire continue de

espace F. du produit:
dans le sous-
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des {Uo 2 gj} qui vérifient les relations de compatibilite :

On a encore:

PROPOSITION 4.3. L’application

est surjective.

DEMONSTRATION. a) On traite d’abord Ie cas m;# (- a)/2 - 2 pour tout j.
On complete Ie systeme 93 a l’aide de Dx en un système lS’=(B§)§lJ
d’opérateurs de la forme :

pour lesquels on a les formules:

ou lhs, lhs sont des op6rateurs differentiels en x’ d’ordre inf6rieur ou 6gal
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Puisque B D( -1/2)-1 . - or est impair, on a {U,, h$1 E I’y, doneuIsque {-1/2)-1 
== 

Xn 
81 - (J es ImpaIr, on a uo, ; E y’ onc

d’apr6s la proposition 4.2, il existe u
verifiant byU = {uo, hi}. Alors on voit facilement qu’on a aussi 13,u =

b) On suppose maintenant que - a est impair et qu’il existe j tel

que mj= (- a)J2 - 1. En compl6tant le système $ comme en a) on peut
supposer que p = - a - 1 et m, = j pour tout j. Soient {uo, I gj} E F ae et 99
relevant uo dans
on note:

En 6crivant encore on voit que pour

done, dlapr6s Grisvard [8]:

Une sommation sur s c j, en utilisant aussi la relation intégrale de X’Gv
v6rifi6e par uo et gj, donne:
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Ce qui montre que appartient a Fy. Un relèvement u

donne par la proposition 4.2 verifie alors ’.qu = {uo, gj}-

DEMONSTRATION : D’après Bolley-Camus ([4] dans le cas 6 = 1), il

existe un op6rateur A non borne dans L2(lE8+ ), auto-adjoint positif, de

domaine D (.A ) d6fini par:

ou $= {B;}=GO-m-l est du type étudié ci-dessus, avec mm;-a-1
pour tout j, et associ6 a une forme sesquilin6aire coercitive sur l’espace
W2m ,(W+). La proposition 4.4 est donc immediate dans ie cas -am.
Si - a&#x3E; m + 1 on a toujours:

Pour démontrer l’inclusion inverse on applique la proposition 4.3: si

f E [W§Q(Ri ), L2(Rn.)]1 puisqu’alors {f, 0) EFae, il existe uEL2(0, oo ; D(A)) n
t1 H1(0, ao ; L2(R+ ) ) v8rifiant u(0153, 0 ) = f (x). Cela donne bien f G W$z,(Ri ).

Des propositions 4.3 et 4.4 on deduit que 1’on a :

et que, si Ie systEme lS = {Bi};==C1o-m-l décrit en 1) est normal sur T,
pour tous {uo, gi} appartenant au sous-espace du produit W$(Q) X

en coordonn6es locales dans 0 i , y
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il exist verifiant :

Ceci, avec la r6solubilit6 du probleme homogène, démontre le th6or6me 1.2.
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