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Probléme d’évolution parabolique
pour une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

MONIQUE SABLE-TOUGERON

Introduction.

La résolution du probléme parabolique non homogéne, par la méthode
d’Agranovich-Visik [1] ou Lions [9], pour les opérateurs elliptiques dégé-
nérés décrits par Bolley-Camus-Helffer [5] pose deux sortes de problémes:

Pour se ramener au cas homogéne on doit résoudre un probléme de relé-
vement dans des espaces de Sobolev avec poids sur le cylindre 2 x10, T1.
Ce résultat permet en outre de décrire ’espace des conditions initiales, inter-
polé 1 d’espaces avec poids dont la théorie générale de I’interpolation n’est
pas connue.

Le cas homogéne se déduit par transformation de Laplace de 1’étude
de la résolvante de réalisations dans L2 de ces opérateurs elliptiques dégé-
nérés. Suivant la méthode d’Agranovich-Visik [1] on est ramené 3 I’étude
d’un opérateur différentiel sur la demi-droite dépendant des paramétres &'
et A, & provenant d'une transformation de Fourier en variable tangentielle
et 1 étant le parameétre spectral. Au contraire du cas elliptique, ’espace
sur lequel on étudie cet opérateur différentiel change de type en fonction
du parametre. Pour plus de clarté on a dégagé un probléme aux limites &
une variable dépendant d’un parameétre global w et formulé des hypotheses
plus abstraites que celles vérifiées par le cas d’application qui nous intéresse.

1. — Notations et résultats.

Dans un ouvert borné 2 de R*, de bord I, on considére ’opérateur
différentiel:
L=L(x,D,) = > Aalx)D*

|o]<2m

Pervenuto alla Redazione il 15 Luglio 1980.
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oumeN—{0}, = (, .., &%), l&| =0a,+ ... +a,, D= D .. Di", D, =
= — i(0/ox,).
On note S le secteur fermé du plan complexe:

8= {9 exp [6], >0, 01<0<02} .

On suppose que les coefficients 4, sont indéfiniment dérivables dans Q
et que la condition suivante est satisfaite:

E,: Pour tous z€ 2, (§ 1) € (R"x8)— {0} on a:

D> As@)er—A#0.

|| =2m

On suppose que le bord I' est recouvert par une famille {0, ..., 0}
d’ouverts de R” telle que pour chaque 4 il existe un difféomorphisme
D;: v — 1y de clagsse (° de O; dans un ouvert de R* tel que y,= 0 dans
D,0;,NnT) et y,>0 dans D,(0;N Q).

De plus si g%, ..., yi sont des coordonnées dans &,(0,), et si O,N 0,5~ @
on suppose que yi =y’ et que pour k<n—1, 9, n’est fonction que de
Yiy -3 Ynse

On suppose que dans chaque O, ’opérateur L s’exprime en coordon-
nées locales sous la forme:

L(y, D,) = Z aaj(y)y[;'v+6l0‘|+5]+1);‘,1):;"’

|lx]+i<em

avec 6<<0,0>0,0 +2meN, ¢ +20me N, a € N*-1, j e N, [4], désignant
le plus petit entier >0 supérieur ou égal & A, et les fonctions a,; étant indé-
finiment dérivables dans R”.

Cette classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés a été introduite par
Bolley-Camus-Helffer [5]; elle contient les opérateurs de Visik-Grusin [12],
et aussi des opérateurs qui s’expriment simplement sous forme globale
dans Q: Baouendi [2], Baouendi-Goulaouic [3], Triebel [11], Shimakura [10].

Soit 0, un ouvert de R~ tel que O,c 2 et tel que la famille {0.}?_, re-
couvre 2. Soit {¢;}?_, une partition de 'unité indéfiniment dérivable subor-

\

donnée & ce recouvrement. On considére les espaces:
Wa,o(RY) =

- {“ € I*(RY), yo2+%1+i D§ D), u € I*(R%), ;—’ + Ola| + §>0, || + :i<m} ,

Wis(Q) = {u e D'(Q), pyu € H*™R"), p;u € Wei(R%), i =1, ..., p},
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I’appartenance & W3%(Ry) s’exprimant en coordonnées locales, et on les
munit de la norme canonique.

En chaque point = de I, # = (y', 0) en coordonnées locales on suppose
que les conditions suivantes sont vérifiées:

E,: pour tout (£,(, 1) e (R**xRx8)— {0} on a:

z a’ai(y,)slaé-j— A #= 0
|&] +3=2m
6+ 0|x|+jeN

Hy: Téquation F(z,0)= 3 ao(y)—iYele—1)...(e—j+1)=0,
—o<is<2m
n’a pas de racine & partie réelle Re p supérieure ou égale & — o —3%.

Si — ¢ — m>1 on considére de plus des opérateurs frontiére B,, j = 0, ...,
wy,—0—m—1, qui s’écrivent en coordonnées locales:

By, D)= Y b,@)DLD,
8| +a<smy

ou les fonctions b;,; sont indéfiniment dérivables dans R*-! et ol m; <— o —1.
On note K le compact de C»:

n—1
K = {a) = (&, 1), &eR™1, A€, 25?_’_ |A]m = 1} ,
i=1

On suppose que — o — m est positif ou nul et que la condition suivante
est vérifiée:

E;: Pour tous zel, w = (¢, 1) € K, le probléme
Lo, w)u = ( S a,(y)eroeE Dl l)u =0

|#] +i<<2m
o+0|a| +ieN

B?(wr w)u(0) = ( z quﬂ(y’)élﬁl):’u)(()) =0, j=0,.,—o—m—1

88| +a<<ms

% ELz(R.,_), lérlta+2¢5mu GLZ(R+), tc+2th2mu e LZ(R+)

n’admet que la solution nulle.

REMARQUE 1.1. Cette condition sur 1 est en général une condition spec-
trale relative aux opérateurs non bornés dans L2R.), L°(=, (&,0)) avec
|€'] =1 ou &= 0 ayant pour domaine 1’ensemble

{ue IXR,), |€'|1°+2Pmue LAR,), "2 D"y e L¥(R,), BX(z, (&',0))u =0

pour j =0,..,—o—m—1}
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Dans le cas d’opérateurs variationnels associés 4 une forme coercitive,
(Baouendi-Goulaouie, Baouendi, Triebel), on peut choisir comme opéra-
teurs B; ceux obtenus a ’aide de la formule de Green en explicitant le pro-
bléme aux limites attaché & la formulation variationnelle. A ’aide de ’étude
de la coercivité faite dans [6] on peut alors expliciter la condition spectrale
sur A équivalente & E.

On démontre le résultat suivant:

THEOREME 1.1. Sous les conditions By, E,, E,, E,, il existe C > 0, A,> 0
tels que pour A€ S, |A|> 2, le résolvant (L — A)~* dans L*(£2) de Vopérateur L
ayant pour domaine:

D(L) = {uec W.5(2), Bu=0 sur I, j =0,..., —o—m—1},

existe et vérifie: pour tout fe L3(R),

L — D)7 f| ey < Illfllum

1+|/1

REMARQUE 1.2. On peut obtenir un résultat du méme type si I’équa-
tion F(z, o) = 0 a 7, racines & partie réelle supérieure &4 — o — %, si le nom-
bre y = — o —m + 7, est positif ou nul et si la condition FE, est vérifiée
avec y opérateurs frontiére B,; c’est le cas par exemple de I'opérateur ¢4,
ou ¢ désigne la distance au bord de Q.

REMARQUE 1.3. On montre plus loin que les conditions E,, E,, Ej,
et aussi F, en supposant que F(z, o) ne s’annule pas sur la droite Re o =
= — ¢ — }, sont nécessaires pour que les opérateurs L — A et B; vérifient
des estimations & priori faisant intervenir des normes dépendant de 4, uni-
formément pour A dans 8§ de module assez grand.

On introduit ensuite la variable de temps ¢, 0 <t < T, et pour r>0,
8>0 on considére les espaces d’évolution [7]:

H(I'x10, T[) = L0, T; H(I') " H¥0, T; LX),

munis des normes canoniques. Supposant de plus que le systéme {B;}; 7"~ 1

est normal sur I', c’est-a-dire que m;= m; si j = k et que pour tout z eI}
x = (y',0) en coordonnées locales, on a b, (y')# 0 pour tout j, on dé-
montre aussi:
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THEOREME 1.2. Sous les hypothéses du théoréme 1.1, si le systéeme B =

={B,}; % ™ " est normal sur I'et si le secteur S estle demi-plan Re 1 <0, pour tous

fe L3(10, T[X Q), {to, g;} € Wiss(2) X _:ﬁ:_lﬂm’”!(l’x 10, 1Y),

—o—m—}  _—o—m—}
M= F; y Vi= - ’

vérifiant les relations de compatibilité:

Bjuy(x) = g,(x, 0) pour xel, si m;< _g_%

T

dr
8 | [ [iBpats', ) — gty D ay < +oo,
0 Rt
8i— o est impair et myj=—g5—75, " coordonnées locales dans O,

il ewiste w e L*(0, T; W2n(2)) N H*(0, T'; L*(2)) unique vérifiant:

Lu+%—“t‘=f, 0<t<T

u(x, 0) = U,

Byu = g; sur I'x]0, T[, 0<j<—o—m—1.

ExEMPLES. 1) « Opérateur de N. Shimakura» variationnel: Si k est

entier, 0 <k<m, pour tous

feLxJo, T[x Q) ,
m—k—1
{toy 95} € W™ @moigen(R)X  [] HmF-i—h(n=k=i=bizn=k)(I"x 0, T[),
i=0

il existe we L*(0, T; W2, 1, ,(2)) N H(0, T; L*(2)) unique vérifiant

De(gla)y Do) + 5 = f

lof=m

u(x, 0) = u,

am+5u .
s — 95 swr r'xio, [, o<j<m—*k—1,
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(p désigne la distance & I" et o/ov la dérivée normale sur I" orientée vers
l’intérieur).

En particulier pour 'opérateur div (¢ grad) il y a existence et unicité
sans donnée sur le manteau I'x]0, T[; (on obtient un résultat du méme
type pour 1’«opérateur de H. Triebel » dont le modéle est D, (tD,) + D2).

2) «Opérateur de N. Shimakura » non variationnel: D’aprés la re-
marque 1.2, pour tous fe L*(J0, T[ X 2), uye W, (2), g,€ H¥(I'x 10, TT)
tels que dans chaque O; on ait en coordonnées locales:

T

d
f(q’iuo)(y” 7) — (@:90)(y', T)|2 dy’ _'L‘I <+ o0,

0 Rt
il existe we L*(0, T; W2, ,(2)) N H'(0, T; L*(2)) unique vérifiant:

| atccah il
u(x, 0) = u,
u(z, t) = g, sur I'x]0, TT.
3) «Opérateur de M. S. Baouendi»: Pour tous fe IL*(]0, f;[xQ),
u,€ W, ,(2), g,€ HH(I'x 10, TT[), tels que uy(x) = g,(«, 0) sur I}
il existe u € L*(0, T'; W2, ,(2)) N H'(0, T'; L*(R)) unique vérifiant
02 . ou
—_—— 2 gv _
ot div (p* grad ) + 5 f
u(x, 0) = u,

wu(z,t) =g, sur I'x]0, T[.

2. — Etude d’un opérateur différentiel singulier dépendant d’un paramétre
sur R,.

Cette étape est essentielle pour établir le théoréme 1.1:
On considére sur R, opérateur différentiel dépendant du parameétre
welCn>1:

L(w) = L(w, t, D) = > a(o)tt GRrD,
k| +i<m
o+ €0,k +ieN
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ot meN—{0}, 6,>0,>...>0,>0, 0 =—mb,, 0 + meN, ¢ + d;meN pour

n
i=1,..,nkeN", jeN, (8, k) = 3 8.k, a1;(0) €C et agm= 1.
On introduit les conditions: =?!

H, ,: Pour tout ¢> 0, ’équation en 7:

Lyw, t, 1) = > ayw)t®Pr=0,
k| +i=m
o+ (0,ky +jeEN

n’a pas de racine réelle et il existe ¢ = C(w) > 0 telle que pour 1, les
racines 7(w,t) & partie imaginaire Im 7(w, t) positive vérifient:

‘ a ko( w) lt(d,k)) 1m
a4 <ok N

Im 7(,t) > 0( lk;

H,,: 1l existe C = C(w)>0 telle que pour tous k,j,|k| + j<m,
o + {0, k> + j€eN on ait:

]ak,'(w)]t<"»"’<0( > Iako(w)lt“’:"’)"""”, pour ¢>0.
o4 N

H, ,: I’équation:

Flw,0)= 3 ay@)(—iele—1)...(¢—j+1)=0,

—o<i<m

n’a pas de racine sur la droite Reg = — o — }.

L(w) opére sur ’espace:

W,(R,) =
={u € L*(R,), a;;(0)t*" *P T Diy e L*R,), k| + j<m, o + {5, k) + je N},

que 'on munit de la norme canonique. Pour chaque valeur du parame-
tre w on a alors le résultat suivant:

PROPOSITION 2.1. On suppose que Vopérateur L(w) satisfait les conditions
H,,, H,,etH,,. Soitm,(w)lenombrede racines de Véquation Ly(w,t, ) = 0
4 partie imaginaire positive et soit ro(w) le nombre de racines de Uéquation
F(w, o) = 0 de partie réelle supérieure ou égale & — o — L. Alors, considéré
comme linéaire continu de W (R,) dans L2(R,), Vopérateur L(w) est d indice
d’indice m (@) + 1o(w) — 0 — m.
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DEMONSTRATION. La proposition se déduit, & Paide de théorémes gé-
néraux d’indice, de I’étude de L(w) sur (0, T') et sur (7, oo), pour T assez
grand.

a) Etude de L(w) sur (0, T): on note:
W,0,T) =
= {ue L¥0, T), a(w)t** “*¥ * Din e L*0, T), k| + j<m,o + <6, k> +jeN},
V0, T) = {ueH°0,T), """ DjuecI?0,T),—oc<j<m}.
et on munit ces espaces des normes canoniques. Puisque l'on a:
V(0, T) = {u e L*0, T), t**™Dj"u € L*(0, T)},

les espaces W, (0, T') et V(0, T') coincident.

D’aprés Bolley-Camus-Helffer [5], la condition H, , implique alors que

Popérateur L(w), considéré comme opérateur linéaire continu de V (0, T) =
= W,(0, T) dans L2(0, T'), est & indice, d’indice — ¢ + ry(w).

b) Etude de L(w) sur (T, oo): on introduit la fonction:

Mo, t) = tﬁl( ; lalco(w)ltw’k))l/m .
|k]=m

o+ <6,k eN

Pour ¢ >0, h(w, t) est non nulle d’aprés H, , et de plus on a:

h(w, t) >t—1+6n( ,k;

=m
o+ <8,kyeN

jaxo(@)])'"

t
done, T = T(w) restant a choisir, Papplication: t -y = f h(w, T) d7, est une
bijection croissante de (7', co) sur (0, oo). T
On note:

Vo (T, 00) = {u € D(T, o0), 1°+ ™™, t)u € L*(T, o0), t°* " D' € L*(T, oo)}
et encore:

Ww(T’ OO) =
= {we L*(T,00), a(w)t*+ ¥+ Diy e L*(T,00),|k| 4 j<m, o + {5, k) +j e N},
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ces espaces étant munis des normes canoniques. On a de fagon évidente
Pinclusion W (T, oo) c V,(T, co); de plus, pour € V (T, o), on a:

PR (w, t) Diuw e L*(T, c0) pour 0<j<m.

La condition H, , montre alors qu’on a aussi V (T, co) c W,(T, oo) pour T
assez grand.

Pour u € W, (T, o) on note v(y) = t°™h™ ¥(w, t)u(t); 1'égalité W (T, co) =
= V (T, o) et la formule:

i—1
(2.1) € (o, ) Diu + B (w0, 1) 3 v, (o, 1) Du =
=0

i—1

W (w, 1)(Div + b (w, 1) 3 ¥, ,(w, 1) D;v)
=1
ou les fonctions y;, et y;, vérifient: pour ¢ >0,

(2.2) [9;.(e0, )| < Qi ¥Igm=d (g, 1)
(2.3) | 5.(00, )| < Ot 0w, 1) ,
permettent de montrer que l’application # — v est un isomorphisme de
W,(T, co) sur H™(0, co). ¢

Gardant les notations y = f h(w, 7) dz et v(y) =t"""h™ *(w, t)u(t), on mon-
tre que: T

L(w)u(t) = 1 (w, ) M(w)o(y) = b (o, 1) Myw) + M,(@))o@),

ou:

m—1
My(w)o = Do + 3 A, (0, y)Dip
i=0
m—1

My(w)yv =3 A, (0, y)Djv, avee
i=0

8,k +5— _ .
Ao,j(w’ ?/) = Z a’ka'(w)t( Y+ mh m+9(w’ t) ’
k] =m—3
o+ (0,k) +ieN

|D}A, ;(w, y)| < C(th (w,2))™"  pour 0<j<m—1,0<l<m, y>0
et pour T assez grand:

|4y, y)| < O(th (w,?))"*  pour 0<j<m—1,y>0.

30 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sct.
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L’hypothése H, , se traduit alors par: pour tout y>0 1’équation en (:
m—1 X .
M(w,y, ) ="+ EAO”(CU’ =0,
i=0

n’a pas de racine réelle et il existe C = C(w) > 0 telle que pour y>0, les
m.(w) racines {(w,y) & partie imaginaire positive vérifient Im {(w, y)>C.

En choisissant T = T'(w) assez grand on voit que opérateur M(w)
vérifie pour >0 les hypothéses du théoréme 3.1 de Visik-Grusin [12]:
M(w) est donc un opérateur linéaire continu surjectif de H»(R,) sur L2(R.)
et son noyau est de dimension m.(w). On en déduit que L(w) considéré
comme linéaire continu de W, (T, co) dans L2(T, co) est & indice, d’indice
m.(w). Ceci démontre la proposition 2.1.

On suppose maintenant que le paramétre o décrit un compact K de C*
et que les fonctions a,;(w) sont continues sur K; on va imposer & L(w),
opérant sur W, (R,), des hypothéses plus fortes pour obtenir un résultat
d’isomorphisme uniforme en o (en ajoutant au besoin des conditions diffé-
rentielles en 0).

Plus précisément on introduit les conditions:

H,: Pour tout we K, H, , est vérifiée et m,(w) = m, est indépen-
dant de w.

H,: Pour tout we K, H, , est vérifiée.
H,: Pour — o<j<m, ay(w) = a, est indépendant de w et ry(w) = 0.

Si le nombre y = m,— m — ¢ est strictement positif, on considére de
plus des opérateurs différentiels B;(w,D), j =0,..., x—1, d’ordre m,,
0<m,;<— o —1, qui §’écrivent:

Bi(w) = B,(w, D)) = Y b;,(w) D],

asmy

ol les fonctions b,, sont continues sur K.
On introduit alors la derniére condition:

H,: Le nombre y = m,— m — ¢ est positif ou nul et pour tout
w € K le probléeme:

L(w) u(t) =0

Bj(w)u(0) =0, pour 0<j<y—1,

n’admet que la solution v = 0 dans W, (R,).



PROBLEME D’AVOLUTION PARABOLIQUE POUR UNE CLASSE ETC. 451

On va démontrer le résultat suivant:

THEOREME 2.2. On suppose que Uopérateur:
F(w): w — {L(w)u, B)(w)u(0), j =10, ..., y — 1},

vérifie les conditions H,, H,, H, ¢t H,. Alors pour tout w € K, F(w) est un
isomorphisme de W, (R.) sur L*(R,) xC*, et la norme de son inverse est bornée
sur K.

On obtient ce théoréme en étudiant le noyau de L(w) sur (0, T') et sur
(T, c0), T assez grand, et en construisant un inverse i droite pour L(w)
sur (0, T'), et un sur (7, co), dont on sait contrdler les normes en fonction
du parametre w; ’hypothése H; permet ensuite de conclure 4 1’isomorphisme.

PrOPOSITION 2.3. Sous Uhypothése H,, pour tout w € K, Popérateur L(w)
considéré comme linéaire continu de V(0, T) dans L2(0, T) est surjectif et a
un noyau de dimension — o. Ce noyaw admet pour base un systéme {p,(w, 1),
tpa(wy 1)y ooy 877 p_o(w, 1)}, 0% les fonctions @, sont continues sur K x[0, T
ainsi que toutes leurs dérivées par rapport & t, et vérifient ¢ (w,0) = 1.

DEMONSTRATION. Pour w € K, L(w): V(0, T) — L2(0, T) est d’indice — o}
en particulier son image est fermée dans L2(0, T); ellipticité de L(w) dans
10, T montre que cette image contient D(]0, 7[); L(w) est donc une surjec-
tion de V(0, T') sur L0, T') et son noyau est de dimension — ¢. L’équa-
tion F(p) = 0 n’ayant pas de racine entiére supérieure ou égale 4 — o on
peut trouver — ¢ fonctions ¢,(w, t), 1 <j<— o, analytiques dans ]— 2T, 2T
vérifiant @;(w,0) =1 et L(w)(t"'¢,(w,?) = 0) dans ]— 2T, 2T[. De plus les
coefficients du développement en série entiére de Dfgp,(w,?), k€N, sont
continus dans K x[0, T], (les — ¢ — j — 1 premiers coefficients du dévelop-
pement de g¢,(w,?) étant pris égaux & 1), et ce développement converge
uniformément sur K x [0, T]; alors les fonctions Dfg; sont continues en (w, ?)
dans K X [0, T7;. d’ot la proposition.

PRrOPOSITION 2.4. Sous Vhypothése H,, pour tout w € K, Dopérateur:
W(w): = W,(0, T) — L*(0, T) xC~°
U — {L(w)“7 (D{u)(()), j=0,..,—0— 1} ’
est inversible et la norme de son inverse est bornée sur K.

DEMONSTRATION. Puisque Wo(0, T) = V (0, T) pour tout w € K, 1’opé-
rateur W(w) est linéaire continu de W(0, T) dans L2(0, T) xC~°. En utili-
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sant la base du noyau ker L(w) de L(w): V(0, T) — L*(0, T') décrite & la
proposition 2.3, on voit que I'application:
ker L(w) - C~°
u — {(Diu)(0), § =0, ...,— o —1}.

est bijective. Ceci entraine l’injectivité de W(w) et aussi la surjectivité
puisque L(w) est une surjection de Wo(0, T) sur L2(0, T).

D’autre part L(w) ayant des coefficients continus sur K, on montre
facilement que la norme de ’application inverse de U.(w): V(0, T') — L*(0,

T) xC~? est bornée sur K ; la norme de I’injection de V (0, 7') dans W(0, T)
étant aussi bornée sur K on en déduit la proposition 2.4.

LEMME 2.5.
i) Pour T > 0, la norme de lisomorphisme:
V(T 0) — H™(0, o0)
w —> TR, tu,
est bornée sur K, ainsi que celle de son inverse.

ii) Pour T > 0, la norme de Uinjection de Vo(T, oo) dans Wu(T, co)
est bornée sur K.

DEMONSTRATION, ii) Se déduit de i) & I’aide de H,. On montre donei):
goit T > 0 et soit u € Vu(T, oo); alors u € L(T, oo) et il existe C > 0 telle
que pour tout w e K on ait:

%] a0y < CIE7H " B™ (0, 8% 137,00 -
On en déduit que pour j = 0, ..., m on a, avec C indépendante de w € K :

[ Digtl 2,00 < el ez,
On a de plus:

| DiY(w, t) < Ct-'h~*(w,t), pour ¢>0, wekK,

et dans (2.2) la constante C peut étre choisie indépendante de w € K ; alors
la formule:

h%DLn,v — Z cﬁ(h—l)iu(Dilh—l)il (D’itkh—l)ik,
o+irir+...Fiik=m

$o—1
Jotir+...+ix=m '(t6+mhmDit“u + h% Z ,%DJD:“) ,
=0

ipip#0 pour p=1,..,kk>1
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montre que 'on a:
D3] 220,00y < Cllll y oz, 00y s aVee C indépendante de w e K .

Ceci démontre, puisque [[u] sz 0= []12(0,e)» Que 12 norme de I'application
u — v est bornée sur K.
Enfin de la majoration:

"Diw”L'(R+)< C{|w] R, T [|DLnWHL=(R+)} pour we H"(R,),

de la formule (2.1), et du fait que dans (2.3) la constante peut étre rendue
indépendante de w € K, on déduit qu’il existe C > 0 telle que pour tout
o€ K on ait:

”t¢1+mhm——i(w’ t)D;'u"L,(T’w)g C{”’U”L:(O’oo) + ”D:nU”L:(o,oo)} ’

pour j =1, ...,m.
Ceci démontre que la norme de I’application inverse de v — v est aussi
bornée sur K.

PROPOSITION 2.6. Sous les hypothéses H, et H, il existe T >0,C>0
tels que pour tout w € K le noyau de Vopérateur L(w): Wo(T, co) — LT, oo0)
admette une base {u,(w, 1), ..., u,, (w,1)} de fonctions continues sur K X[T, oo)
ainsi que leurs dérivées Diu, pour j<m,1<k<m.,, et qui vérifient:

my
2 lu(w)] Wo(T,00) <O -
k=1

DEMONSTRATION. D’aprés H,, on peut choisir T assez grand de fagon
que 'opérateur M(w) vérifie sur K les hypothéses du théoréme 3.1 de Visik-
Grusin [12]; alors le noyau de M(w): H™(0, co) — L?*(0, co) admet une base
{vi(w, Y), ..., ¥, (0, y)} de fonctions continues sur K X [0, cof ainsi que leurs
dérivées Div, pour j<m,1<k<m, et de plus: il existe C >0, d > 0 telles
que pour j<m,1<k<m., we€ K, y>0, on ait:

| Di v, y)| < C exp [— dy]

les fonctions y; (w,?) et x; ,(w,?) intervenant dans la formule (2.1) étant
continues sur K X ]0, oo[, on obtient la proposition en posant:

w(w, 1) = t7°" "R w, v (0, y)

et en utilisant le lemme 2.5.
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ProPOSITION 2.7. Sous les hypothéses H, et H, il existe T > 0 tel que
pour tout w € K, Popérateur:

V(w): Wo(T, o0) — L*(T, oo) XC™
u — {L(w)u, (D'u)(T), j =0, .ccym,— 1},

soit inversible et tel que la norme de Dinverse de U(w) soit bornée sur K.

DEMONSTRATION. D’aprés Visik-Grusin, en choisissant T assez grand,
Topérateur
W(w): H™(0, oo) — L0, oo) xC™*

v — {M(w)v, (Dﬂv)(O), j=0,..,m,—1},
est inversible pour tout w € K et la norme de son inverse est bornée sur K.
La proposition s’en déduit en remarquant que le probléme:
L(o)u(t) = ft), ¢>T
(Diu)(T) =¢;, O<j<m,—1,
est équivalent &:

M(w)v(y) =9(y), y>0
(D;”)(O) =d,, 0<j<m,—1,

avec:

9(y) = b Hw, 1)f(2)
i—-1 . i—1
d=T"1" "}, T) ¢;+ h(w, T) 3 y; (@, T)C,— b~ (w, T) 3 y; (0, T)dy,
1=0 =1

et en utilisant le lemme 2.5.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2. La proposition 2.1 et ’hypotheése H,
montrent déja que pour chaque w € K, 'opérateur J(w) est un isomorphisme
de Wo(R,) sur L(R,) xC*. 1l reste 4 controdler la norme de F(w).

Le probléme aux limites:

L(w)u®) =f(t), >0
Bw)u(0) =9¢,, j=0,...,2x—1
ue WoR,),
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se transforme grice aux propositions 2.3, 2.4, 2.6 et 2.7, en notant:

ut = W(w)(fl o,y 0), wu= CU(“’)—I(J‘I(T,w)f 0)

—o0—1
(w — u*)(w, t) =k2 A(@) 1 (0, 1)
=0
—0+me—1
(% — u*)(w, 1) = . z_ }'k(w)uk+o’+1(w’ 1),

en le systéme linéaire suivant:

—o—1
kz Bi(w)(tk(pk+1(w, t)((O)'}'k(w) =0;, j=0,.., x—1
=0
—o—1 —otmy—1
kzo D;(tk%ﬂ(w’ t))(T)Ak(w) — k_E_ 1):(“10+a+1(w9 t))(T) /lk(w) =
Div(T) — Div(T), j=0,..,m—1.

D’aprés H,, ce systeme admet une solution unique. Chaque coefficient
de son déterminant D(w), ainsi que D(w)-1, est continu sur K d’aprés les
propositions 2.3 et 2.6, done sa solution {Ay(w), ..., A_4, n,_1(w)} Vérifie, avec
C indépendante de w e K:

x—1 m—1 . m—1 X
@) <0] 3 lal + 3 1D + 3 (D)}
x—1
<0{-§, 105 + 19 o, + 12,0}

<0{ifloa+ 3 lol},
ce qui implique:
[ < Ul + 2 o}
d’olt le théoréme 2.2. -

3. — Résolvante de réalisations dans L* pour une classe d’opérateurs ellip-
tiques dégénérés.

Pour obtenir le théoréme 1.1, suivant la méthode d’Agranovich-Visik,
on étudie deux aspects des problémes aux limites dans un ouvert borné



456 MONIQUE SABLE-TOUGERON

3

pour lopérateur L — A, |A]| assez grand: les estimations & priori controd-
lées en A et l’existence.

Pour cela on déduit d’abord du paragraphe 2) un résultat d’isomor-
phisme dans R”, pour des opérateurs quasi-homogénes, opérateurs qui pro-
viendront d’un figeage sur le bord des coefficients d’une « partie principale »
de L:

3.1. Problémes aux limites dans R, avec paramétre spectral pour des opéra-
teurs elliptiques dégénérés quasi-homogénes.

On considére dans R”. les opérateurs quasi-homogénes:

Ly=Lyy,, D)= 2> @ i?/‘:»HlalHD:’Dfm ’
la|+i<2m
c+6a]+ieN
B!=BYD,) = Y b,DiD:{, j=0,..,—0—m—1,
8Bl +a=my

ou a,; et b,z sont des constantes et les scalaires m, g, 6 vérifient les hypo-
théses du paragraphe 1). On note pu la trace de u sur y,= 0 lorsqu’elle a
un sens et H*(L), s>0, les espaces de Sobolev usuels. La continuité de
Topérateur
= {L°— A, yB}, j=0,...,—c—m—1}
—o—m—1

de WZ3(R?) dans L*R%)x [] H“R*™Y), g;=(— o —m;— })/d, résulte du
lemme simple, [7]: i=0

LEMME 3.1. Soient « e N*1, jeN tels que 6la| +j<—o0— 1.
8i ue W2(RY) on a yDLD} ueH—I=RI=0PR1); De plus il ewiste
C > 0 telle que pour tout A>0 on ait: pour tout u W= ao(RY ).

1y D3 D, | geo-s-oar-bisgga-sy + AT+ DE DI ] oy

<O Dl gy 3, 107" Dy + (1 + DBy -

Ce lemme montre de plus qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout Ae S
on ait, pour u € WZ3(R%):

—6—m—1

L — ul gy + _2 (ly Byl e + |41y B ] s
<0{”?/:+2mD2mu"L2(R") + z I]?/:+26mDaul‘L2(R") + (1 + MI)""’"L?(R")} H

ol ;= (¢ + m; + })/o.
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Du théoréme 2.2 on va déduire:

PROPOSITION 3.2. On suppose vérifiées les conditions By, E, et E;. Alors
pour tout A8 — {0}, Vopérateur:
—o—m—1
95: WisRy) > PRy x [ HHR™)

i=0

u— {(L°— A)u, yBju, j=0,..,—oc—m—1},

est imversible et il existe C > 0 telle que pour tout A€ 8 — {0} on ait: pour
tout w eWZR(R").

o+ 2 L o
31) [y Dyl ul ams) +|a|§2m”yg‘+2 "Dyl 2y + 121 10 2y

—_——m—

1
<L = Dulpogy + 2 (I¥Biulgumes + 1471y Bjul pxgo-n)} -

i=0
DEMONSTRATION. Soient feL*R}),g,e H¥(R*1), j=0,...,—oc—m—1.
On note f(&, y,), §;(§') les transformées de Fourier en y' de f et g;.

Pour (£, ) € (R*1x8)— {0} on note r(&', 1) I'unique réel positif solu-

tion de:
i=1

S 1R e =1,
n—1

et w = (r~%¢',7°1). Sous les hypothéses E,, E,, E, les opérateurs L(w) =
= L°(t, r~%¢', D,) — r°4, B,(w) = BY(r~°¢, D,) vérifient les conditions H,, H,,
H,, H; de 2), l’espace W,(R,) s’identifiant a:

{u € I*R,), °**"Di™u € L*(R,)} i &=0

{u e L2(R,), t°**™y € LX(R,), ’**" D™y € Lx(R,)} si &+#0.

Une condition nécessaire pour que u € Wf‘,f}(R:‘L) soit solution de Fu =
= (f, g,) est que pour presque tout £'e R la fonction v(t) = #&', y¥a.), avec
t = r(&, 1)y, vérifie:

(Lo(t, r=°&', D)) — 1°A)o(t) = 1°f(£', 711)

3-2) (BY(r—&', D)o(t))(0) = r~™§,(&") ,
j=0,..,—0c—m—1, ve Wo(R,).
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D’aprés le théoréme 2.2, (3.2) admet une solution unique; ceci démontre
Pinjectivité de 99; de plus la solution de (3.2) vérifie:

“to+2th2m'0"L’(R+)_{—l 122 "t6+2md(1.—6£l)av]lL’(R+)+ |]r"lf0||L.<R+)
a|=2m
—o—m—1

<O{Ir°f(& )| pamey + go [r=™g,E}

avec C indépendante de &' et A. En revenant en variable y, on voit que
pour A€ 8, A0, v(r(&', 2)y,) est la transformée de Fourier en y' d'une
fonction u € W3 (R") qui vérifie $5u = (f, g,) et linégalité (3.1); d’ou la
proposition.

3.2. Estimations 4 priori avec paramélre spectral pour des problémes auw
limites elliptiques dégénérés dans um owvert borné.

On reprend les notations du paragraphe 1). Il résulte du lemme 3.1
que lopérateur: §,= {L— 4, yB,,j =0, ...,—o— m — 1} est linéaire con-

—c—m—1
tinu de W2%3(Q) dans Lx(2)x [] H™(I), et qu'il existe C>0 telle que
i=0
pour tout A€ 8, |A|>1 on ait, pour ue Wy3(£2):

—o—m—1

(L — }*)’“"L'(a)‘F .go (HVB:'””HW(P)‘J‘ MIV’HVBJ"““L-(P))

<O{lulyga) + 12 1] ey -

On va montrer une inégalité inverse pour |i| grand:

PROPOSITION 3.3. Sous les hypothéses E,, E,, E,, By il existe 1,>0,
C >0 tels que pour A€ 8, |A|>24 on ait pour tout ue W24(R):

—o—m—1

(3.3) "“HWg;g(g) + 1A ] ey < 0{" (L—Nulpay+ 2 (lvBalgu
i=0
+ 1Al B )} -
DEMONSTRATION. D’aprés Agranovich-Visik, pour tout € 2n 0y, il
existe un voisinage ouvert O, de z contenut dans 2N 0, 4,>0, C, >0

tels que pour tout 1€ 8, |A]>4,, et pour toute fonction u € Wﬁf’;(!)) 3 sup-
port contenu dans O, on ait:

1l pameay + 121 %] 2@y < Col (L — Dl 12 0 g
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Pour montrer une inégalité du méme type si 2 € I'N 0;, on décompose
les opérateurs L — A et B,, en coordonnées locales dans O; sous la forme:
L—ji=(L*—1) +I*+ L*, B,=B)+ B},

avec
L= 3 a

|| +i<2m
o+ 0|a|+ieN

(y)y 1D D,

]

1__ 6 +0|o|+5 * )i
L= Z a’aj(y)ygb It ]+ Du'Du,.
el +i<2m
o+6‘al+i>0
o+6|x|+i¢N

’= Y oa,y)D,D;
] +i<2m
o+6|a| +5<0

Bl= 3 b,)DiD;, Bi= 3 b,y)DyD;,.
31| +a=m;y 8|8 +a<my

On note L°(w), BY(x) les opérateurs obtenus & partir de L° et B] en

figeant les coefficients a,; et b;,; au point x. Ces opérateurs sont du type

étudié en 3.1. De la proposition 3.2 on déduit done qu’il existe €, > 0 tel
que pour tous A€ 8, [A|>1 et ue WJ5(L2) & support dans 0,Nn Q2 on ait
en coordonnées locales:

—o0—m—1
”u"W?,,'ﬁ(RZ{_) + MI ' “u"ﬂ(kz) < Gl{" (L - )‘)u"ﬁ(m) + 5§0 (”VB;iu"Hﬂl(R"-l)

+ |A]"lyBu o) + 'Ru} ’
avec

—o0—m—1

B=|(L°~L°@)u+Lut LPul pge+ 3 (17(Bf—Bj@)u+yBjul gugo-1y
i=0
+ [21"7(B}— BY(@))u + yBjul sa) -
La majoration de R, va se déduire des lemmes simples suivants (par-
tiellement démontrés dans [7]), qui seront utilisés aussi par la suite:

LeEMME 3.4. II existe C > 0, y > 0 tels que pour tout A€ R, 1> 1 les quan-
tités suivantes se majorent par: Cl‘y{liullw%(gi)—!— Z[luHLz(Rg)}:

i) "D:'Di,.“"ﬁ(m;) pour weW2H(R?:) si || + j<2m, o + dla| +j <O.

ii) [ylo+olel+il 4 D;‘,Df,”u[]Lg(Rp pour ueW23(R%) & support dans y,<1 si
o6+ 0la| +§>0,0+6le] +j ¢N,|af +j<2m—1.
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iii) "ya+6(|a[+1)+gDaD1 u“zﬁ(nﬂ) et “yc+6]le+a+mf(1 6)DuDJ “l!zﬁ(m;)’

pour u € W2H(R%) & support dans y,<1, si ¢ + Ola| +jEN, |af +
+j<2m —1.

LEMME 3.5. 8% 0<8,<S,, il ewiste C > 0,y > 0 tels que pour Ae R, 1>1
on ait pour u e H*(R"™?):

Il gemasy + A%/ ] pa gty < CA™{| %] ooy + /163’/—a||“"1,-(m—1)}-

Ces lemmes donnent alors: il existe un voisinage U de « contenu dans O,
et ¢ >0 tels que pour A>1 et ue Wﬁ’"g(Q) 4 support dans U N £, on ait:

—o—m—1

anu " LZ(RZ) + .Zo (”VB: u” HHMI(R"-1) + A H?B} /“’" L2(R*1)
j=
<OV ([l pamemny + Alomp)

Pour tout &> 0, il existe un voisinage ouvert U, de « contenu dans U
et il existe ¢ > 0 tels que pour A>1 et u e Wﬁ:’;(!)) 4 support dans U, N 2
on ait:

—oc—m—1

(Z°— L%@))w + L'ulamg + =2 (17(Bf— BY@)) ] o1y
+ Xy(B)— B)(@)) 2 my) <& + A7) ([l pamga, + Al page) -

Ceci donne une majoration de B, en fonction deg>0, A1>1 et ( "““wz",;(ng) +
[£1
+ }‘"u”ﬁ(ni)) pour u
A, assez grand, on note O,= U, de facon que pour Ai>1, et w & support
dans 0,Nn OQ, on ait:

N

4 support dans U,N 2; on choisit alors & assez petit

Gl 'Ru %( "u’”W“"(R") + }'”u"Lt’(Rn))

Alors on a aussi:

—0—

m—1
"u"W2 Rﬂ) + Il] ”uan(Rﬂ)\ (Il (L - )')“"L”(RQ) + 5;0 (IlyBju"H[lj(Rn—l)
+ A" |yBjul prmey) 5
pour A€ 8, |A|>4,, u € WI(2) & support dans 0,N Q.

De la famille des ouverts O, lorsque # parcourt 2 on extrait une famille
finie {U, ... U,} recouvrant 2 et on considére une partition de I'unité {y, ... v }
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subordonnée & ce recouvrement. Il existe donc C > 0, 4,>1 tels que pour
tous A€ 8, [A|>4, et uwe Wi3(L2) on ait:

l¥xtlpaman + 121 |96l 20y <OIL — D)z, 81UC L2,
" wkullwgfg(kg_) + MI ’ “ Wku“I,ﬂ(Ri) < C{" (L - }')(Wku)HLRRZ{_)

—0

—m—1
+ 2 (B e + 12717 Bip) |, )} o

si UyN I's~ @, en coordonnées locales .

On montre facilement que si U, c 2 on a, en notant AB — BA =[A, B],
" [L - }'7 "/’k]u"ﬁ(_o) < Clll_llzm( |l“|]Wg;3(g) + M] ' "“"]_,2(9)) .

De plus les lemmes 3.4 et 3.5 donnent dans le cas U,N I' = @:

—o—m—1

L — 2, pelvl 2 mp + =Zo (17LBss $elul guygn-1y + A 171B;5 vilulomn-s))

<0714l pamemny + 12 [ 262l 2
ol 0 <y<1/2m et y, est une fonction indéfiniment dérivable dans R* &
support dans U, et égale & 1 sur un voisinage du support de v,.

Une sommation sur k¥ donne enfin pour |A|>4;:

—oc—m—1

"’“’"Wg::;(g) + MI ' “""’"ﬂ(g)< C{“ (L - A)u"LZ(g) + 'zo (”yBiu"HI‘J(I')
+ Mlv ”')’Biu"ﬁ(p)) + Ml_y( "u"Wg:g(p) + MI ’ ”u”ﬂ(g))} ’

d’ou la proposition 3.3 en choisissant A, assez grand.
On montre maintenant une réciprodue de la proposition 3.3:

PROPOSITION 3.6. 8i la conclusion de la proposition 3.3 est vraie alors
les conditions E,, E,, By sont vérifiées pour Ae 8. 8i de plus pour tout x € I'
Véquation F(x, o) = 0 n’a pas de racine sur la droite Re p = — ¢ — } alors E,
est aussi vérifide.

DEMONSTRATION. On suppose done que (3.3) est vérifiée pour |A| grand.
Les mémes techniques que celles utilisées dans la démonstration de la pro-
position 3.3 montrent que pour tout x € 2 il existe un voisinage ouvert O,
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de z, C,>0 et u,>0 tels que pour tout pwefl, |u|>u, on ait:

(3.4) el zemer + lal - [ 22y < O

(.3, Ade)D"— )

@’

8i @ € O, pour u e W4(2) & support dans O,.

(3'5) ”ullwg:g(ng_) + |.“l : ““”Lz(R_'l‘_)< Cr{"(Lo(w) - :u)uHLz(Ri)

—o—m—1

-+ =20 (HVB?(w)uﬂHm(an) + |H|%”yB;-’(m)u]|L2(R"_I))} ,

en coordonnées locales, si e I', pour u € Wﬁjﬁ(!)) 4 support contenu dans
0,N 2. La nécessité des conditions E,; s’obtient en appliquant (3.4) et
(3.5) & des fonctions test particuliéres:

NEcEssITE DE Ey: (3.4) implique E, pour A% 0 d’aprés Agranovich-
Visik. De plus si dans (3.4) on fixe u on obtient, pour tout u € D(0,):

[elwmor< 0| 3, @D+ [ulioa)s

il est bien connu que cette estimation implique Pellipticité de L dans £
c’est 4 dire E, pour 1 = 0.

NECESSITE DE F,;: Soit « € I'; on peut supposer que ¢ = 0 en coordon-
nées locales; d’aprés (3.5) il existe ¢ > 0, y, > 0, C>0 tels que pour tous
BER, |u|>po, ue W2i(RYE) & support dans

{ 2 ?/?< 82’ Yn=> 5/4}

i=1

on ait:

(3.6) 9" Dyl agy, +‘al§2 i |[y:’rﬂ<’m1>;‘.unﬂ,,mb + Ll [l oy

< OII(LO(‘”) - !’l')u“Lz(R"‘l_) .

B, est trivialement vérifiée pour (&',0)=10; si (&,{)=0 et 8i 1£0,
on applique 3.6) avec u = o*™2, o > 0 assez grand, & la fonction

i=1

(8.7 u(y) = @(y')p(y,) exp [ie(glyi& + yc)]
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n
ol ¢ € D(R"), y € D(R), le support de ¢y étant contenu dans { Syi< el
i=1

Yn > 3/4} @ =1 au voisinage de 0; puis on fait tendre o vers + oo dans

Pinégalité obtenue.
On obtient:

A lmowmo< 0l 3 @t oEr—a)y

lx|+a 2m
o+0|a| +ieN

L*R+)

On applique cette nouvelle inégalité & la fonction:
(3.8) Yo(¥n) = V1(¥a) pa(0(Wn— /2)) 5

ol 9> 0, y.€ D(R), y.€ D(R), 1,(0) 5= 0, v, est & support dans Je/4,3¢e/4[, &
valeurs dans [0, 1] et égale & 1 dans [¢/3, 2¢/3]; puis on fait tendre g vers
-+ oo, ce qui donne E; pour A0.

Pour montrer E, lorsque 4 = 0 on applique (3.6) avec u fixé & la fonc-
tion u, définie par (3.7) et on fait tendre o vers - oo; ceci donne:

((z 52) + )l O[3 an @i ey

a|+9=2m |L'(R+)

6+ 0| +ieN

Cette inégalité appliquée a la fonction y, définie par (3.8) donne E, pour
A =0 en faisant tendre p vers - oo.

N1%OESSITE DE Ey: Soit @ € I. D’apres (3.5) il existe ¢ > 0, yy>0,C >0

n
tels que pour tout u e 8, |u|>p, u € W25(R}) & support dans { Sy 82}
on ait: i=1

©0) 3 10" Dl + il sy < O (20) — )ty
o

m—1
+ .go (II)’B?({I/’)MJIH;‘,(R"_I) —I— ]ﬂ]”J”?}B?(ﬂv)u|]L2(R"_1))} .

Soient w = (§'y, A) e K et v e W, (R,), p € D(R"1), p € D(R) telles que le

n
support de gy soit contenu dans { SyE< 52}, @ = 1 dans un voisinage de 0,
v =1 dans [0, ¢/2]. i=1
Pour 1540 on applique (3.9) avec u = p~°1 & la fonction:

n—1
(3.10) U, (y) = ¢ ') ¥Wa)oleya) exp [ie® 3 yi&d|
i=1



464 MONIQUE SABLE-TOUGERON

en distinguant les deux cas &'z 0 et &= 0. On effectue le changement de
variable 2 = py,, puis on fait tendre ¢ vers 4 oco. Ceci donne E, pour A 0.
Pour 4 =0 on applique encore (3.9) avec u fixé 4 la fonction , définie
par (3.10), on effectue le changement de variable z = gy, et on fait ten-
dre o vers 4 oo.

NZ%CESSITE DE E,: Soit # € I. On suppose en plus de (3.3) que I’équa-
tion F(z, 9) = 0 n’a pas de racine sur la droite Re ¢ = — ¢ — }; la condi-
tion E, étant nécessaire pour Az 0, d’aprés Bolley-Camus-Helffer[5] I'opé-
rateur L%z, w), ot @ = (0, 1) 8i n>2, w0 = A 8i n =1, avec |A| =1, con-
gidéré comme linéaire continu de W, (R,) dans L2(R,) est & indice d’indice
— o + 1,— m; la condition E; étant aussi nécessaire pour A= 0, le noyau
de L°(z, w) est au plus de dimension — ¢ — m. Ceci donne bien r,= 0 c’est-
a-dire E,.

3.3. Euwistence de solutions pour des problémes aux limites elliptiques dégé-
nérés avec paramétre spectral dans un ouvert borné.

On garde les notations du paragraphe 1). Le théoréme 1.1 est un corol-
laire immédiat de la proposition 3.3 et du résultat suivant:

ProrosITION 3.7. Sous les hypothéses E,, E,, E, et B, il exviste 1, >0
tel que pour A€ 8, |A|> 1, Vopérateur:

—o—m—1

F,: WEZZ(Q) —-I*Q)x [] H"Q)
i=0
w — {(L— A)u, yB;u, j =0,...,—c—m—1},
admet un inverse a droite.

DEMONSTRATION. A P’aide du lemme 3.5 on déduit facilement de la pro-
position 3.2 le résultat suivant:

LEMME 3.8. On suppose les conditions E,, E, et E; vérifies pour Ae 8
et pour les opérateurs & coefficients indéfiniment dérivables dans R :

LO(y, D,,,) — z a“j(y)y:+6lal+jD3,D§n
|| +i<2m
o+0]a|+ieN
B)y',D,) = 3 by DyD;,, §=0,...,—o—m—1.

O|B|+a=my
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Il ewiste ¢ > 0, Ag> 0, C > 0 tels que si on a:

|@s;(y) — @,;(0)] < e, || + j<2m, 0 4 b|a| +jeN

[Bios(y') — ses(0)| < &, 6|B| + g = m;, j=0,...c,—0—m—1,
Vopérateur:
—c—m—1
% Wﬁfﬁ(R:‘_) —-IPRY)x [] H#R*?)
i=0

u — {L°(y, D,)u, yB}(y', D,)u, j =0, ..., — 6 —m —1},

admet un inverse & droite R pour A€ 8, |A|> A, qui vérifie: pour tous f € L*(R?Y),
ge HYR* 1), j=0,..,—6—m—1,

(3-11) ”“R'g(fa gi)uwg,rg(ng) =+ M[ : "“R'g(f’ g")"Lz(Rg) < C{"f”ﬁ(nv_;_)

+73 Uohamans + A0 s}

Ce lemme 3.8 et un résultat analogue d’Agranovich-Visik dans R* mon-
trent qu’il existe un recouvrement {U,}¢_, de 2 plus fin que {0,}?_,, une
partition de 'unité {y,}i_, subordonnée & ce recouvrement et une famille
{x:}i-, de fonctions & support dans U, égales & 1 dans un voisinage du sup-
port y, tels que: Si U,c 2 il existe un prolongement L, & R* de 1'opé-
rateur L qui vérifie L,(y,u) = L(y.u) dans U, et, Popérateur Ay— A€
€ £L(H>™(R"), L*(R")), ol A} est la partie homogéne de degré 2m en
(Dy,y -5 D,,) de L, admet pour |[A[>2, un inverse & droite R, tel que:
pour tous fe LX(R"), A€ 8, |A]>4,,

| Rg,zf | ememny =+ 4] Jig,zf | z2rey < Olf | Ly 5

avec C indépendante de A et f.

Si U,N I's ¢ il existe un opérateur §,= {L,, B,,,j=0,...,—o—m—1}
du méme type que {L, B;} en coordonnées locales qui vérifie T (x,u) =
= F,(x;%) en coordonnées locales dans U, et tel que l'opérateur Jp,=
= {L}— 4, B}, j =0, ..., — 0 —m —1} linéaire continu de W;5(R}) dans

—c—m—1
*R%)x [] H™R"'), admet un inverse & droite K7, pour |A|> 4, qui
i=0

vérifie (3.11).

31 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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On note alors, pour |A] assez grand,

ﬁg(f: 9) = E QXkﬂ‘lg,l(wkf7 Vi9;) +Uzglk3{1?,z('l)kf) .

UenI'#

Des lemmes 3.4 et 3.5 on déduit que l’opérateur F,RJ est inversible
pour || assez grand. Alors R)(F,R3)~! est un inverse & droite pour &,
pour |A| assez grand.

4. — Résolution du probléme d’évolution parabolique non homeogéne.

La terminologie et les notations sont celles de Grisvard [8] ou Lions-
Magenes [9]. D’aprés [9] ou [1], par transformation de Laplace, dans le
cas ol le secteur S est le demi-plan Re 1<0, le théoréme 1.1 permet de
résoudre de fagon unique le probléme:

0
Lu—l—a—’::f

u(0) = u,
Bu =0 sur I'x10,T[, j=0,..., —6—m—1
ue L0, T; Wa3(2)) N H(0, T; L)),

pour f donné dans L]0, T[ XR2), T > 0, et u, dans [D(L), L*(2)],.

Pour passer au cas non homogéne et déterminer 'espace [W375(2), L*(2)];,
on étudie les traces sur I'x]0, T[ et en ¢ = 0 des éléments de l’espace
L0, T; WZn(2)) N HY(0, T'; L*(R)); ces espaces étant locaux il suffit d’ail-
leurs d’étudier le cas Q =R}, T = +oo:

t€]a, b[ désignant la variable d’évolution, pour r,s>0 on considére
Pespace: H™*(2 x ]Ja, b[) = L*(a, b; H"(2)) N H(a, b; L*(2)), muni de la nor-
me canonique. Les scalaires m, o, § vérifiant les hypothéses du paragra-
phe 1), on montre facilment le résultat de trace sur x,= 0:

LEMME 4.1. Pour € N*, jeN, d|a| + j < — o — %, Vapplication
u — D5.Di, u(', 0,1)

est linéaire continue de Lz(O, co; H™ " ~%(R™1x (0, 00))) N H*(0, 00; L*(RY))
dans Vespace H(—°~011=i=1)0, (—e—dlal—i—1/(-o} Rr=1 (0, 00)).
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Ce lemme, avec un résultat de Grisvard [8] montrent que I’application:
B,: u — {u(x, 0), D) u@',0,1), j =0,..,—c—1},

est linéaire continue de L*(0,00;WZ5(R%)) N H'(0,00; L*(RY)) dans le sous-
espace F,, du produit:

—o—m—

1
[Wes®RL), PRYL x [ B9 oemmiime(Re=1 1 (0, o))
i=0
des {u,, g,} qui vérifient les relations de compatibilité:

j .. o 1
nguo(x’, 0) = gi(x’, 0) 81 ) < 5—5

N d
RE, |Di o’y T) — gi(a’y T)|° da’ 71: < 4+ o0

o i ; - , o 1
81 — o est impair et j = —;—= .

On montre alors le résultat de relévement:

ProposITION 4.2. L’application
B,: L*(0, 005 Ws(RY)) N H'(0,00; L*R?%)) — F,,
est surjective.

DEMONSTRATION. Soient {u,, g;} € F, et v e L*(0, co; W25(R})) N HY(0, 003
I*(RY})) telle que v(0) =wu,. Si on note: D’ w(x,0,t) = hy', t) pour j<
<—o—1, on a {0, h,—g;} € F, donc, avec les notations de Lions-Mage-
nes [9]:

h;— g€ H{o=i=D1=9(0, 0o; L2R™))  si j< -—g—;-
. . . . c 1
h;— g;€ H},(0, co; L*R™1)) si — o est impair et §j = —57 5

Le prolongement @ par imparité de L%(0,c0; L}(R™1)) dans L2(R"):

ul(t) sit>0
Q=1 _u—y) sit<o,
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étant continu de H(0, oo; L*(R"?)) dans HY(R, L(R"1)) on a, par inter-
polation:

Q(h;— g;) € H(—o—i=-bI=o(R, L2R1)) pour tout j =0,..,—c—1.

Alors, pour j<— o—1, la fonction w; définie par sa transformée de

A

Fourier w; en (z',1%):
’i)i“:,’ (l?,,, T) =

. — det2zm o +2m+§ i=1 -
— G0, — 0 ) gz g (L + ()™ + 117)a))

ou ye D([0, cof) vaut 1 dans un voisinage de zéro, vérifie:
w,e IXR, W2n(R")) N H(R, IA(R"))
08iketj, hs— o —1

D’;nwf(w” 0,1) = [ . .
Q(h;—g;)(@'y 1) 81 k=

w;(x,0) = 0.
—0o-—1
En considérant u=v— > w, on démontre ainsi la surjectivité de 'ap-
i=0

plication G,.
On va démontrer un résultat du méme type, les D) étant remplacés
par un systéme d’opérateurs normal sur {r,= 0}:
On considére un systéme $ = {B,;}]_, d’opérateurs différentiels de la
forme:
Bi@, D)= 3 by DD;,,

818|+a<my
ol 0 <m;<— o—1 et les fonctions b,,; sont indéfiniment dérivables dans

R*1, On suppose que m;7* m, 8i j+* k et que b, ,= 1 pour tout j.
11 résulte de Grisvard [8] que ’application:

Ta: u — {u(x,0), Bu(@',0,1), j =0,...,p},

est linéaire continue de L*(0,c0; W23(R™%)) N H'(0, co; L*(R",)) dans le sous-
espace Fy du produit:

[WesRY), L*RY)], % 1] B (R (0, 00)) 5

i=0
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des {u,,9;} qui vérifient les relations de compatibilité:

. o 1
Bjuy(', 0) = g,(2', 0) 81 m;<< — 27 2

oo

RCax dr
f[B,uo(zc’, 7) — gi(x'y T0) |2 da’ - <+ oo

0 Rs-1
i . . g 1
§i — o est impair et m;,= — - —=.

On a encore:

PrOPOSITION 4.3. L’application
Bg: L*(0, oo; Wf,"?,(R’jr)) N H'(0, 00; L*(R%)) — Fy ,

est surjective.

DEMONSTRATION. a) On traite d’abord le cas m,s (— ¢)/2 — 1 pour tout j.
—0o—1

On compléte le systéme B & l'aide de D! en un systéme B'={B;}; %
d’opérateurs de la forme:

Bj@', D)= 3 bg@)DLD? , avee by=1,

Slfl+a<i

pour lesquels on a les formules:

i—-1
D= B+ S4B, 0<j<—o—1,
8=0

1
B; = D, + > 4,D;
8

987 Tn
=0

ol A,,, A;, sont des opérateurs différentiels en @' d’ordre inférieur ou égal
a (j—s)/o.

On convient que A;= A;=1.

Soit alors {u,, g;} € Fg et ¢ € L*(0, co; H~">~(R*~* X (0, c0))) N H*(0,

i
oo; L*(R%)) vérifiant ¢(@, 0) = uy(@). Pour j<— o —1 on note b;= > A,g,,
avec: s=0
g.@'yt) = g,@',t) sis=m,

g.(',t) = D5 (#',0,t) sis#m,s<—oc—1.



470 MONIQUE SABLE-TOUGERON

Puisque B_,,_;=D, 7?7% si — o est impair, on a {u,, h} € F,, donc
d’apres la proposition 4.2, il existe u € L*(0, co; W25(R?})) N H*(0, co; L2(R” )
vérifiant BG,u = {u,, h;}. Alors on voit facilement qu'on a aussi Tgu =

= {uy, g;}-

b) On suppose maintenant que — ¢ est impair et qu’il existe j tel
que m;= (— 0)/2 — ;. En complétant le systeme B comme en a) on peut
supposer que p = — o — 1 et m;= §j pour tout j. Soient {u,, g;} € Fg et ¢
relevant u, dans L*(0,c0; H™ % °(R™1x (0, 00))) N H(0, 005 L*(RY)). Si
on note:

” i c 1
Bj=B; et gi=yg; pourjz—5—g,

. . 1
Bj =D;, et gj= Dip(+',0,1) pourj=— g—é .

On a {u,, g;} € Fg., donc d’aprés a) il existe u e L*(0, co; WZH(RY)) N
N H'(0, co; L*(RY)) vérifiant:

Uy (2, 0) = () 4

Bju,(2',0,t) =g;(@',1), 0<j<—o—1.

En écrivant encore D = z/I,SBs, B,= EA ., on voit que pour

j=(—0)2—% et s<j, on a:

Ajsule L2(O, 03 H(—a/z+s+%)/6,—a/2+s+}(Rn—1 X (0, Oo)))
A H(—u/2+s+§)/—o‘(0’ 03 Lz(Ri))
donc, d’aprés Grisvard [8]: ‘

d
1B, A u0(@", 7) — Asugala’, 702 dx'{ < 4 oo

0 Rt

Une sommation sur s<j, en utilisant aussi la relation intégrale de KTy
vérifiée par u, et g;, donne:

[}

dar . c 1
dm’7<+oo, poury:—g—ﬁ.

[t e, o — (3, 4:0.) @,

0 R
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i
Ce qui montre que {uo, ZA,.sgs} appartient & F,. Un relevement u
8=0

donné par la proposition 4.2 vérifie alors Gyzu = {u,, g;}-
PROPOSITION 4.4. On a Végalité [W25(R%), L*(R})], =Wy, s(R?).

DEMONSTRATION: D’aprés Bolley-Camus ([4] dans le cas 6 =1), il
existe un opérateur A non borné dans L?*R?%), auto-adjoint positif, de
domaine D(A) défini par:

DA) = W3RE)  si0<—o<m

D(A) = {ue Wi5R}), Bu=0,j=0,..,—c—m—1}

sim+1l<—o<2m,

ou B = {B;};5,™ ! est du type étudié ci-dessus, avec m<m;<—o—1

pour tout j, et associé & une forme sesquilinéaire coercitive sur 1’espace

w2m (R%). La proposition 4.4 est donc immédiate dans le cas — o<m.
0/2,06\" "+

Si —o>m + 1 on a toujours:
o2,0(RY) = [D(A4), L*(RY)];¢ [Woa(R}), LARY)],

Pour démontrer l'inclusion inverse on applique la proposition 4.3: si
f e [WZ3R?Y), L*(R7)], puisqu’alors {f, 0} € Fg, il existe u € L*(0, co; D(4)) N
N HY(0, co; L*(R%)) vérifiant u(w,0) = f(x). Cela donne bien fe Wy, 5(R?}).
Des propositions 4.3 et 4.4 on déduit que l'on a:

[Wea(R2), ()], = W5 o(2)

et que, si le systéme B = {B;}; ;™ ' décrit en 1) est normal sur I}

pour tous {u,,g;} appartenant au sous-espace du produit Wg, 5(£2) X
—c—m—1
x [] H**(I'x10, T[), T >0, défini par:
j=0

)

1
Bjuy(®) = g,(x,0) pour zel', m;< __g__z.
T
r —1lo ' 2 ,d’t’
|Bi(giuo)(y'y T ) — (@:9)(y', T)2dy — < + o0,
RCs T
0 Rn-1
i t impair et m,= — o N
si — o est impa =—5—3

en coordonnées locales dans O,
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il existe u e L*(0, T; W23(2)) N H'(0, T; L)) vérifiant:

#(0) = u,

Bu=g;,sar I'y j=0,..,—c—m—1;

Ceci, avec la résolubilité du probléme homogéne, démontre le théoréme 1.2.

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. S. AeranovicH - M. I. Visik, Elliptic problems with a parameter and para-

(2]
[3]
[4]

bolic problems of general type, Russian Math. Surveys, 19 (1964), pp. 53-157.
M. S. BaoUENDI, Sur une classe d’opérateurs elliptiques dégénérés, Bull. Soc.
Math. France, 95 (1967), pp. 45-87.

M. 8. Baouenpi - C. Gouraoulc, Régularité analytique et itérés d’opérateurs
elliptiques dégénérés; Applications, J. Functional Analysis, 9 (1972), pp. 208-248.
P. BorLiLEY - J. CamMus, Régularité pour une classe de problémes auwx limites
elliptiques dégénérés variationnels, Boll. Un. Mat. Ital., (5), 14B (1977), pp. 77-
100.

[6] P. BorrEY - J. CamUs - B. HELFFER, Sur une classe d’opérateurs partiellement

hypoelliptiques, J. Math. Pures Appl., 55 (1976), pp. 131-171.

[6] P. BoriLEY - J. CaMUS - PuaM THE Lal, Noyau, résolvante et valeurs propres

d’une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés. Proceedings, Saint-Jean-de-
Monts, 1977; Lecture notes in Mathematics, Springer-Verlag.

[7] J. CamMUS, On a class of Sobolev’s spaces with weights and application to the spec-

tral theory of a class of degenerated elliptic operators.

[8] P. GrisvarD, Caractérisation de quelques espaces d’interpolation, Arch. Ratio

nal Mech. Anal., vol. 25, n. 1 (1967), pp. 40-63.

[9]1 J. L. Lioxs - E. MAGENES, Problémes aux limites non homogénes, Dunod, Paris.
[10] N. SHIMAKURA, Problémes aux limites généraux de type elliptiques dégénérés,

J. Math. Kyoto Univ., Vol. 9, no. 2 (1969), pp. 275-335.

[11] H. TRIEBEL, Erzengung des nuklearen lokalkonvexen rawmes C®($2) durch einen

elliptishen differential operatoren zweiter ordnung, Math. Ann., 177 (1968), pp. 247-
264.

[12] M. 1. Visik - V. V. GRUSIN, On a class of higher order degenerated elliptic equa-

tions, Math. USSR Sb., vol. 8, No. 1 (1969).

UER Mathématiques
Avenue du Général Leclerc
35042 Rennes, France



