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L’unirazionalita della varieta dei moduli
delle curve di genere dodici.

EDOARDO SERNESI (*)

Introduzione.

Per ogni intero p>1 'insieme A(, delle classi di isomorfismo birazionale
di curve algebriche di genere p ha una struttura naturale di varieta algebrica
quasi proiettiva [M 1]. Una descrizione esplicita di A, & stata finora ottenuta
solo nei casi p = 1, 2 (cfr. [E-Ch] e [I]) mentre per valori maggiori di p si
hanno alcune informazioni generali, come ad esempio che A, & irriduci-
bile di dimensione 3p — 3 (questo & un risultato classico in caratteristica
zero [E-Ch]).

In [Sev] Severi indicd una via per dimostrare che M, & unirazionale se
P<10; la sua idea, basata sulla considerazione di famiglie di curve piane
con nodi, fu ripresa e sviluppata ampliamente da B. Segre [Se] e il risultato
pud considerarsi oggi acquisito (per una discussione si veda anche [A-S 2]).
Nella stessa Memoria Severi congetturd anche 1’unirazionalitd di M, per
tutti i valori di p>11. In questo lavoro si risponde affermativamente alla
congettura nel caso p = 12. 11 risultato & ottenuto, in accordo con il suggeri-
rimento di Severi, dallo studio delle curve di P? di genere 12 e ordine 12
(i1 minimo possibile senza particolarizzare i moduli).

I1lavoro & diviso in due parti. Nella parte I, fissata una curva irriducibile
non. singolare C ed un morfismo birazionale di C su una curva I'c Pr, si stu-
diano i gruppi

7(0¢) = @ H*(C, O(mD))

m=0

y(O(K)) = @ H(C, O(K + mD))

meZ

(*) Ricerca in parte svolta mentre I’autore era borsista CNR-NATO presso il
Department of Mathematics at Harvard University.

Pervenuto alla Redazione il 31 Marzo 1980 ed in forma definitiva il 5§ Novem-
bre 1980.
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dove K é un divisore canonico e D é il divisore immagine su C di una sezione
iperpiana di I. Questi sono moduli graduati sull’algebra dei polinomi in
r 4+ 1 variabili a coefficienti nel campo base che hanno la proprietd di essere
di Cohen-Macaulay; cid ne facilita lo studio dal punto di vista omologico.
Si ottengono infatti informazioni abbastanza precise sulle loro sizigie e sugli
ideali di Fitting associati, specialmente nel caso di curve in Ps,

I risultati generali della parte I vengono applicati nella parte IT per co-
struire una famiglia di curve non singolari irriducibili di genere 12 a moduli
generali, realizzate come curve di P® di ordine 12, parametrizzata da una
varietd razionale. Il passo piu delicato della costruzione si appoggia sull’esi-
stenza, dimostrata nel paragrafo 6, di curve irriducibili non singolari di
genere 12 e ordine 12 in P? a moduli generali sulle quali le superfici quintiche
seghino una serie lineare completa.

I metodi su cui & basato questo lavoro rientrano sostanzialmente nel
programma iniziato da Petri in [P 1] e [P 2], poi ripreso in [S D], [A-S1]
e [A-S 2]. Si adottera il linguaggio degli schemi che si supporranno sempre
definiti su un campo K algebricamente chiuso; nella parte II si fara 1’ulteriore
ipotesi che K sia di caratteristica zero al solo scopo di poter disporre del teo-
rema di Bertini nel paragrafo 6.

Desidero ringraziare Enrico Arbarello per aver suscitato il mio interesse
per il problema dell’unirazionalitd dei moduli delle curve attraverso moltis-
sime interessanti discussioni. Ringrazio vivamente anche Ciro Ciliberto ed
Alan. Mayer per alcune utili conversazioni riguardanti gli argomenti del
paragrafo 6.

In una prima versione del lavoro é risultata errata la dimostrazione della
proposizione (6.7). Cid & stato notato da E. Arbarello, C. Ciliberto e dal
referee. Una dimostrazione alternativa ma vicina, a quella presentata qui é
stata trovata da C. Ciliberto e Joe Harris. Esprimo & tutti i miei ringra-
ziamenti.

Parte I

1. — Generalita.

In tutta la parte I si supporrd fissata una curva proiettiva irriducibile
non singolare C di genere p definita su un campo algebricamente chiuso K.
Denoteremo sempre con K un divisore canonico su C. Se & & un fascio di
O,moduli e 4 & un divisore su O, i K-spazi vettoriali di coomologia H*(C, ),
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Hi(C, 0(4)), H{(0, F® O(4)) saranno denotati, quando cid non dia luogo
ad equivoci, rispettivamente H(F), H*(4), H(F(4)) e le loro dimensioni
Bi(F), hi(A), B¥(F(4)); con |4| denoteremo la serie lineare completa indivi-
duata da 4.

Supporremo dato una volta per tutte un divisore D su C di grado » ed
un sottospazio vettoriale V C H(D) di dimensione r + 1>2 tale che in
nessun punto di C si amnullino tutti gli elementi di V. Dunque V definisce
una sottoserie lineare di [D| priva di punti fissi, di grado n e dimensione »
(una g7); sia

wy: C —Pr

il corrispondente morfismo di C nello spazio proiettivo di dimensione 7.
Per ogni m eZ denotiamo con §,, I'm-esima potenza simmetrica di V
(8» =0 se m < 0) e con

8S=P8.
meZ
I’algebra simmetrica di V. Se
E=QE.,
meZ

¢ un S-modulo graduato ed s €Z, denotiamo come di consueto

E(s) = D E(©)m
meZ
dove E(8), = E,,n ed
E* = Hom (E, 8) .
In particolare
E(s)* = E*(— s) = Hom (E, §(—s)) .

Ricordiamo che un S-modulo graduato di tipo finito E si dice di Cohen-

Macaulay se la sua dimensione eguaglia la sua profondita, in simboli dim (&) =

= prof (B) (cfr. [ 3]).
Nel seguito considereremo S-moduli graduati della forma

7(F) = @ H(F(mD))

meZ

dove & & un fascio invertibile; in particolare studieremo in dettaglio

¥(00) = D HmD), »(O(K)) =@ H(K +mD).

m=0 meZ
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In questo paragrafo, fissato il fascio invertibile & su C, daremo per com-
pletezza le dimostrazioni di alcune proprietd ben conosciute del modulo y(F).

(1.1) LEMMA. p(F) é un S-modulo graduato di tipo finito, di Cohen-
Macaulay di dimensione 2.

DIMOSTRAZIONE. La finitezza di y(¥) & un risultato ben noto (cfr. ad
esempio [H]).

Scegliamo una base %, ..., %, di V; possiamo supporre che x,, ..., z, non
abbiano a due a due punti di annullamento in comune. Sia

r+1

A:BRQN\ V-2 L8V 258
K K

il complesso di Koszul di x,,...,#,. Poiché la moltiplicazione
o: HY(F(mD)) — HY(F((m + 1) D))
& iniettiva per ogni # €V non nullo ed m € Z, si ha

(1.2) H,,(A.®@y(¥F)) =0.
S
Consideriamo un elemento di H(F(mD))@ A\ V:
K

2= Q@ BN AT+ . 0, BN\ AByyy gy -y 4, € H(F(mD)) .

Abbiamo

0,(2) = — (@ ®y + :%) @ T\ .. ATy F (AT — B3%0) @ T ABN . A2y - ...
vo— (@2, + @, T, 1) @ Lo\ oo AZyg

Se 9,(2) =0 allora per il « base point free penciltrick» ([S D] pag. 162) esiste

ae H°($((m —1)D))
tale che
(o= —To®y A= Tyly..., a8, = (—1)"2.a
e quindi
(1.3) H(A.®y(F)=0.

8
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Per le note proprietd del complesso di Koszul [A-B] (1.2) ed (1.3) impli-
cano che
2 <prof (y(F)) .

D’altra parte si ha pure [S 3]

brot (3(3) <dim (y(5))
e dal teorema di Riemann-Roch segue che

dim (y(F)) =2. ecv.d.

La principale conseguenza del lemma (1.1) & che ¢(J) possiede una riso-
luzione libera minimale su § di lunghezza r—1

(1.4) 0 A SN BNy /A y(F) >0

costituita da S-moduli graduati liberi di tipo finito e da omomorfismi omo-
genei di grado zero (che chiameremo semplicemente una risoluzione minimale).

In termini di funtori Ext la proprieta di ¢(F) di essere di Cohen-Macaulay
di dimensione 2 & espressa dalla condizione

(1.5) Exty (p(F), 8(—r—1)) =0 i%r—1.

L’8-modulo graduato
Exty ™ (p(F), 8(—r—1))

¢ non nullo e si pud descrivere facilmente usando i teoremi di dualitd di [S1].
Sia infatti y(F)~ il fascio coerente su Pr associato a 9(F) nel modo ben noto
[H]; poiche

PF)m = H(P7, (7050 F)(m))

si ha p(F)~ = @y F. Da [S 1] segue che esiste un isomorfismo naturale

@Enrs_l ('}’(‘7)7 8(—r— 1))m = @Hl(pr’ (e F)(— m))*

meZ meZ

dove * denota dualitdh di K-spazi vettoriali.
La successione spettrale di Leray e la dualitd di Serre su C danno infine
un isomorfismo naturale

(1.6) @ Exty ! (p(F), 8(—r—1)),, =~ @ H(FYEK + mD)) .

meZ meZ
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Da (1.5) ed (1.6) si deduce immediatamente la seguente:
(1.7) ProposIZIONE. Sia (1.4) una risoluzione minimale di v(F). Allora

11(=r—1) fy_y(—r—1)

00— Fy(—r—1) ... >FY_[(—r—1)——>p(F Y K))—0

dove Dultima applicazione sulla destra é indotta da (1.6), é una risoluzione
minimale d&i y(F-1K)).

Prendendo F = O, la proposizione (1.7) ci dice che, a meno di trasla-
zione dei gradi, y(0c) e y( O(K)) hanno risoluzioni minimali duali.

2. — Le risoluzioni di »(9,) e y(O(K)).

D’ora innanzi supporremo che 7, sia un morfismo birazionale di C sulla
sua immagine I', che & una curva in Pr ridotta ed irriducibile di grado =.
I1 nostro scopo principale & di ottenere informazioni su I" attraverso lo studio
di p(0¢) e di p(O(K)).

Denoteremo con I l’ideale di I', cioé il nucleo dell’lomomorfismo

q: 8 —y(0¢)

indotto dall’inclusione V C HYD); q(S) = 8/I & D’anello delle coordinate
omogenee di I' e ¢ & suriettivo se e solo se I' & nonsingolare e proiettivamente
normale.

Definiamo 1 livello di D come

d = max {m € Z: HK — mD) 0} .

B sempre d>—1 e d = —1 se e solo se C ha genere zero. Un caso interes-

sante & quello in cui
|dD| = |K];

chiameremo allora I" sottocanonica di livello d. In questo caso si ha
Y(O(K)) = p(9c)(d) -

Ad esempio sono sottocanoniche di livello zero le curve ridotte ed irri-
ducibili di Pr di genere uno; le curve canoniche, di genere p in P71, e le loro
proiezioni birazionali da punti esterni sono sottocanoniche di livello uno;
le curve nonsingolari intersezioni complete di multigrado (n, ..., #,—,) in Pr
sono sottocanoniche di livello d ==, + ... + n,,—r—1.
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Consideriamo una risoluzione minimale di y(0¢)

(2.1) 0 F,_, f=oy L, F, > 1(90) >0 .

Se I' & sottocanonica di livello d allora

(2.2) 0 —s F,_y(d) 2@, 1@ p () > y(9(K)) — 0

& una risoluzione minimale di y(O(K)). Segue dalla proposizione (1.7) che
esistono isomorfismi

(2.3) F—r—1—d)~F,,, i=0,..,r—1

e che quindi anche

F1(—r—1—d)

24) 0—> FY—r—1—d)
LT (1 — d) —— p(Og) —> 0

¢ una risoluzione minimale di y(9).
Se d’altra parte esistono isomorfismi (2.3) allora I' & sottocanonica di
livello d. Infatti la proposizione (1.7) implica che

ho(mD) = h(K + (m—d)D) per ogni meZ.
Prendendo in particolare m = d + 1 si deduce

2p — 2 = grado di dD.

Prendendo m = d si trova che |dD| = |K|.
Riassumendo abbiamo la seguente

(2.5) PrOPOSIZIONE. Sia (2.1) una risoluzione minimale di y(Oc).

(i) I' é monsingolare e proiettivamente normale se e solo se F, ~ 8.

(ii) I" ¢é sottocanonica di livello d se € solo se esistono isomorfismi (2.3).
In tal caso (2.2) e (2.4) sono risoluzioni mimimali di y(O(K)) e y(Og)
rispettivamente.

OSSERVAZIONE. E immediata conseguenza della (2.5) che in P3 le curve
intersezioni complete nonsingolari sono caratterizzate dall’essere sottoca-
noniche e proiettivamente normali. Per altre dimostrazioni di questo risul-
tato classico si veda [P 2], [Gh], [S 2].
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Stabiliamo ora alcune proprieta dei sistemi minimali di generatori di
7(0¢) e di y(O(K)). A tale scopo consideriamo le applicazioni naturali

a;: V® H((j—1) D) - HYjD), §>0
pn: VR HY(K + (m—1)D) > HYK +mD), m>—d

e poniamo

a; = dim (coker («;)) %, = dim (coker (u,)) .

Chiaramente ogni sistema minimale di generatori di y(9,) consiste di a, ele-
menti di y(0¢),, @, elementi di (0),, ecc., e definisce un omomorfismo suriet-
tivo minimale omogeneo di grado zero

@ S(—§)” — () .
i>0
Si noti che ay =1 e a, = h(D)— (r + 1).
Analogamente ogni sistema minimale di generatori di y(O(K )) & costituito
da t_, elementi di y(O(K))_4, ecc., e definisce un omomorfismo suriettivo
minimale omogeneo di grado zero

@ 8(— m)'™ — y(O(K)) .

m=—d

Da quanto si & visto finora segue che in una risoluzione minimale (2.1)
di ¥(OQ4) si ha

Fo@8(—)% Fooy=@Sm—r—1)=.

i=0 m=—d

La proposizione seguente ci da informazioni utili per calcolare gli a;
ed i t,. La parte (i) si trova gia in [P 2], pag. 194, sotto l'ipotesi ulteriore
V = Hy(D); con la stessa ipotesi in pilt la parte (ii) della (2.6) & dimostrata
in [AS1], teorema (1.6).

(2.6) PROPOSIZIONE. (i) a; = 0 per ogni j>d -+ 3. Se I" é sottocanonica
st ha pure a;,, =0.

(ii) ¢n = 0 per ogni m>2. Se p>1, t,<hy(D)— (r 4 1).

DIMOSTRAZIONE. Sia a un divisore di grado r— 1 su O, costituito da
punti distinti in posizione generale e sia V(— a) l'intersezione di V e H(D — a)
in Hy(D). E ben noto, e pud dimostrarsi facilmente usando ad esempio il
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lemma (1.5) di [A S 1], che
dim (V(—a)) =2

e che la g} _, ., definita da V(— a) non ha punti fissi su C.
Poniamo

D*=0D)® 9, .
La successione esatta di fasci
0—->0D—a)—O0D)—>D*—>0
induce una successione esatta
0—>V(—a)—>V->HY(D*)—>0.

Dimostriamo (i). Per ogni j>1 si ha un diagramma commutativo a
righe e colonne esatte:

0 - V(—a)®H((j—1)D) - V@ H((j—1) D) - H(D*) @ H((j—1) D) - 0

o &; o
Y r
0— H(jD — a) — H°(jD) —>H°(D*® O((} —1) _D)) -0
Y Y Y
coker () —  coker (a;) — coker (o)
0 0 0

La seconda riga & esatta perché
R(jD — a) = k*(jD)
per la genericitd di a. Usando il lemma di Castelnuovo [M 2] si trova

coker () = 0;
quindi

dim (coker («;)) <dim (coker (a;)) .
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Applicando il « base point free pencil trick » [SD] troviamo
dim (ker (o)) = k((j — 2) D + a) ;
un facile calcolo basato sul teorema di Riemann-Roch ci da
dim (coker («;)) = h(jD) — 2h*((j — 1) D) + h{((j—2)D + a)
che & zero se j>d + 3 oppure se j=d + 2 e |dD| = |K]|.

La dimostrazione di (ii) si da in modo simile usando il seguente diagramma
commutativo a righe e colonne esatte (m>—d + 1):

0—>V(—a) @ H(K 4+ (m—1)D) >V Q HY(K + (m —1) D) - H(D*) @ HY(K 4 (m —1)D — 0

! n"

12 B 12"
v \ Y

0— HYK + mD — a) — HYK + mD) — H(D*®O(K + (m—1)D)) -0
Y Y v
coker (u,,) — coker (u,,) — coker (uy,)

v Y v
0 0 0

OSSERVAZIONE. Se I & sottocanonica di livello d si ha

?(0(K)) = y(0c)(d)
e quindi

t_d=a0=1, t_¢+1=a1,...,to=ad, t1=ad+1.
Si osservi che il lemma (2.6) fornisce in particolare una dimostrazione
diretta del fatto che y(0¢) e y(O(K)) sono S-moduli di tipo finito.
3. — Gli ideali di Fitting.

Denotiamo con I(y(O)) e con I(coker (¢)) gli o-esimi ideali di Fitting [M R]
di y(9O¢) e del conucleo dell’omomorfismo

q: 8 —>y(0),
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convenendo di porre
I(coker (g)) = m = I’ideale omogeneo massimale di S,

nel caso in cui ¢ sia suriettivo (cioé I nonsingolare e proiettivamente
normale). Piut esplicitamente consideriamo una risoluzione minimale (2.1)
di y(9¢) e scegliamo basi in F, ed F,. Rispetto ad esse I’omomorfismo f, &
rappresentato da una matrice A costituita da a-b elementi omogenei di
S, dove

a =rango di Fy,=a,+ ... + a4y,

b =rango di F,.

La base 6, ..., ¢, di F, consiste di un elemento di grado zero, e supponiamo
che sia ¢,, e di @ — 1 elementi di grado positive. Scriviamo F, = F,/e,; S ed

()

dove P & la prima riga di A ed 4 & una matrice (a — 1) xb che rappresenta
1’omomorfismo
flz ‘Fl —> FO - Fo

rispetto alla base &, ..., &, di F, (¢; = ¢, mod ,8); 4 non & definita se a = 1.
Denotiamo con I(A4) ed I(4) gli ideali omogenei di S generati dai determi-
nanti dei minori di ordine massimo di 4 ed A rispettivamente. Allora

I('}’(Oc)) =1I(4)
e, 8e a>2
I(coker (q)) = I(4) .

Si mostra facilmente [MR] che lo 0-esimo ideale di Fitting di un
S-modulo di tipo finito M ed il suo ideale annullatore Ann (M) hanno lo
stesso radicale. Da cid segue che (Supp (—) denotando il supporto di —)
(8:1)  Supp (Proj (8/Z(y(90)))) = Supp (y(0)™) = Supp (5. 05) = I’

e che

3.2) Supp (Proj (S/I(coker (q)))) = Supp (coker (¢)~) =

= Supp (7. 04/O) = {punti singolari di I'}.



416 EDOARDO SERNESI

B evidente che I(y(9¢)) = I se I" & nonsingolare e proiettivamente normale.
E pure vero, anche se non cosi evidente, che I(y(0c)) = I se I" & una curva
piana; in questo caso I(coker (q)) & l'ideale delle curve aggiunte a I' (Cfr.
[A 8 2] nel caso in cui la g2 & completa).

In generale poicheé

Ann (V(Oa)) =I=+I
si ha
I(y(9c))c I

e 'inclusione puo essere stretta anche quando I" ¢ nonsingolare (si veda 1’osser-
vazione (5.7)). Si ha tuttavia la seguente

(3.3) PrOPOSIZIONE. Se I é nonsingolare
Proj (8/I(y(0c))) =TI
DiMoSTRAZIONE. L’ipotesi di nonsingolarita di I significa che
(3.4) I(coker (q)) 2m*» per qualche k> 0,
mentre dal lemma (2.6) di [M R] applicato alla successione esatta

0 — 8/I — y(0;) — coker (¢) — 0
segue che

(3.5) I(y(9c)) 2 I-I(coker (q))
in quanto I & lo 0-esimo ideale di Fitting di S/I. La (3.4) e la (3.5) danno
insieme

I(y(9¢)) 2m»I  per qualche h>0

che equivale all’asserto. c.v.d.

4. — 11 caso delle curve di Ps.

In questo paragrafo supporremo che I sia una curva di P3(dim (V) = 4).
Considereremo, oltre all’ideale I(y(9,)), anche I (y( O(K))), 1o 0-esimo ideale
di Fitting di y(O(K)). Sia

4.1) 0> Fy Bty B,y By 5 (00) —> 0
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una risoluzione minimale di y(O.) e scegliamo delle basi per gli S-moduli
liberi F,, F,, F,; rispetto ad esse gli omomorfismi f, ed f, sono rappresentati
da matrici A e B rispettivamente, ad elementi omogenei in 8, di dimensioni
axb e bxt dove

a = rango di F,

b =rango di F,

t = rango di F,.
Per definizione
I(y(9¢) = I(4).

D’altro canto la (4.1) definisce per dualitd una risoluzione minimale di y(O(K )
(prop. (1.7)):

0 ——> FY(— 4) A% pr—4) 8% P 4) — > »(O(K)) —> 0
e quindi
1(y(0(K))) = 1(B)
l’ideale generato dai determinanti dei minori di ordine massimo di B.
(4.2) ProPOSIZIONE. I(y(00)) = I(y(O(K))).

DIMOSTRAZIONE. Il teorema (3.1) di [B E 1] applicato alla (4.1) implica
D'esistenza di un elemento omogeneo non nullo ¢ € 8 tale che, per ogni sotto-
insieme J c {1,...,b} di a elementi, si abbia

det (4,) = =+ ¢-det (B*™)
(A, denota il minore di A costituito dalle colonne corrispondenti a J, mentre
B™ & il minore formato dalle righe di B corrispondenti al complementare
di J in {1,...,b}). Poiché I(4) & un ideale di altezza due ¢ deve essere un
elemento invertibile; quindi

I(A)=I(B) ec.v.d.

OSSERVAZIONE. Quando I' ¢ non singolare e proiettivamente normale
(@ =1) B & una matrice (f + 1) xt e la (4.2) ci da

I=1(B).

Questo & un ben noto caso particolare della (4.2) (cfr. [A], [G] e [P-S]).

28 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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Sarebbe interessante sapere se la (4.2) & valida anche per curve I'c Pr
quando r> 3.

Faremo vedere ora come & possibile determinare una risoluzione di 8/I
a partire da risoluzioni di y(OQ,) e di coker (g). Trattiamo 1’argomento per
inciso: il seguito del lavoro é indipendente dalle osservazioni che stiamo per
fare.

Possiamo supporre come nel paragrafo 3 che nella base {e, ..., €,} scelta
in F, il primo elemento abbia grado zero. Scriviamo la matrice 4 nella forma

P
4=(3)
dove P & 1xb ed A & (a— 1) xb. Si ha una successione esatta

(4.3) P,y F,— 5 coker(q) —> 0

dove F,, = F,/e, 8 ed f. & rappresentato dalla matrice 4. Prolunghiamo
la (4.3) ad una risoluzione libera di coker (q):

(4.4) 0 > Qs Gy— 2 s Gy s F, ", F, > coker (¢) —> 0

in cui i g; siano omogenei di grado zero e minimali. Consideriamo poi il dia-
gramma commautativo seguente:

(4.5) 0 F,— s pF 25 F, > (05 —>0
1
* 7 —
0 -Gy —2> Gy —2> G, —2> F, —2 > F, coker (q) — 0
0 0

Poiché F, & libero e tutti gli omomorfismi sono omogenei di grado zero esiste
un omomorfismo f, omogeneo di grado zero che mantiene commutativo il
diagramma (4.5).
Denotiamo infine con
f: F,— 8

’omomorfismo definito dalla matrice P, cioé tale che

fi= (%):FI»S@FO= F,.
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Ora possiamo enunciare la

(4.6) PropPOSIZIONE. Con le notazioni introdotte qui sopra, la successione
di omomorfismé omogenes di grado zero

Ia ~
4.7) 0~__>G,._(L)>Ga@1ﬂz Oh) @, L%y 8 S/I 0

¢ una risoluzione libera (non necessariamente minimale) di S/I.

D1MOSTRAZIONE. L’esattezza della (4.7) in G, ¢ evidente. Facciamo vedere
che se (#,,2,)€EG,DF, e

95(21) +fz(w2) =0

allora deve essere g,(x;) = 0. Quest’asserzione ¢ equivalente all’esattezza
della (4.7) in G;@ F, a causa dell’iniettivita di fz e si verifica subito: se

95(®) = fo(— @) # 0
allora
(g20fe)(— @) = fo(— w5) = 0
ed anche
(gaofa)(— @2) = (g208:)(@:) =0,

una contraddizione.

L’esattezza in @, si verifica con un « diagram chasing » in (4.5). Facciamo
infine vedere che la (4.7) & esatta in 8.

Denotiamo con ¢ la suriezione

Fy— y(0¢)
in (4.1). Per ogni z€ @G,

(fi09:)(2) = ((fog(;)(Z)) el @Fo =F,

sta in ker (¢). Quindi (fog,)(z) € 1.
Se viceversa w € I allora

sta in ker (¢), quindi esiste y € F, tale che

h(y) = (:)U) ;
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poiché f,(y) = 0 € F, D'esattezza della (4.4) implica l'esistenza di z € G, tale
che g,(2) = y; si ha quindi (fog,)(z) =w. ec.v.d.

OSSERVAZIONE. Un risultato molto simile a questo si trova gia in [R],
theorem (2.5).

5. — Curve speciali a moduli generali in P3.

Alla luce della discussione precedente vogliamo descrivere la struttura
numerica delle risoluzioni minimali dei moduli (0;) per una particolare
classe di curve I'c P2.

In questo paragrafo supporremo che D sia un divisore speciale di livello
d =1, cio¢ (K — D)=%0 ed R (K —2D)=0, e che si abbia A%D) = 4,
cioé che la g3 segata dai piani di P® sia completa. Supporremo inoltre che la
condizione seguente sia verificata:

5.1) Dapplicazione u,: H(D)X H(K — D) — H(K) é iniettiva.
7

Non ¢ difficile mostrare che la (5.1) implica h°(K — 2D) = 0 e che essa &
una condizione sufficiente affinché I' sia a moduli generali cioé affinché sia
possibile estendere

7wy O — P32

ad ogni piccola deformazione di C (cfr. [A-C] ed il lemma (6.4)).
Dalle ipotesi fatte su D segue che

t_y = h*(K — D) = indice di specialita di D,
t, =p—4t_,, per Pipotesi (5.1),

t, =0 per la prop. (2.6) (ii),
a, =1
a, =0.

Una risoluzione minimale di y(O(X)) ha quindi la forma

(5.2) 0 —>E2—>E1—>E'o—’1>y(0(K))——>0

dove
B= 81" @8 By=8—408—2)"®S(—1)"
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con a,, a; da determinare ed

B =@8(Gi—4)"

i€z
con i b; vincolati dalla condizione

(5.3) ijzt—1+to+“o+“1+az+“3-

Per la minimalita della (5.2) deve essere poi
by=0 se j=b5.

Grazie alla (4.1) di [A-S1] sappiamo inoltre che ker (1) & generato da
elementi di grado <2 e quindi che

b,':O se j<1

mentre
b,=20

¢ conseguenza della condizione (5.1). E allora deve anche essere
a; =20

per la minimalita della (5.2). La successione esatta delle componenti di grado
uno della (5.2) porge, dopo un semplice calcolo,

(5.4) by=3p—6t_,—mn +1
e la condizione (5.3) da
(5.5) @y =2p —3t_,—mn + by.

Per dualita deduciamo dalla (5.2) la seguente risoluzione minimale di
y(0¢):
(5.6) 0 —> 8(—5)=® S(— 4)* B> 8(—2)"D 8(— 3)" 4> S 8(—2)" —
—>y(9c) >0

dove b; ed a, sono dati dalle espressioni (5.4) e (5.5) in termini di p, t_,, 7 € b,
e B ed A denotano le matrici che definiscono gli omomorfismi. Dalla mini-
mality della (5.6) segue che b, eguaglia il numero di quadriche linearmente
indipendenti che contengono I', e poiché I’ ha genere maggiore di uno b,
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& non superiore ad uno. La conclusione & che
=0 se I' non & contenuta in alcuna quadrica
by
=1 se I sta su una quadrica.

Usando una notazione a blocchi le matriei A e B hanno la forma seguente:

Se b,=10
B = 3y 3\H1
(%31 %J)b Y ([ 1)}
- (11/}a,
by
se b,=1

B ([3] [2])}1 A= ([2] [3])}1
gm0 Whe

t, 1 by

dove [h] denota un blocco di forme di grado » di dimensioni indicate di lato
e sotto la matrice.

(5.7) OSSERVAZIONE. Se a,> 0 e b, =1 certamente I(y(Oc)) & diverso
da I. Infatti in questo caso I' & contenuta in una quadrica la cui equazione
non sta in I(y(9,)).

Nella tabella seguente il lettore troverd riportati a titolo di esempio,
per i valori del genere compresi tra 5 e 16, i caratteri ¢_,, %, b;, a, nel caso
b, = 0 relativi alle serie lineari |D| il cui grado » é il minimo compabile con
la condizione (5.1) cioé, come si calcola subito, il minimo intero » tale che

n>(3/4)p +3.

P n t_, ty a, by
5 7 1 1 0 3
6 8 1 2 1 5
7 9 1 3 2 7
8 9 2 0 1 4
9 10 2 1 2 6

10 11 2 2 3 8

11 12 2 3 4 10

12 12 3 0 3 7

13 13 3 1 4 9

14 14 3 2 5 11

15 15 3 3 6 13

16 15 4 0 5 10
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Parte 11

Supporremo d’ora in poi, ad eccezione che nel paragrafo 7, che il campo K
abbia caratteristica zero.

6. — Esistenza di curve di genere 12 e ordine 12 in P2,

In questa seconda parte studieremo le curve di P2 di genere 12 e ordine 12.
Un risultato generale dovuto indipendentemente a Kleiman-Laksov [K-L]
e a Kempf [K 1] implica che una curva generale (nel senso dei moduli) di
genere 12 pud essere realizzata come una curva di P2 di ordine 12. Questo
teorema non verrd tuttavia usato qui essendo per certi versi insufficiente agli
scopi che abbiamo in vista; dimostreremo invece, usando argomen‘i geo-
metrici, un risultato pilt preciso riguardante beninteso solo le curve che ci
interessano.

Nel seguito faremo uso delle tecniche e dei risultati principali di teoria
delle deformazioni rimandando alle fonti originali per le dimostrazioni. Per
ogni intero positivo p denoteremo con A, la varietd dei moduli delle curve
di genere p (¢« coarse moduli scheme » cfr. [M1]); A, & uno schema quasi-
proiettivo, ridotto ed irriducibile ([M 1]; per la irriducibilitd si veda [E-Ch]).

Sia C una curva irriducibile nonsingolare di genere p e ordine = in P3;
denotiamo con D il divisore di una sezione piana di C e con 7', 1a restrizione
a C del fascio tangente 7 su P2 Supponiamo h%(D) = 4.

Sia poi Jcc Ops il fascio di ideali di C ed

il fascio normale di C in P2. Abbiamo due ben note successioni esatte di fasci
localmente liberi su C:

(6.1)¢ 0—>0y(—K)—>Tc—>Ns;—0
dove K denota un divisore canonico su C e

(6.2) 0 — 0y — O(D)® HYD)* — Ty — 0
K

dalle quali con un facile calcolo si deduce che

(6.3) BN o) — BN ) = 4n, .
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(6.4) LEMMA. Supponiamo che Dapplicazione naturale
#(C): HY(D)® H(K — D) — H*(K)

sta iniettiva. Allora C appartiene ad un’unica componente irriducibile dello
schema di Hilbert di P® [Gr] la quale possiede un aperto U, con le seguenti
proprietd:

(i) W é Uscio di dimensione 4n e contiene C.

(ii) tutti © punti chiusi di U sono curve liscie irriducibili di gemere p
e ordine m.

(iii) per ogni curva C'e W u(C’) é iniettiva.

(iv) 41 morfismo naturale
U — A,

indotto dalla famiglia universale parametrizzata da U, é dominante
(cioé ha immagine densa in A,).

DIMOSTRAZIONE. Dalla (6.2) otteniamo una successione esatta
HY(9c) - HY(D)® H(D)* — HY(Tc) — 0

in cui la prima applicazione & duale di u,(C) per dualitd di Serre. Ne dedu-
ciamo che
RY(T;) = dim [ker (u(C))] = 0.

Dalla (6.1); segue allora che
(6'5) Hl(Nc) = 0 .
Per le proprieta locali dello schema di Hilbert discende dalla (6.5) che C

sta su una sua unica componente irriducibile H, di cui é un punto chiuso
liscio; la dimensione di H¢ in C &

RN o) = 4n

per la (6.3). Poiche h'(T,) e h°(D) sono semicontinue superiormente al variare
di ¢'e H, esiste un aperto U di H, i cui punti chiusi sono curve liscie irri-
ducibili ¢’ di ordine » e genere p e tali che u,(C’) sia iniettiva; W & liscio
perché per ogni 0/ €W si ha, analogamente alla (6.5),

(6.6) Hi(Ny) =0.
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La (iv) segue dal fatto che per ogni O’'e 9 I’applicazione tangente al
morfismo

U — A,
nel punto C’ & lapplicazione

H(N ) > HY(00/(— K))

dedotta dalla (6.1),, [K-S] e, per la (6.6), questa & suriettiva. ec.v.d.

Consideriamo ora una superficie quartica F di P3 avente come unica
singolarita un punto doppio conico O e contenente una curva irriducibile
nonsingolare E di genere 1 e ordine 4, passante per O.

L’esistenza di F si pud dimostrare nel modo seguente.

Siano 4,, ..., A; punti generali in P2, § una cubica nonsingolare che li
contiene e P e § il nono punto base del fascio di cubiche per A4,,..., 4,.

Sia inoltre  una conica generale passante per P, e QN &= PU B, U
U...UB,.

Denotando con h il divisore definito su & da una retta qualsiasi

|h + P| = [8h— B, ...— By| = [4h— A, ...— A,

¢ una g; completa che definisce un isomorfismo di § su una quartica non sin-
golare di genere 1 E c P3; sia O € F I’immagine di P.

Fissato un punto B;e@ distinto da P, B,,..., B;, sia X la superficie
cubica irriducibile di P immagine di P? attraverso il sistema lineare delle
cubiche piane per By, ..., B,. X contiene F e la sua sola singolaritd é un
punto doppio econico in O, immagine della conica .

Sia poi A4, un punto generale di P2 ed Y la superficie quartica di P? che ¢
I'immagine di P2 attraverso il sistema lineare delle quartiche piane passanti
semplicemente per A4,, ..., A; e doppiamente per 4,. Il luogo singolare di Y
é una retta doppia 1, immagine della cubica piana per 4,, ..., 4s, A,. La
superficie Y contiene la curva F e questa interseca r nel solo punto O, e
trasversalmente.

Consideriamo ora il sistema lineare Z delle superfici quartiche contenenti E
e singolari in 0. Poiché = contiene le quartiche spezzate in due quadriche
contenenti E, il luogo base di X & precisamente E. Al sistema lineare Z ap-
partengono anche le quartiche della forma X Uz, dove = € un piano qual-
siasi; quindi per il teorema di Bertini la superficie generale di Z & irriducibile,
ha un punto doppio conico in O e possiede al pilt un numero finito di punti
multipli variabili su E. Ma l'esistenza di questi punti multipli variabili é
esclusa dal fatto che Z contiene anche la quartica Y la cui unica singolarita
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su ¥ & il punto doppio biplanare O; si osservi infatti che O non possiede punti
doppi infinitamente vicini lungo F, essendo la retta doppia v non tangente
ad E. Si conclude quindi che la pilt generale superficie F € Z & una quartica
irriducibile contenente E, dotata di un punto doppio conico in O e di nes-
sun’altra singolarita.

Sia ¢: 8 — F la desingolarizzazione minimale di 7, I'=¢"1(0) ed H
Pimmagine inversa su S di una sezione piana generale di F. Sulla superficie
K-3 8 si ha

(1"2):_2’ (H?) =4, (B*) =0,

(B-I'=1, (H-T)=0, (E-H=4.

Consideriamo il sistema lineare |2E + I' 4 H|. Poiché |2E + H| & privo
di componenti fisse (quindi irriducibile) e

(I'2E + H) =2

anche |2E + I' + H| & privo di componenti fisse, e quindi irriducibile e
privo di punti base [Ma]. Sia C una curva generale di |2E + I" 4 H|. Si ha:

(€) =22, (C-H)=12, (C-I)=0;

ne segue che 'immagine di C in F' & una curva di P3 irriducibile nonsingolare,
di gemere 12 e ordine 12, che denotiamo ancora C.
Inoltre si ha

W8, Oy(H — 0)) = hi(8, O4(— 2E — I')) = (8, O4(2E + I')) =0

e quindi la serie segata su C dai piani é completa.
Verifichiamo ora che le superfici quintiche segano su C una serie lineare
completa, cioé che

hl(S, O4(bH — 0)) =0.
Osserviamo che

5H—C~(2H—E—T)+ (2H—E);

inoltre, poiché (2H—E-I')=—1 e %8, 042H — E)) = 2, il divisore
fisso di |2H — E| & della forma kI, h>1, e [2H — E— hI'| & un fascio di
curve ellittiche. D’altra parte

(2H—E— (h—1)I""T") =2h—3;
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quindi, poiché
dim 2H — F— (h—1)I'| = dim |2H — E — hI|
dev’essere h = 1. Si ha percid

RS, Oy2H —E—1T)) =0
e di conseguenza
B8, O4(2H — E)) = 0.

Sia A una curva generale di |[2H — F — I'|. Dalla successione esatta
0 —> 942H — E) — O4(5H — C) — 0,(6H— C) >0

deduciamo che
hl(S, O4(5H — C)) =0.

In modo simile 8i verifica che le superfici di tutti gli ordini maggiori di 5
segano su C serie lineari complete.
Dalla successione esatta

0 — Oy(H — E) — 0g(4H — C) — 0 ,(4H — C)—0

segue inoltre che
18, O4(4H — C)) =0

e quindi che C non é contenuta in superfici di grado minore di 4 ed F é Punica
quartica contenente C.

Denotiamo con D il divisore di una sezione piana di C e con K un divi-
sore canonico su C.

L’applicazione naturale
Ue(C): HY(C, O4(D)) @ HY(C, Oo(K — D)) — H*(C, O¢(K))
¢ biettiva.

Per dimostrarlo consideriamo il seguente diagramma commutativo

Ho(8, 05(H))® H(S, 05(2E)) H(C, 0.(D)) ® H(C, Oo(K — D))
AN A
AN / Dy
Iz HY(8, 05(H))® H'(S, 05(2E 4 I)) #4(C)

b

HY(8, 052E + H)) —2> HY(S, 052E + I' + H)) 2> H(C, O,(K))
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Le applicazioni p, e p, sono definite per restrizione a € mentre 4, & definita
dall’inclusione naturale

jr: HY(S, O5(2E)) — HY(S, Os5(2E + TI))
e iy, 4, u' sono le applicazioni naturali. Poiché
R(8, O5(2E)) = 3 = h*(8, O5(2E + I"))

j, ed ¢, sono biettive. Anche p, ¢ biettiva come segue subito dalla succes-
sione esatta

0 — Og(— H) - O5(2E + I') - Oo(K — D) — 0.

Notiamo anche che la composizione p,oi, & biettiva perché proviene
dalla successione esatta

0 — Os(—1I') > O5(2E + H) — Oc(K) -0

definita dall’isomorfismo O¢(— I') =~ O,. Quindi w(C) & biettiva se e solo
se lo & u.

Sia E' una curva del fascio |E| diversa da E. Si ha il seguente diagramma
commutativo a righe esatte

0—H(S8,04(H)) ® HYS, O5) H'(S,04(H)) ® [HYE, O5) ® HYE', 05)] —0
\\ //.,
HY(S, O5(H)) @ HY(S, O5(2E))
0 — H(8, O5(H)) . ’ H'(E, Ox(H)) @ HYE', Og(H)) —0
\\ //’

HY(S, O5(2E + H))

Le due frecce verticali alle estremita sono biettive e quindi 4 ¢ biettiva.
Riassumendo possiamo enunciare la seguente

(6.7) PROPOSIZIONE. KEsiste una curva irriducibile non singolare C in P3,
di ordine 12 e genere 12, che ha le seguenti proprietd:

(1) C é contenuta in una superficie quartica la cui wunica singolaritd
¢ un punto doppio conico, ed in nessuna altra superficie di grado <4;
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(ii) le superfici di grado m segano su C una serie lineare completa se
m =1 oppure m>5;

(iii) Papplicazione
#(0): HY(C, 94(D)) ® HY(C, Oo(K — D)) — H(C, O¢(K))

¢ biettiva.

I1 corollario seguente & una facile conseguenza della proposizione (6.7)
e verra applicato nel paragrafo 8.

(6.8) COROLLARIO. Hsiste un aperto U di una componente irriducibile
dello schema di Hilbert di P* con le seguenti proprietd:
(i) U é liscio di dimensione 48;

(ii) ognt punto chiuso C'€ VU é una curva irriducibile non singolare di
ordine 12 e genere 12, non contenuta in superfici di grado minore
di 5, e le superfict di grado m segano su C' una serie lineare com-
pleta se m = 1 oppure m>5;

(iii) per ogni curva C'e U Vapplicazione uo(C') é iniettiva;

(iv) ¢l morfismo
U — Moz

indotto dalla famiglia universale parametrizzata da U & dominante.

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO. Sia C la curva descritta dalla proposi-
zione (6.7) ed W ’aperto dello schema di Hilbert contenente C la cui esistenza
¢ data dal lemma (6.4). Denotato con W D’aperto dello spazio proiettivo
P(H"(P3, (‘)(4))) che corrisponde alle quartiche con al piu un punto doppio
conico come singolarita, sia J cUX W la corrispondenza di incidenza i cui
punti chiusi sono le coppie (C', F) tali che ¢'c F'; siano

J
pl/ \Px
¥ N
W w

le proiezioni. Poiché la quartica generale in W contiene solo curve interse-
zioni complete [N] [F] e poiché nessuna C'eW lo &, si ha

dim (py(J))<dim W —1 = 33 .
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D’altro canto le fibre non vuote di p, hanno dimensione 12 e percid
dim (p,(J)) <45 .

Quindi, poiché dim U =48, la curva generale ¢’ in Wb non sta in superfici
di grado 4; tenuto poi conto della semicontinuita superiore di h°(P3, J(m)),
O’ non sta neppure in superfici di grado minore di 4. Si osservi infine che per
ogni m>1 la deficienza §,,(C’) della serie lineare segata sulla curva €’ dalle
superfici di grado m & semicontinua superiormente al variare di ¢’ in U,
essendo

0u(0) = (B, Som)) + 10", O0tm)) — (" 7 7).

by

Ne deduciamo che se C' & generale
Om(C') =0 se m =1 oppure m> 5,

essendo cid vero per C. Quindi le (i), ..., (iv) sono soddisfatte su un aperto U
di W. ev.d.

7. — Le varieta dei complessi di lunghezza due.

In questo paragrafo prenderemo in esame una classe di varietd di cui
dimostreremo alcune semplici proprieta; queste sono le varietd dei complessi
di lunghezza due, gia considerate pill in generale in [K 3] e in [D-S] e stu-
diate in casi particolari in [He] e [B-E 2]. La proposizione (7.2) verra appli-
cata nel paragrafo 8.

Siano m, n, ! interi positivi tali che n>m -+ I; consideriamo lo spazio
affine

Amntnl = Spec (K[W;, X;,])

dove Wi, X;,, 1<i<m, 1<j<n, 1<8<l, sono indeterminate distinte. Sia
02 = Q(m, n,l) c Amvin

lo schema affine il cui ideale & generato dagli ml polinomi

n
(7.1) W,':;X,'s, 'l:=1, cesy m, 8-————-1, ...,l.
j=1

J
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Sia inoltre P € Am» = Spec (K[W,,]) e W;(P) € k(P) le sue coordinate (k(P) =
= 0, p/M, p). Se la matrice (W,(P)) ha rango massimo e si denota con

Py: 2 — Amn
la proiezione, p;'(P) & uno spazio affine di dimensione I(n— m) (in partico-

lare non vuoto). Quindi ¢’@ una componente irriducibile 2’ di Q2 ed una sola
tale che

Pp(82') = Amn
e 8i ha
dim (') = mn + ln — m)
cioe
codim (', Amntnl) = m]

che & il numero delle equazioni che definiscono £2. Se la matrice (W,,(P))
ha rango m — u allora

dim [p5*(P)] = Un —m + p) .

I punti P € Am tali che (W,;(P)) abbia rango m — u costituiscono un sotto-
insieme localmente chiuso irriducibile K, di dimensione [K 2]

mn— (v —m + @)
Si ha quindi

dim [p5 (Bu)] = mn + Un—m) + pum + 1 —n — p) < dim 2’ se u>1.
Da un classico teorema di Macaulay [M C] discende che
P (Eu)C L'

cio¢ 2 ¢é irriducibile ed ¢ un’intersezione completa di codimensione Im in
Armntnl, Ne segue pure che py'(K,) & irriducibile e si ha

codim (p3'(Ky), Q) = un—m +pu—1);
in particolare per u =1

codim (p*(K,), Q) =n—m +1—1.
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Introduciamo nuove indeterminate W,.,., X,,. Identificando a
Spec (K(P)[W;, X,,])

lo spazio tangente di Zariski ad Am#ts! in un punto P e {2, le equazioni
dello spazio tangente ad £ in P sono

(X, PYW i + WP X,,) =0.

M=

i=1

I facile verificare che la matrice dei coefficienti di queste equazioni ha rango
massimo se una almeno delle due matriei (W.;(P)) (X,,(P)) ha rango mas-
simo. In tal caso quindi il punto P e 2 é liscio.

Poiché i polinomi (7.1) sono omogenei nelle W,; e nelle X, separatamente,
l'ideale da essi generato definisce un sottoschema chiuso P(Q(m,n,1)) di
Pmr-1xPr-1 e le considerazioni precedenti possono riassumersi nella se-
guente proposizione:

(7.2) PROPOSIZIONE. P(Q(m,n,1)) é uno schema ridotto ed irriducibile.
Denotati con

Dy (W) C Pt
€ con
.Dz_/l(X) c Pri—1
gli schems definits dall’annullarse det determinanti dei minori di ordine m — u -+
41,1 — 4 + 1 rispettivamente (L<p<m,1<A<l) delle matrici (W) e (X;,),

e con
Py P(Q(m,n, 1)) —>Prr=1, po: P(Q(m,n, 1)) — Pr-t

le proieziont, st ha:

(i) P(Q(m,n,1)) é liscio al di fuori di
P37 (Dp—s(W)) N px (D (X))«
(ii) P37 (Dp_p(W)) & un chiuso irriducibile di P(2(m,n,1)) e
codim [p5!(Dp-u(W)), P(2(m, n, 1))] = p(n — m + p—1)
({ii) px(D,_(X)) é un chiuso irriducibile di P(2(m,n,1)) e

codim [p5Y(D,_ (X)), P(2(m,n,1))] = An—1 + A—m) .
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8. — Il teorema di unirazionalita.

In questo paragrafo applicheremo i risultati della parte I alle curve di
genere 12 e ordine 12 di P® che appartengono all’aperto U dello schema di
Hilbert 1a cui esistenza & dimostrata nel corollario (6.8).

Una curva C appartenente a U rientra evidentemente nella classe con-
siderata nel paragrafo 5. I caratteri della risoluzione minimale (5.6) sono

=3, 1,=0, a=3, b,=71.
Qumdl la (5.6) e in questo caso

(8.1) 0 — 8(—5)2 -2 8(—3)" 4 8P 8(—2)8 > p(O¢) >0
e le matrici sono |

P,
B=(Bi)ic1,..1:so1008, A= (A )
ii)i=1,2,8; i=1,...,7

dove gli A,;, B;,, P;€ S sono omogenei di gradi rispettivamente 1, 2, 3.
Dimostreremo il seguente

(8.2) TEOREMA. L’aperto U dello schema di Hilbert di P* considerato
nel corollario (6.8) é una varietd unirazionale.

Dal teorema (8.2), grazie alla (iv) del corollario (6.8), discende il seguente

(8.3) COROLLARIO. La varietd dei moduli delle curve di gemere 12 ¢ unira-
zionale.
DIMoSTRAZIONE DI (8.2). Introduciamo le seguenti indeterminate:
X, X, X,, X,
ay h=1,..,4;1=1,2,3;j=1,..,7
bl 1<k<i<4;j=1,..,7;8=1,2,3

e consideriamo 1’anello

K[a, b, X] = Klaj;, bj;, X, X5, X;, X,]

iy Vis?

come un’algebra graduata di polinomi nelle X,, X,, X,;, X, a coefficienti in

Kla, b] = K[a%, %] .

i

29 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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Siano A= (#A;);_1,2,3; j=1,..,7 € B=(Bj)i_1,..,7; s=1,2,5 16 matrici ad elementi
in K[a, b, X] cosi definite:

4
Ay = Za?,-Xh By = > ba"c:Xsz-

h=1 1<k<I<4
Se ¢ € Spec (K[a, b]) denoteremo con
A(L) = (#£4(0)) 5, BE) = (B1(0))
le corrispondenti matrici a elementi in k({)[X]; analogamente se a€
€ Spec (K[a])
A(x) = (inf(“))

denotera la matrice ad elementi in k(«)[X] associata ad . Sia J c Ka, b]
I’ideale generato dai coefficienti dei 9 elementi omogenei di grado 3 di K[a, b, X]

7
> A;B, i,8=1,2,3.
i=1

Posto R = K(a, b]/3, sia

0: Spec (R) — Spec (K[a])

il morfismo di proiezione. Poicheé i generatori di J sono polinomi lineari omo-
genei nelle a e nelle b separatamente, 0 & suriettivo e le sue fibre sono spazi
affini. Precisamente se o € Spec (K[a]) le equazioni della fibra 6-*(«) sono
ottenute eguagliando a zero i coefficienti dei 9 elementi omogenei di grado 3
nelle X di k(e)[b, X]

J

7
(8.4) Ay(0) By, 4,8 =1,2,3.
=1

Si ottengono cosi 180 equazioni lineari omogenee nelle b a coefficienti in k(x);
essendo

dim (Spec (k()[8])) = 210
si ha
(8.5) dim (6-(c))>30 .

Consideriamo una curva Ce€ U e la risoluzione (8.1) di ¢(Q¢); identifi-
chiamo 8§ a K[X,, X,, X;, X,] scegliendo una base di S;. Ci proponiamo di
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calcolare dim [6-*(x(4))], dove a(A) & il punto chiuso di Spec (K[a]) indivi-
duato dai coefficienti delle forme lineari .4;; che compaiono nella matrice 4 ;
faremo vedere che

(8.6) dim (6-(«(4))) = 30 .

Osserviamo che 6—!(«x(4)) pud identificarsi con lo spazio affine delle matrici
B = (B);1,..1: s=1,2,5 @ elementi forme di grado 2 nelle X a coefficienti
in K, tali che 4B = 0, dove abbiamo posto

4= ('Aia‘)i=1,2,3; i=1,...,7"
Con le notazioni del paragrafo 3 si ha nel nostro caso
F, = 8(—3)", Fo:S(—2)3

ed f,: F, — F, & Papplicazione definita dalla matrice 4; quindi B € 6-(«(4))
se e solo se
B,
eker (f)s, s=1,2,3.

B,

Percid abbiamo
dim [6-(x(4))] = 3 dimg]ker (f,);] ;

dimg [ker (,);] = 10 + dimy [coker (f,);] = 10

essendo coker (f,); = coker (q), (cfr. (4.3)) e

coker (¢); =0

perché le superfici quintiche segano su ¢ una serie lineare completa.

La (8.6) resta cosi provata.

Denotiamo con (4, B) il punto chiuso di Spec (R) individuato dai coef-
ficienti delle forme A,;, B;, che appaiono nelle matrici A e B della risolu-
zione (8.1).

Sia Z lo schema affine ridotto ed irriducibile il cui supporto ¢ 'unica com-
ponente irriducibile di Spec (R) tale che

6(Supp (Z)) = Spec (K[a]) .

Chiaramente Z ¢é una varieta razionale.
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La (8.5) e la (8.6) implicano che, per ogni curva Ce U, {(4, B)e Z.
- Sia Z' Vaperto di Z costituito dai punti ¢ tali che
a) le forme $B,,({) non abbiano punti di annullamento comune in P3k(;);

b) i determinanti dei minori di ordine tre di £({) non abbiano punti di
annullamento comune in P,,.

Sia (4, B) € Z un punto corrispondente ad una curva C e U; poiché ¢
& nonsingolare segue dalla (3.2) che in {(4, B) ¢ soddisfatta la b); la a) &
verificata perché un punto di annullamento delle B;, sarebbe singolare per C,
a causa della (3.3). Quindi (4, B)e Z'.

Denotando con I($H) I'ideale di K[a, b, X] generato dai determinanti dei
minori di ordine tre della matrice $, e con

€ = Proj (K[, b, X)/I(B))

dove, come si & gia detto, K[a, b, X] si considera come algebra graduata nelle X
a coefficienti in K[a, b], si ottiene un morfismo proiettivo

C, c P2x 7
N
o\ ¥
ZI
per restrizione a Z' del morfismo proiettivo
C c P3xSpec(Kla, b])
J
¥
Spec (K[a, b]).

Consideriamo un punto chiuso ¢ € Z’ e lo schema P(£(3, 7, 3)) introdotto
nel paragrafo 7. Resta definito un morfismo

w;: P*—P(2(3, 7, 3))
ponendo

wC(P) = ('feii(a p), $is(£7 P)) € P20 x P20,
Osserviamo che a causa della condizione &) si ha

Pr(we(P?) N Dy(W) = ¢
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e quindi, tenuto conto della (i) della proposizione (7.2), w (P?) non interseca
il Iuogo singolare di P(£2(3, 7,3)). Ma allora, poiché

07 () =P X p3(DyX))
P(2(3,7,38))

si ha pz'(f) = 0 oppure
(8.7) codim (p7'(8), P?)<2;

infatti, per la (iii) della proposizione (7.2),
codim (pz'(Dy(X)), P(2(3,7,3))) = 2.

Se { = {(4, B) per qualche curva C € U, nella (8.7) vale 1’'uguaglianza perche
si ha p7*({) = C per la proposizione (3.3). C’¢ quindi un aperto Z”’cZ’ con-
tenente tutti i punti del tipo £(4, B) e tale che per ogni ¢ € Z” valga 1’ugua-
glianza in (8.7). Sia

CprcPixZ"

A/

ZII

la restrizione di g, a Z”. Si osservi che Spec (R) & liscio in tutti i punti ¢
tali che

dim (6-1(6())) = 30

perché costituiscono un aperto che & uno spazio affine su Spec (K[a]); in
particolare Z” & liscio nei punti (4, B). Dalla proposizione (2.3), pag. 32,
di [SGA 1] segue allora che g, ¢ un morfismo liscio in tutti i punti ‘di
0z (¢(4, B)) per ogni curva € €9U. Dunque ¢’¢ un aperto Z” c Z” tale che
la restrizione

CprCcP2xZ”

o/

Z 4

sia un morfismo liscio le cui fibre sui punti chiusi sono tutte e sole le curve
di U. Per la proprieta universale dello schema di Hilbert esiste un morfismo
suriettivo Z” — . Cid prova che U & una varietd unirazionale perché Z"
& razionale. c.v.d. '
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OSSERVAZIONI. La dimostrazione del teorema (8.2) si pud estendere
senza difficolta al caso delle curve di P? di ordine minimo di genere p < 10
(cfr. 1a tabella del paragrafo 5); per p = 8 una traccia della dimostrazione
& data in [P 1] paragrafo 1.

Osservando la tabella del paragrafo 5 ci si pud convincere facilmente del
perché non sia possibile ’estensione ad altri valori di p: un. calcolo di costanti
mostra infatti che, per p = 11 o p> 13, la matrice 4 non pud a priori essere
scelta genericamente, come nei casi p =12 e p<10, ma deve soddisfare a
delle condizioni. Lo studio di queste condizioni potrebbe presentare notevoli
difficolta. Lo stesso ostacolo si incontra nello studio di altre famiglie di curve
a moduli generali (non di ordine minimo).

Questa situazione presenta molte analogie con quella che si ha nello studio
delle famiglie di curve piane dotate di soli punti doppi ordinari, dove il ruolo
della matrice 4 & svolto dalla configurazione dei nodi (cfr. [Se]l e [AS 2]).
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