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Compacité par compensation:
condition nécessaire et suffisante de continuité faible

sous une hypothése de rang constant.

FRANCOIS MURAT

1. — Introduction.

Soient un ouvert 2 de R¥ (borné ou non, régulier ou non), un réel p
tel que 1<p< + oo et des coefficients a,;;:

a;x€R, 1<i<N, 1<j<sm, 1<k<n.

Nous considérons dans cet article ’espace:

m 0
H(Q2, A, p) = {ulue(LP(Q))m, 2 2 a“k%—:eLB(Q), 1<k<'n},

i=1 j=1

muni de sa norme naturelle:

2 }i
e

L’espace H(Q, A, p) est donc le domaine d’un opérateur différentiel A,
4 valeurs vectorielles et & coefficients constants a,;,; d’un autre point de vue,
c’est une sorte d’espace de Sobolev a-symétrique.

A toute fonction f: R»— R on associe P’application « — f(u), ot f(u)
est la fonction composée définie presque partout par:

m [ ou
fola={ 3 Ilinn + 3 | 33 aun
i=1 k=1 i3 i

(fw)) (@) = f(u)), Vzef.

Pervenuto alla Redazione il 18 Dicembre 1979.
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Pour que f(u) soit une distribution, une condition raisonnable est que
f(u) € Li(R2). Cest pourquoi nous serons amenés & faire des hypothéses
de régularité et de croissance & l'infini sur f: par exemple, si « varie dans
(L»(2))™ (p fini), nous supposerons f continue sur R™ et croissant & l'infini
au plus comme |y|?; si w varie dans (L*(£2))™, il suffit de supposer f continue
pour que f(u) appartienne & L :

Notre but est de résoudre le probléme suivant:

PROBLEME (k). On se donne un espace H(L2, A, p). Trouver toutes les
fonctions f satisfaisant:
{ f continue sur R™,

[f(y)| <cste |yl si |y| grand (si p fini),
et telles que:

Pour toute suite u¢ vérifiant (1):

(1) ue—u, dans (L?(2))™ faible (faible étoile si p = oo),

m ous oud .
> D i — D D a5 dans L(Q) faible, 1<k<n,
i=14=1 ow; T ou;
on a:
pour tout pe D(2),
2
@ [flus@)p@) do —[H(u() e@)dz.  m
Q 2

En d’autres termes, il s’agit de caractériser (et si possible d’expliciter)
toutes les fonctions f telles que ’application associée soit séquentiellement
faiblement continue de H(L2, A, p) dans D’(2), (ou faiblement signifie que
H(Q, A, p) et D(2) sont munis de leurs topologies faibles définies par (1)
et (2)).

Ce probléme (%), et bien d’autres questions connexes, est 1’objet de
recherches menées en collaboration avec Luc Tartar depuis plusieurs années.

Remarquons que les fonctions f solutions du probléme (k) sont néces-
sairement continues: en effet, considérons une suite de R™ telle que:

ct—¢® dans R™.

(*) Nous considérons toujours des suites de nombres ¢ tendant vers zéro.
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Les fonctions u¢ définies par:
us(x)=c¢, Vref,
vérifient (1); si f est telle que 'on ait (2), on a nécessairement:
f(ee) —f(c®) dans R,

c’est-a-dire la continuité de f.

NoTATIONS. Pour énoncer la solution de ce probléme, nous utiliserons
les notations suivantes:

N m
V= {(l’ OlAieR™ (e R"—{0}, 3 Y a;nlid; =0, 1<k<’n} ’

i=1j=1

A ={llieRn, AR — (0}, S aunlidy = 0, 1<k <n}.
i g

Notons que A n’est autre que la projection de V sur Rm.

Soit L le sous-espace vectoriel de R™ engendré par A et soit ! sa dimension
(0<l<m). On se donne une base e, ¢% ..., e de R™ telle que e, e?, ..., €
appartiennent &4 4. L’espace H(Q2, A, p) étant un objet invariant par change-
ment de base, nous supposerons que cette base est celle que nous avons utilisée
dans R,

Définissons aussi le symbole de I'opérateur A: pour tout e RY, clest
la matrice (m Xn) a(&) dont les coefficients sont donnés par (2):

N
(@i = apml;, 1<j<m, 1<k<n.

i=1

Enfin, étant donné un polyndme P: R'—>R i coefficients constants,
homogéne de degré r, nous définirons une forme r-linéaire associée, notée
L,, par:

V2, 23y ..., 2, €RY,
3)

Lp2zy ... 2, = PO()2,...2,, VzeR'.

() On notera que, avec cette définition:
(L) eV <« A1eRm, teR¥—{0}, a(l)A=0,
et que, si 0 désigne la transformée de Fourier de la fonction u, on a:

uwe H(RY, A, p) <>ue(L?(RY))» et a(*)d(-) e (L2(RY))".
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On notera que la dérivée P (z) est en fait indépendante de 2, que la
forme L, est symétrique et que lon a:

P(z)=:—'LPz .2, VYzeR'.

Le but de cet article est de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME PRINCIPAL. On considére Uespace H(Q, A, oo) et une fonction
f: R — R, continue.

Pour que Dapplication w — f(u) soit séquentiellement faiblement continue
de H(Q, A, co) dans D'(), les conditions suivantes sont nécessaires:

i) la fonction f est une somme finie de polynémes Px en ¥, ..., Y1,
homogénes, & coefficients constants, de degré aw plus égal & inf (N, 1), les
coefficients de cette somme étant des fonetions cn qui me dépendent que de

Yigry ey Ym? 6.2

(4) YyeR™, f(y) = D cx(Yit1s ey Ym) Palry ooy Y1) -

ii) chacun de ces polyndmes P, vérifie, st son degré r est supérieur
ou égal & 2:

V(21) 81)y (Aey Ca)y ooy (Ay G E TV,
5) tels que rang (&, ..., §)<r—1,
L, Mds... 2, =0.

Réciproquement, si le rang de a(l) est constant powr tout (e RY¥ — {0},
ces conditions sont suffisantes. ®

Dans chaque cas particulier oi ’on se donne les coefficients a,;; de ’opé-
rateur A, les conditions (4) et (5) permettent d’expliciter complétement
les fonections f solutions éventuelles du probléme (x). Si le symbole a({)
de A est de rang constant, nous avons donc résolu ce probléme.

Le reste de cet article est consacré & la démonstration du théoréme
principal et de résultats voising (cas ou p est fini). Le paragraphe 2 traite
des conditions nécessaires; une grande partie de ces résultats a été exposée,
de facon différente, dans [19]. Le paragraphe 3 traite des conditions suffi-
santes; nous les avions déja établies dans [18], [19], [12] sans hypothése de
rang constant sur a(f), pour des polyndmes de degré 2; l’originalité de cet
article est que nous les établissons ici dans le cas général. Malheureusement,
la méthode de démonstration employée, qui reprend celle de[11], nous
~onduit & supposer que le symbole de 'opérateur A est de rang constant.
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I1 s’agit donc d’un résultat nouveau mais un peu insatisfaisant. Enfin, le
paragraphe 4 est consacré 4 deux exemples.

2. — Conditions nécessaires.

Ce paragraphe est notamment consacré & établir la partie « conditions
nécessaires » du théoréme principal. Une démonstration d’'une grande partie
des résultats énoncés a été donnée dans [19], par une méthode inspirée
de la méme idée.

REMARQUES 2.1. Le théoréme principal donne des conditions nécessaires
i) et ii) que doivent vérifier les fonctions f auxquelles sont associées des appli-
cations faiblement continues de H(LQ2, 4, co) dans D’(2). En fait, la dé-
monstration de ces conditions nécessaires n’utilise que la continuité de ’ap-
plication u —f(u) sur certaines suites particuliéres de H(Q, A, co); ces
suites ont notamment les deux propriétés suivantes:
N m
1) elles vérifient > > a,;,(0u,/0n,)=0 (1<k<mn): les u¢ utilisés sont
i=13j=1
des éléments du noyau de l'opérateur A4;

2) elles ne prennent qu’un nombre fini de valeurs: cette particularité
est importante dans le cas ol lon s’intéresse & des suites u¢ convergeant

faiblement dans H(£2, A, p) qui sont astreintes & prendre leurs valeurs
dans un ensemble fixe K, i.e.:

us(x)e K, Vxel, Ve.

Notons que pour de telles fonctions ¢ measurables, il suffit que f soit @ valeurs
finies pour que f(u¢)e L(£2).

D’autre part, on remarque que comme P’espace H(£2, A, co) est inclus (3)
avec injection continue dans H(L, A4, p), le théoréme principal donne des
conditions nécessaires que doivent vérifier les fonctions f solutions du pro-
bléme (%), quel que soit ’indice p.

Enfin le théoréme principal ne donne aucun renseignement sur la dé-
pendance de f par rapport & 4,11, ..., ¥n. Ceci est normal, puisque comme
on le verra au paragraphe 3, toute application u—> ¢(%y4q, ..., %,) €st faible-

(3) Cette affirmation est inexacte quand 2 n’est pas borné puisqu’'on n’a pas
alors I°(Q2)c L?(2) (p fini) mais seulement L°(02)c Lf(2); mais cette derniére
propriété suffit puisqu’'on considére toujours le produit de f(u¢) par une fonction ¢
a support compact.
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ment continue deés que ¢ est une fonction continue de R™—! dans R vérifiant
des conditions de croissance & Pinfini. m

LEMME 2.2. Soit f: R — R une fonction a valeurs finies. Si pour toute
suite u¢ définie par:

ue(w) =y + x(%—g)ll, Vee 2,

onw yeR» (A, 0)eV,

(7)
%2: R— R fonction périodique, de période 1,
x =1 sur [0,0[, x =0 sur [0,1], (0<O<1),
on a:
f(ue)— f(u°) dans L*(L2) faible étoile,
(8)
ot w0 =1y -+ 04,

alors nécessairement f vérifie:

@ { t—f(y -+ tA) est affine de R dans R,
9

VyeR", VYied. nm

DEMONSTRATION. On a bien sir:
ue —u, dans (L*(2))” faible étoile,

et de méme, comme:

fly +4) i 0<w—f—<0 modulo 1,
f(us(z)) = ot

H(y) si 0<——é—<1 modulo 1,

on a:
f(ue) —O0f(y + A) + (1 —0)f(y) dans L=(£) faible étoile .

Griace a ces résultats, on déduit facilement (9) de la propriété de conti-
nuité (8). m

COROLLAIRE 2.3. 8i f vérifie les hypothéses du lemme 2.2., alors f est un
polynéme en y,, ..., y, de degré au plus égal a 1, dont les coefficients sont des
fonctions de Yiyqy oy Y. M
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m

DEMONSTRATION. En écrivant y € R™ sous la forme y = 3 y;¢/, ou ¢/
i=1
st la base que nous avons introduite (e?e A si 1<j<l), on a d’aprés (9):

fly) = f(jéy,«e" + ylel)
= ylf(el + g?/iej) :‘ (1"‘?/1)f( 22?/:'6") )
= yl{?/zf(el + e*+ g?/iei) + (1._?/2”('01 + gyjej)}

+ (1 —y) {?/2f(32 -+ %y,-ef) + @1 —yz)f( gy,- 6")} y

et ainsi de suite, ce qui implique le résultat. m

LeMME 2.4. Soit f: R*— R une fonction a valeurs finies. Si pour toute
suite u¢ définie par:

us(z) =19y + 11(‘7;.&‘1) A+ Za(w.&) A+ x3(m'53) la,

&€ &€ &

ou yeR™, (A, £1)y (Aay Ga)y (Asy L)€V,

10) avee rang (Cyy Cay &) = 2, &, &, & indépendants deux d deuw ,
%s: R—>R fonction périodique, de période T,, 1<s<3,
¥, =1 sur [0,0T [, x,=0 sur [6T,, T [, (0<0<?),
on a:
f(ue)— f(u®) dans L*(L2) faible étoile ,
(11)
ou wW=y 404+ A+ 4),

alors nécessairement f vérifie:

V(diy £1)y (Aey 82)y (Asy G5)ETV,
tels que rang (Cy, Cay &) = 2, &, &, & indépendants dewr o deuwx ,
VyeR™», VYOeo,1],

(12) fly +0(A+ A+ A)) =

30 f(y + A4 A+ A) +Fy + A+ A) H Yy + At A)+

+ fy + A+ ) —3f(y + L) —3f(y + A) —3f(y + &) + 5f(¥)} +
+0{fly + 4) +fy +4) +fly + A4)—3f@)} + iy . =

Il
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DEMONSTRATION. On a bien sir, d’aprés (10):
us— u® dans (L*(2)) faible étoile .

Puisque rang (¢,, Loy &) = 2, &4, Cay §; étant deux & deux indépendants,
on a:

Ca= ol + al, avee a;7#0, ay70.

Choisissons maintenant T, = 1/o;, Tp = 1/ay, T3 = 1.

Comme -, = a,(x- ;) + os(-{,), ut est une fonetion ne dépendant que
des variables 2z, = 2-{, et z,= 2x-{, et périodique par rapport 4 chacune
d’entre elles, de périodes 1/a, et 1/x,, de sorte que f(u¢) est périodique 2n 2,
et 2, avec les mémes périodes.

La figure ci-dessous donne les valeurs de f(u¢) sur le pavé de périodes:

1
%2 Jy+ 244 4)
1(y)
fly + 4)
0
22} f(y+;*1+ ;‘z) ﬂ:’/"‘zz‘*‘zs)
fly + 2,)
f(y+ A+ 2+ 24s)
0 0 1 o
o %

Valeurs de f(u¢) sur le pavé de périodes.

Si on a un peu de courage pour calculer les différentes surfaces, on
en déduit que f(u°) converge dans L™(£2) faible étoile vers:

L0000 At Ak B) 1 At ) 1+ Ak 20) 1+ do A}
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(e—~62){f<y+zl 1+ A+ f + A}
+ 3 {1 —26) + 10} @)

De ce résultat et de ’hypothése de continuité (11), on déduit (12). m
REMARQUE 2.5. Si u¢ est défini par (7), on a:

ous

a_w:_m € 1</L<N7

ou T, est (au signe prés) la mesure superficielle portée par les hyperplans
(:C)Je =0 ou 6 (modulo 1). Puisque (4, {) eV, u¢ vérifie:

ou; T, ‘
;;aﬁk% _ré:_l Eza/,'jk;i)»;— 0
Les suites définies par (7) et (10) sont donc des cas particuliers de suites
vérifiant (1). m

PROPOSITION 2.6. Soit f: R*— R, continue. Si Vapplication w — f(u) est
séquentiellement faiblement continue de H(RQ, A, co) dans D'(Q), alors on a
pour tout entier r>2:

V(diy &1)y (Rey Ca)y ooy (Ary G ETV,
tels que rang (Cyy Coyoeey &) <r—
Yye R»,

(13),

oA =0. m

Notons que la formule (13), a bien un sens: en effet, d’aprés le corol-
laire 2.3., f est un polyndéme en ¥, ..., y;, donc indéfiniment dérivable par
rapport & ces variables; or, ce sont ces dérivées partielles (et non celles par
rapport & ¥4, ..., Yn) qui interviennent dans (13),:

DEMONSTRATION .

Cas r = 2. Soit f vérifiant les hypothéses de la proposition 2.6.. Alors,
d’apres le remarque 2.5., f vérifie a fortiori les hypothéses du lemme 2.2.
Si (41, &1)y (Aey &) €V avee rang (&, &) <1, c’est que £, et {, sont colinéaires
a un {eRY—{0}.
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Alors 4,, A, et (4, + 4,) appartiennent & A et on déduit de (9) que:

f”(y))'lll = f”(y)lzlz = f”(?/)(}-l + Aa) (A + A)=0,

d’ou (13),.

Cas r= 3. Soit f vérifiant les hypothéses de la proposition 2.6.. Alors
d’aprés la remarque 2.5., f vérifie a fortiori les hypothéses du lemme 2.4.,
Considérons (4 1), (Aay )y (4sy &) €V avee rang (& &ay G5) <2.

Si le rang est 1, c’est qu’il existe un ¢ tel que (4,, ), (4, &), (Asy &) €V
et alors on a d’aprés (13),:

Oy + tA) A =0, VieR,
d’olt V’on déduit en dérivant par rapport & ¢, que:
oY) A A A =0 .

Si le rang est 2, considérons d’abord le cas out deux des { (par exemple
£, et £,) sont colinéaires. Alors d’aprés (13), on a:

fO(y + th) A, =0, VieR,

d’ou par dérivation (13),. Si Pon est dans le cas ol les ¢ sont deux & deux
indépendants, on obtient en dérivant dans (12) par rapport & 6, puisque le
second membre est du 2éme degré en 0, que:

3
a8 (G) o+ 0kt 2t 2| = 190+ B+ B =0

Mais la dérivée f“”(y)laﬂ.ﬁ}.y est nulle dés qu'un indice est repété: en
effet d’aprés (13),, on a:

f'(y + tA,)Aghs=0, VicR.
En developpant dans (14), on obtient donc que:

fO(Y) A A =0,
c’est-3-dire (13),.

Cas r>4. La démonstration est analogue & celle du cas r = 3. Signalons
quand méme qu’il n’est nullement nécessaire d’établir une formule analogue
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4 (12), ce qui nécessiterait de calculer des volumes dans l’espace Rr—:
il suffit de se convaincre que la limite de f(u¢) ou

ue(ﬁ) =Y +s§1x‘ (m .Cs) ls

s
est un polynéme de degré r—1 en 0.... m

COROLLAIRE 2.7. 8i f vérifie les hypothéses de la proposition 2.6., alors f
est un polyndme en y,, ..., y, de degré au plus égal & inf (N, 1), dont les
coefficients sont des fonctions de Yi11y ey Ym. M

DEMONSTRATION. Une partie du résultat est déja connue par le corol-
laire 2.3.. Lereste découle de (13)y4,: considérons, en effet, A,, 4, ..., Ay+,€4;
les iy Cay ...y w1 correspondants sont forcément de rang au plus N puisque £
varie dans RY. Dans ces conditions:

Vi, oo, dymned, VyeRm,
f(N'i‘l)(y)ll ooe AN‘}'I = 0 ’

et comme A engendre L = R!, f est un polyndme de degré au plus N
sur R&. m

DEMONSTRATION DE LA PARTIE « CONDITIONS NECESSAIRES » DU THEO-
REME PRINCIPAL. Nous avons déja démontré la plus grande partie des
conditions nécessaires: la proposition 2.6. et le corollaire 2.7. résument ce
qui est déja acquis. Si f vérifie les hypothéses de la proposition 2.6., on
a done:

f(?/) = z gs(?/) ’ VyGR'” ’

0<s<<inf(N,1)

ol g, est un polynéme homogene de degré s en ¥,,...,y, dont les coefficients
dépendent de ¥;y4y ..., Ym. En utilisant (13),, on obtient pour »>2:

V(A1) &1y ooy (Ary ) EV

tels que rang ({y, ..., §)<r—1,

VyeR™,

9O Ay e A+ gD Ay At s+ 9Dy @) Ay A =0,

(15)

puisque la dérivée d’ordre r des polynémes g, de degré s<<r est nulle,
Notons que ¢"(y) ne dépend en fait que de ¥i1y ..., Yn €t Drenons
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Y1 =7Ys=..=9y,= 0 dans (15); comme la dérivée ¢g"(y) est pour s>r
un polyndéme de degré s—r(>1) en ¥y,...,y;, on obtient que

V(415 £1)5 ooy (Ary ) EV

tels que ran ey ) <r—1
(16) els q g (C1y ooy &r) y

V(Yir1y ooy Ym) ER™T,

gi”(?/zﬂ, LARN ] ?/m)]q eee }u,. == 0 .

Soit maintenant Qr ’ensemble des polyndmes homogénes de degré r
en Y, ..., Y, & coefficients constants, qui vérifient (5): c’est un espace vec-
toriel de dimension finie; soit @7, ..., @7 une base de Q. Pour tout ¥;1,, ..., ¥m
fixé, les relations (16) signifient que g, appartient & Qr; c’est donc que:

9-(y) = zca,f(?/lﬂ, ey Ym) Qo Y1y s Y1) Yye R™.

Ceci achéve la démonstration des conditions nécessaires. =

Terminons ce paragraphe par un résultat facile:

PROPOSITION 2.8. 8i f: R®'— R est un polynome de degré r>2 d coef-
ficients constants, il est équivalent d’avoir (5) ou d’avoir (13), pour tout entier
s>2. m

DEMONSTRATION. Que (13), pour tout s>2 entraine (5) est évident
puisque (5) n’est autre que (13),.

La réciproque se démontre par récurrence descendante sur s: en effet (5)
implique (13),; supposons que (5) implique (13), pour un s<r et démontrons
que (5) implique (13),-, (avec (s —1)>2).

Définissons pour cela pour (A, {y)y -y (Ae—1y Comy) EV tels que:

rang (yy ey Goml) <8 —2,
une fonection g par:

g(2) = fe ()4 ... Ay, VzeR'.

Pour tout élément ¢/ (1<j<1) de la base de R, il existe «; € RY tel que
(¢%ya;) eV et on a rang (Cyy ...y £o—1y ;) <8 —1. Larelation (13), entraine que:

%Z; @) = [O@) Ay ... hn =0, 1<j<l.
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Comme ¢(0) = 0, puisque g est homogéne de degré r — (s —1)>1, on a
g(z) = 0 pour tout ze R ¢’est-a-dire (13),-,. Q.ED. m

3. — Conditions suffisantes.

Ce paragraphe est notamment consacré & établir la partie « conditions
suffisantes » du théoréme principal. Rappelons d’abord un résultat que nous
avons déja établi (voir [18], [19], [12]):

THEOREME 3.1. Soit P: R*— R un polynéme homogéne de degré 2. Si
P vérifie:

17) Vied, P@)=0,

alors Vapplication w — P(u) est séquentiellement faiblement continue (au sens
(1) implique (2)) de H(2, A, 2) dans D'(2). m

En notant que si (A, (1), (s, &) €V avee rang (&y, &) <1, alors 4,, 4,
et A, + A, appartiennent 4 A, et que si P est un polynéme homogéne de
degré 2, on a:

P(l)=§1—!Lpll, Vied,

(o L, est la forme bilinéaire symétrique définie sur R™X R™ et associée
a P, voir (3)), il est clair que (17) est équivalent & (5).

Dans le cas ou f est un polyndme de degré 2 sur R, la condition (5)
est donc nécessaire et suffisante pour que f soit solution du probléme (%),
et ceci sans avoir besoin de faire 'hypothése que a(l) est de rang constant.

COROLLAIRE 3.2. L’application #—>(%iiqy ..., %y) €8t compacte de H($2,4,2)
dans (L2 ,,(2)™. m

DEMONSTRATION. Considérons une suite w® qui converge vers «° dans
H(Q, A, 2) faible. En appliquant le théoréme 3.1. au polynéme P défini
par P(y) =y} (I + 1<j<m), qui vérifie 'hypothése (17) en raison du ehoix
que nous avons fait pour la base de R™, et en utilisant dans (2) des fonctions
test o = ¢%, ol ¢ € D(RQ), on voit que gui—Pu dans L*2) fort, d’ou le
résultat. m

Comme conséquence de ce corollaire on obtient (en extrayant des sous-
suites qui convergent presque partout et en utilisant le théoréme d’Egorov
et P'inégalité de Holder) la:
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PROPOSITION 3.3. Soient p tel que 2<p< -+ oco et ¢ wune fonection
¢: R™1— R, continue, vérifiant (si p est fini):

(W 1t1y vy Ym)| < OSEE ([Yrsa] + oo + ym])?,
86 Y1 + oo + |Yn| grand, avec g<p.

Alors pour toute swite ue telle que (au sens de 1)):

(18) ue—u® dans H(Q, A, p) faible,
on a:
(19) O(US 1y ooy US) —C(UD 1y oy ul)  dans Lj (2) fort. m

Enonc¢ons maintenant le résultat le plus nouveau de cet article:

THEOREME 3.4. Nous supposerons que:
(20) Y.eR¥— {0}, ranga(l)= cste.

Soit r un entier tel que 3 <r<inf(N,1I).
8i P: R'— R est un polynéme homogéne de degré v vérifiant:

V(217 Cl)? (}‘27 52)7 e (lr’ Cr) G.V‘?
(21) tels que rang (&,,Cyy .oy &)< —1,
Lplllg coe Ar = 0 9

alors UVapplication u— P(u) est séquentiellement faiblement continue de
H(Q, A, 2r—2) dans D'(2) (au sens (1) implique (2)). m

Dans 1’énoncé du théoréme 3.4., nous nous sommes limités & 3<r<
<inf (N,1). En effet, le cas » = 1 est trivial (P est alors linéaire), le cas
7 = 2 a 6té traité au théoréme 3.1., et on déduit facilement de (21) que P
est nul si »>inf (N, ).

En rassemblant les résultats des théorémes 3.1. et 3.4. et de la propo-
sition 3.3., il est clair que nous avons démontré que s¢ a(() est de rang constant,
les conditions i) et ii) du théoréme principal sont suffisantes (et donc néces-
saires et suffisantes) pour que l'application u — f(u) soit séquentiellement
faiblement continue (¢) de H(L, 4, co) dans D'(2).

(%) On pourrait améliorer légérement ce résultat pour obtenir la continuité
faible sur H(£2, A, p) (p fini) en utilisant le fait que f est nécessairement un polynéme
de degré au plus égal & inf (N,1) en y,, ..., 4, et que chaque polynéme homogéne
de degré r est continu faiblement sur H(Q, 4, 2r—2).
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REMARQUE 3.5. Tel qu’il est énoncé, le théoréme 3.4. est insatisfaisant
a4 un double point de vue:

— si P est un polyndme de degré r, nous démontrons la faible conti-
nuité de I’application % — P(u) sur H(£, 4, 2r —2), alors que cette appli-
cation est correctement définie sur H(R2, 4,r). Toutefois, il ne g’agit 13
que d’un inconvénient mineur; notons d’ailleurs que nous avons seulement
supposé que les dérivées > > a,;(0u;/ox;) sont dans L*(£2) et non dans un

r
espace L9(£2) avec ¢>2; ceci compense en partie cela. Nous reviendrons
sur ce point au paragraphe 4;

— plus génante est ’hypothése (20) que le symbole de 'opérateur A
est de rang constant: en effet, cette hypothése exclut du cadre de notre étude
certains espaces H({2, A, p). Nous sommes convaincus que cette hypothése
doit pouvoir étre levée, peut étre en utilisant une démonstration analogue
4 celle donnée dans [18], [19], [12] dans le cas d’un polyndme de degré deux.
Mais nous n’avons pas réussi & adapter cette démonstration; aussi nous avons
guivi la méthode que nous avions utilisée dans [11], et qui impose de faire
P’hypothése (20); cette méthode reprend des idées exprimées dans les articles
de L. Sarason [15] et T. Kato [7], qui font suite 4 deux articles de J. R.
Schulenberger et C. H. Wilcox [16],[17]. m

Avant de démontrer le théoréme 3.4., donnons deux lemmes empruntés
4 ces auteurs; dans ces deux lemmes I’hypothése (20) de rang constant est
essentielle. Nous considérerons désormais a({) comme wune matrice a coef-
ficients réels mais opérant de C dans Cn.

LeEMME 3.6 [15]. On fait Uhypothése que:
(20) YVteR¥—{0}, ranga(l) = cste.

Alors il existe ¢> 0 tel que:

{ VieRY, VYwe(Kera(l))*,
(22)

on a: |C|gr|w|cn<cla()W|co. W

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que 1’hypothése (20) im-
plique que I’application qui & (e R¥ associe la projection orthogonale sur
(Ker a(¢))* est continue en tout point { € R¥ — {0} & valeurs dans £(C™, C™).
(Ceci peut se démontrer de fagon élémentaire en considérant une base ortho-
normée quelconque €X((), ..., e™() de G, dont les ¢ premiers vecteurs en-

gendrent Ker a({), pour tout {, et en extrayant des sous-suites).
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Démontrons maintenant le lemme par Pabsurde: si (22) n’est pas vérifié,
c’est qu’il existe deux suites (¢ et we telles que:

lee RY, 'CEI =1,
wee G, lwe] =1, wee(Kera(l))*,
a(l&)we-—-0 dang C».
Extrayant une sous-suite et passant & la limite, on obtient que:
=1, =1, al)w =0, we(Kera(l)*,
ce qui est absurde. =

LeMME 3.7 [7]. Pour tout { € RY — {0}, soit m({) la projection orthogonale
de C™ sur (Kera(l))*~
Si on fait Vhypothése que:

(20) Yie R¥— {0}, ranga(l)= cste,

alors m est un multiplicateur de TFourier dans L?(RY, C™), pour tout
1<p <+ oo, t.6. (5):

ue L*(R¥, C™) entratne F(nF (u))e L*(R¥, C™)
aveo | F(@F )| <Cylulze, (1<p<o0),
ol Yye RY |

(FaF@))0) = [exp [2ing-yln(0)( [exp [~ 2in-Llu(@)dn)ds .  m

RE’ RY

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que, si (20) est vérifiée, { — n({)
est analytique (°) sur RY — {0}; en remarquant que:

Kera(l) = Ker (‘a({)a(l)) ,

() Pour étre tout & fait correct, il faudrait définir f(n? ) sur un ensemble de
fonctions denses dans (L?)™ sur lequel les transformées de Fourier & et F sont cor-
rectement définies, par example (L? N L2)™.

(°) Nous reprenons ici une démonstration de [17].
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on peut, puisque ‘a(l)a({) est une matrice symétrique, utiliser la formule
de Cauchy:

. 1
I—7(8) = I— Projgera®a)): = Yin I(ZI— ta(l)a(l))tdz ,
c(d)

qui est valable pour tout e R¥—{0} dés que C({) est un cercle de C de
rayon assez petit, inférieur par exemple & la moitié de I'inf des valeurs ab-
solues des valeurs propres non nulles de *a()a(l). Il est facile de démon-
trer la continuité de ces valeurs propres par rapport & {. Le fait que
ta(C)a(l) soit de rang constant (puisque I'on a Kera(l) = Ker‘a(l)a(l) et
que Pon a fait I’hypothése (20)) entraine que I'on peut choisir () = C(&,)
au voisignage d’un point {,540; du fait que {— ‘*a({)a({) est analytique sur
R¥—{0} et de la formule de Cauchy, on déduit que {— n({) est également
analytique.

Le lemme 3.7. est alors une simple application du théoréme de Mikhlin
(voir, par exemple, 'appendice de [8]) puisque la fonction z est trés ré-
guliére dans R¥ — {0} et homogéne de degré 0. m

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.4. Pour simplifier les notations, nous
effectuerons la démonstration dans le cas » =3 (on a alors 2r — 2 =4);
le cas général est analogue et est laissé aux lecteurs courageux.

Rappelons que si P est un polyndme homogéne de degré 3, on a (cf. (3)):

1 1 3
VZERI, P(Z)=E—ELPZZZ=§—' z Papy Ra2pRy,

a,B,y=1
03P

0% 025 02y 1<a pyy<lt.

ol Pagy=

Lére étape: localisation.
Nous devons montrer que si U¢ est une suite qui vérifie:
Ue — U° dans (L4(2))™ faible,

Z Z B iin %—Z’ -3 Eam%? dans L2(Q) faible, 1<k<n,
| i i 9 i

et si p € D(2), alors on a:

J @P(Us)dw — ! 9P(U%) dz .
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Choisissons ¥ e D(L2) une fonction telle que ¥ =1 sur support g,
et posons:
{ oUs dans 2, { YUs dans Q,
Ve= We=

0 ailleurs, 0 ailleurs .

On a alors:

f @P(Ue)dw = | pP(U*) ¥ da
2
1

> fpaﬁy.pu YU WU

B,y=1

I
|H

C»J

I
CO‘)_A

f pVEWeWeder = = | LpVeWeWedz .
Q

RN
Compte tenu de l’identité:

[ 6 LVWW-+2L,VVV=
= Le(V+4 W)(V+ W)(V+ W) + Lo(V— W)(V— W)(V— W),

et du fait que:

Ve —V, dans (L‘(RN))"‘ faible,

8V‘
z z ulc

"’.h..u

zza,m 8 dans LxRY) faible, 1<k<n,

(et de ’analogue pour We), on voit qu’il suffit de montrer le résultat suivant:
Pour toute suite ue telle que:

u¢ —u, dans (L4(R¥))™ faible ,

) |3 zama

u® & support dans un compact fixe K,

U ZZa,,kg dans L2(R¥) faible, 1<k<n,

on a:

(24) fp uS)dw—>J‘P ) d

rRN

En somme, on a remplacé 2 par R¥ et ¢ par 1, les fonctions ¢ devenant
3 support dans le compact K.
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2éme étape: décomposition de ue.
Si la suite ue vérifie (23), définissons deux suites v¢ et we par:
vt = F((I—m)F(ue)),
we = F(aF (us)) ,

avec les notations du lemme 3.7..
Si on désigne par ¢ la transformée de Fourier F¢ d'une fonction ¢:

#(2) =|exp [ 2inw-L1p(x)dw, V.eR¥,
RY

on voit que la définition de v et we est équivalente a:

25(8) = Projgeqp) #4(£) o
(25) VeeRr,

(L) = Proj(Kera(C))"' ?26(:) .

On a bien sgiir:
UE = P& + we ’

et on montre facilement que v¢ et w* sont & valeurs dans R™ et non dans C™.
Examinons maintenant quelles sont les propriétés des suites ve et we.
Le lemme 3.7. et le fait que:

us —u°® dans (L¢(R¥))~ faible, 1l<g<4,
entrainent que:
Ve _\vo
(26) dans (LY(R¥))™ faible, 1<g<4.
we —_ wo
De (25), on déduit que:
a(f)v¥(f) =0,
VieRY,
a(8) we(L) = a(l)4x(C) ,
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d’ou par la transformation de Fourier inverse F:

0v;
l ;; aikaz VU,

ows ous
I ;;aijkézzzzaiika?:7

1 9

A

et en joignant cette information & (26), on obtient que:

ve —°
(27) dans H(RY, A, q) faible, 1< g¢<4.

we — w
Reprenant encore (25), on note que:
(28) VeeRY, ((Rede(?)), ¢)eV et ((Imde(2)), ¢) eV,
et que, en raison du lemme 3.6., on a:

Ve, VCeR~,
C[[e(C)| < ela(l) @e(L)| = ela(S)@=(C)] -

(29)

On a done:

[1z1tae0)]as <o la@y a2 ac,
RN RN

ou, ce qui est équivalent (?), puisque nous savons déja par (26) que we est
borné dans (L3(R¥))m:

we borné dans (H'(RY))™

En utilisant (26) et le théoréme d’injection compacte de H!(RY¥) dans

L2 (RY), cela entraine que:

(30) we—w, dans (L (RY))™ fort, 1l<q<4.

() Ce résultat est un cas particulier de celui de J. R. Schulenberger et C. H.
‘Wilcox, amélioré par L. Sarason et T. Kato, ef. [16], [17], [15], [7].
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Enfin, comme u¢ est & support dans un compact fixe K, on a:

4¢() = |exp [« 2inx- (Jus(x)dw, VIeRY,
K

et done:

{ de(Z) —4%(C) VieR¥,

"12£HL°°(RN;CM) <Cy.

Comme en tout point £, #¢({) et #¢({) sont les projections de s((),
on a done:

{ o) > L), @(C) @),  VCeRY,
[v°) 0 <Cr» [#°] 1 <O,
ce qui entraine d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue que:
V& —> O
(31) dans Li (R¥; C™) fort 1<g< + oo.
e — 0,

En conclusion, on a décomposé u¢ en la somme de deux termes dont
T'un v¢ appartient au noyau de 'opérateur 4 et dont 1’autre we est «compact».
3éme dtape: passage ¢ la limite.

Comme %t = v¢ 4 w?, et comme d’aprés (26), u¢, v¢ et we appartiennent
& (L3(R¥))™, nous pouvons écrire:

31 f P(us)de — fL,,ueusuedw —
RN RN
(32)
=pru€u'="w€da: —|—fLPu€ veweda +prv€v€vEdw +pr wevtvede .
RN RN RN RN

Nous allons passer successivement & la limite dans chacun des 4 termes
du 2éme membre.

ler terme. Comme u¢ est & support dans le compact fixe K, on a:

l 1
J‘Lpuﬁuefwf dw = | Lpweuswedr =y, J‘( ﬁE lpuﬁ-y U, u;)w;dw .
=1 o,f=
R¥ K "k
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l
Considérons, pour chaque y fixé, la suite > p,;,u’us. Le polynéme @,
de degré 2, défini par: %=1

i
(33) Qy(z) = ﬂzpzxﬁyzazﬂ ? VZERL ’
x,f=1

vérifie la condition:
Vied, @,4) =0.

En effet, cette condition s’écrit:

!
VAEA, Spuhd=0,

x,f=1

et résulte de I’hypothése faite sur le polynéme P en choisissant 4, = A, = A
et 1, = ¢’ (y*™ vecteur de la base de R') dans (21). Puisque, d’aprés (23),

ue —u® dans H(RY, 4, 2) faible,

le théoréme 3.1. montre que @, (v*) — @, (u°) dans D'(2).
Etant donné que u¢ est borné dans (L3(R¥))”, on a donc:

] 1
0,0 b 3
. ,g% lp"‘ﬁ"uz‘u‘e’j ﬂz_ P 4o dans L}R¥) faible.

D’autre part, d’apres (30):

w, —>w) dans (L¥(K))™ fort.

Nous pouvons donc passer & la limite dans ce premier terme et con-
clure que:

(34) prueuewé‘ dz -—>J‘Lpu°u° wdx .
RN RN
2éme terme. Puisque u¢ est 3 support dans K, on a:
fL,.uwswsdx = [Lpusaﬂwsdm =
RN i

K

= 4}:. { fLP(uf + ve)(us + ve)wedw — J‘Lp(us-——vﬁ)(wS — vE)we dm} .
K K
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On peut alors appliquer & chacun de ces deux termes la démonstration

précédente, puisque, d’aprés (27), v¢ —v° dans H(RY, A, 2) faible et v¢ est
borné dans (L*(R¥))™. On en conclut que:

(35) J‘L,,uffve'ws dx —>ij v wde .
RN RN

3éme terme. D’aprés lidentité de Plancherel-Parseval, et puisque
ve e (LA(RY))™ N (L3(R¥))™ d’aprés (26), on a:

fLP'vﬁvb‘ve dx f pam,v (vgvy) da

RN

fz Papy ,Doc(’vﬁ’v/ AdC

RN

- prww z)( fvﬁ@ ) 5o

—f( fﬁpaﬁvva(é B(E—m) o5y )dn)dé-
RN RN

Mais on déduit de (28) et de I’hypotheése (21) que:

(36)

VTSNS SR TARECY == T

et on a donc:

(37) fLPwsvaedw =0—>0 :JLPv°v°v°d:v.
RN RN

Remarquons que dans (36) nous avons procédé avec beaucoup de soin,
de maniére & pouvoir écrire la derniére ligne sans utiliser le théoreme de
Fubini: en effet, la fonction des 2 variables et ¢ Ep“ﬂy (L) vﬂ(é‘ n)v“(n)
est nulle, mais rien ne permet d’affirmer que chaque terme 0%(¢) 9 ﬁ(C n) ;(n)
de la somme est une fonction de L'(RY X RY).

Remarquons aussi que nous avons utilisé pour la premiére fois dans (36)
le fait que u¢ est dans L* (jusqu’a présent la démonstration utilisait seule-
ment uce L avec q>3). Cest identité de Plancherel-Parseval qui nous
a conduit & cette hypothése, que nous utiliserons également dans le traite-
ment du 4éme terme (pour majorer la partie & I'infini).
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4¢éme terme. TUtilisant I’identité de Plancherel-Parseval comme dans le
3eéme terme, on obtient:

1 [
f Lpwevevede :f D Dasy Wy (voy)"dL
B,

B, y=1
N RN

(38)

i

~[ 3 o w2 Ch @+ [ 5 puy t200) G D1
=™ FE

Nous allons traiter séparément chacun des deux termes de (38).

Terme a distance finie. Montrons que si R est fixé, nous pouvons passer
a la limite en ¢ dans le terme f
ltl<R

Pour o fixé, le terme p“ﬁy(vﬁv;)x n’est autre que le conjugué de la
Y =1
transformée de Fourier de Q,(v¢) ou @, est le polynome de degré 2 défini

par (33). Par le méme raisonnement que celui que nous avons utilisé pour
passer & la limite dans le ler terme, on obtient:

Qu(ve) —Qu(v°)  dans L}(R¥) faible .

On en déduit que les transformées de Fourier convergent dans L3(RY; C)
faible.
D’autre part, (31) implique que:

P —#° dans L}(|C|<R) fort.

o

On a donece:

Pour tout R fixé,

(39) f S Pasy 4(C) (G0 NE) A — f S Dy BUL) (W) (D) dE .

[¢I<R lZI<R

Terme & Vinfini. Montrons maintenant qu’étant donné 6 > 0 fixé, nous
pouvons choisir R assez grand de facon & ce que le terme | f | soit infé-
rieur & 6, uniformément en e. En effet, d’aprés (29): k=&

] [ 200 001 C)dC]/zlpaﬂvI [ i@l a-

lZI>R itI=ER
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<3 |pess] f EOEOICTRGIEE
LI=R

C

[%

1431

<2 |Pasr| |a(C)de(C)] | (vo5) (0)| AL <

< 5 [pase (Vi mrcm | (30 s <

2

' 1
L’(RN)) I (v;08) [| 22y < este B

c ous
<qzlel (7|23

De ce résultat et de (39), on déduit que:

(40) prwsvsvsdw ——>J‘pr°v°v°dw .
R RY

4éme étape: conclusion.

Revenant en arriére, nous constatons que nous avons démontré que si
une suite u¢ vérifie (23), alors, grice & la décomposition (32) et aux résultats
de convergence (34), (35), (37) et (40), on a:

R.I[ P(us) dx —;J;P(u“) dz ,

c’est-a-dire (24). C’est le but que nous nous étions fixé, et que nous avons
atteint, non sans efforts. m

4. — Deux exemples.

On peut considérer de nombreux exemples d’espaces H(L2, A, p) et cher-
cher dans chaque cas particulier & résoudre le probléme (%), c’est-a-dire a
expliciter quelles sont les fonctions f auxquelles sont associées des appli-
cations u — f(u) séquentiellement faiblement continues de H(L, 4,p) dans
D(Q).

Un certain nombre de tels exemples sont donnés dans [19] et [12]; on y
trouvera également des applications, la plupart rapidement évoquées, qui
devraient, nous l’espérons, justifier notre étude dans l’esprit du lecteur.

Pour résoudre le probléme (%), nous avons ’outil que constitue le théo-
réme principal de cet article. Encore faut-il, dans chaque cas particulier,
expliciter quels sont les polynémes homogenes de degré r qui satisfont (5).
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Cela conduit & des calculs algébriques qui sont parfois difficiles, voire inextri-
cables. Quant aux conditions suffisantes, nous ne les avons établies que sous
Thypothése que:

rang a(l) = cste, V(e R¥—{0};

lorsqu’on veut savoir si cette hypothése est vérifiée, il est commode de
remarquer que:

rang a(¢) = rang‘a(() ,
(41) rang ta({) + dim Kera({) = m,
v ={(4 0)lAe R, te RY— {0}, a(¢) 2 = 0},
ce qui permet de se ramener & 1’étude de V qui est souvent plus facile que
celle du rang de a({).

Traitons maintenant rapidement deux exemples. Dans chaque cas, nous
donnerons une démonstration directe (et plus performante) du théoréme 3.4.

Premier evemple.

Soient 2 un ouvert de R¥ et ¢ un entier.
Considérons l’espace:

(42) H(Q,4,p) ={(u}u, ..., un)ure (L2(Q))¥, rob ure (LH(2))¥, 1<a<g},

ol pour ¢ € (D'(2))” on désigne par rot ¢ la distribution appartenant &
(D'(2))¥ de composantes:

o, o .
(r0t¢)ik—a_wk"“5;;7 1<j,k<N.

Cette définition généralise la définition classique du rotationnel (qui
considére le cas N = 3); en particulier, on a:

Vpe D'(2), rotgrade =0.
Si on explicite V on constate que:

v ={@, ..., &5, )|ise RY, e R"— {0}, 39=€ R, A* = 6¢, l<a<g}.
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11 est alors facile de voir que A engendre R™ tout entier (ici I = m = N xg,
n = N2xXq et inf (N,1) = N) et que (utiliser par exemple (41)):

ranga(l) =m—gq, VieR¥—{0}.

Notre théoréme principal s’applique donc & cet exemple.

PROPOSITION 4.1. L’application u — f(u) est séquentiellement faiblement
continue de H(Q, A, 2N —2) défini par (42) dans D'(L2) si et seulement si
fy) = f(yY ..., y?) est une somme (& coefficients constants) de déterminants
extraits de la matrice des vecteurs (y, ..., y%) € (R¥). R

Remarquons que nous avons énoncé cette proposition pour lespace
H(Q,A,2N —2), (ce qui est un peu mieux que de l’énoncer pour
H(Q, A, c0)); cela tient au fait qu’ici L = R™, et les conditions nécessaires
impliquent donc que f est un polyndme de degré au plus N en y%, (1 <a<g,
1<k<N); pour les conditions suffisantes, on applique le théoréme 3.4. &
chaque partie homogéne du polyndéme; (il y a une petite difficulté si £ est
un ouvert non borné puisqu’on n’a pas alors L2¥-%Q) c L?(£) mais seule-
ment L*¥-%(Q)c L} () pour p < 2N — 2; mais cette derniére propriété suf-
fit car on considére toujours le produit de f(u¢) par une fonction ¢ a sup-
port compact).

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme principal, nous voyons que
u —f(u) est séquentiellement faiblement continue de H(L2, A, 2N —2)
dans D'(2) si et seulement si f est une somme finie (& coefficients constants)
de polyndémes P, chacun de ces polynémes étant homogene, & coefficients
constants, de degré » (au plus égal & N), et vérifiant (5).

Un calcul simple, mais qu’il faut mener avec soin (on utilise notamment
le fait qu’une forme r-linéaire définie sur (R¥) est alternée si et seulement
8i c’est une somme de déterminants d’ordre # extraits de la matrice N X7),
permet d’expliciter de tels polyndmes et d’achever la démonstration de la
proposition 4.1. =

I’étude des fonctions séquentiellement faiblement continues sur H(£2,4,p)
défini par (42) est liée & 1’étude du probléme de calcul des variations suivant:

Trouver les fonctions F: R¥<?— R, réguliéres, pour lesquelles I'in-
tégrale

f F(grad g, ..., grad g?)d

Fi :

atteint son minimum, quand (¢, ..., ¢?) varie dans un fermé borné
de (Wur(Q))e.
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Une condition raisonnable pour que le probléme (43) ait une solution est
bien évidemment que l’application

(@Y oevy @9) —>JF(gra;d @Y, ..., grad ¢7) do
2

soit faiblement semi-continue inférieurement sur (W"l’(Q))q.

Ce probléme a été étudié par de nombreux auteurs; parmi les plus anciens
figure J. Hadamard, qui dans [4], [5], [6] a indiqué que si F' est solution du
probléme (43), alors on a:

{ Yyt ...,y0)eR¥*a  YreR¥, VY(0%..,09 R,
(44)

F' @Y, oy y0)(01C, ...y 092)2> 0 .

Cette condition est connue sous le nom de « Condition mnécessaire de
Legendre-Hadamard » (8).

I1 faut ensuite citer L. Van Hove [20], qui & montré que si F est un
polynéme du 2éme degré sur R7<¢, la condition (44) de Legendre-Hadamard
est nécessaire et suffisante pour que ’application

(@Y oeey @9) —>fF(grad @Y, ..., grad @) do
@

soit faiblement s.c.i. (°), (voir aussi [9]), puis C. B. Morrey Jr., qui dans [9],
[10] a introduit la notion de « quasi-convexité » pour résoudre le probléme
(43). Enfin, plus récemment, Y. G. Reshetnyak [13], [14] et J. M. Ball [1], [2],
[3] ont démontré que les applications (¢, ..., ¢?) — det (grad p?, ..., grad ¢9)

(®) Dans le cas ou ’on s’intéresse, comme nous ’avons fait dans cet article, &
des applications faiblement continues (et non pas seulement faiblement s.c.i.), il
faut remplacer dans (44) 'inégalité par une égalité. La condition (44) ainsi modifiée
n’est alors pas autre chose que la condition (13), dans le cas particulier de I’espace
H(Q, A, p) défini par (42).

(°) Signalons que nous avons montré (voir [18], [19], [12]) que st f est un poly-
néme du 2éme degré, la condition (de Legendre-Hadamard):

/"1 2>0, VyeRm™, Vied,

est nécessaire et suffisante pour que Papplication u— [¢(x)f(u(x))dx soit faiblement
2

séquentiellement s.c.i. de H(2, 4,2) dans R, quelque soit ¢ € D(R), ¢ > 0. Ceci
généralise le résultat de L. Van Hove au cas d’un espace H(R2, 4, 2) avec A4
quelconque.
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(ou det désigne n’importe quel déterminant extrait d’une matrice N Xg),
sont séquentiellement faiblement continues de (Wh¥())e dans D'(Q).

Notre proposition 4.1. constitue done, d’un certain point de vue, une
généralisation de ce dernier résultat, puisque nous le démontrons pour
des fonctions (u?, ..., u?) dont les rotationnels sont dans L (rot u € (L*(2)),
1<a<gq), alors que Y. G. Reshetnyak et J. M. Ball le donnent pour des
fonctions (grad ¢!, ..., grad ¢7) dont les rotationnels sont nuls. Mais notre
proposition 4.1. suppose que les fonctions u* sont dans (L*—%(2))¥ alors
que les grad ¢ sont seulement dans (L¥(2))¥ dans les travaux de ces deux
auteurs.

Supposons maintenant N = ¢ = 3 pour pouvoir manier plus facilement
les valeurs des indices. La proposition 4.1 conduit alors & travailler sur
H(Q, A, 4). Mais par un raffinement de démonstration, J. M. Ball montre
qu’en fait I’application:

(9'y @* @°®)— det (grad ¢*, grad ¢? grad ¢®)

est séquentiellement faiblement continue de (W?(2))® dans D'(2) pour
tout p, p > 9/4. Reprenant sa méthode, nous allons montrer la:

PROPOSITION 4.2. 8i N = q = 3, les applications associées aux détermi-
nants d’ordre 2 et 3 extraits d'une matrice 3 X 3 sont séquentiellement faiblement
continues de H(S2, A, p) défini par (42) dans D'(2), pour tout p, p > 12/5.

s

La différence 12/5 — 9/4 est donc le prix & payer pour avoir rot € L?
au lieu de rot = 0.

La différence 4 —12/5 est, elle, la somme de deux « coiits »: le premier
correspond 4 une application trop brutale de l’identité de Plancherel-
Parseval dans la troisiéme étape de la démonstration du théoréme 3.4. (on
a pris « dans L* alors que le choix naturel serait Ls3); le second correspond
au fait que dans la démonstration de la proposition 4.2. nous utiliserons au
maximum le théoréme d’injection de Sobolev, ce qui permet d’économiser

sur les indices.

D¥MONSTRATION. Elle suit les idées de [1], [2], [3] et nous n’en donne-
rons que les principaux points.
On commence en localisant, ce qui permet de se ramener au cas 2 = R?,

avec des fonctions & support dans un compact fixe. On décompose alors
tout élément e H(R?, 4, p) (p>12/5) en:

u* = grad p* 4 w*, l1l<a<3,
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ol w* est défini par:

rot w* = rot u*
dans R3,
divw* = 0

systéme qui est facile &4 résoudre (en appliquant la transformation de Fourier
ou la formule — A = rotrot— grad div) puisqu’ici rot u“e(Lz(R3))3. (Si
rot we (L*(RY))¥ avec P #2, voir par exemple [11] pour un résultat ana-
logue). Si u est borné dans H(R?® A, p), ou p>12/5, on obtient, (grice
aux théorémes d’injection de Sobolev et de compacité de Rellich-Kondrashov)
w* borné dans (H}, (R?))3, donc compact dans (L% (R?))3, pour tout p, < 6;
on a alors ¢~ borné dans Wi2(R3), done compact dans L?: (R?), ou p, > 12.
(Notons que cette décomposition est la méme que celle que nous avions
effectuée dans la démonstration du théoréme 3.4.).

On utilise ensuite les formules (cf. [1], [2], [3]): pour les déterminants
d’ordre 2

det (u', u?) = wiui —udud
’ 192 2

ous ouj
= wiuz — wiui + (<P uz) — (‘Pl’”i) — (Pl (g“%— ‘“1) y
2 ‘1

et pour le déterminant d’ordre 3, en désignant par det, (u2, %®) le mineur
du terme u}:

3 ——
det (u?, u2, u®) = > wydety (u?, u®)

3, 0
g a——( gt det, (w2, u?))

3

—q),z aa (detk (u?, u3));

T

dans cette derniére formule, on remarque que le dernier terme s’écrite (en
développant et en regroupant) comme une somme de termes du type:

ouy  oul
18k __ 0%
e (aw; awk)'

11 est alors facile de passer & la limite dans chacun des termes. @
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Deuxiéme exemple.

Soit £2 un ouvert de R¥. Considérons I’espace:

H('Q:A’p):{(uu-'-’uN)Iu:‘ELg(Q)7 1<j<¥,

(45) -

ox;

eLNQ), 1<i,j<N, i;&j}.

Si on explicite V, on constate que:

V ={(4,0,...,0)((1,0, ..., 0)| e R, ;e R—{0}}
V{0, 4,0, ..., 0)(0, &,, 0, ..., 0)|4, € R, L, e R—{0}}
U e U{(0, ..., 0, 21)(0, ..., 0, &y)| Ave R, Eye R—{0}}.

I1 est facile de voir que A engendre R¥ (on a ici m =1 =N, n = N X
X(N —1)) et que (utiliser par exemple (41)):
ranga(l) = N—1 si une seule des composantes de ( est non nulle,
ranga(l) = N sinon .
Nous ne pouvons done appliquer que la partie « conditions nécessaires »

de notre théoréme principal. En explicitant, par un calcul facile, les poly-
némes homogénes qui vérifient (5), on montre la:

PROPOSITION 4.3. Soit f: RY— R, une fonction a valeurs finies, telle que
Vapplication u — f(u) soit séquentiellement faiblement continue de H(L2, A, oo)
défini par (45) dans D'(Q). Alors f est une somme & coefficients constants de
produils sans répétitions des fonctions coordonnées de R¥, ces produits étant
de degré inférieur ou égal ¢ N, i.e.:

(46) VyeRY, f(y)=c -+ > Ciinerir Y, Yiy - Y5, - M

1< <9z <...<ir <N

Mais quoique ’hypothése (20) de rang constant ne soit pas vérifiée dans
cet exemple, la conclusion de la partie « conditions suffisantes » de notre
théoréme principal est encore vraie, comme le montre la:

PrOPOSITION 4.4. Si f est de la forme (46), Uapplication u — f(u) est
séquentiellement faiblement continue de H(Q, A, p) défini par (45) dans D'(2),
pour tout p>2 si N = 2, et pour tout p>N(N—2) st N>3. =
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DEMONSTRATION. Nous allons nous limiter au cas N >3 (le cas N = 2
est analogue).

1ére étape. Soit v une fonction telle que:

47 welrQ), f”eLz(Q), 2<i<N, (p>N{H—2).

o,

N
Sur o = []Ja,, b,[, parallélépipéde & cdtés paralléles aux axes tel que
i=1
o c 2, définissons ¢ par:
@(Xyy Tgy ooy Ty) :fv(t, Doy eeey Ty)dl .
ay

On a alors dans w:

2 _ o _ [

= LA
ox, ! 0x; ox;
a,

(ty @gy ..., xy)dl, 2<i<N,

de sorte que si v est borné dans I’cspace défini par (47), ¢ est borné dans H(w)
(puisque N(N —2)>2) donc compact dans L¢(w), 1/¢>1/2—1/N.
Soit, d’autre part, w tel que:

ow 1 1 1
On peut alors écrire au sens de D'(w):
o 0 ow
4 = L= — —_— —
(49) v awlw ox, (gw)—¢ oz’

(chacun des produits vw, pw, p(ow/dx,) appartient & L'(w)).

De plus si v¢ et we sont deux suites bornées dans les espaces définis par
(47) et (48) et convergeant faiblement vers ¢° et w° la formule (49) im-
plique que:

(50) vews — pOw®  dans D'(Q).

2éme étape. Démontrons maintenant la proposition par récurrence sur
le degré r des mondmes intervenant dans (46): Supposons que, pour r fixé,
(1<r<N), les applications w —u; u; ... w; sont séquentiellement faible-
ment continues pour tous les 1<j, <j,<..<j,<N; ce résultat est évi-
demment vrai pour » = 1 puisque ’application est alors linéaire; considérons
un mondéme de degré » 4+ 1, par exemple w,u,... %,.4;, €& montrons que

Papplication associée est séquentiellement faiblement continue.
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Pour cela, posons:

& £ & €

I £ _ €
V=, W= U, .

On vérifie facilement que si u¢ est borné dans espace H(L2, A4, p) défini
par (45) avee p> N(N —2), alors v* et we sont bornés dans les espaces
définis par (47) et (48). Comme I'hypothése de récurrence implique que we
converge vers uj ... %y, dans D'(2) (et donc dans Ls(Q) faible) quand ue
converge faiblement vers «° dans H(Q, 4, p), on déduit de (50) que:

ug(uy oo uf ) —ud(ud ... ul, ;) dans D(Q),

c¢’est-a-dire le résultat cherché. m

La proposition 4.4. montre que si f est donnée par (46), ’application cor-
respondante est faiblement continue sur H({£2, 4, p), p > N(N — 2), alors
quil suffit que e (L¥(2))¥ pour que cette application soit correctement
définie. Ce fait doit une nouvelle fois étre compris comme la conséquence
d’un manque de régularité sur les dérivées (qui sont seulement dans L?2)
qu’il faut compenser par le fait que les fonctions sont dans L¥®-2 (au lieu
d’étre dans L¥). La méme démonstration permettrait d’ailleurs de montrer
que Papplication u — f(u), out f est donnée par (46), est faiblement continue
sur l’espace:

ou;

{(ul,...,uN)[u,-eL”(Q), 1<j<N, el ), 1<i,j<N, i;&j}

]

des que p>N.
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