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Compacité par compensation:
condition nécessaire et suffisante de continuité faible

sous une hypothèse de rang constant.

FRANÇOIS MURAT

1. - Introduction.

Soient un ouvert Q de RN (borne ou non, r6gulier ou non), un reel p
tel que 1  p  + oo et des coefficients ai k :

Nous consid6rons dans cet article 1’espace :

muni de sa norme naturelle:

L’espace H(D, A, p) est donc le domaine d’un op6rateur diff6rentiel A,
a valeurs vectorielles et a coefficients constants aiik; d’un autre point de vue,
c’est une sorte d’espace de Sobolev a-sym6trique.

A toute fonction f : R- -&#x3E; R on associe l’appIication u-+f(u), ou f (u)
est la fonction compos6e definie presque partout par:

Pervenuto alla Redazione il 18 Dicembre 1979.
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Pour que f (u) soit une distribution, une condition raisonnable est que
f(u) E EL.(D). C’est pourquoi nous serons amenés a faire des hypotheses
de régularité et de croissance a l’infini sur f : par exemple, si u varie dans
(LP(Q))m (p fini), nous supposerons f continue sur Rm et croissant à l’infini
au plus comme yip; si u varie dans (Loo(Q»)m, il suffit de supposer f continue
pour que f(u) appartienne a EL..-

Notre but est de r6soudre le problème suivant:

PROBLEME (*). On se donne un espace H(921 A, p). Trouver toutes les
fonctions f satisfaisant:

et telles que:

Pour toute suite ’UB verifiant (1) :

on a : o

En d’autres termes, il s’agit de caract6riser (et si possible d’expliciter)
toutes les fonctions f telles que l’application associée soit séquentiellement
faiblement continue de H(Q, A, p) dans 01(92), (ou faiblement signifie que
H(S2, A, p) et Ð’(Q) sont munis de leurs topologies faibles d6finies par (1 )
et (2)).

Ce probl6me (*), et bien d’autres questions connexes, est l’objet de
recherches men6es en collaboration avec Luc Tartar depuis plusieurs ann6es.

Remarquons que les fonctions f solutions du probl6me (*) sont n6ces-
sairement continues: en effet, consid6rons une suite de R- telle que:

(1) Nous consid6rons toujours des suites de nombres E tendant vers zero.
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Les fonctions ue d6finies par:

verifient (1); si f est telle que l’on ait (2), on a necessairement :

c’est-a-dire la continuit6 de f.

NOTATIONS. Pour enoncer la solution de ce probl6me, nous utiliserons
les notations suivantes:

Notons que 11 n’est autre que la projection de TT sur Rm.
Soit .L Ie sous-espace vectoriel de Rm engendre par A et soit I sa dimension

(OIm). On se donne une base el, e2, ..., em de Rm telle que e1, e’, ..., et

appartiennent a 11. L’espace H(D, A., p) etant un objet invariant par change-
ment de base, nous supposerons que cette base est celle que nous avons utilisée
dans Rm.

Définissons aussi Ie symbole de l’opérateur A: pour tout I E RN, c’est

la matrice (m X n) a(E) dont les coefficients sont donnés par (2) :

Enfin, etant donne un polyn6me P : Ri-R a coefficients constants,
homog6ne de degr6 r, nous d6finirons une forme r-lineaire associ6e, not6e
.Lp, par:

(2) On notera que, avec cette definition:

et que, si u d6signe la transformée de Fourier de la fonction u, on a:
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On notera que la dérivée p(r&#x3E;(z) est en fait indépendante de z, que la
forme L1J est symétrique et que 1’on a:

Le but de cet article est de d6montrer le théorème suivant :

THEOREME PRINCIPAL. On considère 1’espace H(S2, A, oo) et une fonction
f : Rm -&#x3E; R, continue.

Pour que l’application u -&#x3E; f (u) soit séquentiellement faiblement continue
de H(S2, A, oo) dans D’(Q), les conditions suivantes sont nicegsaires:

i) la f onction f est une somme finie de polynômes Pa en y1, ..., yi 2

homogènes, a coefficients constants, de degr6 au plus 6gal à inf (N, 1), les

coefficients de cette somme 6tant des fonctions ca qui ne d6pendent que de

YZ+l, ... , 7 y.: i.e.:

ii) chacun de ces polyn6mes P,, vérifie, si son degri r est super?.eur
ou égal à 2: 

-

Réciproquement, si le rang de a(C) est constant pour tout  c- RN - {0},
ccs conditions sont suffisantes..

Dans chaque cas particulier ou l’on se donne les coefficients aUk de Ilop6-
rateur A, les conditions (4) et (5) permettent d’expliciter compl6tement
les fonctions f solutions 6ventuelles du probl6me (*). Si le symbole a(C)
de A est de rang constant, nous avons donc résolu ce probl6me.

Le reste de cet article est consaer6 a la demonstration du th6or6me

principal et de résultats voisins (cas ou p est fini). Le paragraphe 2 traite
des conditions necessaires; une grande partie de ces résultats a ete expos6e,
de façon différente, dans [19]. Le paragraphe 3 traite des conditions sufh-

santes ; nous les avions deja établies dans [18], [19], [12] sans hypoth6se de
rang constant sur a(C), pour des polynbmes de degr6 2; Iloriginalit6 de cet
article est que nous les 6tablissons ici dans le cas general. Malheureusement,
la m6thode de demonstration employ6e, qui reprend celle de [11], nous
-onduit a supposer que le symbole de l’opérateur A est de rang constant.
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Il s’agit donc d’un r6sultat nouveau mais un peu insatisfaisant. Enfin, le
paragraphe 4 est consaer6 a deux exemples.

2. - Conditions necessaires.

Ce paragraphe est notamment consaer6 a 6tablir la partie « conditions
n8cessaires » du théorème principal. Une demonstration d’une grande partie
des r6sultats 6none6s a ete donn6e dans [19], par une méthode inspir6e
de la meme idee.

REMARQUES 2.1. Le theoreme principal donne des conditions n6cessaires
i) et ii) que doivent verifier les fonctions f auxquelles sont associées des appli-
cations faiblement continues de H(SZ, A, oo) dans Ð’(Q). En fait, la d6-

monstration de ces conditions n6cessaires n’utilise que la continuité de l’ap-
plication u -&#x3E; f (,it) sur certaines suites particulières de H(Q, A, 00); ces

suites ont notamment les deux propri6t6s suivantes:

1) elles v6rifient les ue utilises sont

des elements du noyau de l’op6rateur A;

2) elles ne prennent qu’un nombre fini de valeurs : cette particularite
est importante dans Ie cas ou l’on slint6resse a des suites uE convergeant
faiblement dans H(Q, A, p) qui sont astreintes a prendre leurs valeurs

dans un ensemble fixe K, i.e.:

Notons que pour de telles fonctions us measurables, il suffit que f soit et valeurs
finies pour que f (uE) E L-(Q).

D’autre part, on remarque que comme l’espace H(Q, A, oo) est inclus (3)
avec injection continue dans H(.Q, A, p), le th6or6me principal donne des
conditions n6cessaires que doivent v6rifier les fonctions f solutions du pro-
bleme (*), quel que soit l’indice p.

Enfin le th6or6me principal ne donne aucun renseignement sur la d6-

pendance de f par rapport a ’ i+1, ..., Ym. Ceci est normal, puisque comme
on le verra au paragraphe 3, toute application u - c(UZ+1, ..., um) est faible-

(3) Cette affirmation est inexacte quand n’est pas borne puisqu’on n’a pas
alors LOO(D) c L-1(92) (p fini) mais seulement -V(D) c LLI,,,(S2); mais cette dernière

propriete suffit puisqu’on consid6re toujours le produit de f(u8) par une fonction 9?
a support compact.
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ment continue dès que c est une fonction continue de Rm-l dans R vérifiant
des conditions de croissance à Ilinfini. m

LEMME 2.2. Soit f : Rm -7 R 2cne foitetion à valeui-s finies. Si pour toute

suite ue définie par :

on a:

alors nécessaire’ment f véri fie:

DEMONSTRATION. On a bien Sur :

et de meme, comme:

on a:

Grace à ces résultats, on déduit facilement (9) de la propriété de conti-
nuité (8). m

COROLLAIRE 2.3. Si f vérifie les hypothèses du lemme 2.2., alors f est un
polynôme en Yl’ ..., y l de degre au plus égal à 1, dont les coefficients sont des
fonctions de Y Z+l, ..., ym. o
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n

DEMONSTRATION. En écrivant y c- R- sous la forme y = ! Yiei, oii ei
i=l

est la base que nous avons introduite (ei c A si 1.j.1), on a d’apr6s (9):

et ainsi de suite, ce qui implique le résultat..

LEMME 2.4. Soit f : R,- --&#x3E; R une fonction à valeurg finies. Si pour toute

suite ue définie par:

an a :

alo’rs nicessairement f véri fie:

indépendants deux d deux,
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DEMONSTRATION. On a bien sur, d’apres (10):

: faible 6toile .

Puisque rang (©1 , 03B62 Ca) = 2, 03B61’ 03B62’ C3 etant deux a deux independants,
on a:

Choisissons maintenant T, = l/cx1, T 2 = I- /CX2 I T3 = 1.
Comme x. ’a = oc1(x. ii) -f- OC2(X. ’2)’ u8 est une fonction ne dépendant que

des variables zi = x - CI et Z2 = x ’ ’2 et p6riodique par rapport a chacune
d’entre elles, de p6riodes I /al et 1 /a2 , de sorte que f(u-) est p6riodique -,n z,
et z, avec les memes p6riodes.

La figure ci-dessous donne les valeurs de f(u8) sur Ie pave de periodes :

valeurs de f(u8) sur le pave de p6riodes.

Si 1’on a un peu de courage pour calculer les differentes surfaces, on
en deduit que f(u6) converge dans L’(S2) faible 6toile vers:
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De ce r6sultat et de llhypoth6se de continuité (11), on déduit (12).

REMARQUE 2.5. Si US est defini par (7), on a:

of Te est (au signe pr6s) la mesure superficielle port6e par les hyperplans
(x. C)/8 = 0 ou 0 (modulo 1 ). Puisque (A, C) E Y, u8 vérifie:

Les suites d6finies par (7) et (10) sont done des cas particuliers de suites
vérifiant ( 1 ) .

PROPOSITION 2.6. Soit f : Rm - R, continue. Si l’application u --&#x3E; f(u) est
séquentiellement faiblement continue de .g(,52, A, oo) dans D’(Q), alors on a
pour tout entier r &#x3E; 2 :

Notons que la formule (13)r a bien un sens: en effet, d’apr6s le corol-
laire 2.3., f est un polynome en Y. ... , 7 y I, donc ind6finiment derivable par
rapport a ces variables; or, ce sont ces d6riv6es partielles (et non celles par
rapport a YZ+1, ..., ym) qui interviennent dans (13)r :

DEMONSTRATION .

Cas r = 2. Soit f verifiant les hypotheses de la proposition 2.6.. Alors,
d’après le remarque 2.5., f verifie a fortiori les hypotheses du lemme 2.2.
Si (Â1, C1)’ (Â2, C2) EV avec rang (C1, C2) :1, c’ est que CI et ’2 sont colin6aires
a un CERN_{O}.
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Alors ÂI, Â2 et (li + Å2) appartiennent à A et on déduit de (9) que:

d’où (13)2.

Cas r = 3. Soit f vérifiant les hypotheses de la proposition 2.6.. Alors

d’apr6s la remarque 2.5., f verifie a fortiori les hypotheses du lemme 2.4..
Consid6rons (Â1, ’1), (A,, C,), (13 , Ca) EV avec rang (’1’ C2, C3)  2.

Si le rang est 1, c’est qu’il existe un C tel que (Â1, C), (Â2, C), (A., C) E y’
et alors on a d’apr6s (13)2:

d’oA 1’on d6duit en d6rivant par rapport a t, que:

Si le rang est 2, consid6rons d’abord le cas ou deux des C (par exemple
1 et 2) sont colin6aires. Alors d’apr6s (13)2 on a:

d’où par derivation (13)a. Si 1’on est dans le cas ou les C sont deux a deux

ind6pendants, on obtient en d6rivant dans (12) par rapport a 6, puisque le
second membre est du 26me degr6 en 8, que :

Mais la d6riv6e f(3){y) Â(XÂpÂy est nulle des qu’un indice est repete : en
effet d’apr6s (13), y on a:

En developpant dans (14), y on obtient donc que:

c’est-a-dire (13)a.

Cas r &#x3E; 4. La demonstration est analogue a celle du cas r = 3. Signalons
quand meme qu’il n’est nullement n6cessaire d’établir une formule analogue
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a (12), ce qui n6cessiterait de calculer des volumes dans 1’espace Rr-1:
il suffit de se convaincre que la limite de f(u-) ou

est un polyn6me de degr6 r -1 en 0 ... o

COROLLAIRE 2.7. Si f vérifie les hypotheses de la proposition 2.6., alors f
est un polynôme en yl , ..., y t de degri au plus égal à inf (N, 1), dont les

coefficients sont des fonctions de y z+1, ... , 2 y..0

DBMONSTRATION. Une partie du r6sultat est d6jA connue par le corol-
laire 2.3.. Lerested6coulede(13),,+,,:consid6ronsyeneffetyA.,A,.,...,Av+,c-A;
les Qi , C2, ..., CN+I correspondants sont forcément de rang au plus N puisque C
varie dans RN. Dans ces conditions:

et comme A engendre .L = R’, f est un polynome de degr6 au plus N
sur R’. s 

DEMONSTRATION DE LA PARTIE «CONDITIONS NII20ESSAIRES » DU THÉO-
R#ME PRINCIPAL. Nous avons deja d6montr6 la plus grande partie des
conditions necessaires : la proposition 2.6. et le corollaire 2.7. r6sument ce
qui est d6jh acquis. Si f verifie les hypotheses de la proposition 2.6., on
a donc :

où Us est un polyn6me homogene de degre s en yl , ... , y dont les coefficients
dependent de Yt-fl, ... , ym . En utilisant (13),., on obtient pour r&#x3E;2:

puisque la d6riv6e d’ordre r des polyn6mes gs de degre 8  r est nulle.
Notons que g(")(y) ne depend en fait que de YZ+I, ..., ym et tenons
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Y3L = Y2 =... = y, = 0 dans (15); comme la d6riv6e g(,,’)(y) est pour s &#x3E; r

un polyn6me de degr6 s - r(&#x3E; 1) en y,, ..., y 1, on obtient que

Soit maintenant Qr 1’ensemble des polynomes homog6nes de degré tr
en y,, ... 9 y,7 a coefficients constants, qui vérifient (5) : c’est un espace vec-
toriel de dimension finie ; soit Qi , ... , Q" une base de Qr. Pour tout y t+, , ..., y.
fix67 les relations (16) signifient que gr appartient a Qr ; c’est donc que:

Ceci ach6ve la demonstration des conditions necessaires. n

Terminons ce paragraphe par un r6sultat facile:

PROPOSITION 2.8. Si f: Rl-+ R est un polynôme de degri r&#x3E;2 à eoe f -
f icients constants, il est iquivalent d’avoir (5) ou d’avoir (13 )8 pour tout entier
s&#x3E;2. m

DEMONSTRATION. Que (13)8 pour tout s&#x3E;2 entraine (5) est evident

puisque (5) n’est autre que (13)r .
La r6ciproque se d6montre par recurrence descendante sur s : en effet (5)

implique (13)r; supposons que (5) implique (13), pour un s cr et d6montrons
que (5) implique (13)8-1 (avec (s - 1) &#x3E; 2).

D6finissons pour cela pour (Â,l’ ’1)’ ..., (Â,8-1’ ’8-1) EV tels que:

une fonction g par:

Pour tout 616ment e (1  j  l) de la base de R’, il existe ocj E RN tel que
(e,j,Otj)eVet on a rang C.1-ig (Xj) s -1. La relation (13)8 entraine que :
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Comme g( 0) = 0, puisque g est homogene de degr6 r - (s - 1) &#x3E; 1, on a
g(z) = 0 pour tout z c- RI c’est-a-dire (13),-i. Q.E.D.

3. - Conditions suffisantes.

Ce paragraphe est notamment consaer6 a 6tablir la partie « conditions
suffisantes » du théorème principal. Rappelons d’abord un résultat que nous
avons d6jA 6tabli (voir [18], [19], [12]) :

THII20RIiIIkIE 3.1. Soit P : R- ---&#x3E; R un polynome homogène de degrg 2. A5i

P véri fie:

alors I’application u -P(u) est séquentiellement faiblement continue (au sens
(1) implique (2)) de H(Q, A, 2) dans U)’(,Q). o

En notant que si (.Â.1, li), (Å.2, 03B62) EY avec rang ((i , C,)  1, alors .Â.1, )"2
et li + Â2 appartiennent à A, et que si P est un polyn6me homogène de
degr6 2, on a :

(ou Lp est la forme bilin6aire sym6trique definie sur Rm X Rm et associ6e
a P, voir (3)), il est clair que (17) est equivalent a (5).

Dans Ie cas où f est un polynome de degr6 2 sur Rm, la condition (5)
est donc nécessaire et suffisante pour que f soit solution du probl6me (*),
et ceci sans avoir besoin de faire I’hypoth6se que a(C) est de rang constant.

COROLLAIRE 3.2. L’application u -&#x3E; (u,+,,... , um) est conipacte de H(Q,A,2)
dans- (Lioc(Q) )m-l..

DEMONSTRATION. Consid6rons une suite u6 qui converge vers UO dans
H(Q, A, 2) faible. En appliquant le théorème 3.1. au polynome P d6fini
par P(y) = yf (I + 1  j  m), qui verifie I’hypoth6se (17) en raison du choix
que nous avons fait pour la base de Rm, et en utilisant dans (2) des fonctions

test e = Ø2, oiL 0 c- 0(92), on voit que Oul -&#x3E; Ouo dans L2(Q) fort, d’où le
resultat. 1

Comme consequence de ce corollaire on obtient (en extrayant des sous-
suites qui convergent presque partout et en utilisant Ie th6or6me d’Egorov
et Ilin6galit6 de Holder) la:
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PROPOSITION 3.3. Soient p tel que 2 p  + oo et c une fonction
c : R--z --&#x3E; R, continue, vérifiant ( si pest fini) :

Alors pour toute suite u,, telle que (azc sens de (1)):

on a:

Enongons maintenant le résuItat le plus nouveau de cet article :

THII20RIiIME 3.4. Nou8 supposerons que :

Soit r 1tn entier tel que 3  r  inf (N, l ) .
Si P: Ri - R est uit polynôme homogènc de degri r vérifiant:

alors l’application u -+ P(’lt) est séq’ltentiellement faiblemeitt continue de

H(Q, A, 2r- 2) dans D’(Q) (au sens (1 ) implique (2»)..
Dans 1’6none6 du th6or6me 3.4., nous nous sommes limit6s a 3r

inf (N, l). En effet, le cas r = 1 est trivial (P est alors lilléaire), le cas
r = 2 a 6t6 traite au théorème 3.1., et on deduit facilement de (21) que P
est nul si r &#x3E; inf (N, 1).

En rassemblant les r6sultats des th6or6mes 3.1. et 3.4. et de la propo-
sition 3.3., il est clair que nous avons d6montr6 que si a( I) est de rang constant,
les conditions i) et ii) du th6or6me principal sont suffisantes (et donc néces-
saires et suffisantes) pour que Ilapplication io - f(u) soit s6quentiellement
faiblement continue (4) de H(Q, A, oo) dans D’(Q).

(4) On pourrait am6liorer 16g6rement ce résultat pour obtenir la continuit6

faible sur H(Q, A, p) (p fini) en utilisant le fait que f est nécessairement un polyn6me
de degr6 au plus 6gal a inf (N, I) en y,, ..., y, et que chaque polyn6me homog6ne
de degre r est continu faiblement sur H(Q, A, 2r - 2).
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REMARQUE 3.5. Tel qu’il est 6nonc6, le théorème 3.4. est insatisfaisant
a un double point de vue:

si P est un polynome de degr6 r, nous d6montrons la faible conti-
nuit6 de l’application u - P(u) sur H(Q, A, 2r - 2), alors que cette appli-
cation est correctement d6finie sur H(Q, A, r). Toutefois, il ne s’agit la,

que d’un inconvenient mineur; notons d’ailleurs que nous avons seulement
suppose que les d6riv6es aijk(aujl8xi) sont dans 12(Q) et non dans un

; ;

espace LQ(Q) avec q&#x3E;2; ceci compense en partie cela. Nous reviendrons

sur ce point au paragraphe 4;

plus genante est llhypoth6se (20) que le symbole de Ilop6rateur A
est de rang constant: en effet, cette hypoth6se exclut du cadre de notre étude
certains espaces H(Q, A, p). Nous sommes convaincus que cette hypoth6se
doit pouvoir etre levée, peut 6tre en utilisant une demonstration analogue
a celle donn6e dans [18], [19 ], [12] dans le cas d’un polyname de degr6 deux.
Mais nous n’avons pas r6ussi a adapter cette demonstration ; aussi nous avons
suivi la m6thode que nous avions utilis6e dans [11], et qui impose de faire
l’hypothèse (20); cette m6thode reprend des id6es exprim6es dans les articles
de L. Sarason [15] et T. Kato [7], qui font suite a deux articles de J. R.
Schulenberger et C. H. Wilcog [16], [17]. · ,

Avant de d6montrer le th6or6me 3.4., donnons deux lemmes emprunt6s
a ces auteurs; dans ces deux lemmes l’hypothèse (20) de rang constant est
essentielle. Nous consid6rerons d6sormais a(C) comme nne matrice ti coe f -
ficients reeZs mais opérant de Cm dans Cn.

LEMME 3.6 [15]. On fait l’hypothèse que:

Alors it existe c &#x3E; 0 tel que:

DTMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que llhypoth6se (20) im-

plique que 1’application qui 
. 

à CERN associe la projection orthogonale sur
(Ker a(C))-L est continue en tout point ( E .RN - {0} a valeurs dans E(C-, Cm).
(Ceci peut se démontrer de façon 616mentaire en consid6rant une base ortho-
norm6e quelconque el(C), ..., em(C) de Cm, dont les q premiers vecteurs en-
gendrent Ker a(C), pour tout et en extrayant des sous-suites).
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D6montrons maintenant le lemme par 1’absurde: si (22) n’est pas verifier
c’est qu’il existe deux suites 16 et w6 telles que :

Extrayant une sous-suite et passant a la limite, on obtient que:

ce qui est absurde. m

LEM1BIE 3.7 [7 ]. Pour tout, E RN - {0}, soit n(’) la projection orthogonale
de Cm sur (Ker a(C) ).1..

Si on fait l’hypothèse que :

alors i est un multiplieateur de Fourier dans .Lp(RN, Cm), pour tout

1  p  + 00, i, e. (6):

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que, si (20) est verifier C --* n(C)
est analytique (6) sur RN- (0) ; en remarquant que:

( ) Pour etre tout a fait correct, il faudrait définir Y(nY) sur un ensemble de
fonctions denses dans (Lil)- sur lequel les transformees de Fourier et Y sont cor-
rectement définies, par example (Lp n L2)m,

(6) Nous reprenons ici une demonstration de [17].
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on peut, puisque ta(I)a(Q) est une matrice symétrique, utiliser la formule
de Cauchy:

qui est valable pour tout l G RN - (0) des que C(C) est un cercle de C de
rayon assez petit, inf6rieur par exemple a la moiti6 de l’inf des valeurs ab-
solues des valeurs propres non nulles de ta(’)a(’). Il est facile de d6mon-

trer la continuité de ces valeurs propres par rapport a I. Le fait que

ta(’)a(’) soit de rang constant (puisque 1’on a Kera(’) = Kerta(’)a(C) et
que 1’on a fait llhypoth6se (20)) entraine que 1’on peut choisir 0(’) = C(C,)
au voisignage d’un point C,:A 0; du fait que C -+ ta( C) a( C) est analytique sur

RN - (0) et de la formule de Cauchy, on déduit que est 6galement
analytique.

Le lemme 3.7. est alors une simple application du th6or6me de Mikhlin

(voir, par exemple, l’appendice de [8]) puisque la fonction a est tres re-
guli6re dans RN- (0) et homogène de degr6 0. o

DtmoNSTRATION DU THÉORÈME 3.4. Pour simplifier les notations, nous
effectuerons la demonstration dans le cas r = 3 (on a alors 2r - 2 = 4);
le cas general est analogue et est laiss6 aux lecteurs courageux.

Rappelons que si P est un polynome homogene de degr6 3, on a (cf. (3)) :

1 ere etape : localisation.

Nous devons montrer que si Us est une suite qui vérifie:

et si q E O(S?), alors on a:
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Choisissons P E 3)(D) une fonction telle que 1Jf == 1 sur support
et posons:

On a alors:

Compte tenu de l’identit8:

et du fait que :

(et de l’analogue pour W8) , on voit qu’il suffit de montrer le r6sultat suivant:

Pour toute suite u8 telle que:

u8 a support dans un compact fixe g , y

on a:

En somme, on a remplac6 Q par RNet (p par 1, les fonctions u8 devenant
a support dans le compact K.
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2èmv etape : décomposition de ue.

Si Ia suite u8 vérifie (23), définissons deux suites ve et we par:

avec les notations du lemme 3.7..
Si on d6signe par §# la transformée de Fourier :F ø d’une fonction 0-.

on voit que la définition de v-’ et we est equivalente a :

On a bien sur :

et on montre facilement que w8 et w8 sont a valeurs dans Rm et non dans Cm-
Examinons maintenant quelles sont les propri6t6s des suites w8 et w8.

Le lemme 3.7. et le fait que:

entrainent que:

De (25), on déduit que:
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d’ou par la transformation de Fourier inverse T:

et en joignant cette information a (26), y on obtient que:

Reprenant encore (25), on note que:

et que, en raison du lemme 3.6., on a:

On a donc :

ou, ce qui est equivalent (’), puisque nous savons d6jA par (26) que w8 est
borne dans (L2(RN»)m:

io8 borne dans (H’(RN))-.

En utilisant (26) et le th6or6me d’injection compacte de .H1(RN) dans
-L2t.,, ,(RN), cela entraine que:

(7) Ce résultat est un cas particulier de celui de J. R. Schulenberger et C. H.
Wilcox, amélioré par L. Sarason et T. Kato, cf. [16], [17], [15], [7].
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Enfin, comme u-, est a support dans un compact fixe K, on a:

et donc:

Comme en tout point ), v8(’) et all6()) sont les projections de K8()),
on a donc :

ce qui entraine dlapr6s le th6or6me de convergence dominee de Lebesgue que :

En conclusion, on a décomposé ue en la somme de deux termes dont
l’un w6 appartient au noyau de l’op6rateur A et dont l’autre w6 est «compact».

3ème etape : passage à la limite.

Comme u8 = ve + w-*7 et comme d’après (26), ue, v-’ et w-’ appartiennent
a (L3(RN))m, nous pouvons ecrire :

Nous allons passer successivement a la limite dans chacun des 4 termes

du 26me membre.

1 er terme. Comme u8 est a support dans le compact fixe K, on a:
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Consid6rons, pour chaque y fixé, la suite
de degr6 2, d6fini par: 

I

vérifie la condition:

En effet, cette condition s’écrit:

et r6sulte de llhypoth6se faite sur le polynome P en choisissant Â,l = Â2 = Â,
et Âa = eY (yime vecteur de la base de RI) dans (21). Puisque, d’après (23),

le th6or6me 3.1. montre que Q,,(u£) --&#x3E;- Q,,(uO) dans 0’(D).
Etant donne que u6 est borne dans (L3(RN))m, on a done :

D’autre part, d’apres (30):

Nous pouvons donc passer a la limite dans ce premier terme et con-
clure que:

2ème terme. Puisque u6 est à support dans K, on a:
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On peut alors appliquer a chacun de ces deux termes la demonstration
precedente, puisque, d’après (27), vs - vO dans H(RN, A, 2) faible et vE est
borne dans (.L3(RN))m. On en conclut que :

3ème terme. D’après l’identit6 de Plancherel-Parseval, et puisque
w6G (L4(RN))m n (L2(RN))m d’après (26), on a:

Mais on déduit de (28) et de l’hypothèse (21) que:

et on a donc :

Remarquons que dans (36) nous avons proc6d6 avec beaucoup de soin,
de mani6re a pouvoir écrire la derni6re ligne sans utiliser le théorème de

Fubini: en effet, la fonction des 2 variables
est nulle, mais rien ne permet d’aflirmer que chaque terme i
de la somme est une fonction de j

Remarquons aussi que nous avons utilise pour la premiere fois dans (36)
le fait que 1o6 est dans L4 (jusqu’a present la demonstration utilisait seule-
ment 1o6 G L4 avec q &#x3E; 3). C’est llidentit6 de Plancherel-Parseval qui nous
a conduit a cette hypothèse, que nous utiliserons 6galement dans le traite-
ment du 4ème terme (pour majorer la partie a l’il1fini).
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4ème terme. Utilisant l’identit6 de Plancherel-Parseval comme dans Ie

3ème terme, on obtient :

Nous allons traiter s6par6ment chacun des deux termes de (38).

Terme à distance finie. Montrons que si Rest fix6, nous pouvons passer
a la limite en 8 dans le terme J .

Pour a fix6, le terme n’est autre que le conjugue de la

transformée de Fourier de Q«(w6) ou Q« est le polynome de degr6 2 d6fini
par (33). Par le meme raisonnement que celui que nous avons utilise pour
passer a la limite dans le ler terme, on obtient:

On en déduit que les transformees de Fourier convergent dans L3 (RN ; C)
faible.

D’autre part, (31) implique que:

On a done:

I Pour tout R fix6 ,

Terme 4 l’infini. Montrons maintenant qu’6tant donn6 6 &#x3E; 0 fix6, nous
pouvons choisir .R assez grand de façon a ce que le terme I f I soit inf6-

rieur 4 b, uniform6ment en e. En effet, d’apres (29): Ici &#x3E;-R
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De ce r6sultat et de (39), on déduit que:

4eme etape : conclusion.

Revenant en arri6re, nous constatons que nous avons d6montr6 que si
une suite ’UB verifie (23), alors, grace a la decomposition (32) et aux résultats
de convergence (34), (35), (37) et (40), on a:

c’est-a-dire (24). C’est le but que nous nous 6tions fix6, et que nous avons
atteint, non sans efforts.

4. - Deux exemples.

On peut considérer de nombreux exemples d’espaces H(Q, A, p) et cher-
cher dans chaque cas particulier a r6soudre le probl6me (*), c’est-a-dire a
expliciter quelles sont les fonctions f auxquelles sont associ6es des appli-
cations u (u) s6quentiellement faiblement continues de H(Q,A,p) dans
p’( Q) .

Un certain nombre de tels exemples sont donn6s dans [19] et [12]; on y
trouvera 6galement des applications, la plupart rapidement 6voqu6es, qui
devraient, nous llesp6rons, justifier notre etude dans l’esprit du lecteur.

Pour r6soudre le probl6me (*), nous avons l’outil que constitue le th6o-
rème principal de cet article. Encore faut-il, dans chaque cas particulier,
expliciter quels sont les polyn6mes homogènes de degr6 r qui satisfont (5).
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Cela conduit a des calculs alg6briques qui sont parfois difficiles, voire inextri-
cables. Quant aux conditions suffisantes, nous ne les avons établies que sous
llhypoth6se que:

lorsqu’on veut savoir si cette hypoth6se est verifiee, il est commode de

remarquer que:

ce qui permet de se ramener a 1’6tude de V qui est souvent plus facile que
celle du rang de a(C).

Traitons maintenant rapidement deux exemples. Dans chaque cas, nous
donnerons une demonstration directe (et plus performante) du th6or6me 3.4.

Premier exemple.

Soient un ouvert de RN et q un entier.
Consid6rons l’espace:

ou pour ø E (Ð’(Q))N on d6signe par rot 0 la distribution appartenant 4
(Ð’ (Q) )Na de composantes:

Cette definition généralise la definition classique du rotationnel (qui
consid6re le cas N = 3) ; en particulier, on a:

Si on explicite V on constate que:
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11 est alors facile de voir que 11. engendre Rm tout entier (ici 1 = m = N X q,
n _-__ N2 X q et inf (N, 1) = N) et que (utiliser par exemple (41)) :

Notre th6or6me principal s’applique donc a cet exemple.

PROPOSITION 4.1. L’application u -+ f(u) est séquentiellement faiblement
continue de H(-Q, A, 2N - 2) défini pacr (42) dans D’(Q) si ct seulement si

f(y) -- f (y1, ... , yq) est une somme (it coefficients constants) de determinants

extraits de la matrice des vecteitrs (yl, ..., yq) E (RN)q.

Remarquons que nous avons 6noiic6 cette proposition pour l’espace
H(S2, A, 2N - 2), (ce qui est un peu mieux que de 1’6noncer pour

H(Q, A, oo) ) ; cela tient au fait qu’ici L == Rm, et les conditions n6cessaires
impliquent done que f est un polynome de degr6 au plus N en yk, (1  oc  q,
1  k  N); pour les conditions suffisantes, on applique le théorème 3.4. 4
chaque partie homogene du polynome ; (il y a une petite difficulte si Q est
un ouvert non borne puisqu’on n’a pas alors L2N-2{Q) c EP(D) mais seule-
ment L2N-2(S2) c Elo"(Q) pour p  2N - 2 ; mais cette derni6re propriété suf-
fit car on consid6re toujours le produit de f (uE) par une fonction 99 a sup-
port compact). -

DEMONSTRATION. D’apr8s le th6or6me principal, nous voyons que

u --&#x3E; f(u) est séquentiellement faiblement continue de H(S2, A, 2N - 2)
dans 9)’(S2) si et seulement si f est une somme finie (A coefficients constants)
de polyn6mes P, chacun de ces polynomes etant homog6ne, a coefficients
constants, de degr6 r (au plus 6gal a N), et verifLant (5).

Un calcul simple, mais qu’il faut mener avec soin (on utilise notamment
le fait qu’une forme r-linéaire definie sur (RN)r est altern6e si et seulement
si c’est une somme de determinants d’ordre r extraits de la matrice N X r),
permet d’expliciter de tels polyn6mes et d’achever la demonstration de la
proposition 4.1. s

L’etude des fonctions sequentiellement faiblement continues sur H(Q, A, p )
défini par (42) est li6e a l’étude du probl6me de calcul des variations suivant:

Trouver les fonctions F: RNxq ---&#x3E; R, régulières, pour lesquelles l’in-
t6grale

atteint son minimum, quand (q;l, ..., q;q) varie dans un ferm6 borne

de (Wl’P(Q) )q.
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Une condition raisonnable pour que le probl6me (43) ait une solution est
bien 6videmment que 1’application

soit faiblement semi-continue inférieurement sur (Wi,P(Q))Q.
Ce problème a ete 6tudi6 par de nombreux auteurs; parmi les plus anciens

figure J. Hadamard, qui dans [4], [5], [6] a indiqu6 que si .I’ est solution du
prob]6me (43), alors on a:

Cette condition est connue sous le nom de « Condition nicessaire de

l,egendre-Hadamard)&#x3E; (8).
I1 faut ensuite citer L. Van Hove [20], qui a montre que si F est un

polyn6me du 26me degr6 sur RnXq, la condition (44) de Legendre-Hadamard
est n6cessaire et suffisante pour que l’application

soit faiblement s.c.i. (9), (voir aussi [9]), puis C. B. Morrey Jr., qui dans [9],
[10] a introduit la notion de « quasi-convexite » pour r6soudre le probl6me
(43). Enfin, plus r6cemment, Y. G. Reshetnyak [13], [14] et J. M. Ball [1], [2],
[3] ont d6montr6 que les applications (q;l, ..., ggq) -* det (grad pi, ... , grad ggq)

(8) Dans le cas où l’on s’intéresse, comme nous l’avons fait dans cet article, à
des applications faiblement continues (et non pas seulement faiblement s.c.i.), il

faut remplacer dans (44) l’in6galit6 par une égalité. La condition (44) ainsi modifi6e
n’est alors pas autre chose que la condition ( 13)2 dans le cas particulier de 1’espace
H(Q, A, p) défini par (42).

(9) Signalons que nous avons montre (voir [18], [19], [12]) que si f est un poly-
nôme du 2ème degré, la condition (de Legendre-Hadamard):

est ngeessaire et suffisante pour que 1’application u -4 f cp(x) f (u(x) ) dx soit faiblement
S2

séquentiellement s.c.i. de H(Q, A, 2) dans R, quelque soit T E 0(92), q &#x3E; 0. Ceei

generalise le résultat de L. Van Hove au cas d’un espace .H(S2, A, 2) avec A

quelconque.
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(of det d6signe n’importe quel determinant extrait d’une matrice N x q),
sont séquentiellement faiblement continues de (Wl,N(Q»)q dans 0’(S2).

Notre proposition 4.1. constitue donc, d’un certain point de vue, une
generalisation de ce dernier r6sultat, puisque nous le d6montrons pour
des fonctions (ioi, ... , 7 uq) dont les rotationnels sont dans .L2 (rot Uo, C (L2(S2))N2,
1  a  q), alors que Y. G. Reshetnyak et J. M. Ball le donnent pour des
fonctions (grad qi, ..., grad ggq) dont les rotationnels sont nuls. Mais notre

proposition 4.1. suppose que les fonctions ua sont dans (L2N-2(Q»)N alors

que les grad (px sont seulement dans (LN(Q»)N dans les travaux de ces deux
auteurs.

Supposons maintenant N = q = 3 pour pouvoir manier plus facilement
les valeurs des indices. La proposition 4.1 conduit alors a travailler sur
H(D, A, 4). Mais par un raffinement de d6monstration, J. M. Ball montre
qu’en fait 1’application :

est sequentiellement faiblement continue de (W’,P(92))s dans 0’(S2) pour
tout p, p &#x3E; 9/4. Reprenant sa méthode, nous allons montrer la :

PROPOSITION 4.2. Si N = q = 3, les applications associie,,? aux ditermi-

nants d’ordre 2 et 3 extraits d’une matrice 3 X 3 sont séquentiellement faiblement
continues de H(Q, A, p) défini par (42) dans D’ (Q), pour tout p, p &#x3E; 12/5.

La difference 12/5 - 9/4 est donc le prix a payer pour avoir rot C L2
au lieu de rot = 0.

La difference 4 - 12f5 est, elle, la somme de deux « coûts »: le premier
correspond a une application trop brutale de Pidentite de Plancherel-

Parseval dans la troisi6me 6tape de la demonstration du théorème 3.4. (on
a pris u dans L4 alors que le choix naturel serait .L3) ; le second correspond
au fait que dans la demonstration de la proposition 4.2. nous utiliserons au
maximum le théorème d’injection de Sobolev, ce qui permet dl6conomiser
sur les indices.

DAMONSTRATION. Elle suit les id6es de [1], [2], [3] et nous n’en donne-
rons que les principaux points.

On commence en localisant, ce qui permet de se ramener au cas Q = R3,
avec des fonctions a support dans un compact fixe. On decompose alors
tout element uEH(R3,A,p) (p&#x3E;12/5) en:
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ou wa est d6fini par:

syst6me qui est facile a r6soudre (en appliquant la transformation de Fourier
ou la formule - 4 = rot rot - grad div) puisqu’ici rot ua E (L2 (R3)) 3. (Si
rot it E (LP(RN) )N2 avec p *- 2, voir par exemple [11] pour un résultat ana-
logue). Si u est borne dans H(R3, A, p), ou p &#x3E; 12/5, on obtient, (grâce
aux th6or6mes d’injection de Sobolev et de compacité de Rellich-Kondrashov)
wa borne dans (Hioc(R3) )3, donc compact dans (EIL,.(,(R3))3, pour tout p,  6 ;
on a alors gga borne dans WL,.’,,,2(R3) , donc compact dans L",,,r 3), ou P2 &#x3E; 12.

(Notons que cette decomposition est la meme que celle que nous avions
effectuee dans la demonstration du th6or6me 3.4.).

On utilise ensuite les formules (cf. [1], [2], [3]): pour les determinants
d’ordre 2:

et pour le determinant d’ordre 3, en d6signant par det, (U2, u3) le mineur

du terme ul:

dans cette derni6re formule, on remarque que le dernier terme s’6crite (en
developpant et en regroupant) comme une somme de termes du type:

I1 est alors facile de passer a la limite dans chacun des termes. as
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Deuxième exemple.

Soit Q un ouvert de RN. Considérons l’espace:

Si on explicite V, on constate que:

I1 est facile de voir que A engendre RN (on a ici m == 1 = N, n = N X
x (N - 1)) et que (utiliser par exemple (41)):

si une seule des composantes de C est non nulle,

sinon .

Nous ne pouvons done appliquer que la partie « conditions n6cessaires »
de notre théorème principal. En explicitant, par un calcul facile, les poly-
n6mes homogènes qui vérifient (5), on montre la:

PROPOSITION 4.3. Soit f: RN -7 R, une fonction à valeurs f inies, telle que
l’applicatio&#x3E;i u -&#x3E; f(u) soit séquentiellement faiblement continue de H(Q, A, oo)
défini par (45 ) dans D’(Q). Alors t est une somme à coefficients constants de
produits sans répétitions des fonctions coordonnées de RN, ces produits etant
de degri inférieur o2c egat à N, i.e. :

Mais quoique l’hypothèse (20) de rang constant ne soit pas vérifiée dans
cet exemple, la conclusion de la partie « conditions suffisantes)&#x3E; de notre

théorème principal est encore vraie, comme le montre la :

PROPOSITION 4.4. Si f est de la forme (46), llapplication ’it -&#x3E; f (u) est

séquententiellement faiblement continue de H(S2, A, p) défini par (45) dacns 0’(.Q),
po2cr tout p&#x3E;2 si N = 2, et pour tout p &#x3E; N(N - 2 ) si N &#x3E; 3. m
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DEMONSTRATION. Nous allons nous limiter au cas N&#x3E;3 (le cas N = 2
est analogue).

1 ere étape. Soit v une fonction telle que:

N

Sur oi = n ]ai, bi[, paraII616pip6de a cotes parall6les aux axes tel que
jz=j

(I) c Q, definissons g par:

On a alors dans o):

de sorte que si v est borne dans l’cspace d6fini par (47), cp est borne dans Hl((O)
(puisque N(N - 2) &#x3E; 2) donc compact dans _Lq((O), llq &#x3E; 1/2 - 11N-

Soit, d’autre part, w tel que:

On peut alors écrire au sens de 5)’(a)):

( chacun des produits vw, q;w, q;(OW/ÔXl) appartient à Ll(W)).
De plus si V8 et ws sont deux suites born6es dans les espaces d6finis par

(47) et (48) et convergeant faiblement vers vO et w°, la formule (49) im-
plique que:

2èrne itape. D6montrons maintenant la proposition par recurrence sur
le degr6 r des mon6mes intervenant dans (46): Supposons que, pour r fix6,
(1rN), les applications u - ui 2 ... 2r sont s6quentiellement faible-

ment continues pour tous les 1jljl ... jrN; ce r6sultat est 6vi-

demment vrai pour r -- 1 puisque l’application est alors lineaire ; consid6rons
un mon6me de degre r + 1, par exemple u,+,, et montrons que
l’application associ6e est s6quentiellement faiblement continue.
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Pour cela, posons:

On v6rifle facilement que si UB est borne dans l’espace H(Q, A, p) dej&#x26;ni

par (45) avec p &#x3E; N(N - 2), alors vs et wE sont born6s dans les espaces
définis par (47) et (48). Comme I’hypoth6se de recurrence implique que wE
converge vers U0 ... uo dans 0’(Q) (et donc dans L8(Q) faible) quand uE
converge faiblement vers uO dans H(Q, A, p), on déduit de (50) que:

c’est-h-dire Ie résultat cherche.

La proposition 4.4. montre que si f est donn6e par (46), I’application cor-
respondante est faiblement continue sur H(S2, A, p), p &#x3E; N(N - 2), alors

qu’il suffit que u E (LN(Q»)N pour que cette application soit correctement
definie. Ce fait doit une nouvelle fois etre compris comme la consequence
d’un manque de régularité sur les d6riv6es (qui sont seulement dans L2)
qu’il faut compenser par le fait que les fonctions sont dans LN(N-2) (au lieu
d’etre dans LN). La meme demonstration permettrait d’ailleurs de montrer
que Ilapplication n (u), ou f est donn6e par (46), est faiblement continue
sur l’espace:

des que
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