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Triangulation formelle
de certains systémes de Pfaff complétement intégrables
et application a I’étude O~ des systémes non linéaires.

HELENE CHARRIERE

Introduction.

Cet article se compose de deux parties (chapitre I, chapitre 1II). Dans
la premiére partie, on fait 1'étude formelle des systémes de Pfaff comple-
tement intégrables de la forme

. dx 7
(1) d, =wz, ou o=Ay) poverst + Bz, y)

yq+1 )

A et B sont des matrices d’ordre n dont les coefficients sont des séries for-
melles en (z, y) & coefficients complexes. On montre (théoréme p. 2), pour
un tel systéme, ’existence d’une décomposition de Jordan; de plus, on met
le systéme sous une forme canonique qui sépare les variables. Cette décom-
position généralise les résultats de A. H. M. Levelt ([2]) et donne en par-
ticulier les invariants formels, par transformation méromorphe formelle, ce
qui généralise les résultats de W. Balser, W. B. Jurkat et D. A. Lutz (voir
par exemple [6]).

L’étude du chapitre I permet d’entreprendre I’étude C® des systémes
de Pfaff complétement intégrables non linéaires de la forme

"‘WH% = F(z,y,2)

(2)
0
yet 55 = G(x, ¥, 2)

ol F et G sont des applications (* d’un voisinage de I'origine dans R? xR",
4 valeurs dans R». On démontre en particulier le résultat suivant: si le
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systéme (2) a deux solution formelles H, = > a.(y)a", H, = 3 ba(x)y", &
n=0 n=0
coefficients C° dans un voisinage de Porigine de R, si de plus, lorsqu’on
remplace les coefficients de ces séries par leur développement de Taylor &
P’origine, les séries formelles & deux variables obtenues coincident, il existe
alors (voir théoréme p. 53) une solution wu(x,y) du systéme (2), C° dans
un voisinage de l'origine de R?, dont le développement de Taylor en x
(resp. y) est H, (resp. H,).
L’exemple suivant

0z
w”lﬁ—z =
oz yexp(——l—) six>0
?/5?;—22 px?
0 six<0

montre que, lorsque p ou ¢ est strictement positif, on ne peut pas espérer,
étant donnée une solution série formelle 4(z, y) = 3 @..2"y™ trouver une

n=0
m=0

vraie solution C* au voisinage de 0, admettant cette série comme dévelop-
pement de Taylor & l'origine. Le théoréme ci-dessus est donc le meilleur
que l'on puisse obtenir dans cette voie. Il généralise le théoréme analogue
4 une variable de B. Malgrange ([4]).

Dans un article en cours de rédaction, nous donnons deux autres ap-
plications importantes de la théorie formelle:

1) Pétude asymptotique des systémes non linéaires analytiques de
la forme (2), ce qui nous donne les invariants analytiques et méromorphes
des systémes analytiques du type (1).

2) Pétude C® de certains systémes non linéaires a4 parametre.

CHAPITRE 1

TRIANGULATION FORMELLE
DE CERTAINS SYSTEMES DE PFAFF

Notations,

On désigne par:

N

6 = Clw@,, r,] Panneau des séries formelles & coefficients dans C a deux
variables.
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9,1 (resp. 9%, resp. 6%) Panneau localisé de 0 par rapport a la
partie multiplicativement stable formée par les puissances
de x;, (resp. de x,, resp. de x, et x.).

Oy, O deux entiers strictement positifs.

b = Clt,, t.] ou t7'=ay, 13 =a,.

E = b ou n est un entier strictement positif.

E=ERY

7, =10 —8 la dérivation #?*1(3/ex,), pour i =1,2, ol p, est un entier
positif ou nul.

7, = 0'— 8 Dextension (1/a,)f;"*'(2/ét,) de 7, & §'.

D;: E— E un opérateur différentiel linéaire associé & ,, ¢’est-a-dire une
application de E dans F vérifiant:

Dy(v + w) = Dy(v) + Dy(W)
D (Av) = 1,(A)v + AD(v)

pour tout A dans 8, et tout (v, w) dans E=2.

D;: E'— E' DYextension de D, & E'. ,

A2y, 2,) (vesp. B(xy,x,)) la matrice de D, (resp. D,) dans la base
canonique de E.

a‘f“”é% + A(xy, a5)
(8) le systéme !

0
afgﬁl'a;z + Blx,, z,)

1 0
- ol E + A(tg, 137)
(8') Yextension de (S)

1
— tng+l ﬁ. + B(ta;; thg)
oy 0

1772
t2

(87) le systéme obtenu a partir de (S) au moyen transformation T de
GL,L(@%%) c’est-a-dire le systéme

) i or
aptl o ATy, m) \ A7 = TAT +ap 111
xm+1i -+ BT(x x ) o BT = T-1 BT + apﬁ-lT—l.al.

O, 172 2 0x,

Dans toute la suite, on supposera que D, et D, forment un systéme com-
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plétement intégrable, ¢’est-a-dire D, D, = D,D,, c’est-a-dire encore:
oB 04
i+l L AB =gnt1__ | BA.
“ or, + : Ow, +
THLEOREME. Soit le systéme complétement intégrable

aftl —‘a— + A(@y, 25)
0%,
(9): )
al:tl 3—172 + B(ay, 2,)

avec A et B dans JKJ,,Xn(a).
Il existe deux entiers strictement positifs, o, et oy et une transformation T
dans GL,(0,,) qui change le systeme

ltg‘mﬁl_a_ + A(tg, t2
oy ot,
(59 1 0
— foape+1___ o1 foa
Sy B, )
en le systéme
1 0
——t‘i‘17’1+1— +A'T(t1)
& oty
(81 4 5
 {xapat1 T
) % o + B'"(ty)
ot T'on a:
1)
Ay(t) 0 0 Bl(ly) 0 «-vvee 0
0 A;(tl) 0 0 B;(tz) 0
A"(t) = P ), BTt =
. N 0 0
0 ~--vn- 0 At 0 coeeee-- Blyt,)

ou %k est un entier tel que 1 <k<n et ou, pour 1<i<k:

Ajt) = ait) I, + "N

B;(tz) = bz’(tz)In, + tz,va?

I, matrice identité d’ordre n,

N}, N7 matrices nilpotentes d’ordre n; & coefficients dans C,
triangulaires supérieures,

a,(ty) (resp. b.(f,)) polyndme & coefficients dans C de degré
au plus oyp, (resp. o,ps);
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de plus, pour 1<i<k—1, ou bien a;— a,,, ¢Z, ou bien b, — b, ¢ 1;"*Z.
2) [A7(t), B"(t:)] = 0 .

3) La transformation T est le produit de transformations du type
diag (55, thla, .., t¥5) on, pour 1<i<mn, (k,, k) appartient & N2, et de
transformations appartenant a GL,,(@’).

REMARQUE 1. La condition [A'7(t,), B'?(t,)] = 0 équivaut & dire que (8'7)
est complétement intégrable. Elle équivaut encore & [A;(t), Bi(t,)] = 0
pour 1<i<k, c’est-a-dire encore

[N}, N]=0 purl<i<k.

DEFINITION 1. On dit quw’un élément A de 0 est valeur propre de D, il
existe un vecteur non nul v de E tel que Do = Av. On dira que v est un
vecteur propre pour D, et qu’il est associé d la valeur propre A.

On a alors un corollaire immédiat du théoréme précédent:

COROLLAIRE 1. S8i (Dy, D,) est un couple d’opérateurs différentiels linéaires
de E dans E qui commutent, il existe, dans une extension E' de B, un vecteur
propre commun & D, et Dy, extensions respectives & E' de D, et D,.

La démonstration du théoréme se fait par récurrence sur la dimension n
de E, puis par récurrence sur le plus petit des deux entiers p, et p,.

Le cas n =1. Le systéme (8) s’écrit:

0
aPtl — L oa(x,, o
1 a[cl + ( 1) 2)

0
xhtl 50'0‘2 + b(@y, x,)

ol a et b sont des séries formelles en x, et «,, qui, du fait de la relation de
compléte intégrabilité o7 *1(0b/0x,) = 45 *(Ca/ox:,), sont du type suivant:

@y, ) = @y + ayy + ... + a, 27+ 2P (1, 2,)

b(@y, @) = by + by@y 4 ... + b, 7 4 w§’+15(w1, ;)

oL, pour 0 < i< p, (resp. 0 <4< p,) a; (resp. b,) est dans C, et @(@,, 7,), b(@1, 2,)
sont des éléments de 0 tels que ¢b/ow, = 0d/0w,.
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£23

La transformation ¢,(x,, #,) = exp (——jd(s, wz)ds) conduit au systéme
0

0
o+l — 4 ah(x,,
1 axl ( 1) 2)

0
90%”“5;2 + b(wy,y 1)

ol a(wy, ) = Ay + 0@, + ... + @, a7
Le systéme (S") est complétement intégrable; on a done

t t
P+l ob"s - mp.+1.a_a.l
1 2
02, 0%,
obh
x?l"' 1___ ==
X

b ne dépend plus de z,. On peut done 1'écrire:

b (wy) = by + bywy + ... + b, % + a5 1b ()

avec
[b;eC pour 0<i<p,

b' (@) € Clx,] -
La transformation i¢,(z,) = exp (—— jzf)(s)ds) change alors le systéme (S%) en
1]

0
xf'+15— + (@ + @@y + ... + 2, 271)
Ty

0 , ,
mg,ﬂ_ax + (by + bixe + ... + bpx?s) .
1

Le cas neN, p, = 0.

a) On cherche une transformation T € GLn(éw‘) qui «élimine » la va-
riable x;. De facon plus précise, on établit la proposition suivante:

ProOPOSITION 1. Soit le systéme complétement intégrable

0
Zy gw—l + A(z,, x,)
(8):

0
xptl a—.%‘;—*— By, 2,).
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Il existe une transformation T, produit de transformations de GL,(C[x,, x,])
et de transformations du type Diag (¥, ..., 2") (od les 1, sont dans N) qui
change (8) en

0
Xy P + A7(x,)
(87) '
apet 1520_2+ B (x,)

ot AT(2,), BT(2,) sont dans Mo,xa(Clz.])

Ay(@y) - 0 By(wg) v v veee 0
rey= |, Bw= [ :
: 0 : 0

0 +-vvn- 0 A, O +oeenn 0 B,(x:)

avee, pour 1<i<k:

4,0)=alI, + N}

Bj(0) = b1, + N}

ity

(2

a;, b; dans C, N; matrices nilpotentes de A, ., (C)
et, pour 1<i<k—1, ou bien a,— a,,, ¢ Z, ou bien b, — b, 7% 0.
On distingue pour cela plusieurs cas:
a) Les valeurs propres de A(0,0) ne différent pas d’un entier non nul.
On cherche alors, comme dans le cas d’une variable, une transformation 7'

dans GL,(0), telle que A7= A0, x,).

Posons  T(x,, @) = Ty(ws) + Ty(w); + ... + Th(@s)a® + ...
Ay, 3) = Ao(w;) + Ay(@)ay + ... + Asl@s)w} + ..
avec, pour k>0, Ty(x,) et Ay(2,) dans Mousxa(Clws])
AT = Ay(x,)

< TAT + a:nT'l—E%g =

o,
< AT—}—xlg?T = TA,
1

4,
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ATy — Tody =0
(Ao + In)Tl‘— Tle = '—AlTo

(Ao + kIn)T,c—— TnAo = ”—A1Tk—1—A2Tk-3 m—AnTo

La premiere équation de ce systéme est vérifiée par T, = I, et, pour k>1,
Pexistence et I'unicité d’une solution T, est assurée, par exemple, par le
théoréme des fonctions implicites formel, puisque (4, 4+ kI,)(0) et A4,(0)
n’ont pas de valeur propre commune.

N

11 reste & vérifier que B ne dépend plus de .
Posons  BT(®, €,) = Bo(ars) + B(@y)®; + ... ++ By(wn)ak + ...

avec, pour k>0, By(x,) dans Aux.(Clw.]).
Le systéme (ST) est complétement intégrable, c¢’est-a-dire:

dAy(xy) 0BT
D, +1 7 57 T [ —— T
@y dr, +BTA, Ty o, + A4,B
soit
dA,

ag 1 =2 By 4y = A, By
2
Ble = (In -+ Ao)Bl

BkAO = (kIn -+ Ao) Bk

Donc B, =0 pour k>1, puisque (kI, + A4,(0) et A,(0) n’ont pas de
valeur propre commune.

Les remarques qui suivent serviront & établir des théorémes de triangula-
tion sur d’autres anneaux que B, pour obtenir des théorémes d’existence de
solutions C® sur un voisinage de (0,0) dans R2, ou holomorphes dans un
produit de secteurs S, xS, dans C2. (Voir les chapitres suivants).

On introduit d’abord quelques notations.

Notations.

1) On désigne par OF[x,] V'ensemble des séries formelles en ux,,

> aq(x,)a;, ou, pour n>0, a,(x,) est une fonction C* sur V, voisinage
nz=0
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ouvert de 0 dans R, & valeurs complexes, et par Cw[[xl]] la limite inductive

lim . C%[z].
V voisinage de 0

2) On désigne par S(6,,0,, 0) le secteur suivant de C:
8(0y, 05, 0) = {weCl0,< Argz < 0s, || < o}

par Agp, o, 0[2:] Pensemble des séries formelles en x,, > aa(x,)x;, ou, pour
n=0
n>0, a,(x,) est une fonetion holomorphe dans 8(6,, 6,, o), admettant, quand

x, tend vers 0 dans S(6y, 0, o) un développement asymptotique, enfin par
Hgo, 09l2:] 12 limite inductive

lim #s,,0,,0)[%] -

>0

REMARQUE 2. Si P’on suppose que les matrices A et B du systéme (8),

au lieu d’appartenir a J()nx"(@), sont dans Aux.(C[x,]) (respectivement
dans g o [2.], et si on est dans le cas « (c’est-a-dire les valeurs propres
de 4,(0) ne difféerent pas d’un entier non nul), il existe alors une transforma-
tion T dans GL,(C®[x]) (resp. dans GL,(#gqp, o)[#:]) qui « élimine » ;.

B) Toutes les valeurs propres de A(0,0) différent deux a deux par un
entier non nul.

Supposons par exemple:

A(0,0) =
a &g O0- 0 )
0 a &
a 0 0
Ep—1
_ [ 0 a
a a+1 & 0 0
0 a +1 8;
0 a+1 0
’ &1
T 0 a-t+1

avec k et I entiers strictement positifs tels que ¥ + 1 = n.

&,=0 oul pour 1<i<k—1

e;= 0 oul pour 1<i<l —1.
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On fait alors sur le systéme (S) la transformation (wlIk 0) qui

X 0o I
rameéne au cas «o.

Pour que cette démonstration soit correcte, il faut supposer que A4(0, ,)
et B(0, z,) ont la forme suivante:

An(O, ;) 0 Bu(O, xz) 0
A0x) =1 o g00)]  BOW=1 0 BLo,@)

avec A;(0,2,) et Byy(0,7,) dans Moww(Clza]), A(0,2,) et By(0,x,) dans
tM)zXl(CIIwz]l)'

Si ce n’est pas le cas, on s’y raméne en effectuant sur le systéme (8)
une transformation 7'(x,) appartenant a GL,.(C[[wz]]). Plus précisément, on

cherche T(x,) de la forme Lo Tul) telle que A7(0,,) soit de la
To(22) I,
A(x) O ' /
forme 0 AL () avee Ay, (2,) dans Mo (C[2s]), Agy(ws) dans Mo (y[2a]),
22\%2

ce qui équivaut, si on pose

Ay (25) Ajza(,)
A(0, z;) = ( :
Ay (,) Ays(,)
a:
Ay () 0
T4 (2,) A(0, 2,) T'(2,) = ( 0 Aly(s)
(1) { Au +A22T21_T21A11_T21A12T21=0
Au -+ Am T2l = A{I
{ Ay + Ap Ty, — Ty gy — T1, 45 T, =0
(2) Azz + A21T12 = Aé2 .

On a A4,(0) = 0 et 4;,(0) = 0, done V'équation (1) est satisfaite en z, =0
par T, = 0. L’existence (et 'unicité) d’'une solution 7', (x,) de (1) est done
assurée, puisque A4,,(0) et A4,,(0) n’ont pas de valeur propre commune, par
exemple par le théoréme des fonctions implicites formel.

L’équation (2) est résolue de la méme maniére.

I1 reste a vérifier que si 'on pose

B0, 2y) = (Bh(-’”z) B:{2(9«"2))
T By, (ir3) By (x,)
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on a bien B,(z,) = 0 et By, (x,) =0, ce qui est une conséquence de la com-
plete intégrabilité de (S7). En effet:

0BT

aAT
/ —
+ BTAT =z, 2,

0,
dAT(0, x,)
dx,

- { Bis Az, = A1 Bis

By Ay = A5 By

wg, +1 _|__, ATBT

= ahtl + B7(0, x,) A7(0, x,) = A%(0, #,) B¥(0, x,)

Or A;,(0) = A,,(0), A;5(0) = A,,(0) puisque T(0) = I,.
Done A,(0) et A,,(0) n’ont pas de valeur propre commune et nécessaire-
ment on a alors Bj,(2,) = 0 et B, (x,) = 0.

REMARQUE 3. Siles matrices 4 et B du systéme (8) sont dans Mo,x.(C°[»,])
(resp. dans J(,,,x,.(fts(oho‘)![w,ﬂ)), on peut trouver une telle transformation
T(x,), C* inversible au voisinage de 0 dans R (c’est-a-dire C, ainsi que son
inverse, sur un voisinage de 0 dans R) (respectivement une transformation
T(«,), holomorphe dans un 8(0,,0,, o) ainsi que son inverse, et admettant,
ainsi que son inverse, un développement asymptotique lorsque x, tend
vers 0 dans S8(0,, 0,, p).

y) Cas général.
On raisonne par récurrence sur la dimension » du systéme:

1) si A(0,0) a du moins deux valeurs propres réelles qui ne different
pas d’un entier, il existe une transformation dans GL,.(@) qui décompose le
systéme (S) en deux systémes de dimension strictement inférieure & =
(voir [1] p. 264-266);

2) si toutes les valeurs propres de A(0,0) different par un entier,
on se rameéne 3 les supposer toutes égales, ¢’est-a-dire au cas «, en raisonnant
par récurrence sur le plus grand entier dont elles différent et en utilisant la
démonstration de g pour diminuer cet entier.

REMARQUE 4. Etant donné le systéme

0

w —
1 0z,

+4
(8): ,
aptios +B
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o A et B sont dans Moux.(C=[#.]) (resp. .M,,,x,.(.fes(e”oz)l[wl]])). 11 existe alors
une transformation T, produit de diag (#%, ..., "), ol les k, sont dans N,
par des transformations de GL,(C%[w]) (resp. de GLn(fts(o,,o,)lell)) telle
que le systéme (S7) soit de la forme

0
%y a—wl + A%(,)

0
w1 a7, + B7(w,)

ou A”(x,) et BT(x,) sont des matrices C*° de x, au voisinage de 0 dans R
(resp. des matrices holomorphes sur un secteur S(0y, 0,, ¢) de C, admettant,
lorsque x, tend vers 0 dans S(0,, 0., o), un développement asymptotique).
On peut supposer de plus

A, () 0 B,(,) 0
A"(,) = ’ B*(x,) =
0 A () 0 By(2,)

ou, pour ¢~ j, les valeurs propres de A,(0) et de 4,(0), ne difféerent pas
d’un entier.

Ce résultat provient des remarques 2 et 3 pour les cas o et 8, et, pour
le cas y, du lemme 3, chapitre II.

b) On est maintenant ramené & un probléme & une variable puisque
le systéme (S7) est de la forme

0
Xy 5-”_1 + A%(x,)

a;'gz*}- 1 _a_am_ + BT(.’Ifg)
2

avec AT(x,) et BT(x,) dans JMo,x,(C[z.]), (et on peut supposer toute les
valeurs propres de A7(0) égales).

11 existe alors (voir [2]) un entier a, strictement positif et une transfor-
mation U(t,), produit de diag (¢%, ..., ") (ol les k, sont dans N) par des
transformations de GL,,(C({tﬂ]), et qui change

1 d 1 d
Py 70 P D R, T({oe  foapst+1l BTU i
“2 2 dtz + B ( 2 ) en “2 2 dt2 + ( 2)
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avec
Bit) 0
By =
0 Byt

By(t;) = by(t,)1,, + t3"N;  pour 1<i<k

N? matrice dans JMo.x.(C) nilpotente triangulaire supérieure
b,(t;) polyndme & coefficients dans C de degré au plus o,p,
b,—b;¢t3™Z  pour 1<i, j<k, i+ 7j.

11 reste & vérifier que ATU(t,) = U-1(4,)A7(t;*) U(L,) est de la forme

N

ou: A,=al, + N} pour 1<i<k.

a €C, N; € M,,,,,(C) nilpotente triangulaire supérieure, ce qui provient
du lemme suivant, dont la démonstration sera donnée en appendice.

LEMME 1. Soit p, un entier naturel et soient B; et B; deux matrices de la
forme suivante

Bi(ts) = bits) L, + 15N, By(ty) = by(ts) L, + 15:N,

ow b, et b, sont des polynémes & coefficients complexes de degré au plus p,
tels que b,~—b,¢t§;Z, I,, (resp, I,) la matrice identité d’ordre m,; (vesp. n;),
N, et N ; des matrices a coefficients complexes nilpotentes triangulaires supérieures

i) 8i Y est solution dans ‘M,mx,“(C((tz))) (o ©((ts) aésigne le corps des
fractions de C[[tzll) de Uéquation

tg;"'l"Zd:TY = YB,'——B,'Y, alors Y=0.

2
ii) 8¢ Y est solution dans .A(:,“X,H(C((t2 )) de Véquation

tgi“%lz —YB,—B,Y

2

alors Y est dans Mo, (C) (et commute avec N ).
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REMARQUE 5. Si on suppose seulement B, et B; triangulaires supérieures
c’est-a-dire plus précisément:

— (pi — (p]
Bi - (bk,l)1<k,l<m Bi - (bk,l)lsk,lém

avec
b?c,l (resp. bljc,l) dans '/ﬂ)m x m(Cﬂtz]]) (I‘eSp. .M>m x »,Cl[tz]l)
Lr— b 12 pour 1<k<m;, 1<i<n,
ix—bi,€t2Z  pour 1<k, I<n,
L e— b, etBZ  pour 1<k, I<n,
alors

i) reste vrai

ii) ne l’est plus. On peut seulement mettre simultanément sous forme
triangulaire, au moyen d’une transformation de GL,(C[t]), les matrices
B, et Y.

On termine alors la démonstration de b) de la fagon suivante:

Posons
Au Am ° Alk
.ATU(tz) = A;m 01‘1 AiJ' € "M’m X Ny (C((t2))) *
Ay ......... Akk

La complete intégrabilité de (STUV) équivaut a:

1 {oape+1 (_M_;T_U 4 BTUATU — ATURTU
oy 2 dt,
1 dA;
<> — tg,i),+l 2 = Ai,'B,;_ B,‘Aﬁ pour 1 <i, j<k
oy dt,

ce qui termine, compte tenu du lemme 1 (et quitte & modifier N2 au moyen
d’une transformation constante, pour avoir 4,; sous forme triangulaire).

Le théoréme est donc démontré lorsque p, = 0, avec oy = 1. On a de
plus la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit le systéme complétement intégrable

0

&y %; + A(2y, x,)

(8):

a1t By, 0

avec A et B dans M, ,(Cl2, #.]), p, dans N.
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Il existe un entier o, et une transformation U, produit de transformations
diag (2%, ..., @) (ot les 1, sont dans N) et de transformations de GL,(Cl,,t,])

qui change (S) en (SY) de la forme

0

&, 552 4 AY(1,)

1 0
__ foxaps+1 U
L B
avece
A,(t,) 0 B, (t,) 0
Av(t,) = BU(ty) =
0 Ak(tz) 0 B k(t2)

o, pour 1 <i<k, les matrices A; et B, sont des matrices de polyndémes a coef-

ficients complexes, triangulaires supérieures.

Aty = a'iIn‘ + N.(t,)

By B e
0 b
Bi(tz) = . 22
0 0 bm,m
avec: a,€C
I, matrice identité d’ordre n;
N(t,) matrice de polynémes de C[t,], nilpotente sous forme triangulaire
supérieure
bi; polyndme a coefficients complexes de degré au plus o,p,

by(0) — bji(0) =0 i p,>0
pour 1<, j<n;

by(0) —b,(0)€Z  si p,=0

De plus, pour 1<i<k—1:

ou bien a;—a; 1, ¢Z

bi,(0) — Bif1(0)£0 si p,>0
ou bien ) it .
b3,(0) — b3 (0) ¢ Z st p,=20.
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C’est une conséquence immédiate de la remarque 5 de la proposition 1:
en effet, une fois effectuée la transformation 7' de la proposition 1, on met

0 1 2
2atl T(x _ foeDy+1 U
= o, + BT(x,)  sous la forme o i F + BY(t,)

indiquée dans la proposition 2 au moyen d’unc transformation de GL,(C[t,]),
ol #3* = x, pour un entier «, convenable. La complete intégrabilité du
systéme ainsi obtenu et la remarque 5 entrainent que A7 a la forme indiquée
dans la proposition 2.

Démonstration du théoréme dans le cas n €N, p, et p, positifs.

On peut supposer p, < p,.
On fait ’hypothése de récurrence suivante, lorsque n>2 et p,>1:

(H): On supposc le théoréeme vrai pour tous les systémes complétement
intégrables du type suivant:

0
x(ll'-‘—l”a‘w‘l + A(@y, 2,)
.rl-arl"l._a_ _|_ B(w a. )
2 axz 1y 2

avec A, B dans M, (Clx,, 2,]), ¢ et ¢, dans N, dans les cas suivants:

H) 1<m<n—1 et 0<¢,<q,

H,) m=mn et 0<g,<p,—1

a) Premier cas: A(0,0) a au moins deux valeurs propres distinctes.

11 existe alors une transformation 7' € GL,,(@), qui décompose le systéme (S)
en deux systemes de dimension strictement inférieure & =, et on utilise
alors H,. (voir [1] p. 265).

REMARQUE 6. Ces calculs sont encore valables lorsque  est remplacé
par C%[x,] ou par #gp, o,[2].

b) Deuxiéme cas: A(0,0) a une seule valeur propre AeC.

On peut supposer 1 = 0. En effet, sile théoréme est vrai pour le systéme
(Dy — AL, D,), il est vrai pour le systeme (D,, D,).

On va, 4 partir de maintenant, utiliser une conséquence de la compléte
intégrabilité qui n’a jusqu’alors pas servi, le fait que les valeurs propres
de A(0, x,) ne dépendent pas de x,.
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La matrice A(0, z,) est en effet solution du systéeme

dA(0, z,)
dz,

xgﬁ- 1

= A(0, 2,) B(0 , 2,) — B(0, 2,)A(0, )

et on peut lui appliquer le lemme suivant, qui est conséquence immédiate
du lemme 1.

LEMME 2. 8i A(0, ;) est une solution dans .M),,X,,(C((wz))) du systéme

dA(0, x
S0 40, @), BO, 21,
o B(0, x,) est une matrice de ALnX”(C((mg))), il existe un entier positif By, une
transformation T dans GL,.(C((tg))) (ot 5 = x,) et une matrice comstante C
dans Mo, ,(C) tels que A(0, 1) = T(t,) CT-(t,).

(I1 suffit de prendre une transformation T qui mette #%***(d/dw,) + B(0, @,)
sous forme de Jordan).

Puisque la seule valeur propre de A(0, «,) est ici 0, on a (A4(0, #,))" =
ce qui équivaut 3 DYEca,E. (Si on désigne en effet par D,: E/n,E —
— E/x,E Yendomorphisme C[x,]-linéaire du C[z,]-module libre de rang =
E/z,E, la matrice de D, dans la base de E/x,E image de la base cano-
nique de E, est A(0,,). On a done D"(E/x,E) =0, ce qui équivaut a
DIE cx, E).

REMARQUE 7. L’inclusion D7E c #,E entraine, lorsque on a p,>1, les
inclusions
DML VieN,

comme on le voit facilement, par récurrence sur I, en utilisant la formule:
D) = z Ci v"H(A)Diw) pour (4, v)elxE, meN.

Lorsqu’on a p,;>1, on peut donc qualifier un opérateur différentiel
D,: E — E vérifiant D}E c«,E, de topologiquement nilpotent (voir [3]).

Par ailleurs, si D;: E — E vérifie D} E c #, E, et si F est un sous-module
libre de E, stable par D,, tel que 2¥2%E c Fc E pour un couple (k,,k,)
dans NxN, alors D,: F — F vérifie aussi D1F cx,F.

(en effet akDI*tVRcylpiatdpy

= a D EFVF c gl g
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= A DD P g B

DD Pp g B (puisque F est libre et stable par D)

\

= DiFcaF (puisque F est de rang n)).
L’inclusion D}E ca, E peut aussi s’écrire
DiEca,E + D, E + ... + 2, D} K.

On considére alors ’ensemble § des suites (a,, a;, ..., #,_,) de N* vérifiant:

I<a;<n pour 0<i<n —1
1)
a;—a;;<jp, +1 pour 0<i<i +j<n—1

2) 11 existe un entier j, dans N tel que
s DYE c s7E + 23D E + ... + 2} DiE + ... + 27D} ' E.

L’ensemble § est non vide, puisqu’il contient la suite (1,1, ...,1), et fini,
done il existe une suite (aq, @y, ..., @,_,) pour laquelle le nombre rationnel,
inf (@o/n, ay/(n —1), ..., @._4/1) est maximal.

On notera r/s, ol r et s sont des entiers strictements positifs et premiers
entre eux, ce rationnel maximal, et (a,, ..., a,_,) un élément de S tel que
inf (a/(n —1), ..., @n4/1) = 7/s.

REMARQUE 8.

1) La condition a; — a;,;<jp, +1 pour 0<i<? + j<n—1 n’est 1a
que pour assurer que l'ensemble z%E + 2#D.E -+ ... + o3 DiE + ... +
+ 23D} ! est un 6-module (voir le lemme 3) (on pourrait d’ailleurs se
limiter aux suites (dq, ..., @,_,) vérifiant a;—a,,;, =0 ou 1 pour 0<i <
<i+1l<n—1).

2) L'inclusion #* D*Ec o™ E + 2D, B+ ... + 24D E + ... + 27 D} 'E
jouera, dans le reste de cette démonstration, un role analogue a celui joué
par le vecteur cyclique dans le cas d’une seule variable, et le rapport r/s
sera utilisé comme l'invariant de Katz.

On termine alors la démonstration du théoréme comme suit:

— ou bien le rapport r/s est égal & 1; on est alors conduit & un nouveau
systéme ol p, est remplacé par p, — 1 et on utilise I’hypothése de récurrence
Sur p.;
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— ou bien le rapport r/s est strictement inférieur & 1; on fait alors ap-
paraitre un nouveau systéme en (¢, ,) (ou ¢;* = x,) qui vérifie les hypo-
théses de a) (existence d’au moins deux valeurs propres distinctes pour la
premiére matrice en (0,0)). On utilise alors I’hypothése de récurrence sur
la dimension.

Fin de la démonstration dw théoreme.

On aura besoin 3 plusieurs reprises des lemmes suivants, dont la démon-
stration sera donnée & la fin.

LEMME 3. Soit m un entier positif ou nul et soit by, by, ..., b, une suite
d’entiers positifs ou nuls tels que

b;—b,i<jpr +1 pour 0<i<i +j<m.

Alors a»E + o D,E + ... + a"D'E + ... + o' D™ E est un sous 0-module
de E, stable par D, et D,.

LEMME 4. Soient m et o deux entiers positifs ou nuls.
Soit le G-module G, ,= aV'E + a7 'DiE + ... + o7 'DYE + ... + D™

Posons H,,,= {ve E/3jeN tel que zjv e G, ,}.

1) H,,, est un sous O-module libre de rang n de E, stable par D, et D,,
tel que a3 H, ,C @, ,C H, , pour un certain j, de N.

2) On passe d’une base de E d une base de H,, , par un produit de tranfor-
mations du type diag (z¥, ..., 2%*) (od les k; sont dans N) et de transformations
de GL,(0).

3) 8l ewiste l,, k et i dans N tels que abDY(G,,)c @, , alors
D'H, ,.cxH,,,.

Premier cas: r/s =1.

On a alors a;/(n —4)>1 pour 0 <i<n—1.
Done

W DYE caPE + oDy E + ... + o DiE + ... + a3 DB =
= o}DIECalE + 2} 'DE + ... + @} 'DiE + ... + o, D}'E.
Posons alors
G,y =" 'E 4 ..+ 2" 'DIE + ... + D}T'E
H, ,={veEAjeN tel que #ve @G, , }.
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L’inclusion a2 DIE c atE + ... + 2" *DiE + ... 4+ #, D" 'E entraine:

J";o-Dl(Gn—q) CoGny
= DyH,,)cx,H,, dapres le lemme 4. 3).
D’autre part, d’aprés le lemme 4. 1), H,_, est un sous H-module libre

de E de rang n, stable par D,.
On applique alors 'hypothése de récurrence sur p, au systéme

(i D, Dz) H, > H,,.
2y

Deuxieme cas: rls <1.

On pose x, =1, 0 = C[t,, o,], B'= EQ®0'7, Pextension 4 8 de 7,, D,
l'extension 4 E' de D, (pour ¢ =1,2). ?

On a sa;>7r(n—1) pour 0 <i<n —1.

Done P’inelusion

e D"E'c2%E + s“D,E + ... + 2" DiE + ... + 2™ D' 'E

entraine
(i) asDrME'ctE 4+ 6" VDE' + ... + " OD'E + ... + D E".

Posons alors

G =6""VE + .+t VDR + ..+ D" TE
H'= {veFE', JjeN  tel que zjv'e ¢'}.

Admettons pour le moment que H' est un sous f-module libre de rang n
de E’ et que l’on peut passer d’une base de E' & une base de H' par un
produit de transformations du type diag (¥, ..., t5") (ou les k, sont dans N)
et de transformations de GL,(6').

i) = DG ct6’
= abthDH'ct{H  (on j, est tel que a4 H'c G')
= D H'ct{H' puisque H' est libre et stable par D;.

On considére maintenant le systéme (4, 4,): H' — H' ott Ay = (1/&)) D;.
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On va montrer que I’endomorphisme C[,] linéaire A,: H'/t,H' — H'|t,H'
défini & partir de /I, par passage au quotient, a au moins deux valeurs pro-
pres distinctes (on a déja vu que celles-ci sont dans C) et pour cela que

1) J; n’est pas nilpotente

2) la trace de A est nulle.

1) A, nest pas nilpotente, sinon r/s me serait pas maximal.

On montre d’abord:
Ay H'[tH — H'|[t,H' nilpotente <> t;"D*"H'c t,H’

et pour cela, on utilise la formule:

AL 15 S (n—3)sp,—nr J)'i
(4)" = EDI =i§171t1 = Dy
y;€Q  pour 1<j<n

yn=1

qui se démontre facilement par récurrence sur .
A; nilpotente <> A"=0
< Ar"H'ct,H'

n
< ( > y,.t(l"‘i’s”l’"'D{") H'ct,H'

i=1
< t;"D™H')ct,H'
puisque, pour tout j de N,
DiH'ct'H'
done pour 1<j<n—1
fn e i c fn=enIg c t H
dés que r/s < p,.
On utilise ensuite:
[mé‘H'c G'cH’ pour un j, dans N
Vg c @
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A; nilpotente = D"H'c#"+'H'
= D"G' cty'H’
= ah D G cttG
= DM VE) ¢
ctrti VR 4 L gm0 piE L DR
= a " VDPE c
ctrt Vg L 4 VDER L 4+ D*UE)
= DPE cty M B 4 .+ DI 4 L 4 DR

On utilise maintenant le fait que E’ est somme directe de s copies de E.
I1 est pratique de l’écrire de la fagon suivante:

E=E®t$E®..O#'E.
Pour tout »' de E', il existe vy, v, ..., v,_, dans E uniques tels que:
0 = vy + 0, + ... 7,
(on identifie £ & son image dans E' par l'injection F ~ E'= E®§’ et
on peut donc confondre D;/E et D,). §
On avait obtenu I'implication:

A; nilpotente = #ZDLEctP'E + ...+t "N DIE + .+ DR

Done, pour tout élément v de E, il existe n éléments ', w'l, ..., o'* ! de E’
tels que:

aE DM =" 1wy + ...+ EETITID Y £ L BT DP (0™ Y.

Posons
o' = o+ tol + ..+t 0l

ol, pour 0<i<n—1 et 0<k<s—1, o} est dans E on a:

D)= 3 oty Di(w)
0<k<i
o<I<s—1

ol, pour 0<i<n—1, 0<k<i, af, est un entier.
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Donc
T o L i 4(i—K)spy+l+r(n—3)+1 iy, 4y
2y Dijv= Z 2 oty Dy(w)) =
0<i<n—1 0<k<li
0<iI<s—1
_ i g(i—k)spy+1+r(n—i)-+1 k(. i
= Z Z ot ! Di(w)) .
0<k<n—1 k<i<n—1
0<iI<s—1

Pour chaque entier ¢ tel que 0 <i<n —1, il existe un entier unique I, tel que

0<l;<s—1

rim—1) +1-+1,=sb, ou b, est un entier strictement positif

(de 0<l;<s—1 et r < s, on déduit facilement que b,,; — b; =0 ou —1).
Done

i1 YNy — i gli—k)spy+li+r(n—i)+1 ks, i@
wDw= 3 > ol 2 Di(w})
0<ksn—1 k<i<n—1
— i 4(i—Ek)sp +8be Dk, 0
- z E akhtl ‘Dl(wl()

0<k<n—1 k<i<a—1

i bito(i—k) k@
2 > oy TR Di(ey,) -
i<n—1 k<isn—1

k<

Or, on montre facilement, par récurrence sur i —k et en utilisant que
b;s1— b, =0 ou —1, que, pour ¢>k, on a: b, + p,(¢ — k)>b,.
Done

o DVEcaPE + ... + a%*D'E + ... + & DY 'E

or
b, _r(n—i)+1—|—l,._f+ s +1;
n—i s(n—1) T s s(n—1)
done
. bo bl bn-—l r
lnf(;,n_l,...,T)>§,

d’ot1 la contradiction avec la maximalité de »/s.

2) Montrons que la trace de A, est nulle.

I1 est pratique d’introduire les notations suivantes:
On désigne par =, la surjection canonique § — 8/x%0.
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Si Ag est la matrice de D, dans la 0-base $ de E on pose

Tr (Dy, E, B) = Tr (4 g)
Tr(D,, B, k) = m(TrAdg) pour 1<k<p, +1
Tr (D,, E, k) ne dépend pas de la -base B choisie.

On vérifie facilement, que pour tout sous-module ¥ de E, stable par D,, et
se déduisant de E par un produit de transformations du type diag (z¥, ..., ¥
(o les k; sont dans N) et de transformations dans GL,(0), on a:

Tr (Dy, F, k) = Tr(D,, E, k) pour 1<k<p,.
(on a méme, de fagon plus précise,
Tr (D,, F, p, +1) — Tr (Dy, E, p, +1) E“n,+1(zwf')) .
On termine alors de la fagon suivante:
Tr (D, B,1) =0
Tr(D,, E',s) =0
Tr (D3, H', sp,) = 0
Tr (647, H',8p,) =0 (puisque #;4; = D;)

AR

Tr(Ay, H,ysp, —1r) =0
= Tr(d;, H,1) =0 puisque sp, —r>1

ce qu'il fallait démontrer.

11 reste encore & montrer que H' est libre et que ’on peut passer d’une
base de E' & une base de H’' par un produit de transformations du type
diag (¢, ..., ") (ol les k, sont dans N) et de transformations de GL,(H).

* 8i r =1, on a immédiatement le résultat avec le lemme 4.

* Supposons r >1

Gy =1""'B+4 ..+ 'DFE .. + DR,

soit | G = " VE 4 . + 40 FIDEE 4 4 DT

G =G =1 VE 4. 4O DDEE 4 4 DR
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Les G; sont des sous-0’-modules de E', stables par D, et D,, et vérifiant,
du fait de linclusion (i), 3 D;G;c £.G;.
Premiére étape d’une construction par récurrence, on pose:
H, = {v'e E'/3jeN tel que z}o'e G}

a) H, est un '-module libre de rang n, stable par D, et Dy,

@H,c G,c H, pour un certain j, dans N

vérifiant ., ,
D H,ct,H,; (d’apreés le lemme 4).

b) On pose alors
' ’ —k— ‘DI k ! D’ »-1 l4
Ky=1""'H, 4+ .. + %! (—tl—‘) H,+ ..+ (—‘) H,

! ! D, k I 'D’ n-1 I
F,=07G, + ... + 677 %1 (713) G, + ... + (—‘) G, .

On a, de fagon immédiate
#hK,c Fyc K,
22 2 2
Montrons d’autre part que:
Vi p, c G, F,
) P VRE G,

par récurrence sur ! et dérivation de linclusion (i) on a:
pour 1>0:

x(21+1)ioD1n+lE’Ct§(n+l)E’ 4o t;(”~k+l)_D;kE’ 4o+ t;(l-i—l)D;n—lE’ .

D’autre part, on démontre facilement, par récurrence sur k, la formule:

DI k j — i Lks—kl D'k
() = ittt eI D,
1

bk __

o¥eQ pour 1<j<k
akF=1.
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En particulier

D\*
(t_l) = oftf" VD (4 L+
1
+ a;ct(lk—j)sp,—kD;:i 4o+ a’]g~lt31m—kD;k—l + ti—kD{k X

Or, linclusion 2" Y F, c G, équivaut A:
’ 2 2 2

!

a{h— Viogn—k—1 (t—l) (" 'DIE)c@, pour 0<k, i<n—1
1

ce qui se vérifie alors facilement.
B G,cF,.

On montre, par récurrence sur k, pour 0 <k<n—1, que:
e A 1 (D"
k=D p kR clq, 2 (—‘) G+ ... F (—‘) G, .

Supposons la formule vraie jusqu'a % et montrons-la pour k -+ 1.

2n—k—2) n'k+1 __ 2n—k—84—k—11n/k+1 __
tl Dl - tl tl Dl -

l); k+1 , ( ) p

2n—k—38 k+148p,—k—1 k k+1 (k+1—4)sp,—k—1 1'i

=1 . — oy 4™ Dy — .. — T ! Dy —..—
1

—k— 1
_allC+1tksD, k l-Dl)‘

I1 suffit alors de montrer, en utilisant hypothése de récurrence et le fait
que sp, — 2 est positif ou nul que:

i !
- (%)k+lE'C 871G 4 . 1R (%)WG;
1 1

ce que Pon vérifie facilement.
Si on pose alors

H, = {v'e B'[3jeN/rjv'e Gp}
on a immédiatement
H, = {v'eE'[3jeN/ziv' e F,}
= {v'eE'[3jeN/a}v' eK,}.
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On peut alors appliquer le lemme 4 pour conclure que H, est un 6"-module
libre de rang n stable par D, et D, vérifiant
o HycG,cH,
D,H,ctH,.
De plus, on passe de H, & H, par un produit de transformations du
type Diag (£, ..., t*") et de transformations dans GL,(0').
Plus généralement, supposons construits, pour 1 <l<r —1, les I modules
libres H,, ..., H, stables par D; et D, vérifiant:
aiH cG;cH,;
1) pour 1<i<l{ H; = {v'e E'/IjeN tel que 2jv'c G;}
DH;ctH,
2) pour 1<i<i +1<1, on passe d'une base de H; & une base de H,_ ,

par un produit de transformations du type diag (£, ...,#") et de
transformations de GIL,(6).

On pose alors
\k D/\»—1
K, ,=8"H +.. +&F! (—’) H +..+ (——‘) H,
"\ k "\n—1
F' =071q + .. 0 (——‘) G, + ... + (T‘) G.
1

On a de fagon immédiate
@K, CG CcF,.
D’autre part, une démonstration analogue & celle faite pour I =1 donne
@l " VeF|,, C G CFryy
Si on pose alors H; , = {v'e E'/3je N tel que ajv'e G, ,}, on a immédia-
tement
H,,,= {v'e B'[3j e Njziv'e F,, }
={weE'[3jeNjzv'e K, }.
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Sous cette derniére forme et par application du lemme 4, H, , apparait
comme un sous 6’-module libre de rang n de E' stable par D; et Dj, et
vérifiant

j 14 ! ! .
vy"H, ,cG . ,CcH,,, pour un j, , de N
! 1+1pq’
D\Hy Ccty Hy

on passe d’une base de H, & une base de H,'Jrl par une transfor-
mation produit de transformations dans GL,.(@’) et de transforma-
tions du type (&%, ...,#") ol les I, sont dans N.

D’olt le résultat cherché sur H' = H,, par récurrence sur .

Démonstration des lemmes 3 et 4.

1) LEMME 3. Par récurrence sur m, on montre facilement que a%E -+
+ e +YDLE + ... + A" DPE est un 6-module; sa stabilité par D, et D,
est immédiate.

2) LEMME 4. Sim =0, G, =E=Hy,

Sim=1, G ,=axF+ DIE.

a) Montrons que H, , est libre.

Soit z l'application canonique: F — E/x,E. E/xE est isomorphe 3
C[z,]*, ¢’est donc un module libre sur I’anneau principal Cfz,]. Il existe
donc une base 7(e,) ... (e,) de E/x,E, des entiers positifs ou nuls k,, k,, ..., &,
(ou 0<r<mn) tels que (a§'n(e,), 25n(ey), ..., 25'n(e,)) soit une Clx,]-base du
sous - C[w,]-module 7(G,,) de E/x,E.

~
(€1, €ay ..., €,) est une O-base de E, et e, ¢, ..., ¢, sont dans H,,.

Montrons que (e;, €5y ...y €y 816,41, ..., ¥16,) est une O-base de H, ,; pour
cela, il suffit de montrer que e, e, ..., ¢, 16,41, ..., 7,6, engendrent H, ,:
Soit v un élément de H, ,

velE = (A, .., )€ tel que v = > Aie;

n
=1

veH,, = JjeN tel que v € Gy,
= 3(/41(372)7 ceey ,“r(wz)) € Cfx.],

r
tel que m(zhv) = 3 pu(@,) @' mi(e:)
i1
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r n
= 3 (Whdi— pd@)ak)e, + 3 able; e, B
i=1 i=r+1

= pour r +1<i<n, L;ex, 0

b) Le fait que G,,,c H, , est évident (pour m, « quelconque dans N)
quant & Pinclusion x;HW,C G, . pour un certain j de N, clle résulte im-
médiatement de la définition de H, , et du fait que H, , est de type fini
puisque 8 est noetherien.

¢) On démontre facilement que, pour tout m>0, on a:

Gm-H,a = lem,tx + DTG

On peut alors vérifier que l'on a, toujours pour m>0:
H, ,.,={veH,,3jeN tel que zjvexH, ,+ DiH,,}.

Par récurrence sur m, on obtient que H,, ,, , est un H-module libre de rang n,
et qu'il existe une 0-base (&, ...,,) de H, , et n entiers k, valant 0 ou 1
tels que ¥, ..., a%"¢,) soit une f-base de H,,,.

d) Montrons que H, , est stable par D, et D,.

veH,, = JjeNjrved,,
{ #HDweG,,

) ) puisque @, , est stable par D, et D,
j5 70 4 D,0€G, " PR S

#DweG,,, DyweH,,,
. =
zDved,, D,veH,,,.

¢) Supposons que x»Dj(@, ) c i@, , pour l,, k, i dans N.

On a vu qu’il existe j dans N tel que aoiHm’ac G,.CcH,, donc
a5t DiH,, ,co H,, ,.

Or D; H,,, est contenu dans H,,,.

On utilise alors que, si F est un O-module libre, 'égalité aiv = aiw,
ot v et w sont dans F, entraine v € 2 F pour conclure que: DiH, ,c#iH,, ,.

En modifiant de facon convenable I'’hypothése de récurrence, et en
utilisant les propositions 1 et 2, on a les deux résultats intermédiaires suivants:
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PRroPOSITION 3. Soit le systéme complétement intégrable

0
wfﬁl% + A(w,, x,)
(8): '

0
Pl Ty + B(wy, @) .
Il existe un entier o, strictement positif et une transformation T, produit de
transformations du type diag (£, ..,t") (0% P =2, et ky, kay..., b, sont

dans N) et de transformations dans GL,(C[t,, %,]) qui change (8) en

1 0
oy gl _é_t; + A”(ty, @)

(87): 3
apti o 4 Br(a)
avec:
Aq(ty, “'2) 0 Bl(a;%) 0
AT(tl ) Z,y) = ) BT(-’sz) =
0 Aty @) 0 Bu(z)

AZ(ty, @) dans Mo, ,(Clt.I[4]), BT(x,) dans M, ,(Cl2.])
B(0) = b} I, -+ N, o b}, est dans C, N, dans M, ,(C) et nilpotente
Ailtyy 1) = at) L, + V(@) 3™,
ouw I, est la mairice identité d’ordre n,, a,(t,) est dans C[t,] et de degré
au plus oy p;.

N(xs) est une matrice nilpotente de M, ,(Cl2.]) et pour 1<i<k—1:
ou bien a(t) — a;.(t) ¢ 172
bi—bitl£0  sip,>0

ou bien . i1 .
by—by '¢Z  si p,=0.

PROPOSITION 4. Soit le systéme complétement intégrable

le>‘+1 'a— + A(2,, @,)

0x,
(9): ;
mg'+la—% + B(mu wz)

ol A et B sont dans M, ([, 2.]), Py €t p. dans N.
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Il existe deux entiers strictement positifs o, et o, €t une transformation T,

produit de transformations du type diag (£, ...,t") (0% les k; sont dans N)
et de transformations de GL,(C[t,, t.]) (0% & = w,, t3* = @,) qui change

1 0
— i+l o, + A7(ty, t2)

o
(8) en (87): 11 9

— foaDe+1

% lgavat o + B*(t,)

AT(ty, b)) € Moy, oy, (C[t1y 8:]),  BP(2) € My, ., (C[ES])
A,y (b, 1) 0 Byt,) O
AZ(ty, ) = ’ BT(t,) =
0 Aty t,) 0 Byt

Ai(tn 1) = ai(tl)Im + -Ni(t)tolﬁm

bl e b} .,
Ba‘(t2) = 0 ™
\ 0 -0 b:,b,,‘

avec: a;(l,) polynéme en t, d coefficients complexes, de degré aw plus o,p,
I, matrice identité d’ordre m,
N(t,) matrice de polynomes de C[t,], nilpotente triangulaire supérieure.

b, polyndéme de degré auw plus o,p,, @ coefficients dans C, pour
1<li<n;

bi(0) — bi(0) =0 80 p, >0
de plus, pour 1<l, k<n; . . .
by(0) —b,(0) € Z st p,=0

et, pour 1<i<k—1:
ou bien ayt)) — a;,,(t,) ¢ 1772
bi,(0) — biT(0) %0 80 py >0

ou bien ) . .
b51(0) — biT7(0) ¢ Z  si p,=0.
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Appendice 1. — Quelques lemmes sur certaines équations matricielles.

On désigne par C[t,] 'anneau des séries formelles en ¢, & coefficients
dans C, par C(t,)) le corps des fractions de C[t,].

LEMME 1. Soit p, un entier naturel et soient B, et B; deux matrices de la
forme suivante:

By(ts) = bi(t:) L, + 5N, Bj(ts) = by(ts) L, + 13N,

o b; et b; sont des polyndmes & coefficients complexes de degré au plus p,
tels que b, — b, ¢ t2:Z, I, (vesp. I,,) est la matrice identité d’ordre n, (resp. n;),
N, (resp. N;) est une matrice dans M, ., (C) (resp. .ﬁ(»,,,x,,,(C)) nilpotente trian-
gulaire supérieure.

i) 8t Y est solution dans JL"lX"](C((tz))) de Véguation 13:Y(dY/dty) =
= YB,— B,Y, alors Y=0;

ii) 8¢ Y est solution dans uﬁtmm,(C((tz))) de Véquation t2Y(dY/dty) =
= YB;— B,;Y alors Y est dans M C) (et commute avec N,).

ni X m(
DEMONSTRATION.

i) On pose

i ]
Y= (ykl)1<k<m,l<l<n, ’ N@' = (vlt,l)lék, 1<ng? N:i = (”k,t)lsk,Kn,

,, . dY '/
" g, = YBi—BY < té’*“jg;—:"= (55— b)Yy —
- 2 tg”’ti,k?/k,m‘F Z v;.c,m?/l,k
k>21+1 k<m—1
1<l <m;
pour
1<m<n;

* en particulier pour l =n,, m =1 on a:

. d
tgg—i—l_z_:’—’} = (b, —’bi)y‘”bl

2

et, puisque b, — b, ¢ ¢2:Z, la seule solution dans C((t,)) de cette équation dif-
férentielle est 0.
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* On a immédiatement, par récurrence sur I, y,,_, ; =0 pour0<l<n,—1.

* On a de méme, par récurrence sur m, puis par récurrence sur I,
Yni—t,m = 0 pour 0<l<n,—1, 1<m<n;.

ayY aY

ii 1 — . — B, D+l — 7, — N,
i) g YB,—BY <> t2 Z (YN, —N,Y)
dY
<> t2 "—l't—z = YN1_.NZ Y .
Posons Y= t;*¥ avec
k dans Z
¥ dans A, (CI%])
OEX!)
(c’est toujours possible si ¥ n’est pas la solution nulle).
Alors:
tzd—lf: YN, —N,Y < tzg =Y@I, +N,)—N,Y
dt, dt, J

en particulier, si ¢, = 0, on a: ¥(0)(kI, + N,)— N,¥(0) =0, ce qui n’est
possible que si k = 0, puisque on a ¥(0) ¢ 0. Donc Y est dans J(,mxm(C[[tz]]).
Le méme raisonnement montre alors que Y est dans A, ,,,(C).

LEMME 2. Toute solution Y dans .MJ,,X,,(C((tg))) Véquation
oy 4 \ B, 0
t3:" ' — =1[Y, B] ol B est de la forme ;
at,
0 B,

B; = A,(t;) I, + 1N,  pour 1<j<k
As(t)  dans C[t,)

avec . . . [
N; dans M, ., (C) nilpotente triangulaire supérieure
Ay— A ¢ 10Z pour j+k

Y, o

est en fait dans M, ,,(C) | et de la forme !
0 Y,

Y, e J(,mx,,,(C) .
avec pour 1<j< k

[Y,, N]=0

D¥:MONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent.
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CHAPITRE 11

QUELQUES LEMMES D’EXISTENCE DE SOLUTION FORMELLE
POUR CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS

1. - Existence de solutions formelles pour certaines équations a paramétre.

Soit I’équation
0
(B) “f‘-"l'a% = (@1, @2, )
1
ou:

frWcR2xR* - R" est O sur un voisinage ouvert WU de 0 dans R2xR"
f((), 07 0)=0

p; est un entier positif ou nul.

DEFINITION 1. On dira que la série formelle en x,, H, (€,) = 3 an(2y)2y
) m=0
(respoctivement la série formelle en x,, H, (,) = me(xl)x;”) o les ()
m=0
(resp. bn(x,)) sont des fonctions C° de x, (resp. ®,) sur um méme voisinage
de 0 dans R, & valeurs dans R", et ow a,(0) =0 (resp. by(0) = 0), est solution

formelle de Véquation %" (0y/ca,) = f(ay, 2., y) i:
a) f(O, Ly “o(wz)) =0 (7'081’- wgﬁl(dbo/dwl) = f(2,, 0, bo));
b) si Von considére Uéquation (E') obtenue d partir de (E) en posant

Y =2+ ao(w,) (resp. y =2 + bo(®,)) Cest-a-dire:

0z
(E): xfﬁ'l'a? = Ix,,xy,2) ou F(a,,,,2)= f(wu Loy 2 + ao(wz))
1

db
(?'esp. F(@yy @5, 2) = f(@1, Ty 2 + bo(wl))—xf‘+ld—w‘:)

alors Uéquation « formelle en x, » obtenue en remplagant dans (E') F(w,, @,, 2)
par son développement de Taylor par rapport aux variables x, et 2 (resp. x,
et 2) au voisinage de (w,,2) = (0,0) (resp. (#,2) = (0,0)) est vérifide par

2= 2 () 07" (resp. g = zbm(ml)mg‘) .
m=1

m=1
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DEFINITION 2. On dira que la série formelle & deux variables H(x,, x,) =

= > “;,m-’”iw'z", ot ay,, €R", ay = 0, est solution formelle de (E), si Véqua-
120, m=>0

tion « formelle en (zy, z,) », obtenue en remplagant dans (E) f(x., %, y) par
son développement de Taylor au voisinage de (xy, 5, y) = (0,0,0) par rap-
port aux trois variables x,, x, et y, est vérifiée par y = H(x,, x5).

Les lemmes qui suivent donnent des exemples de conditions suffisantes
d’existence de solution formelle & une variable pour (E).

LemMmE 1. 8¢ p, = 0 et si (0f/cy)(0,0,0) n’a pas de valeur propre entiére
positive ou nulle, (resp. st p, > 0 et si (3f/2y)(0, 0, 0) est inversible), Véquation
a1y [owy = f(wy, 42y y) admet une solution formelle unique en w,, H, ()=

= 3 (@) a7}, ot les a,(x;) sont des fonctions C° sur un voisinage de 0 dans R
m=0

indépendant de m, d valeurs dans R" et o a,(0) = 0.

DEMONSTRATION.

a) On détermine d’abord a,(z,) en appliquant & la fonection f(0, x,, ¥)
le théoréme des fonctions implicites, dont les conditions sont remplies
puisque on a: f(0,0,0) = 0, (2f/cy)(0, 0, 0) inversible.

b) Apres translation par a,(x,), on est ramené au cas ou f(0, ,, 0) = 0.
On désigne par f(x,, x;, y) la série formelle en x, et y, & coefficients C*
de x,, que constitue le développement de Taylor par rapport & «; et y def, au
voisinage de (z,, y) =(0, 0) et par (E) I'équation formelle en z,: % *(3y/ow,) =
= f(@1, @2, Y)-

Dire que H,(2,) = > (@)@ est solution de (E) équivaut a:
m=0

oH -
x{'ﬁlﬁ = f(x1, @y, H,) <>

)
1

0
< ahtifa,(z,) 4 ... + ma,(x)ap—r + .. ] = é;f (0, (@2, 0)r, +
1
f 1 orf

a m
+ @(0, @y, 0)H, + ... +k§0k,(

Tim— )1 dapray; 0 O T e e

0
S =Py, = 2 (0, 32, 000+ Pl oy ) V1

(avec la convention a,,_, =0 si m<p,), OU P,(a, @y ..., @) €8t « cCONDU »-
lorsque a,, @z ..., @n—; le sont, et est C° comme fonction de x, sur tout
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voisinage de 0 ou a,, ..., @, le sont. On distingue maintenant deux cas:
1) p,=0.
iam(wz)w’{* solution de (B) < Ym>1
m=1

0
[mI,, — —?f/ (0, ,, 0)] Oy = Po(@yy eeey Gp_y)

ou I, est la matrice identité d’ordre .

Par hypothese (0f/dy)(0,0,0) n’a pas de valeur propre entiére et la
matrice (0f/dy)(0, x,, 0) est une matrice de fonctions continues au voisinage
de 0. Tl existe donc un voisinage V de 0 dans R, indépendant de m, tel que:

Ym=>1, Ve,e V, (mI,, — g—?fl (0, 2,, 0)) est inversible .

Les fonctions a,(«.) sont donc déterminées de fagon unique, par récurrence
sur m, et elles sont C* de x, sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m.

2) p,>0.
S an(z,)am  solution de (H) < Vm>1
m=1

of

'@ (07 Loy O)am = (m_pl)a/m-—p,—‘Pm(an seey am—l) .

Par hypothése (¢f/dy)(0, 0, 0) est inversible, donec il existe un voisinage W
de 0 dans R tel que (0f/0y)(0, x,, 0) soit inversible pour @, € W. Les a,(z,)
sont donc déterminées de fagon unique, par récurrence sur m, et sont C*
de x, sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m.

LEMME 2. 8¢ Déguation 3+ (8y/ow,) = f(x,, ., y) admet une solution for-

melle & deux variables H(x,, x,) = z W@ 2T, 0N Gy € R, @y = 0, alors
120,m=>0
elle admet une solution formelle en z,, H, (x,) = z bu(2,) 3’y 0% bu(,) €st une
m=0

fonction C* de x, sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m, dont le
développement de Taylor en x, =0 est > G
>0
De plus, si p, =0, H, (x,) est déterminé de fagon unique par H(s,, ®,).
D%:MONSTRATION.

a) détermination de by(x,).
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On cherche b,, C* au voisinage de 0, telle que 2% *(db,/dx,) = f(2,, 0, b).

Par hypothése I'équation a?**'(du/dw,)=7f(x,,0,u) a > a2’ comme solu-
10
tion formelle. Donc (voir (4)) cette équation a une solution C® sur un

voisinage de 0 dans R, by(x,), admettant Y a,», comme développement de
Taylor & Dorigine. >0

b) On considére maintenant 1’équation (E’') obtenue & partir de (E)
en posant y = 2z -+ by(x,), c’est-a-dire:

0%
(B'): abr+1 e = F(@,, %3, 2)
1
ou
ab,

F(x,,x,,2) = f(wl7 Lpy 2 + bo(ml)) —9""19‘4'1&;0
1

(E') admet comme solution formelle & deux variables > a,,2}a}.
120,m>1

Soit F(,, «,, z) le développement de Taylor par rapport & z, et z de F
au voisinage de (x,,2) = (0, 0).

(==}

Dire que H, (v,) = > ba(a,)xy est solution formelle en z, de (E') équi-
vaut : m=0

"l’”""laéi i(aﬁyxzyﬂ-) << w””’l[gb %y + . +_xm+ ]':
1

or oF
— %-2 (ivu 0,0)x, + —a—z- (xl, 0, O)Hx‘ 4+ ... +

m 1 am—kger
+k§1(m—k)!k! onF

(€1, 0, 0)ar—*HE 4 ... <

db, _oF oF
c17l=‘a‘5(1700)b1+ (x, 0, 0)
1
db, OF
xg.+1d_;—-_~§(wl,0, 0)b, +
1
- + 515 0 00 08, 1 25 0, 001+ T 0,0
+14bn  OF
Bt dw Fz- (1,0, 0)b,, + Qu(by, bgy ...y 1)
1
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ol Q,.(bys byy ...y by_y) est «connu » en fonction de b,, b,y ..., by, €t est C°
comme fonction de x;, sur tout voisinage de 0 ou b,, b, ..., b,,_; le sont.
Done pour tout entier m>1 b,(r,) doit étre solution d’une équation du
type a2t dY/dx,) = A(®,)Y + B.(2,), ou A(x,) (resp. B,(x,) est) une ma-
trice (resp. un vecteur colonne) de fonctions C* sur un voisinage de 0, in-

dépendant de m, équation admettant > a2} comme solution formelle.
1>0
D’aprés (4), chacune de ces équations a une solution b,(r,), C® sur un

voisinage de 0 indépendant de m puisque la partie linéaire 3**(dY/dx,) —
— A(2,)Y est la méme pour tout m et que, par récurrence sur m, le second
membre B, (x,) est C® sur un voisinage de 0 indépendant de m. De plus

bm(2;) admet Za,mwll comme développement de Taylor & 1’origine.
=0

Par ailleurs, si p, = 0, by(x,) et b,(x,) pour m>1 sont déterminées de

facon unique par leur développement de Taylor Y a,,%.
120

2. — Existence de solutions formelles pour certains systémes de Pfaff com-
plétement intégrables.

Soit le systéeme

0
aptt a—zl = fy(®1 T2y ¥)

(8): 2y
Bt = a = fol@1, @2y ¥)
ou

1) p, et p, sont des entiers positifs ou nuls.

2) fy=aUWcR2xR* —>R" est C° sur un voisinage ouvert W de 0 dans

R2xR", pour ¢ =1,2

3) £(0,0,0) = £,(0,0,0) =0.
La condition de compléte intégrabilité sur U est:

xg,+1 fl (xuxzyf’/) + oh

(xly Xy Y) fo@1y T2y Y) =
— gmt+1 ﬁ(x Ty, Y) + % (@1 B2y Y) [r(@1y 225 ¥) -
1 axl 19 L2y ay 19 ? ) )

On notera (E;) 'équation différentielle %+ (dy/cw,) =fi(w,, «,, y) pouri =1, 2.
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DEFINITION 3. On dira que la série formelle en x,, H, () = 3 an(ws)a?,

m=0
(respectivemmt la série formelle en ,, H, (%) = me(w,)m;") 0l 168 @p(,)
m=>0
(resp. bu(:)) sont des fomctions C° sur un méme voisinage de 0, & valeurs

dans R", et ou ay(0) = 0 (resp. by(0) = 0), est solution formelle du systéme
(8) si elle est solution formelle de chacune des deux équations de (8) au sens
de la définition 1.

LEMME 3. 8i p, = 0 et si (0f,/0y)(0,0,0) n’a pas de valeur propre entiére
positive ou nulle (resp. si p, > 0 et si (3f,/0y)(0, 0, 0) est inversible), alors (S)
admet une solution formelle en x, unique.

DEMONSTRATION. Soit H, () = > an(®)@y" la solution formelle unique
m=0
de Péquation (F,) donnée par le lemme 1.

On va montrer que H, est solution formelle de (E,).
a) montrons que 5+ (day,/dw,) = f»(0, Ts, ao()).

La compléte intégrabilité en x, = 0 et y = a,(x,) s’écrit

of, ofx
1): w;”+1aiw2 (0, Loy ao(wz)) -+ "aiy (0, Ty ao(xz))fz(()’ Lay a’o(“’z)) =

of.
= ’aiy (07 Lay “o(“'z)) fl(oy Xy %(wa)) .

Or f,(0, @, ay(2,)) = 0, d’ot, par dérivation:

0 0 d
5;712 (07 Ly a’o(“":)) + ’é%l (07 Lay ao(-’”z)) é.‘; =0
0 0
1) = x;’ﬁlaiw’z (0, Ly ao(wz)) = _7{; (0’ Xyy Go() fz(Oy Loy ao(wz))
0 - d
= '—_a‘f; (0, @, “o(wz))xf"i—ld_:: .

Or (3f,/2y)(0,0,0) est inversible par hypothése, donc (0f,/2y)(0, @2, ao(®2))
Pest pour @, dans un voisinage de 0, donc 22:*Y(da,/dws) =f.(0, s, (%))
sur un voisinage de 0.

b) Par translation par a,(z,), on est ramené au cas ay(®) =0 =

= f«(0, 2,, 0) pour 7 =1, 2.
Soit fi(w,, x,, y) la série formelle en , et y, & coefficients C* de w,, que
constitue le développement de Taylor de f,, par rapport & z, et y, au voisinage
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de (@,,%) = (0,0). On doit vérifier que l'on a:

oH,
aﬂ’ﬁ—l—a_x‘” = fz(“'n Loy H:c,)
2

En écrivant la condition de complete intégrabilité formellement en x,
et y, en remplagant y par H, et en utilisant que H, est solution formelle
de (E,) on obtient

0 oH,
(2): xpﬁlax (f2w17m27 m,)—wgﬁl?f'):

2
9 oH,,
afl (xnmz’Hw,) (fz(wlyme )—w;’r’-l '5{‘[;‘2—)»

Posons:
fz(wly Loy Hacg) _.x?:" 1 z cm(w2

m=1
of 0
0y 2y He) = —f‘ (0, 25, 0) + 3 My(ary)am
y y m=1

ou M, (x,) (resp. (%)) est une matrice (resp. un vecteur colonne) de fonc-
tions C® sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m.

(2) <> (m_pl)0m~m: fl(o xz’ Cm +2Mk0m_k Vm>1
k=1

(avec la convention ¢,
On a deux cas:

—p, = 0 81 m<py).

1) p.#0

(2) <= 8}‘1 (O Tyy 0)Cp = (M — Py)Cpy,— % MiCn VYm>1.
k=1

Or (0f,/0y)(0, a,, 0) est inversible sur un voisinage de 0 donc ¢; = 0 et, par
récurrence sur m, ¢, = 0, Ym>1.

2) p=0

(2) <= (ml —afl(() Tyy 0 )cm——-%Mkcm_k Ym>1.
k=1

D’aprés une remarque utilisée dans la démonstration du lemme 1,
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mlI,, — (0f,/cy)(0, ,, 0) est inversible sur un voisinage de 0 indépendant
de m, done ¢; = 0, et, par récurrence sur m, ¢, = 0.

LEMME 4. 8t le systéme (8) avec p, = 0 admet une solution formelle en x,

et @y, H(wy,a,) = W@ T 0% @y € Ry @y = 0, alors il admet une solu-
120,m>0
tion formelle unique en x,, H, (r,) = > bou(@:) @y, 0% les by(x;) sont C° de x,

mz=0
sur un méme voisinage de 0 damns R et admettent respectivement . a, o4

comme développement de Taylor a Vorigine. 120

DEMONSTRATION. (S) s’écrit

0
&y 8_516{1 = fi(®1y T2y ¥)

oy
wé”“a—wz =fo@1y @2, Y) .

Soit H, (#;) = 3 bu(2,)2; la solution formelle unique en x, de x,(cy/cw,) =
m>0
= fi(%,, %, y) donnée par le lemme 2.

On va montrer que H, est solution formelle de a3**(2y/ew,) = fy(a1, 25, y).

a) Montrons d’abord que 0 = f,(«,, 0, by(;)).

Posons g(x,) = fa(4, 0, bo(wl))~

L’égalité 0 = f,(@,, 0, bo(x,)) est vérifibe formellement en ,, done g(,)
est plate en ao1 = 0 (c’est-a-dire par définition, que le développement de
Taylor de g & l’origine est nul).

D’autre part, la compléte intégrabilité en z, = 0 et y = by(x,) §’écrit

0 0
[3]: a];/l (@15 0, bo) fals, 0, by) = @, afz (@1, 0, by) + fa (.%‘1,0, bo) f1(®1, 0, by)
done
4 _ afz ofs db,
d$1 ( 1’0 b0)+ ay( 170 bl)) X
of, 0 dab
= mldg ~mlaf (@15 0, by) + fz(muoy bo)wld—xo=

= afz (21,5 0, bo) + fz(x”o bo) f(@1, 0y bo) =

= %} (@1, 0, by)g d’apres (3).
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Or, une équation du type x,(dY/dx,) = A(x,)Y ol A(x,) est une matrice
de fonctions C* de @, sur un voisinage de 0 n’a pas d’autre solution plate
que 0, done g = 0.

b) Par translation par by(x,), on est ramené au cas ou by(x,) =0 =
= f2,,0,0) pour i =1,2.

Soit 7,.(991, x,,y) le développement de Taylor par rapport & x, et 2, au
voisinage de (x,,2) = (0,0), de f,.
On doit montrer que:

oH, -
?3‘“3@ = fol®y, @y, Hy) .

En écrivant la condition de compléte intégrabilité formellement en «,
et y, en remplagant y par H, et en utilisant que H, est solution formelle
de x,(0y/cx,) = fi(@y, 2., y) on obtient:

2 [- oH,,
(4): o, é};[fz(xnxz, Hm,)_x£’+la—%“] =

oH
fl (xlj (2T Hac;) [f2(wl’ Zay Hzl) - wl’ﬁ'l 8;1] )

2

Posons:

oH,,
fz(wu ®yy Hy, ) — afrt1—— a2, z em(2,) TP

m=1
3f1

o
af (21, 27Ha:.) (”1’0 0) + ZNM(wl

ol N, (2,) (resp. e.(2,)) est une matrice (resp. un vecteur colonne) de fonc-
tions de x, C* sur un voisinage de 0 indépendant de m.

de,, afl

‘d =7y (%1, 0, 0)e ZNka_k Vm>1.

(4)

Or, e,(x,) est un vecteur colonne de fonctions plates en x, = 0, puisque,
formellement en (x,, ;) on a

0H (x,, x,)

=0
0%,

f;(mn @y H(@y, @,)) — afst?

ou fy(w,, x,,y) désigne le développement de Taylor par rapport aux trois
variables x,, x, et y de f,, au voisinage de («,, 2., y) = (0,0, 0).
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Done, par un argument déji utilisé plusieurs fois, e,(x,), solution plate
en x, =0 de x,(de,/0x,) = (of,/0y) (4,,0,0)e,, est nulle, et par récurrence
sur m, e, = 0 pour m>1.

DEFINITION 4. On dira que deux séries formelles > a,(2.)xT et > b,,(x,)wy,
m=0 mz=0
o les a,(x,) (resp. bo(x;)) sont des fonctions C° sur un méme voisinage de 0

dans R, d valeurs dans R*, sont compatibles, si, lorsqu’on remplace les a,, et
les b,, par leurs développements de Taylor respectifs a Uorigine, on obtient la
méme série formelle & deux variables.

En regroupant certains résultats précédents, on a le lemme suivant:

LEMME 5. Le systéme

0
w?"‘-l'a_y = fi(@1, %2y ¥)
Ty
(9): %
wg,+1 a_wz = fz(wn %3, Y),

sous les hypothéses du début de ce paragraphe, admet deux séries formelles

compatibles > @,(w,)x] €t Y bu(w;)xy avee a(0) = by(0) = 0, comme solu-
m>=0 m=0
tions formelles, dans les cas suivants:

1) p.>0 et (0f/2y)(0,0,0) inversible pour i =1,2
2) p,=0 et (0f,/0y)(0, 0, 0) n’a pas de valeur propre entiére posi-

tive ou nulle

3) p,=0 et le systéme (S) admet une solution formelle en x,

4) py=p,=0 et le systéme (8) admet une solution formelle a deux
variables.

REMARQUE. On est dans le cas 4), par exemple, lorsque p, = p, = 0
et que (of,/9y)(0,0,0) ou (df,/2y)(0,0,0) n’a pas de valeur propre entiére
strictement positive.

3. — Application a la triangulation formelle de certains systémes de Pfaff
linéaires complétement intégrables.

NoTaTIioNs. On notera & Pensemble des germes de fonctions f(t,, t,),
C® sur un voisinage de 0 dans R? pour ¢,>0 et #,>>0, & valeurs complexes.
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On notera &, le localisé de l’anneau & par rapport & la partie multi-
plicative formée par les puissances de ¢, § , le localisé de & par rapport
aux puissances de #, et i,.

Enfin on désignera par J, le sous-ensemble de & formé des fonctions
dont le developpement de Taylor par rapport & la variable ¢, au voisinage
de ¢, = 0 est nul (c’est-a-dire qui sont « plates » comme fonctions de ¢, au
voisinage de t, = 0). On dira parfois, pour abréger, qu'un élément de g,
est une fonction plate de t,.

Dans tout ce qui suil, on supposera t, et t, positifs ou nuls.

On a le lemme suivant:

LEMME 6. Soit le systéme

0
ahtl . M,(2,, x,)
1

(2):

0
xpatl é;z — My(x,, @)

o on suppose que M, et M, sont des matrices n xXn de fonctions C° sur un
voisinage de 0 dans R?, telles que (X) soit « formellement en , complétement
intégrable » ¢’ est-a-dire vérifiant:

oM,

Ly

o,
0,

x;’:+1 - MlMg*(xf‘+l -+ MzMI)E'JK’”X”(S‘“’l)'

On peut alors trouver deux entiers strictement positifs o, et g, pour lesquels,
st on pose
@, =1, x, =13,  Mt,t,) = M3 1),

l g tl @‘/ — M(ty, t.)y
=) 0, ot,
11 oy
atg"”“ E; - ;(tl, ta)y
on ait le résultat suivant:
Il existe une transformation T € GL,(§, ;) telle que le systéme (X") déduit

de (2') en posant y = Tz ait la forme suivante:

.0
tn;,ﬂgf__.(A(tl, t,) + Pi(tyy 1))2
1

)
i+t a—: — (B(tyy t;) + Py(ty, 1,))2

2
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o lon a:

Py et py sont des enmtiers nmaturels

Ay, 1) o ----0
0 ceeeee- 0 .:Al(tlytz)
Byt) O 0
Bu, o= ¢ P
0 ----- 0 ...Bl(tz)

Aty t) = ait) I, + Nia(t, 1) pour 1<i<l

B;, 0
B,t) = pour 1<i<l
0 Bi,m‘(tZ)
avec
Bij(ts) = byi(t:)1n,, + tp;-N:‘J,z pour 1<j<m;
o ayt,) est un polyndéme & coefficients complexes de degré au plus p,
b, (t2) est un polyndme o coefficients complexes de degré aw plus p,

N\t t;) est une matrice triangulaire supérieure de fonctions C° au
voisinage de (0,0), dont la diagonale ne contient que des 0

Nijpe est une matrice triangulaire supérieure nilpotente constante
I,,1I., sont les matrices identités d’ordres respectivement m; et m; ;
O, — Oy GIDZ pour 1<i<l—1

. 1<jgsm;—1
o g — P pl ¢
b1,i bc,1+1¢t2 z pour { 1<’I;<l
P, et P, sont dans Mouxa(T:).

DEMONSTRATION. La démonstration peut se faire directement ou en
deux étapes & partir du lemme suivant:

LEMME 7. Sous les hypothéses et avec les notations du lemme 6, on peut
trouver deux entiers o, et o, strictement positifs et une transformation
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T'e GL.(8,) qui change le systéme (X') en le systéme (Zy) de la forme:

1,,.0
o+l A
) 61 tl atl A (t17 tZ)
(&) 1 3
&;tg.w,+1 ‘a}; - (Bl(tz) + P;(tla tz))
o

Py est um entier naturel
A’(tla ) € tM)an(g)

B'(t,)  est une matrice triangulaire supérieure de polynémes
& coefficients complexes de degré au plus o,p,

'P;(tl’ t?) € '-MJan(‘tTtl) .

DEMONSTRATION DU LEMME 7. D’apres la théorie formelle & deux varia-
bles (cf. chapitre I, proposition 4) il existe deux entiers o, et g, strictement
positifs et une transformation TeGL, (0 ) dela forme P= T a, 1’ A,. f' A,
ou, pour 1<i<m T € QL,{#') et 4, est une matrice diagonale de puis-
sances de ¢,, telle que, si on désigne par M2 la matrice de séries formelles
4 deux variables que constitue le développement de Taylor de M(t,t,)
par rapport aux variables ¢, et ¢, au voisinage de (0, 0), on ait:

"~

A A A 1 2 aT
TAM'T — —tewe+1 -1 __ — B'({
2 o, 2 atz ( 2)
c’est-a-dire encore

_1_t1';17,+1 BT ﬁ' 5 TB’
A ot 2
ou B'(t,) est une matrice triangulaire supérieure de polyndmes en f, & coef-
ficients complexes de degré au plus o,p..
On a, en particulier, entre les traces des matrices M, et B’ la relation

suivante, qui servira plus loin:
tr (M) — tr (B') e 137419 .
D’aprés le lemme 2 de ce chapitre, appliqué & I'équation

1 0Y
— fost1 — ! 14
o i, M, Y—YB',

vérifiée formellement en (t,, t,) par ¥ = T, il existe une série formelle en ¢,,
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T(tl) => T(t,)#, dont les coefficients T,(t,) sont des matrices de fonctions
1>0
C* de t, sur un voisinage de 0 dans R indépendant de 1, telle que:

si f= S Tintity, ot Tip € Mopxa(C), alors Y Tt est le développe-
1=Z0,m=0 m=0
ment de Taylor au voisinage de 0 de T(t,);
si M, est le développement de Taylor de M, par rapport & , au
voisinage de t, = 0, on ait:
1 oT

w1’ _ T —_TRB' .
P S A B

Montrons que le déterminant 8 de T est de la forme

3(tl) = tllc z 6z(tz)ti ’
>0
ol, pour 1>0, d,(¢,) est une fonction C* de ¢, sur un voisinage de 0 dans R
indépendant de 7, ,(0) est non nul et k¥ est un entier positif ou nul.
Puisque T vérifie Péquation
oT = =

1 —
_fowat+1 . ! — !
S =TT,

>
I
=y
[}
[
Rl

vérifie I’équation

1 06 , .
at2=”a+1 P (tr (M;)—tr(B"))0.

Or (tr M,—tr B') est de la forme 3"**1 Y a,(t,)¢, ol les ay(t,) sont des
=20

fonctions C* de ¢, sur un voisinage de 0 indépendant de .
8 est donc solution de I’équation

1 00 -
fopat+1l . — AW
Sttt (lgo a,(tz)tl) 3

2

ce qui équivaut, si on pose & = 3 (%)%, a:
>0

1 do;
290 — o 4

g, dt, %%

1 doé;

(?2 W: - OC06; - “16;—1 + .es + oc,é;',

ce qui donne le résultat annoncé.
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Soit maintenant 7" une matrice de fonctions ¢ au voisinage de (0, 0)
dans R? admettant T comme développement de Taylor par rapport a la
variable ¢, au voisinage de ¢, =0. (Une telle matrice existe d’apreés le lemme 1
de ce chapitre).

Alors det T’ est de la forme t¥4(¢,,1,), oit &(t,t,) est une fonction O
au voisinage de (0,0) dans R?2, telle que 6(0,0) = 0 et £ un entier positif
ou nul, ce qui termine la démonstration du lemme 7.

DEMONSTRATION DU LEMME 6. I existe (voir (4)) une matrice de trans-
formation 7T"(f,) & une variable, appartenant & GL.(§,), et telle que:

dt,

2

T" (0, B') T"— tgos+ 11" =B'(t,), ol B'(%)

est la matrice définie dans le lemme 7 et ou B'(f,) a la forme suivante:

Bit) 0
B’(t,) = ou, pour 1<, j<h,
0 Byt)

on a:
Bj(ts) = b;(tz) I, + (5™ N,

b/(t.)  polynéme i coefficients complexes de degré au plus o,p,
N, matrice nilpotente constante

I, matrice identité d’ordre m;

i

i#j = b —b ¢t3"Z.

Si on pose T'=T'T", o 1" est la transformation définie dans le lemme 7,
le systéme (X2’) est changé, au moyen de 7, en le systéme (2”) suivant:
0

1
il — = A'(ty,1,)
Yooy, et YU

a 1 4
tgzva+1a—t —(B”(t2) + t—;‘—!Pz(t” tz))

2
ou:
k, et k, sont des entiers positifs ou nuls

A"(ty, ty) € Mopxa(8)
Pty 1) € Moyxa(T2)

quitte & remplacer o,p, par p,, on supposera k,=0.
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On va montrer maintenant que la compléte intégrabilité formelle en ¢,
entraine, aprés un changement eventuel de l'ordre des bloes diagonaux
de B”, que A" est de la forme cherchée.

Désignons par 3 A;(t,)¢, le développement de Taylor de (1/t&)A" par

1>0

rapport & la variable #, au voisinage de ¢, = 0.
La compléte intégrabilité formelle en ¢, équivaut a:

i+1 a% ( zAg'(tz)tg) = [B”(tz) zA;'(t2)] fl <>

2 \[>0 ’l>0
A5 ()
dt

2

< it = [B'(t,), A/(t)]  Vi>0.

\ 7

On est donc amené & étudier les solutions de ’équation différentielle
2 dY/dt,) = [B"(t,), Y], o Y est une matrice de fonctions du type f(t,)/t5,
avec f(f,) C° au voisinage de 0 dans R, r entier naturel.

On découpe Y en bloes (Y,;);< ;< correspondant au découpage de
B’(t,). On a alors:

tgiﬂ‘gf =[B'(t,), Y] <> tga'“%ﬁ =B!Y,—Y,B'  pour 1<i,j<h.
2

2

DEFINITION 5.

a) Soit A(t,) = Ao + Aty + ... + Zp; t2: un polynéme a coefficients com-
plexes. On dira que A(t,) est plus petit que 0 (et on notera A < 0) si Von a,
en désignant par Re la partie réelle:

ou bien Re (1) = 0 quel que soit 1 tel que 0 <l<p,,

0<l, <pé

ow bien il existe 1, tal que | Re(4,)<0

Re (4;) =0 pour 0<l<<l,.

\

b) 8i A,(t,) et A,(t,) sont deus polyndmes & coefficients complexes, on
dira que A, < A, i et seulement si A, — A, < 0.

On a alors le lemme suivant:

LEMME 8. Soit U'équation différentielle (e): 13"} (dy/dt,) = A(t,)y o A(ty)
est un polynéme de degré au plus p, tel que A < 0. Alors la seule solution
de (e) de la forme f(3,)/t] ot | est une fonction C° au voisinage de 0, et r un
entier naturel, est 0.
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DEMONSTRATION. On rappelle que P’on a supposé #,>0.

dy  Alt,)
) <= 7 =t37;+ildt2

dy )*0 /11 l;
m =(tg;+1 +tg§+1 + o +t—’: dty, <>

lo 2.1 }'p;—l ‘
T e R tz) ol ceC

<> Y = cexp (—
d’ou le résultat.

LEMME 9. Soit p, un entier naturel et soient B et B; deux matrices de la
forme suivante:

B{ = b(t)In,+ 15N, Bj = bj(t) Lo, + 5N

o, b; et b; sont des polyndmes d coefficients complexes de degré au plus p,
N, et N; des matrices nilpotentes triangulaires supérieures constantes

I, (resp. 1,,) la matrice identité d’ordre m; (resp. m;)

a) si b; < b; et si Y vérifie Véquation t53dY/dt,) = B;Y— YB;, ou Y
est une matrice de fonctions de la forme f(,)/t] (f fonction C° sur un voisinage
de 0 dans R, r entier naturel) alors Y =0.

8t on me suppose plus b; < b;', Y est alors une matrice de fonctions
plates de t, au voisinage de 0.

b) 8i Y est une matrice n;xXn; de fonctions du type f(t.)/t; (f, O au
voisinage de 0, r entier naturel) et si Y vérifie t2*Y(dY/dt,) = B;Y — YB;,
alors Y est une matrice constante.

DEMONSTRATION.

a) On sait déja, sans supposer b;’< b;' et en utilisant les caleuls for-
mels du chapitre I, que Y est nécessairement une matrice de fonetions plates.
Supposons maintenant b; < b;.
Posons

Y = (W )i<hsm, 1<1<,

N;,= (v:,k)ISk,lgn,’ N, = (”fc,z)mk,lgn, ’
tgi“‘;—f =B;Y—YB] <
2
<> t”é“g@—"—'—(b”———b")v + vi — > vy, |
2 dt - i i Yim l,kyk,m k,m-/l,k 2

2 k>1+1 k<m—1
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Par récurrence sur ! et en appliquant le lemme 8, on vérifie que
Yn—11 =0 pour 0<Ii<n,—1.

Par récurrence sur m, puis par 1écurience sur !, on a de la méme facon

o<li<n; —1

Ynimtym = 0 pour
l<m<n,;.

4T, T > g
b) #i+1== = B/Y—YB| < t,=— =N, Y—YN,.

2 2

On a déja vu dans le chapitre I que cette équation admet comme solu-
tion formelle unique une matrice constante, ce qui termine la démonstration
puisque ce type d’équation admet une solution C* unique ayant un dévelop-
pement de Taylor donné.

On termine alors la démonstration du lemme 6 de la facon suivante:
on peut supposer ordonnés les blocs Bj(f,) de B'(t,) de facon que:

by>by,>...> by
On déduit alors du lemme 9 (quitte & modifier les matrices nilpotentes

constantes N,) que (1/t5A"(t,,t,) est de la forme A, (t,,t,) + P'(t, 1), ou
Ton a

() @ty ) - @altyy t)
A'(ty, ) = Aos(ty) | Gnyn(ty b)
* Gyn(ly)

avec a;;(t,, %) fonetion C* sur un voisinage de (0, 0) dans R2pour1 <i#j<n
a;:(ty) fonction C* de ¢, sur un voisinage de 0 dans R pour 1<i<n
Pi(t, 1) € Monxa(F).

On obtient alors la forme plus précise du lemme 6 par récurrence sur la
dimension n, puis sur Pentier p,. (cf. chapitre I remarques 2, 3, 4, 6).

REMARQUE. Le fait que les variables ¢, et #, ne se «séparent pas for-
mellement en ¢, » est lié au fait que la demi-droite des #,>>0 peut &tre rayon
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de Stokes pour 1’équation différentielle tg“l(d/dtz) — B’(t,). Par exemple le
systeme
3y (1 exp(—1/ad)
Oy 72— y
0x, 0 1

CHAPITRE III

EXISTENCE DE SOLUTIONS (¢® POUR CERTAINS SYSTEMES
DE PFAFF AU VOISINAGE D’UNE SINGULARITE

On consideére le systéme

0
xf"*-l_a;y' = Fl(‘”l, Loy ?/)

1
(8):

oy
mgﬁl%: Fy(@y,y 2y y)

sur lequel on fait les hypothéses suivantes:

h,) p, et p, sont des entiers positifs ou nuls.

hy) F;: WU cR2xR" — R” et C® sur un voisinage ouvert U de 0 dans
R2xR"* pour ¢ =1, 2.

hs) Fy(0, 0, 0) = Fy(0, 0, 0) = 0.

hy) (8) est completement intégrable, c’est-a-dire qu’on a, identique-
ment sur U:

oF oF
ﬁf?;”“gx—: (®1y 2oy y) + —aj(wu Zoy Y) By, oy ) =

or oF
= xfﬁ-l‘é;f (@1, @3y y) + ﬁ(wly oy Y) Fo(@y, @5, )

hs) 1l existe deux série formelles compatibles (au sens de la définition 4

du chapitre IT) H, (¢,) = 3 a.(2,)2] et H,(2,) = D bu(®,)27, & coefficients
m=0 m=0
C® sur un voisinage de 0 ne dépendant pas de m, qui sont solution formelle,



TRIANGULATION FORMELLE DE CERTAINS SYSTEMES DE PFAFF ETC. 677

en x, et x, respectivement, du systeme (S) (au sens de la définition 3 du

chapitre II).
On a alors le théoréme suivant:

THEOREME. Sous les hypothéses précédentes, il existe une fonction u(w,, x,),
C™ sur un voisinage de 0 dans R?, & valeurs dans R", solution du systéme (S),
et dont les développements de Taylor, comme fonction de ®,, au voisinage de
2, =0 et comme fonction de x, au voisinage de x, = 0 sont respectivement
H, (@) et H,(,).

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, donnons un
exemple de systémes pour lesquels la condition Ay n’est pas vérifiée:

Pl g_i/ —y =0 avec p, entier strictement positif
1
P T exp( 1 ) si ;>0
Ly —a;:r;q— -Y = : P, g
2 0 si 2, <0

Un tel systéme admet 0 comme unique solution formelle en z,.
La solution générale

1 .
x,(Log |, + ¢) exp (— ple-) si ;>0

0 six, <0

y:

-oll ¢ est une constante, est seulement continue.

Démonstration du théoréme.

N

I) On se raméne, par translation, & chercher une solution v(w,, ®,)
dont les développements de Taylor par rapport & x, et par rapport & x,
sont nuls, c’est-a-dire au cas ol le systéme (S) est vérifié formellement en x,
et formellement en x, par y = 0, c’est-a-dire encore au cas ou F(x,, &, 0)
est une fonction plate de 2; en x, = 0 et plate de 2, en 2, = 0 pour ¢ =1, 2.

Notations. On rappelle (voir chapitre I1, § 2, notations) qu’on désigne
par §, (resp. T,) I'ensemble des germes de fonctions f(z,, x,) O° au voisi-
nage de (0,0) dans R? & valeurs dans R (ou éventuellement C) et dont le
développement de Taylor comme fonction de x, (resp. #,) au voisinage de

%, = 0 (resp. x, = 0) est nul.
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On utilise le lemme suivant:

LEMME 1. Soient G, (€,) = . otm(@)0} 6t G, () = D Pu(@)xy deuw séries
m=0 m=0
formelles compatibles, au sens de la définition 4 du chapitre II. Il existe une

fonction g(x,, x,), C° au votsinage de (0, 0) dans R2, & valeurs dans R, dont le
développement de Taylor comme fonction de x, (resp. »,) au voisinage de x, =0
(resp. @, =0) est G, () (resp. G (w)).

DEMONSTRATION. Soit a un réel strictement positif tel que les a,(x,)
et fn(z;) soient C° sur [— a, + a], et K le compact [— a, + a] x{0} U {0} x
X[— a, + a]. On considére sur le compact K de R? le jet d’ordre infini
suivant: G = (g% (k,, k,) € N2 ot ¢g**) est la fonction continue sur K
définie par

(l"*ozkl(wz)

glenka (0, x,) = ——5%— pour z,€[—a,+a]
2
dk By (2
gk (2, 0) = —gé%—ll) pour z, €[—a, +a].

L’hypothése de compatibilité, faite dans le lemme entre G, et G, en-
traine que G%-*?) est bien définie et continue sur K et que de plus, puisque
les «; et B; sont C* au voisinage de 0, G est indéfiniment différentiable au
sens de Whitney sur K.

D’apres le théoréme d’extension de Whitney (voir 5)), il existe une fone-
tion = sur R?, g(x,, x,), vérifiant:

ak,-i—k,g

et | <
d’ou le résultat.

On considére alors le systéme (8’) obtenu & partir de (S) en posant

Yy =2 + My, 4,), ou h(r,x,) est une fonction C* au voisinage de (0, 0)
dans R?, & valeurs dans R», dont les développements de Taylor comme
fonction de x, au voisinage de z, = 0 et comme fonction de x, au voisinage
de xz, = 0 sont respectivement H, (x,) et H, (x,):

02 ,
m{h“%—l = F (2, %, 2)
(8):

0z ,
wg’_'_la—x = Fz(wl,a‘z, Z)
2

avee F(@,, @, 2) = Fi(@y, @y, 2 + h) — &7 "1 (Oh/0w;) pour i =1, 2.
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Le systéme (8') vérifie les hypothéses %y, hs, hs, hy, ks avec de plus,
dans hy, H, (7)) = 0 et H,(x,) = 0, c’est-a-dire encore:

F(@,, x,,0) appartient & (§, N T,)* pour i =1,2.

REMARQUE 1. Puisqu’on cherche une solution & (8) dans (J, N )"
il suffit de le faire pour z,>0 ¢t 2,>>0; on n’aura en effet pas de probléme de
recollement.

Dans toute la suite de ce chapitre, et sauf mention du contraire, on sup-

posera x,>0 et 1,>0.

REMARQUE 2. Considérons le systeme obtenu & partir de (S) en posant
@, = 13, @, = 13* ol o, et o, sont des entiers strictement positifs:

1
- ti"”‘+1% = Fi(t,t:,y)
) o, ot,
11 oy
atgwﬁl-a—tz = F;’(tur_tz’ Y)
avec
F;’(tn tay y) = F.(13, 13, 9) -

Alors, si w(t,,1,) est solution dans (¥, N F,)" de (8"), la fonction
0(@y, B) = w(z}™, 2)/*)  est solution de (8) dans (. N T,)".
REMARQUE 3. Soit f une fonction C* sur [— a, 4+ a]?, & valeurs dans R

ou C, ol a est un réel strictement positif

a) fe9, < Vked, IM,eR||f(2, )| < Mx|* V(@,,2,)€[—a,+a]?
<> 3k € N/VE> ko, M, € R/|f(21, 7,) < My|2)|* V(,, 72) €[—a, +a]?

b) feT. < VkeZ, «ife T,
¢) feF., NT, < V(n,n) eN2, AM, . e R/|f(@, 2) <

<M, ,|ov||e3| Y@y, 2,) € [— a, + a]*.

II) Etude du systéme linéaire associé & (S).
On pose
oF,
(2, 2, y) = F (01, 7, 0) + -37 (@1, @2y 0)y + Bi(21, 22, YY)

oF, .
M (2, @,) 2_8:17(00”%’0) pour i =1, 2.
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Le systéme (S) équivaut &:

0
aPutl a—;/‘ — M,(®y, @,)y = F\(2,, 25, 0) 4 R(2y, @5, Y)(y, ¥)
1

0
x?’+lég‘ — My(@,, 2,)y = Fy(wy, 25, 0) + Ry(,, Toy Y)Y, ¥) -

2

LEMME 2. Le systéme linéaire

0
x€,+1 P Ml(xly o,)
1

0
a?é"“—a-ajz—Mz(wl, )

est formellement en x, et formellement en x, complétement intégrable.

DEMONSTRATION. La compléte intégrabilité de (S) entraine:

oM oM,
x;""'l%z—l + M, M,— (:I;” it~ o )+ M, M, =
__O0°F 0*F
a 22('”1797270)F (1 @2y 0) — yl(mlawzyo)Fz(wumzyo)-

Le second membre de cette égalité est une matrice dont les éléments
appartiennent & ¢, N §, puisque F\(x,,,,0) et Fy(x,,x,,0) sont dans
(T, N T, )"

On étudie maintenant les solutions de ’équation affine a3*'(ov/owx,) —

1y, @) = G(x,, ®,) lorsque le second membre G(w,,x,) décrit des
espaces de fonctions que ’on précisera, et le comportement de ces solutions
vis-a-vis de Dopérateur différentiel z2**(d/0w,) — M,(2y, @,).

Dans toute la suite de la démonstration, on supposera qu’on a déja fait
dans (8) le changement de variables x, = 13, x, = t3* qui permet de mettre le
systéme

0
-7717‘“7 — M,(%,, 7;)
1

0
xBatl Py 2@ @5)
2

sous la forme triangulaire décrite dans le lemme 6 dw chapitre II (voir remar-
que 2 de ce chapitre).
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Notations. Soit @ un réel strictement positif, n, un entier, n, un entier
positif ou nul. On pose

Cyo(ny, My, @) = 'ensemble des fonctions f(x,, x,) définies et continues sur
[0, a]? (resp. sur ]0, a] X [0, a]) i m,>0 (resp. », <0), &
valeurs dans C, et telles que |f(z,,®,)|/(#}@3") soit borné
sur ]0, a]2.

Cio(Ny, Moy @) = {f € Coo(ny, may a) telles que 3f/0w, appartienne & Coo(n,—1, My, @)}

Cor(My My @) = {f € Coo(my, My, a) telles que Of/Cw, appartienne & Coo(ny, ny—1,@)}
si my>1

Co(ny, 0, @) = {f€ Coo(ny, 0, a) telles que of/Cx, appartienne & Cy(ny,0, a)}

Co(ny, a) = I’ensemble des fonctions f(x,) définies et continues sur [0, a],
a valeurs dans C, telles que |f(«,)|/3* soit borné sur 10, a].

Cy(ngy, a) = {f € Cy(n,, a) telles que 3f/cx, € Co(n, —1, a) lorsque m,>1}.

On met sur ces espaces les normes suivantes:

_ f(®1, 2,)
Vf € Ooo('nd’ Ny, a), "f"o,o,n,,n,,a —(mhfsgi)]’a]’ W
of
Vf € Cro(ny s, @) 4 171l 1,0mm00 = SUD | [ ll00,,m000 pr
1 |{0,m;—1,n,,a,
er 001(”1: Ny a’) ’ ”f“o,l,n,,n,,a =
of .
e >1
- sup (”f Hoo,m,n,,a, o, O,nl,nz—l,a) S1 M,
a of ) .
_ = 0
sllp("f Hoo,n,,o,aa 33 |00, 0 S1 7,
@
Vfe Co(na, @), loma = sup 12!
22€10,0. xzz
of

0,n;— l,a)

Pour les normes correspondantes, les espaces que 'on vient de définir
sont des espaces complets.

Par abus de notation, on écrira de la méme fagon les normes produit
sur les espaces Cpy(ny, 1,, @) ete.

La démonstration du théoréme est basée sur le lemme suivant, dont on
rappelle qu’il est vrai en fait aprés changement de variable du type x, =17,
@y = 13

Ve Oy @, Wlame = 50D (Iflomer | 5
2
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LEMME 3. Soit D,, pour i =1,2 Dopérateur différentiel m”‘“(a/aw
— M (2, ) et soit

oM

Ly

M
Ay, 2,) = abrtl 1_anﬂll—("rvf‘Jrl aawz

1

—Mle).

L,) Il existe des entiers positifs Ny, Ny, 1y, by, un réel positif a, et pour
tout réel a tel que 0 < a<a, une application linéaire continue

K,: GGo(Nyy Ny a) = Cgo(Ny— 1y Ny — 1y, a)

inverse & droite de Dy, ayant les propriétés suivantes:
a) pour tout couple d’entiers (ny,n,) tels que n,>N, et ny,>N,, les
applications restrictions suivantes de K, sont continues:
K,: Opy(nyy Moy @) — Of(ny — 1yy iy — 1y a)
C01(M1y Moy @) — Cgy(ny — 1y, 0y — 1y, @)
et les mormes de ces applications sont bornées par une constante, indépendante
de a et m, (dépendant de m,).

b) Vfe C4o(Ny, Ny, a) K,[f] et contindiment dérivable par rapport & x,
sur 10, a)® et on a: (D, K,))[f]=7f sur 10, al>.

) Vf(xy, @,) € Coo(Nyy N,y a), YA(®:) € Co(0, a) K,[Af] = AK,[f].
L,) Il existe une matrice Q(x,, %) = Q(x,, wz)/(zf‘wg’) ot Q, est une

matrice de fonctions C° sur un voisinage de 0 dans R?, f, et S, des entiers,
telle que:

D.K,— K,D,= K,AK, + (K,D,—I)QK,
sur Cgy(ny, ny, a) dés que n, et n, sont assez grands pour que les deux membres
soient définis, et a tel que 0 < a<a, (@ ne dépend pas de a).
L,) Il existe pour a tel que 0 < a<a, une matrice

N1o(@y, ,)

Ny @) = 22
2

’

ot Npa(y, ;) est une matrice de fonctions O sur un voisinage de 0 dans R?,
plates comme fonctions de x, en x, = 0, o, un entier naturel, telle que:

a) D[N,]=0
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b) Vie O'I‘O(NU N, a) (KD, — I)[f] = Na.xlf]
o x désigne Vapplication continue: Cgy(Ni, N,, a) — C5(N,, a)
f(@y, ) > f(a, 25)

¢) Pour tout entier naturel m, il existe un réel strictement positif a,,
et une constante C,, telle que, pour 0 < a<a, on ait:

Noyal2y, @
max ( Sup i_l_l“(%__i).l y sup o
(21,22)€10,a1? xy (21,2,)€10,0]* &y

” axla/awz(%yxe)") < %
am
d) Dz[Na] = NaMa + K1[A cN)a]

ot My(x,) est de la forme (1/y,) My(,) avee My(w,) matrice de fonctions C° aw
votsinage de 0 dans R, v, entier naturel.

Remarque sur les notations employées.

— un vecteur (respectivement une matrice) image par D,, D, K,, x
d’un vecteur (resp. une matrice) est noté avec un crochet

par exemple: K,[f], D,[N;]

— quand on écrit K,AK, ou (K,D, — I)QK,, A (resp. @) désigne par
abus de langage I'application linéaire de matrice A (resp. ) dans la base
canonique de Cgy(ny, 1., a).

(I désigne l'application identique).
REMARQUE 4. Dans L,, b) est équivalent a:
Vi€ Clo(N1y Nyya) Dyffl =0 < f=— Naz[f].
III) Démonstration du théoréme & partir du lemme 3.
Posons

d
D, =w§-+1d?2—|— M,.

On a le lemme suivant (voir (4)).

LeMME 4. I1 existe des entiers Ny et 1y, un réel positif af. et pour tout réel
a tel que 0 < a<a, une application linéaire continue

K,: Gg(Ns’ a) — Og(Na“ ls, a)



684 HELENE CHARRIERE

telle que

1) pour ny> N, les applications restrictions suivantes de K, sont continues :

K,: Cy(ns, a) — Cy(ns — 15, @)

et leur norme est bornée par une constante indépendante de a.

2) Vfe Oy(Ns, a) K,[f] est dérivable sur ]0,a] et on a: DK f] = f
sur 10, a].

REMARQUE. On vérifie facilement que K, est continue de Cg(n,, a) dans

Oi(n; — 13— p,, a).

Notation. Pour 0<i, j<1; on notera RCj(n,, n,, a) le sous-espace vec-
toriel réel de C};(n,, n,, a) formé des fonctions & valeurs dans R” et on dési-
gnera par BRCj(n,, v,, a) la boule unité (fermée) de RC3(n,, 1y, a).

«) On pose, pour v € BRCg,(n,, n,, a).

pi[v] = Fy(®, 22, 0) + R(21, 5, v)(v, v)
Ya[0] = Fo(®1, 2y 0) + Ro(21, @5, 0)(v, v)
vs[v] = y,[v] + QK py[v]
L,[v] = K;p,[v] — N K, X[ws[v]]
RL,[v] = partie réelle de L,[v]
otl, pour le moment, #, et n, sont assez grands pour que L, soit définie, et
a tel que 0 <a<ag.
(On devrait noter L, , , mais la suppression de n, et n, n’est pas génante).
On cherche & déterminer un réel strictement positif a:,” et & fixer n,; et n,
de facon que, pour 0 < a<a$’, l’application » — RL,[v] soit contractante
de BRCj(n,, 1., a) dans elle-méme.
On a:
v € RCY (N, Moy @) = pi[v] € CF1(2Ny, 20y, @) =
= K,p,[v]e 0520 — 1y, 20— 1y, @)
v € ROG (11, ny, @) = 3[v] = pulv] + QK y4[v] €
€ 05, (20, — 1, — By, 20— b, — f,, @)
= xypi[v] € O5(2ny— 1, — P, @)
= Kyyys[v]e C1(2n,—l— fo—p;— s, a)
= N Kyyps[v]e Cp(2n,— 1, 20—, — By — Py — lz— 25 @)
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Done
n
v € RCG (1, My, @) = RL[v] € Chy(20— by 20y — b, — l3— py— 0ty — By, 1) .

On pose:

06,
_9— (21, )

q = suap ]lQl(wly‘xZ)]]+ Sup axz

(21,%2) €10, @01 (1,%3)€10,01*

%, une constante indépendante de ¢ qui majore la norme de K,:
Chi(20y, 204, a) — C3(20, — 1y, 20y —1,, @)
lx] 1a norme de y:
(2, — b — By, 205 — 1y — Bo, @) —> O%(2ny— 1, — Py, @) (on a | x| <a®h=Fy)
%#; une constante indépendante de a, qui majore la norme de K;:
02Ny — 1, — By, a) = Ci(20,— 1, — By — Uz — s, @)

v une constante indépendante de a telle que, pour O<a<a;m_,l, on ait

sup
(2,%,)€10,a12

max( sup 1N ual@ )] llaw’l,a/awzu) v

(24,22) €10,a12 xy m—h

w?m -l a2m—h °

(Toutes ces « constantes » dépendent en général de n, et n,).
Soit v € BRC (1, Nyy a). On a:

lw.dv] "0,1,2nl.2n2,a<lf pour i =1, 2

ou 4; ne dépend pas de a, mais dépend de la borne supérieure, sur un voisinage
fixé de 0 dans R?, des fonections

“Fi(wl’ Loy 0)” ” OF ;[ 0xy(24, @5, 0) “

21y P20, ’ 20, 120,
wl lxa 2 xl lxz 2

]IR,-(:L‘I, T2y 2 " ’

oR;
'é; (xla wZ, z) .

’ w17w25 )
On a donc d’une part:

[ K1 pa[01lo,1, 20,1, ona—1a,a <11

= [ Hpa[0]]o,1, my,m,a<0™ T R 2y
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D’autre part

“ pa[v] Ho, 0, 2ny,—1,— By, 20y —Tla—Ps, @~
= |polv] + QK yi[v] "o,o,2».—11—51,2n,—1.—ﬁ,,a<“m—l'—ﬁ‘+"’_t'_ﬁ’}*2 + @b <
a<<l
<Ay + @4,  si on suppose

My—l—Py +ny— 11— >0

= Jxval®o,2n-1s,0  <[x1(A + @1 1)

<a2m—ll—ﬁ‘(}~2 + g y)
= [ K qpalv]]1, 20— 1,15~ fa—para <“27’1_11—'9‘":;(12 + @y y)

= ” ‘N’GK:‘] Zwa[v] n 0,1,2n0,—1;,203—1a—l3—Bay—D:—%;,0 <

»
<a2n,—11“2"‘_l‘~p'”a(/~e + g 4y) <a Prvng(dy + quey Ay)
= H Nastwa[”] (!0,1,m,n,,a<a’nl_ll+”‘_l,_l'—prﬁl_ﬁ‘_lx’w"i!(}‘z + qxl}'l)
Donc

v € BRCY (1y, Mgy @) = [RL[v]]o,1,n,,n,,0a<

<a‘”l“‘”x—(ll+lx+la+171'1“l31+ﬁ:+°‘:)[,‘,%3(12 + Q’ﬁ}q) + xlll] .

On fixe alors n, et n, de facon d avoirn, +n, >0 + 1, + 13 + pe + 1+ P + .
On a alors

[RL.[v]],, 1,nl,»,,a<“[””s(12 + @ ldy) + 2]

et si on choisit aﬁ' de facon que a:','[w-:,.,(l2 + @A) + 2, 4]<1, on voit que,
pour a tel que 0 < a<a$’, RL, envoie BRCy(n,, n,y, a) dans elle-méme.
* On peut maintenant choisir az de fagon que, pour 0 < a<af,', RL, soit
contractante de BRCj,(ny, 1., @) dans elle-méme.

En effet, on a:

V(v1, ;) € BROGy(nyy Mo, @) [wiv]— widv:llo,1, 20, 20,0 <

<lliuvl—92||0’1mh"ha pour i =1,2

Ry al I3 . ’ .
ou 4; ne dépend pas de a, mais dépend de la borne superieure, sur un
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voisinage fixé de 0 dans R? des fonctions

oR,
"Ri(“'l’ Ty, 2) " ’ ” %: (21, 24, 2)
%R, @ O*R,
H (aa:;azz’ l T Com Ay | g (@ )

Le méme calcul que celui fait précédemment (ot on remplace simplement A,
par A;|vs— . 1,n,,n,,0) donne alors:

“RLG[/DI] - RL Na, @ < a"vl — 0, “0, 1, n,,n,,a[”"s(}‘; + q%lli) + ”1}';]

ce qui termine la démonstration.

Done pour 0 < a<af,' P’application RL, a un point fixe unique v, dans
BRCj, (1, gy ).

Si de plus on choisit », et n, de fagon que

ny— U, >ny
et

2y —l—l—Po— 0y — fa > 1y
alors, pour tout couple d’entiers (r, s) tels que r>n, et s>n, on a:

v, € ROy, (7, 8, a)
en effet, on a
V, = RL,[v,]
et

v, € RCGy(ry 8, a) = RL,[v,]€RCy(2r —1,, 28—, — lg— py— 0, — fs) C
CRCH(r +1,s +1,a).

f) Montrons que V, est solution de la premiére équation du systeme (8)
c’est-a-dire que 'on a Di[v,] = y[v,].
Dans toute la suite, on mettra R pour partie réelle de
Ve = RL,[v,] = Di[v,] = D,RL,[v,]
== RDlLa[va]
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= RDl[KﬂPl[")a] — N K, XW:&[’Ua]]
= Ry,[v,] d’aprés lemme 3, L, et L,, a)
= "pl[va] .

y) Montrons que, si a est assez petit, v, est solution de la deuxiéme
équation de (8) c’est-a-dire D,[v,] = p,[v.].
Calculons D,[v,]:

D,[v,] = D,RL,[v,]
= RD,L,[v,].
Caleulons D, L,[v,]:
D, Lyv,] = D, Kﬂ/’x[”a] — D2[Na K, Z"/'s[’va]] =
. d
= D, K,p,[v,] — Dz[*N)a]stwa[’va] — N ot dz. (Kaxy's[")a])

2

d’apres la formule de Leibniz

D, Ly[v,] = Dy Ky9,[v,] — Dol No] K xs[va] — Na(—' MKy yps[ve] + X"Pa[va])

d’apres le lemme 4

= D, K, y,[v.] — (tN,uMa + KI[ANa])stws[va]—

— No(— M K, yps[va] + 295[va])

d’apres le lemme 3, L, d)

= Dzlfl 1/’1[%] - KI[A Na]Kz .X"l’:*[va] - N« %1/)3[?)0]

= D, K yp,[v,]— Kx[A NaKalW3[”a]]_ !N)ust[va]
d’apreés le lemme 3, L,, ¢)

= D, K,y,[v.]— KlA[Kx'(Pl['Ua] - 'va] — Nayys[va]

= (K1D2 + K, AK, + (KlDI—I)QKl)[Qpl[v,,]]—
— K, A [Kl P[] — 'Ua] — Noxwalva]

d’aprés le lemme 3, L,
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= (KI-D2 + (KD, — I)QKx)%[”a] + K, Alv,]— (K, D, — I)[‘/’s["’a]]
d’aprés lemme 3, L,, b)
= (K, D, + (K,D,— I)QK,)y,[v,] + K, A[v,] —
— (KD, —1I) [V’z[va] + QKlTl)l[’l’a]]
= Kx[Dzy)l[”a]— Dy py[v.] + A’”a] + p,[v4]

done
D,[v,]— Pol0,] = R'Kl[Dz/'pl[/va] — Dlwz[’l?a] -+ A’va] .

On utilise maintenant la compléte intégrabilité du systéme initial, ¢’est-a-dire:

oF oF
(C.I.) g1 ‘é‘a;‘l (@1 @y, ¥) + "a—yl (@19 3y Y) Fy(2y, Xy, Y) =
2

oF or
= pptl B_.v;(w" %2y Y) + —372 (@1 Ty Y) Fy(24, @y, y) .

Un calcul donne, en utilisant (C.I.), le fait que v, est dérivable par rapport
a @ et x, sur 10,a]* et le fait que YilVa] = Fo(®,, @5, ) — M (2, 0,)0,:

F,
Dyyi[vs] — Dyypy[v4] + Av, = [%y‘ (1, @y v,) — M(z,, 972)] (Dz[’”a] — 'Pz[”a]) —

- [%‘% (1) @3y V) — My(wy, wz)] (Di[va] — a[2a]) -

Or
Dyv,] = ¥1[v,]
done
oF,
Dyifo.] — Dyyilv,] + o, — [—a; (s, 3, 03) — My(as, wg)] (Dyfoa] — paloa])

done

FI FI
Dyfv.]— pyfo,] — RE, (%37 (1, @2, 20)— %7 (1,0, 0)) (Dyloa]— palva])

Or, on peut choisir & assez petit pour que la norme de l’application

or or
RK, (-éj (@1 3y Va) — -@1- (@1, 24, O)): RCy(ny, s,y a) — RC%(ny, 1y, a)

soit strictement inférieure & 1, done

Dy[v,] = yy[v,].
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6) Montrons que v, est ¢ de (x,, ;) au voisinage de (0, 0).

En utilisant que v, appartient & Cgy(r, s, a) pour des entiers » et s, aussi
grands que l'on veut, et que v, est solution de

09,
wi’;"'l ‘a% - Ml’”a = w1[va]

1

0,
x;},+1 5:7 — M0, = 7/’2["741]

2

on montre, par récurrence sur i et j, que (3'77v,)/0xical) appartient &
Cgo(ry 8, @) pour r et s aussi grands que on veut.
Done v,€(F,, N T,)" ce qui termine la démonstration du théoréme.

Pour terminer, il reste done & démontrer le lemme 3, ce qui se fera en
plusieurs étapes, d’abord lorsque la dimension » du systéme (S) est 1 puis
lorsque la matrice M, est sous forme triangulaire.

IV) Démonstration du lemme 3 lorsque la dimension n du systéme est 1.
On fera, & plusieurs reprises, usage du lemme suivant.

LEMME 5. 1) st le lemme 3, L, est vrai pour UVopérateur différentiel
D,: 2%t 10/0w,) — My(xy, @) avee les entiers Ny, N,, 1, 0, alors il est vrai
pour Vopérateur différentiel

0 .
D, = aptl i My(2yy @), ou Ml(xn ®y) = M, (2, @) + mlf-"lNl(x]; 2,)

1

(Nl(wl,xz) matrice de fonctions C° au woisinage de 0 dans R?) avee les
entiers Ny, N, 1,,0;

2) st de plus Vinverse a droite K, de D, vérifie

oK, [f]
02,

Vfe Cr(N,, N,, a) = K, [8f] +K1 oz, ljfl[f]

alors Vinverse d droite K, de D, vérifie

N )]+ & 2y )
DEMONSTRATION.

1) a) Définition de K,.
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Considérons les applications C-linéaires suivantes:

2PN, K, : C2)(Ny, 1y, a) — Cho(Nyy nz, @)
Co1(Nyy myy @) — C5y(Nyy 224 @)
Klwllﬁ.llvl: Ogo(Nl—’ lyy 1yy a) — 080(N1 — lyy nyy @)
O3(Ny— 1y ng,y @) — (Ny— Uiy ny,y @)
ol n,>N,.
En réduisant éventuellement a,, on peut supposer que pour 0 < a<a,
les normes de ces applications sont strictement inférieures 4 1. (On utilise

ici que la norme de K, est bornée par une constante indépendante de a et n,).
On peut alors poser

Kl = K,(I— 5"711'-"11\711{1)—1
et on vérifie facilement que
R, = (I— K2y N,)'K,

K, est continue de Cpy(Ny, 1., a) dans Chy(N,—1,, n,, a) et de Ch(Ny, 0y, a)
dans Cgy(N,— Ui, n,, a), pour n,>N, et pour 0 < a<a, (et sa norme est
bornée par une constante indépendante de a et n,).

(Remarquons que cette définition de K, n’est plus possible si Pentier I,
associé & lopérateur différentiel D, est non nul).

Montrons, par récurrence sur n,, que pour n,>N,, K, est continu de
Coo(m1y npy @) dans COgy(n, — 4y, my, @) (avec toujours n,>N, et 0 < a<a,).

Soit fe Cfy(n, + 1, ny, a) et soit g = K,[f]

Kl[f] =9
< (I”“Klwll‘+llv1)—lK1[f] =g
< K[fl= g—‘Kl[wlll+1N19] .

Lorsque f parcourt un borné de Cjy(n, + 1, n,, a), f parcourt un borné
de Cgy(ny, ns, a) et done, d’apres Phypothése de récurrence, K.[f] =g parcourt
un borné de Cgy(n,—1;, n,, @), done #271N,g un borné de Cfhy(ny + 1, 1, @)
done Kl[w’;“ 19) un borné de Cgy(n, +1 —1,, n,, a), et puisque K,[f] par-
court aussi un borné de Cjyy(n, +1 —1,, n,, a), il en est alors de méme pour g.

On montre de la méme fagon que K, est continue de C%(n,, n,, @) dans
Co1(ny — 1yy my, @) pour my >Ny, n, >N, et 0 <<a<a,.
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On montre de la méme facon, par récurrence sur #,, que la norme de
toutes ces applications continues est bornée par une constante indepen-
dante de a et n,.

b) Montrons que si f € C5y(Ny, N, a), Kl(f) est dérivable par rapport
a x, sur 10, a]? et que DR.(f)=1f

Kl[f] =9

< K|([fl=9— Kl[wlll+1N19]

donc g est dérivable par rapport & z, sur 10, a2
D’autre part

Dl[g] = (Dl—wlf+1N1)[g]
= Dy[g]—a3"' Ny
= D\K,[f + a4 "' Nyg]— o' Nyg

=f.

¢) Reste 3 montrer: Yie (0, a), Yf € C%(N,, N, a), K,[Af] = iK,[f]
ce qui est évident.

2) Soit f € C4y(Ny, N, a) et g = K,[f].

On veut montrer que % =K, [6f] + K, 8M1 Kl[;f]

g =K\l = g = 1[f+x’11+1lvlg] =
- %zK[af _*_mlHaN + ’“Nl ]_FKILMI l[f-I-wllH-lng] =

o,
0 0 6N

2

S EURATCES AR R aM‘K[f] =

o, ! o,

- Bop [k,
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Dans le cas de dimension 1, le lemme 3 prend la forme plus particuliére
suivante:

LEMME 6. Soit

dzm”x“—é——(‘u + pay + e+ @), 0% ()= o + @1y 4 ... + pp P
1 axl 0 11 o Y1)y 0 1% “es ”pl 1

\

est un polyndéme & coefficients complexes.

Il existe alors des entiers N,, l, (N, non nécessairement positif, 0 <l, <p,)
un réel positif ay, et pour tout réel a tel que 0 < a<a, une application lindaire
continue k: Cpo(Ny, 0, a) — Cpo(N; — 1,, 0, @) vérifiant:

1) a) pour tout couple d’entiers (n,, n,) tels que n,>N, et n,>0 les
applications restrictions de % suivantes sont continues:
k: Coo(myy May @) — Coo(ny — 1y, 1a, @)

Cor(11y Mgy @) — Ciy(ny — 1y My, @)

et leur norme est bornée une constante indépendante de a et n,.

b) Vf € Co(Ny, 0, a) k[f] est dérivable par rapport & », sur 10, a] X
%[0, a] et on a: dk[f] = f sur 0, a] x[0, a].

¢) Vfe Cyu(Ny, 0, a), Yie Cy(0, a) k[Af] = AK[f].

2) Vfe Cy(Ny, 0, a) azl;if] =k [%] sur 10, a]x [0, a].

3) Il existe une fonction v,(x,), C° de #, sur un voisinage de 0, telle que
a) dlv,] =0
b) Vi€ Cu(Ny, 0, a) (kd—1)[f] (@, 2:) = va(@,)f(a, 2.)
pour (,, z,) €10, a] X [0, a].

¢) Pour tout entier naturel m il existe un réel strictement positif a:n
et une constante C,, tels que pour 0 < a<a;,, on ait:

va(‘xl) Cm
sup — S T
2,€10,0]1 T3 a

d) Vf € Cu(Ny, 0, a) v,(a,) X E[fl(a, x5) = 0.
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REMARQUE 6. On a deux conséquences immédiates des parties 1 et 2
de ce lemme.

1) si f€ Cp(N.,0,a) est C° de (x,a,) sur 10, a] X[0, a] alors Kk[f}
Pest aussi;

2) sif e Cy(N,, 0, a) est C de (2,, ,) sur [0, a]? et plate comme fone-
tion de @, en x, = 0, alors k[f] ’est aussi.

Démonstration du lemme 6.
Premier cas: p, = 0, d = x,(3/0w,) — o.

Soit f € Coo(ny, 15, @) (o1 on admet pour =, des valeurs négatives, u,
étant >0). On pose:

Hf) = ol [t74f(t, 2) @t pour (o, @) €10, a] X [0, ]
0

1) définition et continuité de &k (on prend par exemple a, = 1).

a) On a:

V(t, ) €10, a] X [0, al |f(t, 2)| < 1flo. 0, n, ny, alt|™|2e|™ =

k[f]

Ty g
wl‘wz

&y

<l a0 g [T 0t

0

1710, 0,m,naya

si n;— Re >0
1,— Re (o) ' (ta)

done
1

[%Lf 1] 0,0,m0,mm0 < m 1ll0,0m0m0 +

b) On a Vfe Cy(ny, 0,a) dk[f] = f sur 10, a] X[0, a].
c) Vi e Cy(0, @) Vf e Cy(ny, 0, a) k[Af] = AK[f].
2) On a de facon evidente:

Vf € Cu(ny, 0, a) 3_k[f] =k I:‘a_f‘] .

0w, |om,
On en déduit, avec a, la continuité de k: Cy(n,, 0, a) — Cyu(n,, 0, a)

3) Vi€ Cp(ny, 0, a) (kd—1)[f] =0 (donc »(x,) = 0).
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En effet:

0
f€ Cyl(nyy 1y @) = df":xlé‘w',f:—ﬂofeaoo(”n”zy“) =

= Kdlf] =x,1,.,f (t ﬂogi_ﬂot /‘»—lf) oy
0

x5, Ly

= p[t—mf(l, x,)Ji5 - a:ll‘ofyot“!‘o‘l f(t, x,)dt — aie f t—re—1f(t, x,)dt =
0 0

= f(@1, s) -

REMARQUE 7. Dans le cas p, = 0, on pourra rendre ’entier N, aussi
petit que 'on veut si 'on peut rendre Re () aussi petite que 'on veut.

Deuxiéme cas: p, > 0.
A) Inversion de d, = o3 +1(0/cw,) — po lorsque Re (u,) = 0.
«) Re(u) <0.

On pose, pour f € Coo(ny, 1y, a), oU n, €Z, 1, € N, 0 < a < a, (par exemple
ay =1)

' t, w
kolf]= exp (_‘_pi%;?;) feXp (plu;p,) fip,-ﬁ—lz) dt  pour (2, ,)€]0, a]X][0, a].
0

1) a) Définition et continuité de %,.

f€Cu(nyy ngy a) = V(¢ @) €10, a]X[0,a]  [f(t, 2)] <t fllo,omma =

kdlf]
g

Re (@0 ))
exp (—‘ o -
PN {_ 1 [ex (Re (ﬂo)) t”x]t z
< ” f " 0,0,n,n3,0 ‘/L{ih Re (,uo) p pl tf‘ =0 +

(140 ny— 1
Re (‘uo) ( P17 )t ldt} ( Re (‘uo)) (1ll0,0,8,m2,a

exp (.._.. _R_Ei‘ul)) 2
S S L v f exp (— ° ('“°)) tm—p1dt <

< "fHO 0,n1,n,,ax miha;g:

donc

{O,O,n.,n.,a

1
[t Mlsmsmar<(~ 55 y) I
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done k, est continue de Coo(n,, 72, @) dans lui-méme (avec d’ailleurs n,, n,,
a quelconques).

b) On a Vf € Coplhy, Ny, a) dokof = f
c) Yie 00, a) Vfe Co(nyy nay a) ko[Af] = Ako[f].
il [¥]

o0x, 0%,

2) Vfe Cop(ny, nyya)

d’ol la continuité de ky: Gy (11, 1y, @) — Coy(ny, 1y, a).

3) Vf e Oy(ny, sy a) (kody —1)(f) =0

en effet:
Ho
o (2
1z p t”') of
kdo[f] = exp (— 7 ;fl) f oo (4 0 @) — oty @) | de =
0
. _ Mo Ho t=2,
= exp( plx’;") {[exp (plt”') (2, xz)]t:O +

Pyt

Ho
Xy e Xy ex P A,
XP( Ho ) ) P (pltm)
+ o] —5 @) At — | —
0

i1 Pt f(, wz)dt} = f(21,%,) .

0

B) Re () > 0.

On pose, pour fe€ Cy(ny, 7y, @), o n,€Z, n, €N, 0 < a<a,

) (&, @z)dt pour (7,,®,) €[0,a]X[0,a].

i+l

2 exp (p "
kalf] = exp( ) f X

_ M
p, 2y
1) @) continuité de k,.

feCulnyn,a) = Yt,2,)e]0,a]x[0,a] |f(,2,)|<t™a5| flo,omnme =

. Re (,uo)) a
oxP ( P00 Re (1)

k
ol /1 < |Ifllo,0,mun00 — J exp (—p P )tnr—m-—l dt<
1 1

amamh

%1

Re (ﬂo))
exp (—— o _ e
PP { 1 [exp (Re (,uo)) tn,]‘ N

h Re (u,) P, "

< "f”O,O,m,nz,a

t=1,
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exp (__ Re (,uo))

) en-rat <|fllo.o, Py )
Re (”0) p t}) N3N, 0 x;.‘
1 Re (/40)) f (R (‘uo)) }
: ex am - m—1qy
{Re (o) p( p,ao Re (‘uo)
* 8i my, <0 on a:
ko[ f] 1 "f“
xi‘:x;’: Re ( ‘u 0,0,n,,72,a

* s8i m, >0 on écrit:
a

22, a
Re (o)) 0 1 1 _ Re (1)) ., Re (u)
J‘nlexp(w im=1dt = |n,exp Tlt;‘— tm=1dt + | n, exp pon at

N N @y

pour x;<a/2:

22,
Re (.uo)) ( (/to)) J‘ _ ( (,“o))

n, ex tm—1ldi<ex n,tm—ldt <ex 2mgpm
f ! p( Dt P\ pen P\ pan !
Xy ,

a

Re (o)) ., _1 Re (1) Re (u)
1~ t”x—l 4
2fn1 exp( i tm—1dt <exp XA 2 dt<exp S0p,ab a
Ly Ly

Re (u,) 71 Re (u) e —1 Re (u,)
_ 1~ —_— 1—=1dt ——Jam
fnl exp( IR0 t dt < exp poab Nyt di<exp .am am <

171

Re (.uo))
<L 2Mmg™m exp | ————
! p( Py
done
Re (u,)
expl—
kolf] 1 ( P, oy " » Re (o)
o * Re () s (2™ + 1)@} exp o +

Re () 1
-+ exp (21,11’1;?1) ao‘} < ||f]l0,0.m5,ns,0 m :

" . Re (1) _i)
[2 1A agagm exp (h pam (1 )|
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. Re (uo) {, 1
.’L‘l exp (— —ﬁlwzl’—l (1*— é—”l))

est bornée sur 10, a,] par une constante C, , donc

Or la fonection

2m 1 + a1 Oy, ”f“oo )
Re () e

“ ko[f] “ 0,0,n,,71,0 <

Done k, est continue de Cyo(ny, ne, @) dans lui-méme, pour #, € Z, n, € N,
0<a<a,.

2) Vfe Co(ny, 1y, @) Okolf] _ k [ﬁ-]

or, |0z,
3) a) Soit fe Cy(ny, N2, ).

Montrons que Pon a:

(kodlo — )] =—exp(——”9— - Y fa, ).

plmﬂl
En effet:
ce )
(hody—1)1f) = exp (— p“;,,,) Al (e 2 ) oty 20 )t —
1
=2,
—f(@y, @) = exP w”x [ t,,ﬁll ! f(t; wz)]t=0_ (@1, )=
- Y N . I
B eXp( P pla"l) fia @)
Posons

- ot
En faisant f =1 dans 1’égalité précédente, on a:

'Vo,a(-'”l) = (kody— 1)[1]= —ky [llo] —1.
On a bien
do["’o,a] =0

et v, ,(x;) est une fonction C® plate de ;.
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b) v,. vérifie la propriété suivante:
pour tout entier naturel m, il existe un réel strictement positif a,, tel que,
pour 0 < a,<a;,,, on ait:

0,a
sup @)l _1

,€0,al x am™

¢) Vf € Cy(ny,y nsy @) kolfl(a, ) =0
done
Vo,a(®1) X ko[f1(@, 25) = 0 .

(on peut aussi le déduire de a puisque

"’o,a(xl) X ko[ fl(a, ) = (Kody — 1)[ko[f]]
=0).

B) Inversion de d = a7**(0/02,)— (po+ ...+ p,, @7") lorsque Re (uo) 7 0.

On pose u,x; + ... + u, @7* = @, fi(x,) et on applique le lemme 5.
On pose donc k = ko(1 — @, jiky) ™ = (1 — koo, 7)1 K,.
On a: 1) a) k:

Coo(Nyy Nay @) — Coo(1y, Mz, @)

- Oy Myy @) — Coy(y, My, @)
sont des applications continues pour n,€Z, n,eN, 0 <a<a,.
(On peut en effet supposer n, € Z puisque la norme de %,: Coo(n,, 1y, a) —

— Cgo(N1, My, a) est bornée, pour m,<0, par une constante ne dépendant
ni de n,, ni de a, ni de n,).

b) Vfe Cy(nyy ny,a) dkf=f
¢) Vie Cy(ny, a) Vfe Co(ny, ny, a) k[Af] = AK[f].

2) D’aprés le lemme 5, on a encore:

Vf e Coy(ny, ngy a) OHl] =k [ﬁ]

0z, 0x,

3) Soit f€ Cy(ny, ngya). Caleulons (kd — 1)[f].
kd —1 = (1— ko fi) " ko(dy— , 8) — 1
= (1 — k@ i)~ (Fo(do — 21 3) — (1 — K1 7))
= (1 — koo fi) " (kody — 1)
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done
(k@ —1)[f] = (1 — Koy i)Y (Kodo — 1)[f]

= (1— kowlﬂ)—l["’o,a(wl)f(ay @,)]

= (1— kowlﬂ)_l["’o,a(w1)] X fla, x;)

= (@) X f(ay @)
ou l'on pose Vao(®1) = (1 — ko1 1)~ [%0,a(21)] .

On a, comme précédemment v,(x,) = (kd —1)[1] = — k[u]—1 et donec

d[v,] = 0.

Montrons v,(x,) est une fonetion C® plate de x;:
— d’aprés la remarque 6.1), »,(x,) est C° de x, sur ]0,a] puisque
ve = — k[pu] —1;
— il reste & montrer que v,(x,) est plate en 2, = 0, ce qui sera une consé-
quence de la propriété plus précise suivante:
Pour tout entier m>0, il existe un réel positif a,, et une constante C,,
tels que, pour 0 < a<a,, on ait sup |v.(m)|/2] < Cnfam.
C’est vrai si m = 0 puisque », = — k[u] —1 et que k envoie Cy(0, 0, a)
dans lui-méme.
Supposons que c’est vrai pour m et montrons-le pour m -+ 1.
On a

Vo(@) = (1 — ko3 A1) [¥0,0] = (1 — ko®yfA)[¥e] = v =

Va(®y)  0,4(%) 1 .
amt+l = a1 + xi’wlk"[wlluva] .

= ¥ = Voq -+ ko®yfi[v.] =

On sait qu'il existe a,, ., tel que, pour 0 < a<a,,,,

< .
#,€10,a] xrln+ 1 aqmtl

D’autre part, d’aprés I'hypothése de récurrence, il existe a,, et une con-
stante C,, tels que, pour 0 < a<a,, on ait |r.(@,)|/*] < Cnfa™ pour z; € 10, al;
donc pour 0 < a<a,, et x, €10, a),

O 1 C'n
<s i == ——Nko[zyivall < %o ll0.0.mr1.0.6 SUP |H(21)] — -
x,g({)a]l”(xl)lam = w’l”‘“l NENTA| “ ollomt1.0, xle[&]{/‘( 3] an

wlﬂva
m—+1
ml
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. I . ! n 1
Si on pose alors @, , =inf (a,, e, ,) on aura, pour 0 <a<a,,, et
x, €10, a]:

Va(®y) 1 .
< 1-+alk « S fia
a1 am+1( +afkollo0,ms10, x,e[oI,)a]l”( 1)1) <
%%E ou O, ne dépend pas de a.

11 reste & montrer que:

Vf € Coo(nyy Moy @)  wa(@,) X K[fl(@, 25) = O
or
va(@,) X k[f(@, z,) = (kd —1)[k[f]] = k[f1— k[f] =0 .

0) Inversion de d=x3'"(0/0a,) — (pto + ... + p,, #%') lorsque Re (o) = 0.
Posons

1 0
dy=—[d + pl = mf‘a__ (1 + pa®y + oo + pp@%71) .
x, 2,

Soit k, 'inverse &4 droite de d, construit précédemment

on suppose que ’on a, ou bien p, >1 et Re(u,)#0
u

ou bien p,=1).

1) On pose, pour fe& Cyy(ny, 0y, a),

k[f] = exp (— £ ) Iy [exp (ﬁ—) f]

P27
(on supposera done #,>N, -1, oil N, est 'entier « associé» & Pinverse k,

et n,>0).
Les applications suivantes sont continues

k: Coo(nyy nyy a) — Coo(ny, —1, ng, a)

Cor(Myy Mgy @) — Coy(ny —1, 1y, @)

de plus, pour tout f dans Coo(n,, n,, @), k[f] est dérivable par rapport & x,
sur 10, a] x[0,a] et on a:

dk[fl=f sur ]0,a]x[0,a].
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2) On a de fagon évidente

Vie Co(n,y, noy a), k[az] = M

T 0my,

3) Soit f e Cy(ny, Ny, @). Calculons (kd —1)[f].

exp (p”;pl)
;d——l:(exp(— Ho )kl tol )(mldl_‘uo)_lz

P27 Xy
’ § o, )
0 0 0 !
= exp |— k exp@——)d — Uy €X (— )k 11 1.
( plit?l) ! 127 17 fo OXP P27 ! &,

Or

Ho ) . ( Ho ) Mo (p,uo )
exp{- dy =d,exp|—) +=exp|—
p(ﬂ“‘i" P HeR P2y X P 127

d’apreés la formule de Leibniz, donc

A _ Ho Mo
kd —1 = exp (—;} {1‘1’1) (kydy —1) exp (p,m’l")

171

done

(kd—1)[f] = exp (— 1) (s — 1) exp (12

b4
171 pl'zll

= exp (_ pﬂ; )vl,a(xl) X exp( fo )ﬂa, )

D, D,
1 1l Ijla'l

(0w »yq(w,) désigne la fonction plate « associée» & d, et k)

= exp (P_,U'o__ — fo )vl,a(xl) f(a, 22)

D D
1070 Py

on pose

vo(2,) = eXP(p_ﬂo—“ fo )vl,a(xl)

» D
107 P23

et », vérifie de facon évidente les conditions imposées dans le lemme.
8i Re (u;) = 0 on réitére le procédé (ou encore on construit k par récur-
rence sur p,).

REMARQUE 7. Soient d, k, N,, v, comme dans le lemme 6.
Si f e Cyp(ny, 0, a) (avec n,>0 et n,> N,) et si v, = 0, on peut aussi écrire

(kd — 1)[f)(@1, @2) = va(@, 2:) (0, 2,)  pour (wy, ;) €10, a] X [0, a] .
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V) Démonstration du lemme 3 dans le cas de matrices triangulaires.

LEMME 7. Soit Vopérateur différentiel D) = a¥**Y(3/ew,) — A(wy, @), oi
@y (01) Quo(yy To) -0 By, u(®y, T,)

A(wy, ;) = 0 Qs (y) -
: e Gy n(@yy )
0 QO +ocvven N @ (23)

avec a;(®,, 4,) fonction C de (x,, x,) au voisinage de (0, 0) dans R? ¢ valeurs
complexwes, pour © et j tels que 1<i<<j<m;

a; () polyndéme en x;, @& coefficients complexves, de degré au plus p,
on supposera de plus, si a(z,)=a] + a;w;, + ... + a2« que — 2p, > Re (a®).

On a alors:

1) Il existe un entier positif ou nul 1,, un réel positif a, et pour tout
réel a tel que 0 < a<a, une application linéaire continue

Ki: Ogo(_pl’ 0, @) — C5o(—l, — P41, 0, @)
vérifiant :

a) Pour (ny, n,) € ZXN avec n,>—p, les applications rectrictions de
K; suivantes sont continues:

K Coo(Nyy Moy @) — Cgo(ny — 1yy My @)
Co1(n1, Moy @) — Cpy(ny — 1y Mo,y @)
et leur norme est bornée par une constante indépendante de a et de n,.

b) VYfe O(— p1, 0, a), K,[f] est dérivable par rapport a x, sur 10, a] X
x[0,a] et on a DlKl[f] = f sur 10, a] X[0, a]

0) Vie Coo(—p1,0,a), Vie Cy(0, a) K [4f] = AK;[f]

2) Vie Oni—p, 0,0), Oall] K'[af]+(K'@~K)[f].

0, 0%, 10z
2) Il existe une matrice N, (2., x;) de fonctions C° de (2y, ®;) au voi-
sinage de (0,0) dans R2, plates comme fonctions de z, en x, = 0 telle que:
a) Di[Ng] =0
b) V€ Cly(—p1, 0, a)(E, Dy — D)[f )y, 2,) = No(as, @) f(a, 22)
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¢) Pour tout entier positif ou nul m, il existe un réel a,’n strictement
positif et une constante C,, tels que, pour 0 <a<a, on ait:

ma,x( sup w , sup ” aN;(wn ;) [0, ”)
(

< "‘—OM .
m m ~
x1,2) €10,a1 X [0,a] & 1 (ac,,a:,)em,a] % [0,a] 1

am™

REMARQUE 8. La condition imposée sur les a;(x,) au début du lemme 7
n’est pas trés restrictive, puisqu’on peut toujours s’y ramener, en posant
dans le systéme différentiel 22:*(dy/cmw,) — A(xy, )y, y = ]2, avec r entier
suffisamment grand.

DEMONSTRATION.
1) On pose dl — a;fl’ﬁ‘l(a/axl) — dii(wl)

k; T'opérateur inverse & droite de x; construit dans le lemme 6
Va,i(®1, @) la fonction C* plate de =, associée & d; (voir

lemme 6, 3) (avec 'hypothése faite au début du lemme 7 sur Re (a*),
les %; sont définis sur Coo(— Py, 0, a)).
Soit
f
f: eogo(—puoy a)-
fa

On définit K, de la fagon suivante:
ky[f]
Ey[f]= | Fpilf)
, .
kalf]
ou les k,',_i[f] sont definis par récurrence sur ¢ par:

ko, f1 = k,[1,]
krln—l[f] = kn*l[fn—l + a’n—l,nkrlg[ﬂ]

Bl = Rl + 2 a8 00).
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La propriété 1 du lemme 7 est immédiate.
2) Soit

f
f= {:I € O(—p1,0,a).

n

Montrons que

ol | 1)+ (S w) i,

e ox,
Posons
01 a A
In

On a done, pour 0 <i<n —1,

o ,,_,,k a ni
o= 3 Tncuilipg 2

n—i<i<n n—i+1<i<n

—==" ki[f].

On a & montrer, pour 0 <i<n—1, Pégalité suivante:

(&, Tl _ k,'._i[ﬁ"— + g]

T om, 0,

ce qui se fait par récurrence sur i.

¥i=0

o, " 0z,

(5 = Bell] [0

ce qui est vrai d’aprés le lemme 6, 2).

* Supposons vraies (H,), (B._y), ..., (E._;) et montrons (E,_;_,):

s 2
Fui) < ol g [ g]

i+1

0

705

e awzkn i— l[fn —i— l‘l"zan i—1,n—i—1+j n—1—1+5[f]] =

i=1

afn—i—l ig ’ af
-+ [a?

=kp_i1 | Op—i—1,n—i—1+ikn—i—1+i
0, i=1

a n—1—1,0 3./ ‘
+ 3 e km] LI

n—i<is<n
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<> (@apreés le lemme 6, 2))

k”_i_l[af"_i_l _l_‘il aan-—i—l,n—i—1+5 k,lg—i—1+5[f] +

0, i=1 o,

P41 0 _, s Noir
+ 2 Bn—i=1,n—i=1+i 5o kn—i—1+5[f]] = kyp—i—1 [_a.ﬁ

p) 4 _af -+ -+ aa’"—‘i—l,i ./

i=1 Ap—i—1, n—i—1+iln—i—1+j [awz g] n—ig;’sn“—af kilf]

ce qui est vrai, puisque d’aprés l'hypothése de récurrence, on a, pour
1<j<i +1

' , 2
m— kn—i—14lf]1 = kn-—i-—1+5['a?f + 9]-

or,

3) a) Posons — K,[A]— I = (K,D; —I)[—I]= N,(x,, ;) et mon-
trons que
Vi€ Oh(— P15 0,0) (B Dy — D)@, #2) = Ni(@n, 2,) f(a, @)
pour (2, %,) € 10, a] X[0, a] .

REMARQUE 9. Posons

0 Si v,,,i =0
Ay = pour 1<i<n
& Siv,; 0
soit y, lapplication:
Coo(0, 0, @) — Co(q, a)
f(@1, @) > f(a),22),
et soit y' Papplication:
030(09 0, a) — 03(0, a)

(fiy ooy fn) (Xl[fx] Xi[fi] Zn[fn]) .

On a, (voir remarque 7), pour 1<i<n, (k,d;—1)[f] = v..xlf] pour
f € Cy(0, 0, a).
On montre, dans ce qui suit, que:
Vi€ 0360, 0, a)(E D, — I)[f] = No¢'[f1  sur 10, a]x[0, a]

1 [N.]=—F ou E=diag (&, &,...,6,) avec g=0 ou 1.
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!
Posons N, = (vi,,;)l@.,,.g,,. ,
Les coefficients »;; de la matrice N°, sont liés par la relation de récur-

rence suivante sur ¢, qui permet de les calculer:

* V(1) tels que 1<i<n—1, 1<l<n

Vyeic1,0= By—i1 @iy — D0,y 1] +

i+1

+kn—-z— [zan i—1,n—i— 1+9vn—z 1+J,l]

i+1

_"’a n-—a—lan - 11+kn—1 1[2% i—1l,n—i— 1+;vn i— 1+a,l]

ou 9, , ,, désigne le symbole de Kronecker.

* v;,,, = (k,d, —1)[d, ;] =7, ,0,, pour 1<I<n.

Posons

h=|h|= D;[ﬂ o f=| i | €05(0,0,a)
[ fn
on a, pour 0<i<n—1:

b= op T S = b lfed— 3 il

l i=zn—i i>n—i

A

et on a 4 montrer, pour 0 <i<n—1, les égalités:

(E)n -3t n z[h] lz v'n i, le[fl
(Bn) < T[h]—fo = 3 vl

<~ kndn[fn] - fn = va,nln[fn]

ce qui est vrai, (voir remarque 9).
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* Supposons montrées (E,), (E.-) ... (F.-;) et montrons (E,_,_,)

(By—iz1) = k;—i—l[h] — fa—i-1 =l§V;—i—1,th[fz]

i+1

<~ kn—i—l[hn—i—l + Zla'n—i—l,n—i—1+z'k¢,z—i—l+i[h]] -
= n
—fa—i-1 =l§1”;.—i—1,llt[fz]

<> ky_i1@yialfpioa]— oo + kn—i—l[—.'z _“n—i,,'f +
i+1 , izt n
!
+_zla’n—i—l,n—i——1+5kn—i—l+5[h]] =12v —i—1,lf]
i= =1
i+1

<~ va,n—i—l xn—i—l[fn—i—l] + kn—i—l[jz a’n~i—1, n—i—1+:i(k':o—-i—l+i[h’]_
=1

n
_fn—i—1+:i)] = EVQ-i_l,le[fz], d’aprés la remarque 9
i=1
i+1

<~ "a,n—i—l%n—i—x[fn—i—ﬂ + kn—i—l[jzla’n—i—l,'n—z'—1+a'(krlt—i—1+5[h]—_

n
_fn—i—1+5)] = lz:va,n—-i—l {5n—i—1,z +
=1
i+1

+ kn—i—l[ Z Qp—i—1,n—i—1 +5”;¢—i—1+5,l]} 1lh]

i=1

ce qui est vrai d’aprés ’hypothése de récurrence.
La démonstration de: Vfe C}y(—p1,0, a) (K, Dy — I)[f] =N, f(a, @,) est
la méme: on remplace simplement y;, par yx.

b) Reste & montrer que N, est une matrice de fonctions C* au
voisinage de (0, 0) vérifiant la condition 3, ¢, ce qui se fait par récurrence
sur ¢, en utilisant:

i+1
! !
Vp—i—1,1— va,nﬁi—lan—'i—l,l + kn—i—-l[ Z “n—i—1,n—i—1+5”n-i—1+a‘,1]
i=1

pour 1<i<n—1 1<l<n

’
Vo= va,naﬂ,l pour 1<li<n

en utilisant aussi le lemme 6, 1) @) et 3) ¢) ainsi que la remarque 6.

¢) Pour montrer que x’[J\f’,’,] = — E, il suffit de remarquer que
giok; = 0 sur Cu(p,, 0, a), ce qui provient de 1’égalité k,d;, —1 =wv,.0):
(vraie sur Cy(0, 0, a)) et que y.[v,:] =—1 ou 0, ce que 'on vérifie facilement.
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V) Démonstration du lemme 3.
On utilisera pour la démonstration du lemme 3, le lemme suivant:

LeMME 8. Soit le systéme différentiel

0
-Dl = ghtl ‘a;l—g(%a %)

0
D, = ap+ %:_B(wu @)

o g(wu @y) = A(®y, 45) + Py(2,, )
A comme dans le lemme 7
P, matrice de fonctions appartenant & T,

B(,, x,) matrice de fonctions O° au voisinage de (0,0) dant R2.
Alors le lemme T est vrai pour Vopérateur différentiel D, (0% Von remplace
dans 1, 2, 3 K; par K,, A par A, D; par D,, N par N*,); de plus, on a:

4) Sur C3,(0,0, a) est vraie U'égalité suivante:

DR, =R D, =R, AR, + (K,D,—I)BR,

~

cA4
: — ypat1
ot A =ar P

2

= D,[4]— D,[B].

— BA— (s 3" — B)

0xy

5) D[N,] = N, y[— BE] + R[AN,]
ot B est une matrice n xn de fonctions de 2y, O° au voisinage de 0.

DEMONSTRATION. On construit K, 4 partir du K; du lemme 7 comme in-
diqué dans le lemme 5 (puisque Py(z,,x,) peut s'écrire o' P(w, x,), ol
P est ¢ au voisinage de 0 dans R?, ot I, est I'entier associé 4 K; dans
le lemme 7).

Les propriétés 1 et 2 du lemme 7 sont donc immédiatement vérifiées
par K,.

La propriété 3 se démontre exactement comme dans le lemme 6 (démon}
stration B) 3)).

De plus, on a N, = (I — K,ah*1P)-1[N]
= (I — K @* Py[(K, D, — I)[I]]
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= (K. D, — I)[I]
(=—R[d]—1).
Montrons 4).
(R,D,—1\BR, = K,D,BR, — BR, =
= R, D,[B1K, + K, Bam:+1 g—ff —BER, (@apres la formule

de Leibniz)
= K! Dl[B]Kl + Kl-é(ffkl + I) _BKI

= KIDI[E]KI + KIBJKI + Kl + KIB_ BK:
— R(DB)+ BA)R,+ R.B—BR,.

Donec
DR, —RD, — a1 KB Ran ® L RB
ally — Ky D)y = w32 %‘2'— 1 48,257 51‘7;4‘ B
oK,

0
=gt 2, ——le,f:“ 5, +

_ + (R.D,—I) BR,— K, (D,[B] + BA)K,

— 31 R, 22 R, + (B, D,— 1) BR, — R(D[B) + BA)R,
= K\(D,[4]— D,[B))K, + (R,D,—1I)BK,
=R, AR, + (K, D,—1)BK,.

Montrons 5):

On a vu un peu plus haut que N, = — K,[4]—I.
Done D,[N.] = — D.K,[A] — DI
= - D2K1[1‘T] + B .

Or, d’aprés 4, on a:

D,R,— R.D, = (R,4K, + (K,D,— 1NBK,)[A] + B
done
DN = — (R, D, + R, AR, + (K, D,—I)BR,)|A) + B
= — R,[D,41] — (R,AR,)[A) + B— (R, D,—I)BK,[ 4]
= — R[4+ D,[B]l—K,AR,[A) + B— (K, D,—I)BK,[ 4]
= R[— A1+ R,[4))]— (R, D,— D[ B(R,[4] +I)]
= RJ[AN,) + K.D,—1)[BF,)
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(B.D, — I)[BN,] = N 2[BN,]
= Ny (Bl N.]

=— Ny B1E
ou £ = x[ﬂ‘,l].

Done

D, ¥, = [N yl— BE] + K,[AN,] .

Démonstration du lemme 3.

On a vu (chapitre IT, lemme 6) qu’il existait une transformation 7'(x,, x.),
C® au voisinage de (0,0) dans R?2, dont l'inverse est de la forme
(1/(a5a3?)) To(oy, @) (on b o, entiers positifs ou nuls, T'(,, ,) matrice C*
au voisinage de (0,0) dans R?), telle que, si on pose v = Tw, le systéme

ov
ghtl Fra M, (2, x,5)0
1

ov
xntl — — M, (2, 2,)0
2 axz 2( 1 2)
soit changé en

ow ~
ahtl — — A(x,, )W
1 axl ( 1) 2)

ow
apatl Fr B(,, r)w

ot A et B ont la forme indiquée dans le lemme 8.
On pose alors (avec les notations du lemme 8)

K, =TK,T.
Montrons que L,, L, et L; sont vérifiés:
L,) est évident (avec Ny =o3—p,y, No=00, |, = L+a, b=a)
L,):
D,K, — K, D, = (TD, T- (TR, T-') — (TR, T-*) TD,T-)

= T(D,K,— R, D,) 17
= T(KIJKI + (B, D,—I)BK,)T* (d’aprés le lemme 8, 4)
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= TR, T«(TAT)TK,T-* + T(R,D,— I)T-(TBT-)TK, T-*
= K,AK, + (K,D,—I)(TBT-)K,

D,K,—K,D, = K, AK, + (K,D,—1I) (Mz—wga“g—f T-l) K,
2

= K, 4K, + (K,D,—I)QK,

ol Q(xy, &) = My(2,, ,) — 25 (0T /dx,) T~ a la forme indiquée dans le lemme.

L,;) Posons:
No(@y, 73) = T(wy, 3,) No(@y, ) T-Y(a, 2)
¢’est-a-dire
Ny = TN, (T-1)
on a:

~ 1 1 ,
No = T(xy, 2,) No(2,, “'2)?““1—9/% Ty(a, x,) ZE;,‘N),,(J/'” Z,)
2 2

ou .N’;(wl, %) = (1/a*) T (2, o,) ﬁa(wl, ;) T(a, z,) est une matrice de fone-
tions C® sur un voiginage de (0, 0) dans R? et plates comme fonction de «,
en r, = 0.

a) Montrons D,[N,] =0

Di[No] = D[ TN oy [ T-4]]
= D,[TN.]y[T-]
= D, T[N 4T
= TD,[N.)y[T-1]
=0 puisque D[N,] =0

b) Montrons que, pour fe O7o(N,, oy, @) On a:

(K,Dy — D)f] = Naxlf]

(KD, — DIf] = (TR, T-)(TD, T — I)[f)
= (TR, D, 17— Df]
= (T(&.D, — I)T-)[f]
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(E,Dy — I)[f]l = T(R, D, — I)[T-[f1]
= T"N).’aX[T—IU]]
= TN,y [ T-14(f]

- '-N,ax[f]
¢) est évident.

d) Dy[N.] = DTN 4[T-1]]
= D, T[Noy[T-]]
= TD,[ N, y[T-1]]

= [ DR+ Fuapes i)
= 2[Ryt BBV + RIAR AT +

—+ ﬁ)amgx“‘la% x[T"I]}
2

(d’aprés le lemme 8, 5)

= Noy[— TBET-1] 4+ K, TIAN ] 4[T-1] +

- mx[mgm ag;‘] -

2
=N, x[— M,TET-—ap+1T g-T— (TET- _1)] +

Lo

+ K\ [AN,]
= NaMs + Kl[ANa]

ou M; a la forme indiquée dans le lemme 3.
Ce qui termine la démonstration du théoréme.

REMARQUE. On doit pouvoir montrer que le systéme non linéaire donné
au début de ce chapitre,

0
aptl ‘a—zl = F (%1, %2,9)

(8):

0
xé’s“a_gz = Fy(r1,%,,¥)

a, lorsque p, ou p, est strictement positif, une infinité de solutions.
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