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Triangulation formelle
de certains systèmes de Pfaff complètement intégrables
et application à l’étude C~ des systèmes non linéaires.

HÉLÈNE CHARRIÈRE

Introduction.

Cet article se compose de deux parties (chapitre I, chapitre III). Dans
la premiere partie, on fait 1’etude formelle des syst6mes de Pfaff complè-
tement integrables de la forme

A et B sont des matrices d’ordre n dont les coefficients sont des series for-

melles en (x, y) a coefficients complexes. On montre (th6or6me p. 2), pour
un tel syst6me, Fexistence d’une decomposition de Jordan; de plus, on met
le syst6me sous une forme canonique qui separe les variables. Cette décom-

position généralise les resultats de A. H. M. Levelt ([2]) et donne en par-
ticulier les invariants formels, par transformation meromorphe formelle, ce
qui généralise les resultats de ,V. Balser, Vv. B. Jurkat et D. A. Lutz (voir
par exemple [6]).

L’6tude du chapitre I permet d’entreprendre 1’6tude Coo des systemes
de Pfaff completement integrables non lin6aires de la forme

ou F et G sont des applications Coo d’un voisinage de l’origine dans R2 x R’,
a valeurs dans Rn. On demontre en particulier le resultat suivant: si le

Pervenuto alla Redazione il 21 Gennaio 1980.
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syst6me (2) a deux solution formelles Hl = fl£ an(y)xn, H2 = fl£ bn(x)yn, lk
n=O n=O

coefficients Coo dans un voisinage de l’origine de R, si de plus, lorsqu’on
remplace les coefficients de ces series par leur developpement de Taylor a
l’origine, les series formelles a deux variables obtenues coincident, il existe
alors (voir th6or6me p. 53) une solution u(x, y) du systeme (2), C°° dans

un voisinage de l’origine de R2, dont le developpement de Taylor en x
(resp. y) est jHfi (resp. H2).

L’exemple suivant

montre que, lorsque p ou q est strictement positif, on ne peut pas espérer,
etant donnee une solution série formelle u(x, y) = L anmxnym trouver une

&#x3E;- 0mO

vraie solution C°° au voisinage de 0, admettant cette s6rie comme d6velop-
pement de Taylor a 1’origine. Le th6or6me ci-dessus est donc le meilleur

que 1’on puisse obtenir dans cette voie. I1 généralise le théorème analogue
a une variable de B. Malgrange ([4]).

Dans un article en cours de redaction, nous donnons deux autres ap-
plications importantes de la th6orie formelle :

1) 1’ etude asymptotique des systemes non lin6aires analytiques de
la forme (2), ce qui nous donne les invariants analytiques et meromorphes
des systemes analytiques du type (1).

2) 1’etude Coo de certains syst6mes non lin6aires a paramètre.

CHAPITRE I

TBIANGULATION FORMELLE

DE CERTAINS SYSTÈMES DE PFAFF

Notations,

On d6signe par:

0 = C[Xl’ x2] l’anneau des séries formelles à coefficients dans C a deux

variables.
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ÔZ1 (resp. Ôzz, resp. ÔZ1Zz) l’anneau localise de 0 par rapport a la
partie multiplicativement stable foi-m8e par les puissances
de x,, (resp. de x2, resp. de x,, et x.).

OC1 7 a2 deux entiers strictement positifs.
6’ cit, 7 t2l0 t" = Xll t§a = x2.
.E = Ôn of n est un entier strictement positif.
E’= E&#x26;
T, 0 -*0 la derivation xft+l(ôj2xi)’ pour i = 1, 2, ou pi est un entier

positif ou nul.

i( = %’- %’ l’extension (lloei)ti""+’(alati) de zi à 8’.

Di : B -7-* E un op6rateur differentiel lineaire associe a 1, , c’est-A-dire une-

application de E dans E verifiant :

pour tout I dans 6, et tout (1’, w) dans E2.

D’: E’-* E’ l’extension de Di a E’.
A.(xl, X2) (resp. B(Xl’ X2)) la matrice de Dl (resp. D2) dans la base

canonique de E..
t I

(8T) le syst6me obtenu a partir de (S) au moyen transformation T de

GL,,(O,,.,,.) c’ est-a-dire le système

Dans toute la suite, on supposera que D,, et D2 forment un syst6me com--
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plètement intégTable, c’est-à-dire DID2 = D2D1, c’est-a-dire encore:

TnÉORÈJUE. Soit le système complètement intggrable

avec A et B dans nxn(Ô).
Il existe deux entiers stricte1nent positifs, 01531 et a2 et une transformation T

dans GL.,,(&#x26;t,.t,) qui change le système

où k est un entier tel que 1 : k :n et ou, pour 1 :i: k:

A((ti) === ai(t1)Ini + tl’?’N/
B((t) = b,(t)I, + t§2?2N/
Ini matrice identité d’ ordre ni

Nt, N; matrices nilpotentes d’ordre ni £ coefficients dans C,
triangulaires supérieures,

ai(t1) (resp. bi(t2)) polyn6me à coefficients dans C de degre
au plus CXIPl (resp. (X2P2);
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de plus, pour 1.:i.:k-1, ou bien ai - a, +i © Z, ou bien b , - b , +i w t§2?22.

3) La transformation T est le produit de transformations du type
diag (tk,.tk’, tktk." ... , tk-tk’-) o-h, pour 1. (k,, k’) appartient a N2, et de2 2  

transformations appartenant a GLn(Ô’).

REMARQUE 1. La condition [AfT(t1), B’T(t2)] = 0 equivaut a dire que (8fT)
est completement integrable. Elle equivaut encore a [Ai(t1), B2(t2)] = 0
pour Iik, c’est-a-dire encore

DEFINITION 1. On dit gtl’Uh élément 2 de 0 est valeur propre de Dl s’il
existe un vecteur non nvl v de E tel que D1v = Àv. On dira que vest un

vecteur propre pour Dl et qu’il est associé à la valeur propre 2.

On a alors un corollaire immédiat du théorème precedent :

COROLLAIRE 1. /#I (D,, D2) est un couple d’opérateurs différentiels linéaires
de E dans E qui commutent, il existe, dans une extension E’ de E, un vecteur
propre comniun ac D[ et D§, extensions respectives à E’ de Dl et D2.

La démonstration du théorème se fait par recurrence sur la dimension n

de E, puis par r6currence sur le plus petit des deux entiers PI et p,.

Le cas n = 1. Le syst6me (8) s’6erit:

ou a et b sont des series formelles en x, et x,, qui, du fait de la relation de
complete intégrabilité Xfl+l(ob/èx1) = x""(aalax,), sont du type suivant :

ouy pour 0 c i cp1 (resp. 0 iP2) ai (resp. bi) est dans C, et ii(x, X2), 1("1 , x2)
sont des elements de 0 tels que 11/8xi = oiijox2.
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Xl

La transformation t1(Xl’ X2) = exp (- fa(s, X,)ds) conduit au systeme
o

où at1(Xl’ X2) = ao + aizi + ... + av101531.
Le système (St1) est complètement intégrable; on a donc

bt1 ne depend plus de x,,. On peut donc l’écrire:

X2
La transformation t,(x,) = exp (-f b-(s)ds) change alors le systeme (stl) en

o

.Le cas nEN, pl = 0.

a) On cherche une transformation T E GLn(Ôx) qui « élimine» la va-
riable Xl’ De façon plus précise, on établit la proposition suivante:

PROPOSITION 1. Soit le système complètement intégrable
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II existe une trans f ormation T, produit de transformations de GLn(C[Xl’ x2])
et de trans f ormations du type Diag (x%, ..., x?) (oit les li sont dans N) qui
.change (S) en

.où AT(X2), BT(X2) sont dans tÂtnXn(C[X2])

et, pour 1 c i c k -1, ou bien ai-ai+líZ, ou bien bi-bi+l=1=O.
On distingue pour cela plusieurs cas:

cx) Les valeurs propres de A(O, 0) ne diffèrent pas d’un entier non nul.

On cherche alors, comme dans le cas d’une variable, une transformation T
,dans GLn(Ô), telle que AT = A(0, x2).

avec, pour k &#x3E; 0, Tk(x2) et A,(x,) dans A,,x,,(C[x,j)
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La premiere equation de ce systeme est vérifiée par To = In, et, pour k &#x3E; 11
l’existence et l’unicit6 d’une solution T, est assurée, par exemple, par le
theorenle des fonctions implicites formel, puisque (Ao + kIn)(0) et A,,(O)
n’ ont pas de valeur propre commune.

TI reste a v6rifier que BT ne depend plus de ri.

avec, pour k&#x3E;0, Bk(X2) dans tÂLnXn(C[X2]).
Le syst6me (S°’) est completement integrable, c’est-a-dire :

Donc B7c = 0 pour k&#x3E;I, puisque (kIn + Ao(o) et Ao(o) n’ont pas de

valeur propre commune.

Les remarques qui suivent serviront £ etablir des théorèmes de triangula-
tion sur d’ autres anneaux que Ô, pour obtenir des theoremes d’existence de
solutions Coo sur un voisinage de (0,0) dans R2, ou holomorphes dans un
produit de secteurs SI X S dans 2. (Voir les chapitres suivants).

On introduit d’abord quelques notations.

Notations.

1) On d[signe par Cg[ri] 1’ensemble des series formelles en xl r

! an(X2)X, ouy pour ?1&#x3E;0, an(X2) est une fonction 000 sur V, voisinage
O
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ouvert de 0 dans Ry a valeurs compleges, et par CCO[Xl] la limite inductive

2) On désigne par 8(01, O2, e) le secteur suivant de C:

par Â:S(O,02,Q)[X1] l’ensenxble des series formelles en Xl’ I an(x2) X, où, pour

n:&#x3E;O, an(X2) est une fonction holomorphe dans S(()l’ ()2’ p)? admettant, quand
X2 tend vers 0 dans S(01, 0, e) un developpement asymptotique, enfin par
AS(Ol,02)[Xl] la limite inductive

REMARQUE 2. Si l’on suppose que les matrices A et B du systeme (S),
au lieu d’appartenir a JtLnXn(Ô), sont dans JtLnxn( COO[Xl]) (respectivement
dans AS(Ol,02)[XI], et si on est dans le cas a (c’est-a-dire les valeurs propres
de Ao(o) ne different pas d’un entier non nul), il existe alors une transforma-
tion T dans GLn( COO [Xl]) (resp. dans GLn( AS(OH02)[XI]) qui (61imine)) Xl’

fl) Toutes les valeurs propres de A(O,O) diffèrent deux à deux par un
entier non nul.

Supposons par exemple:

i I . ,

avec k et l entiers strictement positifs tels que k + l = n.



634

On fait alors sur le systeme (S) la transformation xil, 0 qui
, au cas a. 0 0 1,)ramene au cas a.

Pour que cette demonstration soit correcte, il faut supposer que A(o, x2)
et jB(0, x2) ont la forme suivante:

avec An(0, x2) et B11(O, x2) dans kXk(C[X2]), A.(O, x2) et B22(O, x2) dans

lXl( C[x2]).
Si ce n’est pas le cas, on s’y ramene en effectuant sur le systeme (S)

une transformation T(x2) appartenant a GL,,(Clx,l). Plus précisément, on

cherche T(x de la ( Ik T12(x2) telle ue AT(0 x soit de la

forme j A 22 1 0 (x.,) avee AfJ(X2) dans .A(,kXk(C[X2]), A2(X2) dans .A(, I X I (r[X2])’B 22( 2)
ce qui equivaut, si on pose

On a A,,(O) = 0 et A12(0 ) = 0, donc 1’6quation (1) est satisfaite en x2 = 0
par T21 = 0. L’existence (et 1’unicite) d’une solution T21(X2) de (1) est done

assur6e, puisque A,,(O) et All(o ) n’ont pas de valeur propre commune, par
exemple par le th6or6me des fonctions implicites formel.

I/equation (2) est resolue de la meme manière.
Il reste a verifier que si 1’ on pose
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on a bien B(z(rz) = 0 et B21(x2) ==0y ce qui est une consequence de la com-
plète intégrabilité de (ST). En effet :

Or Ail(o ) = All(O), A’ = A22(O) puisque T(O) = In.
Donc Ai1(o ) et A’,(O) n’ont pas de valeur propre commune et n6cessaire-

ment on a alors B’,(x,) = 0 et B (x,) ’ 0.

REMARQUE 3. Si les matrices A et B du syst6me (S) sont dans nXn( C°°i])
(resp. dans v1(,nXn( AS(8h8s)[Xl]))’ on peut trouver une telle transformation

T(x2), Coo inversible au voisinage de 0 dans R (c’est-à-dire Coo, ainsi que son
inverse, sur un voisinage de 0 dans R) (respectivement une transformation
T(x2), holomorphe dans un S(Ol 62, e) ainsi que son inverse, et admettant,
ainsi que son inverse, un developpement asymptotique lorsque x2 tend

vers 0 dans S(Ol, O2, e).

y) Cas g6it&#x26;al.

On raisonne par recurrence sur la dimension n du systeme :

1) si A (0, 0) a du moins deux valeurs propres reelles qui ne different
pas d’un entier, il existe une transformation dans GL.,,(&#x26;) qui decompose le
syst6me (S) en deux systemes de dimension strictement inf6rieure a n

(voir [1] p. 264-266);
2) si toutes les valeurs propres de A(O, 0) diffèrent par un entier,

on se ramene a les supposer toutes 6gales, c’est-a-dire au cas a, en raisonnant
par recurrence sur le plus grand entier dont elles different et en utilisant la
demonstration de # pour diminuer cet entier.

REMARQUE 4. Etant donne le syst6me
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où A et B sont dans fInxn( C°[ri]) (resp. JK.,nXn( JtS(o,o2)[xl])). 11 existe alors
une transformation T, produit de diag (x§Ji, ... , z§J), où les ki sont dans N,
par des transformations de GLn{ COO [Xl]) (resp. de GLn( AS(Oh02)[Xl])) telle

que Ie système (ST) soit de la forme

on A"(x,) et B"(x,) sont des matrices Coo de x, au voisinage de 0 dans R

(resp. des matrices holomorphes sur un secteur S(O,, ()2’ p) de C, admettant,
lorsque x, tend vers 0 dans S(O,, ()2’ e), un développement asymptotique).
On peut supposer de plus

oil, pour i *- j, les valeurs propres de -A,(0) et de Aj(O), ne diffèrent pas
d’un entier.

Ce resultat provient des remarques 2 et 3 pour les cas a et f3, et, pour
le cas y, du lemme 3, chapitre II.

b) On est maintenant ramene a un probl6me a une variable puisque
le systeme (ST ) est de la forme

avec A7’(x,) et BT(X2) dans c.Â{;nXn( C[X2])’ (et on peut supposer toute les

valeurs propres de A°’(0) égales).
I1 existe alors (voir [2]) un entier a2 strictement positif et une transfor-

mation U(t2), produit de diag (tk,, ..., tk,) (ou les ki sont dans N) par des.
transformations de GLn(C[t2]), et qiii change
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N; matrice dans uiLnxn(C) nilpotente triangulaire supérieure

bi(t2) polyn6me £ coefficients dans C de degre au plus 01532P2

i - i "F 2 pour I  I, j  k, I # j.

Il reste £ vérifier que ATU(t2) = U-l(t2)AT(t;2) U(t2) est de la forme

où: Ai = aI,.,+ N’ pour li;k.
a E C, N/ E tÂtnf x nf(C) nilpotente triangulaire supérieure, ce qui provient
du lemme suivant, dont la démonstration sera donnée en appendice.

LEMME 1. Soit p2 2cn entier naturel et soient Bi et Bj deux matrices de la
forme suivante

oic bi et bi sont des polynômes à coefficients complexes de degr6 au plus p§ ,
tets que bi - bi rt tglZ, Ini (resp, Inf) la matrice identite d’ordre ni (resp. nj),
N et N des matrices à coefficients complexes nilpotentes triangulaires supérieures

i) Si Y est solution dans ni xni(C((t2))) (o1’t C((t2)) désigne le corps des

fractions de C[t2]) de l’équation

ii) Si Y est solution dans fl, x ni(C((t2))) de 1’equation

ators Y est dans A.,.,,(C) (et commute acvec Ni).
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REMARQUE 5. Si on suppose seulement Bi et Bj triangulaires sup6rieures
c’est-a-dire plus precisement :

i) reste vrai

ii) ne 1’est plus. On peut seulement mettre simultan6ment sous forme
triangulaire, au moyen d’une transformation de GLn(C[t2]), les matrices

Bi i et Y.
On termine alors la demonstration de b) de la fagon suivante:
Posons

La colnplete intégrabilité de (S7u) equivaut a :

ce qui termine, compte tenu du lemme 1 (et quitte a modifier Nz au moyen
d’une transformation constante, pour avoir Aii sous forme triangulaire).

Le theoreme est donc demontre lorsque p, = 0, avec al = 1. On a de

plus la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit le système complètement intigrable

avec A et B dans A. ,.(Clx,., x2]), P2 dans N.
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IZ existe un entier a2 et une transformation U, produit de transformation.-
diag (X1, ..., x)) (oic les l sont dans N) et de transformations de G Ln ( C[ Xl’ t2])
qui change (rS) en (8U) de la forme

oit, pour 1 , i , k, les matrices Ai et Bi sont des matrices de polynômes à coe f -
f icients complexes, triangulaires supérieures.

avec : ai E C

I,,, matrice identité d’ ordre n i

Ni(t2) matrice de polynômes de C[t2], nilpotente sous forme triangulaire
supérieure

b:i polyndme à coefficients complexes de degré au plus a2p2

De plus, pour 1  i  k -1 :
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C’est une consequence immediate de la remarque 5 de la proposition 1:
en effet, une fois eSectuee la transformation T de la proposition 1, on met

indiquee dans la proposition 2 au moyen d’une transformation de GLn(C[t2]),
ou t2a = x2 pour un entier a, convenable. La complete intégrabilité du
systeme ainsi obtenu et la remarque 5 entrainent que AU a la forme indiquee
dans la proposition 2.

Démonstration dH théorème dans le cas n E N, PI et P2 positifs.

On peut supposer PI  P2-
On fait 1’hypothcse de recurrence suivante, lorsque n&#x3E;2 et pl_&#x3E;-I:

(H) : On suppose le th6or6me vrai pour tous les systemes completement
int6grables du type suivant:

avec A, B dans A.,, .(Cx., x2]), ql et q2 dans N, dans les cas suivants:

a) Premier cas : A(O,O) a au moins deux valeurs propres distinctes.

I1 existe alors une transformation T E GL,,,(&#x26;), qui decompose le systeme (S)
en deux syst6mes de dimension strictement inf6rieure a n, et on utilise

alors Hi. (voir [1] p. 265).

REMARQUE 6. Ces calculs sont encore valables lorsque 6 est remplace
par CM ou par AS(oHo2)[x1].

b) Deuxième cas : A (0, o ) a une seule valeur propre 2 E C.

On peut supposer 2 = 0. En effet, si le th6or6me est vrai pour le systeme
(D1 - 21,,, D2), il est vrai pour le syst6me (Dl’ D2).

On va, a partir de maintenant, utiliser une consequence de la complete
intégrabilité qui n’a jusqu’alors pas servi, le fait que les valeurs propres
de A(O, x2) ne dépendent pas de x2.
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La matrice A(O, x2) est en eflet solution du system

et on peut lui appliquer le lemme suivant, qui est cons6quence imm6diate
du lemme 1.

LEMAIE 2. Si A(O, x2) est une solutio?i dans tÂtnxn(C((x2))) du système

où B(O, x2) est une matrice de nxn(C((X2)))’ il existe un entier positij (32’ une
transformation T dans GLn(C((t2))) (of t§2 = X2) et une matrice constante C
dans nxn(C) tels que A(o, t2$) = T(t2) CT-I(t2).

(11 suffit de prendre une transformation T qui mette x2+1(d/dx2) + B(O, x2)
sous forme de Jordan).

Puisque la seule valeur propre de A(0, X2) est ici 0, on a (A(O, X2))n = 0
ce qui equivaut à D?E c riE. (Si on désigne en eff et par lsi: E/riE -+
- E/xiE l’endomorphisme C[x2]-linéaire du C[x]-module libre de rang n

E/xiE, la matrice de ÐI dans la base de E/XIE image de la base cano-

nique de E, est A(O, X2)’ On a donc 15?(E/riE) = 0, ce qui equivaut à
D E C xIE).

REMARQUE 7. L’inclusion DiE c x1E entraine, lorsque on a PI&#x3E;l, les

inclusions

comme on le voit facilement, par recurrence sur l, en utilisant la formule:

Lorsqu’on a Pl&#x3E;l, on peut donc qualifier un opérateur différentiel

Di : E - E vérifiant Di E c xl E, de topologiquement nilpotent ( voir [3]).
Par ailleurs, si D1: E - E vérifie D1E c xIE, et si F est un sous-module

libre de E, stable par D1, tel que x§Jixf/°E C F C E pour un couple (k1, k2)
dans N x N, alors Di : F - F vérifie aussi DJF c xi f.
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L’ inclusion D’E c x,,B peut aussi s’écrire

On consid6re alors l’ensemble 8 des suites (ao, 7 a, , ..., an-I) de Nn vérifiant:

2) Il existe un entier jo dans N tel que

L’ensemble S est non vide, puisqu’il contient la suite (1,1, ..., 1), et fini,
donc il existe une suite (ao, a1, ..., a,,-i) pour laquelle Ie nombre rationnel,
inf ( ao /n, a1f(n -1), ..., an-I/1) est maximal.

On notera r/s, of r et s sont des entiers strictements positifs et premiers
entre eux, ce rationnel maximal, et (ao, ..., an-I) un element de § tel que
inf (ao/(n -1), ..., an-Ill) = rls.

REMARQUE 8.

1) La condition ai-ai+;ipI +1 pour Oii + in-1 n’est la
que pour assurer que l’ensemble xg°E + xJfliDE -+- ... + sJfl’D§E +... +
+ xlwl Di -1 est un Ô-module (voir Ie lemme 3) (on pourrait d’ailleurs se

limiter aux suites (ao,...,an-l) verifiant ai-ai+I=O ou 1 pour Oi
i +ln-l).

2 ) L’inclusion x’§°DfIE c xJf1°E + xf&#x3E;D E + ... + xg’D§ E + ... + 
jouera, dans Ie reste de cette demonstration, un r61e analogue à celui j oue
par Ie vecteur cyclique dans Ie cas d’une seule variable, et Ie rapport rls
sera utilise comme l’invariant de Katz.

On termine alors la demonstration du theoreme comme suit:

2013 ou bien Ie rapport r/s est égal £ 1; on est alors conduit a un nouveau
systeme où jpi est remplace par PI - 1 et on utilise l’hypothèse de recurrence
sur pi;
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- ou bien le rapport rls est strictement inf6rieur a 1; on fait alors ap-
paraitre un nouveau syst6me en (t,, X2) (ou tgi = x,,) qui vérifie les hypo-
theses de a) (existence d’au moins deux valeurs propres distinctes pour la
premiere matrice en (OyO)). On utilise alors l’hypothèse de recurrence sur
la dimension.

.F’in de la démonstration du theoreme.

On aura besoin a plusieurs reprises des lemmes suivants, dont la detuon-
stration sera donn6e a la fin.

LEMME 3. Soit m un entier positif ou nul et soit bo, b,, ..., bm une suite
d’ entiers positifs ou nuls tels que

Alors z%°E -E- x%iDiE +... + rb’D§E -+- ... + x6-D’E est un sous 6-module
de E, stable par D1 et D2.

LEMME 4. Soient m et a deux entiers positifs ou nuls.
Soit le 0-module Gm,tX = x’E + xm-. ’D,"E + ... + xm-’-Wl’E + ... + n;m.
Posons Hm,tX = tv E E/3j E N tel que elv E Gm,a}.

1) gm,a est un sous 0-module libre de rang n de E, stable par D1 et D2,
tel que T’ ’ H,,,,, c G m,1X c H m,1X pour un certain jl de N.

2) On passe d’une base de E à une base de Hm,lXpar un produit de tranfor-
mations du type diag (x", xk,) (où les ki sont dans N) et de transformations
de GLn(Ô).

3) S’il existe lo, k et i dans N tels que x2 Di(G2,a) c 01531 G m,1X alors

Dk Hma c X’Hm,,.

Premier eas : r/s = 1.

On a alors ad(n-i»l pour O:i:n-l.
Donc

Posons alors
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L’ inclusion s/°DfE c x?E + ... + 0153-iD1E +... + 0153lD-lE entraine :

D’autre part, d’après le lemme 4. 1-), H,,,-, est un sous 0-module libre
de E de rang n, stable par D2.

On applique alors l’hypotllèse de recurrence sur pi au systeme

Deuxieme cacs : rls  1.

On pose xl = ti, Ô == C[tl, x2], E’ == E © % ’ i§ l’extension à 9 de T i, D;
l’extension à E’ de Di (pour i = 1, 2). ?

On a sai:&#x3E;r(n-i) pour Oin-1.
Done l’inclusion

Admettons pour le moment que H’ est un sous 6-module libre de rang n
de E’ et que 1’on peut passer d’une base de E’ a une base de H’ par un

produit de transformations du type diag (tk., ..., tk,) (ou les ki sont dans N)
et de transformations de GL,,,(6).

On consid6re mainteiiant le syst6me (,J’, J’): H-,,. H’ ou J’ = (lltr) D,.
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On va montrer que 1’ endomorphisme CM lineaire 3§ : H’ jt1H’ ---+ H’ jt1H’
défini a partir de A’ 1 par passage au quotient, a au moins deux valeurs pro-
pres distinctes (on a deja vu que celles-ci sont dans C) et pour cela que

1) Lit n’est pas nilpotente
2) la trace de est nulle.

1) zfi nlest pas nilpotente, 819l0h rls ne seracit pas maximal.

On montre d’abord:

et pour cela, on utilise la formule:

qui se demontre facilement par recurrence sur n.

puisque, pour tout j de N,

des que rls  pi .
On utilise ensuite :

pour un j, dans N
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On utilise maintenant le fait que E’ est somme directe de s copies de E.
Il est pratique de Fecrire de la fagon suivante:

Pour tout v’ de E’, il existe vo , VI’ ..., v,-,, dans E uniques tels que:

(on identifie E a son image dans E’ par Finjection E -- E’== E &#x26; 0’ et
on peut donc confondre DIIE , et D 1 ) . 0

On avait obtenu l’implication:

Donc, pour tout 616ment v de E, il existe n elements (0’0, co", ..., ro’n-1 de E’
tels que :

ou, pour wl est dans E on a:

ou, pour cxt k I est un entier.
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Pour chaque entier i tel que 0  i  n - 1, il existe un entier unique 1, tel que

(de 0 liS -1 et r  s, on deduit facilement que &#x26;,+i2013&#x26;;==0 ou -1 ) .
Done

Or, on montre facilement, par recurrence sur i - k et en utilisant que
b i +1 - bi 0 ou20131, que, pour i &#x3E; k, on a: b i + p,(i - k) &#x3E; b,.

Donc

d’ou la contradiction avec la maximalit6 de r/s.

2) Montrons que la trace de d i est nulle.

Il est pratique d’introduire les notations suivantes:
On d6signe par 7c, la surjection canonique § --* Ôl0153(j.
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Si A, est la matrice de Di dans la 0-base % de E on pose

On v6rifie facilement, que pour tout sous-module F de jBy stable par D,,, et
se d6duisant de E par un produit de transformations du type diag (zl’, ..., Xk,)
(on les ki sont dans N) et de transformations dans GLn(Ô), on a:

(on a meme, de fagon plus pr6cise,

On termine alors de la façon suivante:

ce qu’il fallait d6montrer.
I1 reste encore a montrer que H’ est libre et que l’on peut passer d’une

base de E’ a une base de H’ par un produit de transformations du type
diag (t§’, ..., tn) (ou les ki sont dans N) et de transformations de GLn(Ô).

* Si r = 1, on a immediatement le resultat avec le lemme 4.

* Supposons r &#x3E; 1
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Les G( sont des sous-Ô’-modules de E’, stables par Di et D2, et vérifiant,
du fait de l’inclusion (i), a/°D[G( c t§ G( .

Premiere étape d’une construction par recurrence, on pose:

a) Hi est un %’-module libre de rang n, stable par D2 et Di,

b) On pose alors

On a, de façon immediate

Montrons d’autre part que :

par recurrence sur 1 et derivation de Ilinclusion (i) on a:

pour l&#x3E;O:

D’autre part, on demontre facilement, par recurrence sur k, la formule:.
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En particulier

Or, , 1’inclusion 0153(n-l)io 2 F’ 2 c G2 équivaut à’ .

ce qui se v6rifie alors facilement.

On montre, par recurrence sur k, pour 0 : k : n -1, que:

Supposons la formule vraie jUSqll’à k et montrons-la pour k + 1.

I1 suffit alors de montrer, en utilisa,nt l’hypothèse de recurrence et le fait
que spi - 2 est positif ou nul que:

ce que l’on v6rifie facilement.
Si on pose alors

on a imm6diatement
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On peut alors appliquer Ie lemme 4 pour conclure que H2 est un O’-module
libre de rang n stable par Di et D§ , vérifiant

De plus, 1 on passe de Hi a H2 par un produit de transformations du

type Diag (t§J’, ..., t§Jn) et de transformations dans GL,,(fi’).
Plus généralement, supposons construits, pour 1 : l  r - 1, les 1 modules

libres J?i, ..., H; 1 stables par D’ 1 et D2 vérifiant:

I 2) pour 1  I  I + 1  l, on passe d’une base de H’ a une base de H;+l
par un produit de transformations du type diag (t§J’, ..., t§j") et de

transformations de GL,.,(’).

On pose alors

On a de façon immediate

D’autre part, une demonstration analogue a celle faite pour I = 1 donne

Si on pose alors H;+l = {v’ E E’/3j E N tel que 0153v’ E G;+l}’ on a immedia-
tement
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Sous cette dernière forme et par application du lemme 4, Hl’+ 1 apparait
comme un sous %’-module libre de rang n de E’ stable par Dl et D2, et
v6riflant

on passe d’une base de H; a une base de H;+l par une transfor-
mation produit de transformations dans GLn(Ô’) et de transforma-
tions du type (ti, ... , tln) où les 1i sont dans N .

D’où Ie resultat cherche sur H’ = H;, par recurrence sur 1.

Demonstration des 1emmes 3 et 4.

1) LEMME 3. Par recurrence sur m, on montre facilement que zb°E +
+ ... + zb’D§E + ... + xmDr;:E est un Ô-module; sa stabilité par Dl et D2
est immediate.

al) Montrons que H l,ex est libre.

Soit n l’application canonique: E --+ EjX1E. EjX1E est isomorphe à

C[X2]n, c’ est donc un module libre sur Fanneau principal C[X2]’ II existe

donc une base n(el)... n(e,,) de EjX1E, des entiers positifs ou nuls kl, k2, ..., kr
(ou 0  r c n) tels que (x1n(el)’ z§2n(e), ..., xrn(er)) soit une C[zz]-base du
sous - C[.rJ-module ’fj(Gl,cx) de Elx,E.

(e1, e2, ..., en) est une 0-base de E, et el, e2, ..., er sont dans Hl,ex.

Montrons que (el, e2l ..., er, I x, er +17 x, en) est une 0-base de Hl,ex; pour
cela, il suffit de montrer que el, e2l ..., er, x, er +1, ..., xl en engendrent H,,,,:

Soit v un element de Hl"!x
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b) Le fait que G rn,lX c H.,,, est evident (pour rn, « quelconque dans N)
quant a l’inclusion xl 2 H.,,, c Gm,lX pour un certain j de N, clle resulte im-

m6diatement de la definition de H.,,, et du fait que Hrn,lX est de type fini
puisque 6 est noetherien.

c) On d6montre facilement que, pour tout m &#x3E; 0, on a:

On peut alors verifier que 1’ on a, toujours pour m &#x3E; 0:

Par recurrence sur m, on obtient que Hm+llX est un 0-module libre de rang n.,
et qulil existe une %-base (E,,, ..., 8n) de Hm,lX et n entiers ki valant 0 ou 1
tels que xk,, E17 ..., 9 xkn E.) soit une 0-base de Hm,a.

d) Montrons que H,,,,, est stable par Dl et D2.

e) Supposons que xo D( G m,a) C x Gm,a pour lo, k, i dans N.

On a vu qu’ il existe j dans N tel que x; Hm,a c Gm,a c Hm,a done
lo+iDkH iHx2 I m,a C Xl m,a’

Or Dk Hma est contenu dans Hma.
On utilise alors que, si F est un 0-module libre, l’égalité zkw = z§w,

où v et w sont dans F, entraîne v e z§F pour conclure que : DHm,or. c x1Hm,or..

En modifiant de façon convenable l’hypothèse de récurrence, et en

utilisant les propositions 1 et 2, on a les deux resultats intermédiaires suivants :
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PROPOSITION 3. Soit le système complètement intégrable

Il existe un entier al strictement positif et une trans f ormation T, produit de
transformations du type diag (tk,, 1 ..., tk") 1 ( où tl’ = X, et kl, k2, ... , kn sont

dans N) et de trans f ormations dans GLn(C[ti, 01532]) qui change (8) en

où In, est la matrice identité d’ordre ni, ai(tl) est dans C[t,l et de degrg
a2c plus 0153IPI’

N;(x2) est une matrice nilpotente de A,,,,,.(Cix,]) et pour lik-l:
ou bien ai(ti) - ai+l(tl) rt r,"’),Z

PROPOSITION 4. Soit le système complètement integrable

où A et B sont dans nxn([x1, x2]), pi et P2 dans N.



655

II existe deux entiers strictement positifs al et a2 et une transformation T,
produit de transformations du type diag (tk., ... , t§Jn) (oic les k; sont dans N)
et de trans f ormations de GLn(C[tl, t2]) (oic r,- = Xl’ r2= X2) qui change

acvee: ai(tl) polynôme en t, à coefficients complexes, de degr6 au plus alpl

In, matrice identité d’ ordre ni i

Ni(t2) matrice de polyndmes de tC[t2J, nilpotente triangulaire supérieure.

b:z polynôme de degre au plus (X2P2, à coefficients dans C, pour
1 lni

de plus, pour 1.

et, pour
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Appendice 1. - Quelques lemmes sur certaines équations matricielles.

On désigne par C[t2] l’anneau des séries formelles en t2 à coefficients
dans C, par C((t2)) Ie corps des fractions de C[t2].

LEMME 1. Soit p, 
r 

un entier naturel et soient Bi et Bj deux matrices de la
forme suivante :

où bi et bj sont des polynômes à coefficients complexes de degrg au plus p’ 27
tels que bi - bj i t§glZ, Inc (resp. Inf) est la matrice identité d’ordre ni (resp. nj),
Ni (resp. Nj ) est une matrice dans cÂt&#x3E;nixni(C) (resp. A,,,, ,,.,(C)) nilpotente trian-
gulaire supérieure.

i) Si Y est solution dans ni xnj(C((t2))) de l’equation 0;+1(dYldt2) _.. cc ») 2
== YBj- BiY, alors Y = 0 ;

ii) Si Y est solution dans A.,,,.,(C((t2))) de 1’equation tv-+’(dYIdt,) =
= YBi-Bi¥ alors Y est dans .ÂLnixni(C) (et commute avec Ni).

D#RIONSTRATION.

i) On pose

* en particulier pour l = ni, m = 1 on a:

et, puisque b, - b; w tfllZ, la seule solution dans C((t2)) de cette equation dif-
férentielle est 0.
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* On a immédiatement, par recurrence sur l, Yni-l,l = 0 pour 0 c l  ni -1.

* On a de même, par recurrence sur m, puis par recurrence sur 1,
Yni-l,m = 0 pour Olni-l, lmnj.

«v2

Posons Y = t2 ".f avec

I k dans Z

Y dans ..ÅLnt x fit ( C[ t2]) 
:7(0) 0 0

(c’est toujours possible si Y n’est pas la solution nulle).
Alors :

en particulier, si t2 = 0, on a : Y(O)(kln, + Ni) - NiY(O) = 0, ce qui n’est
possible que si k = 0, puisque on a Y(O) =1= 0. Donc Y est dans nixn,(C[t2]).
Le meme raisonnement montre alors que Y est dans nixni(C).

LEMME 2. Toute solution Y dans tÂt,nxn(C((t2))) l’équation

DEMONSTRATION. C’est une consequence immediate du lemme precedent.
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CHAPITRE II

QUELQUES LEMMES D’EXISTENCE DE SOLUTION FORMELLE

POUR CERTAINS SYSTTAIES DIFFÉRENTIELS

1. - Existence de solutions formelles pour certaines equations a parametre.

Soit l’équation

f : U c R2 X Rn, ---&#x3E;- Rn est Coo sur un voisinage ouvert U de 0 dans R2 X R,

f(O, 0, 0) = 0

PI est un entier positif ou nul.
cx&#x3E;

DEFINITION 1. On dira q1te la série formelle en Xl’ HX2(xI) la,,,(X2)Xl’
00 M=o

respectivement la sgrie formelle en X2, H "’1 (x2) M=O bm(x1)x;’ ) ou les am(x2)
m=O 

(resp. bm(XI)) sont des fonctions Coo de X2 (resp. xi) sur un même voisinage
de 0 dans R, à valeurs dans Rn, et oic ao(O) = 0 (resp. bo(0) = 0), est solution
formelle de l’équatio1t Xfl+l(oy/2xl) = f(xl, x2 , y) si :

a) f(O, x2, ao(x2)) = 0 (resp. x;1+1(dbo/dxl) = f(XI’ 0, bo));

b) si l’ on considère l’ équation (E’) obtenue à partir de (E) en posant
y = z + aco(x2) (resp. y = z + bo(xl)) c’est-à-dire:

alors l’équation « formelle en xl obtenue en remplagant dans (E’) F(Xl’ X2, z)
par son developpement de Taylor par rapport aux variables Xl et z (resp. X2
et z) au voisinage de (Xl’ z) == (0,0) (resp. (X2’ z) = (0,0)) est vérifiée par
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DEFINITION 2. On dira que la serie formelle ac deux variables H(xI’ X2) =

= Z a,,,x I xm , où az,m ERn, aoo = 0, est solution formelle de (E), si l’équa-
i&#x3E;o, m&#x3E;o 

tion « formelle en (Xl’ x2) », obtenue en remplaçant dans (E) f(xI, x2, y) par
son developpement de Taylor au voisinage de (Xl’ i;=, y) = (0, 0, 0) par rap-
port aux trois variables xl , X2 et y, est vérifiée par y = H(XI’ X2)’

Les lemmes qui suivent donnent des exemples de conditions suffisantes.
d’existence de solution formelle à une variable pour (E).

LEMME 1. Si PI = 0 et si (olj’ðy)(O, 0, 0 ) n’a pas de valeur propre entière
positive ou nulle, (resp. si PI &#x3E; 0 et si (ðljðy)(O, 0, 0) est inversible), 1’equation
x 2YIaX. = f(XI, X2, y) admet une solution formelle unique e1L x,, H,,(x,)
a,,,(x,)x’, OÙ Ies am(x2) sont des fonctions Ceo sur un voisinage de 0 dans R
m=O

indépendant de m, à valeurs dans Rn et où ao(O) = 0.

DÉMONSTRATION.

a) On d6termine d’abord aO(x2) en appliquant à la fonction 1(0, X2, y )
le théorème des fonctions implicites, dont les conditions sont remplies-
puisque on a : f(O, 0, 0) = 0, (ot/2y)(0, 0, 0) inversible.

b) Apr6s translation par ao(x2), on est ramené au cas où 1(0, X2, 0) = 0.
On désigne par f(zi, x2 , y) la s6rie formelle en x, et y, à coefficients Ceo

de X2, que constitue le développement de Taylor par rapport à Xl et y de f, au
voisinage de (Xl’ y) = (0, 0) et par (B) l’équation formelle en xl: Xl +l(dyjOXI) _
= ï (Xl’ X2, y).

cx&#x3E;

Dire que H01532(XI) = ! am(x2)0153T est solution de (E) équivaut h:
m=O

(avec la convention a,,,,-:,, = 0 si m p,), ou Pm(al, a,,... , a.-,) est « connu ».

lorsque ai, a2, ... , am-l le sont, et est Coo comme fonction de X2 sur tout
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voisinage de 0 ou a,, ..., am-l le sont. On distingue maintenant deux cas :

1) pi = 0-

où In est la matrice identité d’ordre n.
Par hypothese (ofjoy)(O, 0, 0) n’a pas de valeur propre entière et la

matrice (aflay)(0, x2 , 0) est une matrice de fonctions continues au voisinage
de 0. Il existe donc un voisinage V de 0 dans R, indépendant de m, tel que :

Les fonctions am(x2) sont donc d6termin6es de façon unique, par recurrence
sur m, et elles sont Coo de x, sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m.

Par hypoth6se (of/oy)(O, 0, 0) est inversible, donc il existe un voisinage W
de 0 dans R tel que (of/,ðy)(O, X2, 0) soit inversible pour X2 E W. Les am(x2)
sont donc déterminées de façon unique, par r6currence sur m, et sont Coo

de X2 sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m.

LEMME 2. Si l’équation Xi" "(aYlaXII) = f(XI’ X2, y ) admet une solution f or-
melle à deux variables H(XI’ X2) = z a,.xi xm où aZm ERn, acoo = 0, alors

i&#x3E;o,m&#x3E;o

elle admet une solution formelle en X2, H Xl (X2) ’I bn(xl)x’, OÙ bm(XI) est uneelle admet une solution formelle en X2, H.,,(X2) m&#x3E;0 2

fonction Coo de x, sur un voisinage de 0 dans R indépendant de m, dont le

développement de Taylor en Xl = 0 est ¡ aimxi.
t&#x3E;o

De plus, si PI = 0, HXI(X2) est déterminé de façon unique par H(xl, X2).

DÉMONSTRATION.

a) détermination de bo(xl)’



661

On cherche bo, C°° au voisinage de 0, telle que z§J’+ (dbojdzi) = f(zi , 0, bo).
Par hypothese l’équation z§J1+(dujdzi) = f(zi, 0, u) a I azox; comme solu-

a&#x3E;o

tion formelle. Donc ( voir (4)) cette equation a une solution C°° sur un

voisinage de 0 dans R, bO(XI)’ admettant I alo0153 comme developpement de
Taylor à 1’ origine. z &#x3E; o

b) On considère maintenant l’équation (E’) obtenue à partir de (E)
en posant y = z + bO(XI)’ c’est-à-dire:

(E’) admet comme solution formelle a deux variables I a,,xi xm
_ 

1 
Soit F(x,, X2’ z) le développement de Taylor par rapport à X2 et z de F

au voisinage de (x2, z) _ (o, 0).
oo

Dire que HX1(X2) = bm(xl) x" 2 est solution formelle en x2 de (E’ ) equi-
vaut à: 

’ 

m 0



662

ou Qm(bl, b2, ... , bm-l) est « connu &#x3E;&#x3E; en fonction de bl, b2, ..., bm-l, et est Coo
comme fonction de x, sur tout voisinage de 0 ou b,, b,, ..., b,,,-, le sont.

Donc pour tout entier m:&#x3E; 1 bm(Xl) doit Atre solution d’une 6quation du
type x" "(d Yldx,) = A(Xl) Y + Bm(Xl)’ où A(Xl) (resp. Bm(Xl) est) une ma-
trice (resp. un vecteur colonne) de fonctions Coo sur un voisinage de 0, in-
d6pendant de m, equation admettant I azmxi comme solution formelle.

0

D’apres (4), chacune de ces equations a une solution bm(xl), Coo sur un

voisinage de 0 indépendant de m puisque la partie lineaire x"+’(dYldx,)
- A(Xl) Y est la même pour tout m et que, par r6currence sur m, le second
membre Bm(x2) est C°° sur un voisinage de 0 indépendant de m. De plus
bm(Xl) admet 1 azmx; comme développement de Taylor à l’origine.

I&#x3E;o

Par ailleurs, si Pi = 0, bo(xl) et bm(xl) pour m&#x3E;l sont d6termin6es de

façon unique par leur developpement de Taylor 2 azmx;.
I-&#x3E; 0

2. - Existence de solutions formelles pour certains systèmes de Pfaff com-
plitement integrables.

Soit le systeme

1) P,, et P, sont des entiers positifs ou nuls.

2) f,,=UcR2 x R- --* R- est Coo sur un voisinage ouvert ’B.L de 0 dans

I R2 xRn, pour i = 1, 2

3) /1(0,0,0) = /2(0,0,0) = 0 .

La condition de complete intégrabilité sur ’B1 est:

On notera (Ei) l’équation différentielle rl’ + ( 8y flz;) =fi(Xl, X2, Y) p our i = 1, 2.
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DEFINITION 3. On dira que la s6rie formelle en Xl’ HXa(Xl) = .! a.(x,)e,,
respectivement la s6rie formelle en X2’ HZ1(X2) = z bm(zi)zx’) où les am(X2)

&#x3E;o 
2

(resp. bm(Xl)) sont des fonctions Coo sur un me’me voisinage de 0, à valeurs
dans Rn, et où ao(0) = 0 (resp. bo(O) = 0), est solution formelle du système
(8) si elle est solution formelle de chacune des deux equations de (S) au sens
due la definition 1.

LEMME 3. Si PI = 0 et si (af,lay)(0, 0, 0) n’a pas de valeur propre entière
positive ou nulle (resp. si PI &#x3E; 0 et si (ôf II By) (0, 0, 0) est inversible), alors (S)
admet une solution formelle en Xl unique.

DEMONSTRATIUN. Soit HXa(Xl) a,,,(x,)x’ la solution formelle unique
m&#x3E;o

de 1’6quation (El) donnée par le lemme 1.
On va montrer que Hxa est solution formelle de (E2).

a) montrons que 0153:a+ 1( daoldx2) = f2( 0, X2, aO(x2))’
La compl6te intégrabilité en Xl = 0 et y = ao(x2) s’6crit

Or /,,(0, x2, ao(X2))= 0, d’où, par derivation :

Or { a f 1/ ay ) (o, 0, 0 ) est inversible par hypothese, donc (af,l’cly)(0, x,, a,,(x2))
1’est pour x2 dans un voisinage de 0, donc x"- + l(da,,Idx,) = f,(O, X21 aO(X2))
sur un voisinage de 0.

b) Par translation par aO(x2)’ on est ramene au cas ao(x2) === 0 ==

Ifi(Ol x2, 0) pour i = 1, 2.
Soit li(x.1, X2, y ) la s6rie formelle en zi et y, a coefficients C°° de x,, que

oonstitue le developpement de Taylor de f j, par rapport a xl et y, au voisinage
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de (xl, y) _ (0, 0). On doit verifier que 1’ om a:

En ecrivant la condition de complete intégrabilité formellement en X1
et y, en remplaçant y par HX2 et en utilisant que Hxa est solution formelle
de (E,,) on obtient

Posons:

on M .. (x,) (resp. cm(x2)) est une matrice (resp. un vecteur colonne) de fonc-
tions Coo sur un voisinage de 0 dans R independant de m.

(avec la convention cm-vI = 0 si m c pl).
On a deux cas:

Or (Ôfl(ðy)(O, x2 , 0) est inversible sur un voisinage de 0 donc cl = 0 et, par
recurrence sur m, cm = 0, Vm &#x3E; 1.

D’apres une remarque utilis6e dans la demonstration du lemme 1,
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mi. - (Ofl/CY)(O, X2, 0) est inversible sur un voisinage de 0 indépendant
de m, donc CI = 0, et, par r6currence sur m, cm = 0.

LEMME 4. 8i le système (8) avec PI = 0 admet 2cne solulio% formelle en x.
et X2, H(XI’ X2) = ’I CLlmxlx2 02G aim ERn, 7 aoo = 0, alors it admet une solu-

a&#x3E;o, m -&#x3E; 0

tion formelle unique en X2, Hxi(x2) --- bm(x,,)x’, où les bm(xl) sont Coo de x,,
m 0

sur un meme voisinage de 0 dans R et admettent respectivement I a,. xi
comme développement de Taylor à l’origine. 1;:;:::0

DEMONSTRATION. (8) sl6erit

Soit Hxl(x2) b.(x,,)x, la solution formelle unique en X2 de xl(aylax,) =
0

= f (xl , x,, y ) donn6e par le lemme 2.
On va montrer que Hx,. est solution formelle de x:s+l(oy/2x2) == f2(XI, x2 , Y)

a) Montrons d’abord que 0 = f2(XI 0, bO(xl)).
Posons g(xl) = f2(xl, 0, bO(XI))’
L’égalité 0 = f2(XI’ 0, bO(XI)) est vérifiée formellement en xl, done g(XI)

est plate en x, = 0 (c’est-a-dire par définition, que le developpement de
Taylor de g a l’origine est nul).

D’autre part, la complete intégrabilité en x2 = 0 et y = b,(x,) s’écrit
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Or, une equation du type xl(dYjdxl) = A(x,)Y où A(xl) est une matrice
de fonctions C- de x, sur un voisinage de 0 n’a pas d’autre solution plate
que 0, done g = 0.

b) Par translation par bO(Xl)’ on est ramene au cas ou bo(xl) = 0 =
= f i(xl, 0, 0) pour i = 1, 2.

Soit f (x., x2, y) le développement de Taylor par rapport à X2 et z, au

voisinage de (X2’ z) = (0, 0), de fie
On doit montrer que:

En ecrivant la condition de complete intégrabilité formellement en x,
et y, en remplagant y par Hael et en utilisant que Hael est solution formelle

de x1(oy /2x1) = f1(X1, X2, y) on obtient:

Posons:

ou N m(XI) (resp. em(Xl)) est une matrice (resp. un vecteur colonne) de fonc-
tions de xl C°° sur un voisinage de 0 indépendant de m.

Or, em(XI) est un vecteur colonne de fonctions plates en xi = 0, puisque,
formellement en (xl, x2) on a

ou Î2(Xl’ X2, y) d6signe le developpement de Taylor par rapport aux trois
variables x,, X2 et y de /2’ au voisinage de (Xl’ X2’ y) = (0, 0, 0).
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Donc, par un argument déjà utilisé plusieurs fois, el(xl)’ solution plate
en x. = 0 de zi(8eif8zi) = (al,lay) (x,, 0, 0)ei, est nulle, et par r6currence
sur m, em = 0 pour m &#x3E;1.

DEFINITION 4. On dira que deux séries formelles I a.(x,)x’ et b.(x,)x’
m;?;O m;?;O

où les am(x2) (resp. bm(xl)) 8ont des f onctions Coo sur un même voisinage de 0
dans R, à valeurs dans Rn, sont compatibles, si, lorsqu’on remplace les am et
les bm par leurs dgveloppementg de Taylor respecti f s à l’origine, on obtient la
même série formelle à deux variables.

En regroupant certains résultats précédents, on a le lemme suivant:

LEMME 5. Le système

sous les hypothèses du debut de ce paragraphe, admet deux series formelles
compatibles I am(01532)0153r et ! b.(xl)xft’ avec ao(O) = bo(O) = 0, comme solu-

m 0 m;?;O

tions formelles, dans les cas 8uivant8:

1 ) Pi &#x3E; 0 et (’ðfi/ÔY)(O, 0, 0) inversible pour i = 1, 2

2) pl= 0 et (ôfl/ôy)(O, 0, 0 ) n’ a pas de valeur propre entière posi-
tive ou nulle

3) pl=O et le système (8) admet une solution formelle en Xl

4) PI == P2 = 0 et le système (8) admet une solution formelle à deux
variables.

REJBIARQUE. On est dans le cas 4), par exemple, lorsque PI = P2 = 0
et que (ôfl/ôy)(O, 0, 0) ou (Ôf2/ÔY)(0, 0, 0) n’a pas de valeur propre enti6re
strictement positive.

3. - Application à la triangulation formelle de certains systèmes de Pfaff
linéaires complètement intégrables.

NOTATIONS. On not era 6 l’ensemble des germes de fonctions f(t1, t2),
C’ sur un voisinage de 0 dans R2 pour t,&#x3E;O et t2&#x3E;0, à valeurs complexes.
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On notera Etl le localise de Panneau 8 par rapport a la partie multi-
plicative formee par les puissances de tl, Etht2 le localise de &#x26; par rapport
aux puissances de ti et t2.

Enfin on designera par Tt,, le sous-ensemble de 8 forme des fonctions
dont le developpement de Taylor par rapport a la variable tl au voisinage
de tl = 0 est nul (c’est-a-dire qui sont « plates» comme fonctions de tl au
voisinage de t, = 0). On dira parfois, pour abréger, qu’un element de Tt,
est une fonction plate de tl. 

Dans tout ce qui suit, on supposera tl et t2 positifs ou nuls.

On a le lemme suivant:

LEMME 6. Soit le système

où on suppose que M1 et M2 sont des matrices n X n de fonctions cro sur un

voisinage de 0 dans R2, telles que (E) soit « formellement en x, conipletement
intégrable » c’ est-à-dire vérifiant:

On peut alors trouver deux entiers strictement positifs a1 et cr2 pour lesquels,
si on pose 

’

on ait le res2cltat suivant :

Il existe une trans f ormation T E GLn( EthtS) telle que le système (1:’") dèduit
de (,E) en posant y = Tz ait la forme suivante :
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02G l’on a :

p[ et p§ sont des entiers naturels

avee

où ai(t1) est un polyn6me à coefficients complexes de degre au plus p’
bi,i(t2) est un polynôme à coefficients complexes de degr6 au plus p2

Ni,1(t1, t2) est une matrice triangulaire supérieure de fonctions Coo au

voisinage de (0, 0), dont la diagonale ne contient que des 0

Ni,i,2 est une matrice triangulaire supérieure nilpotente constante

In"Ini’i sont les matrices identités d’ordres respectivement ni et ni,i

DEMONSTRATION. La démonstration peut se faire directement on en

deux étapes à partir du lemme suivant :

LEMME 7. Sous les hypothèses et avec les notations du lemme 6, on peut
trouver deux entiers al et a2 strictement positifs et une transformation
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T’E GLn( 61,) qui change le système (L") en le système (f,) de la forme:

I p i est un entier naturel

.A’ (tl, t2) E tÂt;nXn( &#x26;)

B’(t2) est une matrice triangulaire supérieure de polynômes
à coefficients complexes de degrg au plus (J2P2

P2(tl, t2) E Jn(s,) .

D#&#x3E;IONSTRATION DU LEMME 7. D’après la théorie formelle à deux varia-
bles (cf. chapitre I, proposition 4) il existe deux entiers al et a2 strictement
positifs et une transformation T E GLn(Ô;) de la forme P _ d iJ, ... f ,,d . 
üù, pour 1 im Pi E GLn(ô’) et li i est une matrice diagonale de puis-
sances de tl, telle que, si on désigne par lii§ la matrice de séries formelles
à deux variables que constitue le développement de Taylor de M’(tl, t2)
par rapport aux variables tl et t2 au v oisinage de (0, 0), on ait:

c’est-a-dire encore

ou B’ (t2) est une matrice triangulaire sup6rieure de polyn6mes en t2 a coef-
ficients complexes de degre au plus G2P2’

On a, 7 en particulier, entre les traces des matrices lVl2 et B’ la relation
suivante, qui servira plus loin:

D’après le lemme 2 de ce chapitre, applique a 1’6quation

vérifiée formellement en (tel , t2 ) par T=== T, il existe une s6rie formelle en t1,
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T(t1) = l Ti(tz)t[ , dont les coefficients TZ(t2) sont des matrices de fonctions
a&#x3E;o

Coo de t2 sur un voisinage de 0 dans R independent de 1, telle que :
si # = z Tit[t?, où Tzm E v1tnXn(C), alors l Tzmt est Ie développe-

i&#x3E;o,m&#x3E;o m&#x3E;o

ment de Taylor au voisinage de 0 de TZ(t2);
si M§ est Ie developpement de Taylor de M§ par rapport à t1 au

voisinage de ti = 0, on ait:

Montrons que le déterminant ð de I’ est de la forme

of, pour l&#x3E;O, 31(tz) est une fonction C°° de t2 sur un voisinage de 0 dans R
indépendant de 1, ðo(O) est non nul et k est un entier positif ou nul.

Puisque T vérifie l’équation

u

vérifie l’équation

Or (tr M§ - tr B’) est de la forme t2V2+1 2: rxl(t2)t où les rxz(t2) sont des
I;?; 0

fonctions Coo de t2 sur un voisinage de 0 independent de %.

ð est donc solution de l’équation

ce qui equivauty si on pose a = Z ð:(t2)t, à:
a&#x3E;o

ce qui donne le resultat annonce.
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Soit maintenant T’ une matrice de fonctions C°° au voisinage de (0,0)
dans R2, admettant T comme developpement de Taylor par rapport a la
variable t1 au voisinage de ti ==0. (Une telle matrice existe d’après le lemme 1
de ce chapitre).

Alors det T’ est de la forme t§J3(ti, t2), 7 of ð(t1, t2) est une fonction Coo

au voisinage de (o, 0 ) dans R , telle que 6(0, 0) =A 0 et 7c un entier positif
ou nul, ce qui termine la demonstration du lemme 7.

DEMONSTRATION DU LEMME 6. I1 existe (voir (4)) une matrice de trans-
formation T’(t2) a une variable, appartenant 4 GLn(8tz)’ et telle que :

est la matrice définie dans le lemme 7 et ou B" (t2) a la forme suivante:

on a :

B (t2) = b; (t2)Ini + t;SPI N i

b; (t2) polyn6me a coefficients complexes de degre au plus (]2P2

Ni matrice nilpotente constante

I n; matrice identité d’ ordre n 

I # j + bl! - b" d. to’sPar:v

Si on pose T = T’ TI!, OÙ T’ est la transformation définie dans Ie lemme 7 r
Ie système (.E’) est changé, au moyen de T, en Ie système (.E") suivant:

sont des entiers positifs ou nuls

quitte a remplaccr (]2P2 par p2, on supposera k2 = O.



673

On va montrer maintenant que la complete intégrabilité formelle en t1
entraine, apr6s un changement eventuel de l’ordre des blocs diagonaux
de B", que A" est de la forme cherch6e.

D6signons par I Aff(t,)tl le developpement de Taylor de (llt’,)A’ par1 1 2

rapport a la variable t1 au voisinage de i == 0.
La complete intégrabilité formelle en t1 equivaut a :

On est donc amene à étudier les solutions de P equation différentiëlle
t;+1(dY/dt2) = [B"(t2), Y], où Y est une matrice de fonctions du type f(t2)/t,
avec j(t2) C°° au voisinage de 0 dans R, r entier naturel.

On découpe Y en blocs (}"i,j)li,jh correspondant au découpage de
B" (t2). On a alors :

DEFINITION 5.

a) Soit A(t2) = Âo + Â1t2 + ... + Âv’ tfJ? un polynôme à coefficients com-
plexes. On dira que A(t2) est plus petit que 0 (et on notera A  0 ) si Ilon a,
en désignant par Re la partie réelle:

ou bien Re (Âz) = 0 quel que soit l tel que 0  1 p§,

b) Si Al(t2) et A2(t2) sont deux polyn6mes a coefficients complexes, on
dira que Al C A2 si et seulement si Al - A2 C 0.

On a alors le lemme suivant :

LEMME 8. Soit l’équation dijférentielle (e) : t"--+’(dyldt,) = A(t2)y ofi A(t2)
est un polynôme de degr6 au plus p2 tel que A C 0. Alors la seule solution

de (e) de la forme f(t2)lt" 2 où f est une f onction Ceo au voisinage de 0, et r un

entier naturel, est 0.
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DEMONSTRATION. On rappelle que l’on a suppose t,&#x3E;O.

d’où le résultat.

LEMME 9. Soit p2 un entier naturel et soient B" i et B; deux matrices de la
f orme suivante :

où b; et b; sont des polyn6mes à coefficients complexes de degré au plus p’
Ni i et Nj des matrices nilpotentes triangulaires sup6rieures constantes

In; (resp. In,) la matrice identité d’ordre ni (resp. is,)

a) si bz  b; et si Y vérifie l’équation t’-"’(dYIdt,) = B;Y - YB;, oic Y

est une matrice de fonctions de la forme f(t2)lt" 2 (f fonction C°° sur un voisinage
de 0 dans R, r entier naturel) alors Y = 0.

si on ne suppose plus b; C bf, Y est alors une matrice de fonctions
plates de t2 au voisinage de 0.

b) Si Y est une matrice ni X ni de f onctions du type f (t2)lt2 (f, Coo au

voisinage de 0, r entier naturel) et si Y vérifie tl’-"’(d Y/dt2) = Bff Y - YB;,
alors Y est une matrice constante.

DtmoNSTIEZATION.

a) On sait deja, sans supposer b;  b; et en utilisant les calculs for-
mels du chapitre I, que Y est nécessairement une matrice de fonctions plates.

Supposons maintenant bz  b; .
Posons
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Par recurrence sur I et en appliquant le lemme 8, on vérifie que

Par recuiience sur m, puis par lecunencc sur 7, on a de ]a meme façon

On a deja vu dans le chapitre I que cette equation admet comme solu-
tion formelle unique une matrice constante, ce qui termine la demonstration
puisque ce type d’équation admet une solution Coo unique ayant un d6velop-
pement de Taylor donne.

On termine alors la demonstration du lemme 6 de la fagon suivante:
on peut supposer ordonnes les blocs Bff(t,) de Bff(t,) de façon que:

On déduit alors du lemme 9 (quitte à modifier les matrices nilpotentes
constantes Ni) que (ljt§§)A"(ti, t2) est de la forme h§(ti, t2) -E- P"(ti, t2), ou
I’ on a

avec aii(tl, t2) fonction C’ sur un voisinage de (0, 0) dans R2 pour 1  i =1= j  n

aii( tl) fonction C°° de tl sur un voisinage de 0 dans R pour 1  i  it

Pt(tl, t2) E A,, X" (T ,) -
On obtient alors la forme plus precise du lemme 6 par recurrence sur la

dimension n, puis sur Ilentier p 1 I. (cf. chapitre I remarques 2, 3, 4, 6).

REMARQUE. Le fait que les variables tl et t2 ne se « séparent pas for-
mellement en tl » est lie au fait que la demi-droite des t2 &#x3E; 0 peut etre rayon
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de Stokes pour l’équation differentielle t2i+1(d/dt2) - B"(t2). Par exemple Ie
système

f - /1 --- I 1 I /VI 2 B B

CHAPITRE III

EXISTENCE DE SOLUTIONS C’ POUR CERTAINS SYSTLMES

DE PFAFF AU VOISINAGE D’UNE SINGULARITY

On consid6re le systeme

h,) PI et P2 sont des entiers positifs ou nuls.

h2) Fi: C)1 c R2 x R, --&#x3E;- R" est 0’ sur un voisinage ouvert C)1 de 0 dans
R2 xRn, pour i = 1,2.

h3) Fl(Ol 0, 0) = F2(01 0, 0) = 0.

h4) (8) est compl6tement integrable, c’est-a-dire qu’on a, identique-
ment sur C)1:

h,) II existe deux s6rie formelles compatibles (au sens de la définition 4
00 00

du chapitre II) Hx,(x,) = I am(x2)x et Hx,.(x,) == I bm(01531)0153, à coefficients
m=o m=O

Coo sur un voisinage de 0 ne d6pendant pas de m, qui sont solution formelle,
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en Xl et X2 respectivement, du syst6me (S) (au sens de la définition 3 du
chapitre II).

On a alors le théorème suivant :

TIltORtME. 80us les hypothèses précédentes, il existe une fonctionu (XI X2),
sur un voisinage de 0 dacns R2, à vateurs dans Rn, solution du système (8),
et dont les développements de Taylor, comme f onction de xl, au voisinage de
.xl = 0 et comme f onction de X2 au voisinage de X2 = 0 sont respectivement
HX2(Xl) et HXl(X2)’

Avant de commencer la démonstration de ce théorème, donnons un
exemple de systèmes pour lesquels la condition h, n’est pas vérifiée:

Un tel systeme admet 0 comme unique solution formelle en x.,.
La solution g6n6rale

ou c est une constante, est seulement continue.

Démonstration du théorème.

I) On se ram6ne, par translation, a chercher une solution v(x,, x,)
dont les développements de Taylor par rapport a x, et par rapport a X2
sont nuls, c’est-a-dire au cas ou le syst6me (8) est vérifié formellement en Xl
et formellement en x2 par y = 0, c’est-a-dire encore au cas ou lJB(xl, 7 X2 0)
est une fonction plate de x, en xl = 0 et plate de x, en x, = 0 pour i = 1, 2.

Notations. On rappelle (voir chapitre II, § 2, notations) qu’on désigne
par XxL (resp. Tx,) 1’ensemble des germes de fonctions I(x,, x,) C’ au voisi-
nage de (0, 0) dans R2 a valeurs dans R (ou éventuellement C) et dont le
developpement de Taylor comme fonction de xl (resp. X2) au voisinage de
xl = 0 (resp. X2 = 0 ) est nul.
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On utilise le lemme suivant:

LEMME 1. SoientGX2(xI) a,,,(x,)x’ et GX1(X2) fl.(x.)x’ deux series
m&#x3E;0 

° 

tn&#x3E;-O

formelles cornpatibles, aU sens de la d6finition 4 du chapitre II. Il existe une

fonction g(xl, X2)’ COO aU voisinage de (0, 0) dans R2, à valeurs dans R, dont le
developpement de Taylor comme fonction de Xl (resp. X2) au voisinage de x, = 0
(resp. X2 = 0) est GXi(XI) (resp. GX1(X2))’

DTMONSTRATION. Soit a lln r6el strictement positif tel que les OCm(X2)
et (Jm(XI) soient Coo sur [- a, + a], et K le compact [- a, + a] X {O} u {O} X
X [- a, + a]. On considère sur le compact K de R2 le jet d’ordre infini
suivant: G = (g(kHki»)(k, k2) E N2 ou g(kHki) est la fonction continue sur K
définie par

1/hypothese de compatibilité, faite dans le lemme entre G_,, et G.,,, en-
traine que G (k,,,k2) est bien definie et continue sur K et que de plus, puisque
les ai et Pi sont C°° au voisinage de 0, G est indéfiniment diff6rentiable au
sens de Whitney sur g.

D’après le th6or6me d’ egtension de Whitney (avoir 5)), il existe une fonc-
tion C°° sur R2, g(Xl, X2)’ vérifiant:

(Ton le resultat.
On consid6re alors le syst6me (S’) obtenu a partir de (S) en posant

y =: z + h(x,, X2)1 ou h(0153l, X2) est une fonction COO au voisinage de (0, 0)
dans R2, , a valeurs dans Rn, dont les développements de Taylor comme
fonction de x, au voisinage de xl = 0 et comme fonction de X2 au voisinage
de X2 === 0 sont respectivement HX2(X’) et H,,.(X2):
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Le systeme (S) vérifie les hypotheses hi, h2, h." h4, h,, avec de plus,
dans hs, HX.(XI) = 0 et HaeJX2) = 0, c’est-à-dire encore :

REMARQUE 1. Puisqu’on cherche une solution à (8) dans ( n)",
il suffit de Ie faire pour Xl&#x3E; ° et a?2&#x3E;0; on n’ aura en eff et pas de probleme de
recollement.

Dans toute la suite de ce chapitre, et sauf mention du contraire, on 8Up-
posera XI:&#x3E;O et x2&#x3E;O.

REMARQUE 2. Considérons Ie systeme obtenu à partir de (S) en posant
01531 == l, X2 = t§’ OÙ (Ti et (]2 sont des entiers strictement positifs :

Alors, si W(t1, t2) est solution dans (St,, (") T,,)n de (8"), la fonction

REMARQUE 3. Soit f une fonction C’ sur [- a, + a]2, a valeurs dans R
ou C, of a est un reel strictement positif

II) Etude du système linéaire associé à (8).-
On pose
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Le systeme (S) equivaut a :

LEMME 2. Le système lineaire

est formellement en Xl et formellement en X2 complètement intégrable.

DÉMONSTRATION. La compl6te intégrabilité de (8) entraine:

Le second membre de cette égalité est une matrice dont les elements
appartiennent h r) puisque F,,(x,, x,, 0) et F2(XI’ X2, 0) sont dans

r) sx. )n. 
On etudie maintenant les solutions de l’équation affine x""(avlax,) -

- M1(XI’ X2)V = G(xl, X2) lorsque le second membre G(xl, X2) décrit des

espaces de fonctions que 1’on pr6cisera, et le comportement de ces solutions
vis-a-vis de Ilop6rate-ur différentiel X2""1(alaX2) - MI(Xll X2)’

Dans toute la suite de la démonstration, on supposera qu’on a déjà fait
dans (8) le changement de variables x, = t’,, X2 = t’, qui permet de mettre le
système

sous la forme triangulaire dgcrite dans le lemme 6 du chapitre II (voir remar-
que 2 de ce chapitre).
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Notations. Soit a un r6el strictement positif, n1 un entier, n2 un entier
positif ou nul. On pose

Coo(nl, n2, a) = l’ensemble des fonctions f(XI’ x2) définies et continues sur

[0, a]2 (resp. sur ]0, a] X [0, a]) zi nl&#x3E; 0 (resp. nl  0), à

valeurs dans C, et telles que lf(x,,, x2)11(xnlx") soit born6

sur ]0, a] 2.

Clo(nl, n2, a) = E CO(n,, n2, a) telles que allax, appartienne à Ooo(nl-1, n,, a)}

Col(n1, n2, a) _ c- Coo(nl, n2, a) telles que all ax, appartienne a Coo(nu n2-1, a)
si n2&#x3E;1

C,l(n,, 0, a) If E Coo(nl, 0, a) telles que aflaX2 appartienne a Coo(nl, 0, a)l

Co(n2, a) == 1’ensemble des fonctions f(x2) definies et continues sur [0, a],
a valeurs dans C, telles que If(01532)B/0153;t soit born6 sur ]0, a]w

Cl(n2, a) = {f E CO(n2, a) telles que of/e0153l E CO(n2 -1, a) lorsque n2 &#x3E;1}.

On met sur ces espaces les normes suivantes:

Pour les normes correspondantes, les espaces que l’on vient de definir
sont des espaces complets.

Par abus de notation, on écrira de la meme facon les normes produit
sur les espaces Co( nl, n2, a) etc.

La demonstration du théorème est basee sur Ie lemme suivant, dont on

rappelle qu’il est vrai en fait après changement de variable du type Xl = B
x2 = t2.
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LEMME 3. Soit Di, pour i = 1, 2 l’opérateur différentiel xft+l(Ô/ÔXi)-
- M i(X1, x2) et soit 

L1) IZ existe des entiers positifs N1, N2, ll, l2, un réel positif ao et pour
tout réel a tel que 0  a  ao une application linéaire continue

inverse à droite de Dl , ayant les propriétés suivantes :

a) pour tout couple d’entiers (nl, n2) tels que nl"&#x3E; N 1 et n2"&#x3E; N 2’ les

applications restrictions suivantes de Xl sont continues:

et les normes de ces applications sont born6es par une constante, ind6pendante
de a et n2 (dependant de n1).

b) Vf E 0 N2, a) Kl[f] et eontinicment dérivable par rapport à Xl
sur ]0, a]2 et on a: (DIKI)[f] = f sur ]0, a]2.

c) Vf(Xl, x2) E CloNi , N2 a), V Â(x2) E Co(O, a) K1[Âf] = iKiifl.

L2) Il existe une matrice Q(x1, x2) = QI(X1, X2)/(a!Ilxg2) où Q, est une

matrice de fonctions Coo sur un voisinage de 0 dans llg2, #,, et fl, des entiers,
telle que:

sur C",(n,, n2, a) dès que n1 et n2 sont assez grands pour que les deux membres
soient définis, et a tel que 0  a  ao (Q ne depend pas de a).

La) Il existe pour a tel que 0  a  ao une matrice

où JY’1a(xl, X2) est une matrice de f onctions C°° sur Ul% voisinage de 0 dans R2,
plates comme f onctions de Xl en Xl = 0, (X2 un ent’ier naturel, telle que:

a) Di[JCa] = 0
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QÙ X désigne Ilapplication continue : Coo(Nl, N2, a) - G;:(N2, a)

c) Pour tout entier naturel m, il existe un réel strictement positif all
et une constante Cm telle que, pour 0  a all on ait :

où M3(01532) est de la f orme (1/y, ,)M’(x,) avec Ml(x,) matrice de fonctions C°° au
voisinage de 0 dans R, Y2 entier naturel.

Remarque sur les notations employees.

un vecteur (respectivement une matrice) image par DI, D2, K,,, y
d’un vecteur (resp. une matrice) est not6 avec un crochet

2013 quand on 6crit .Kld1 ou (KIDI - I)QKI’ J (resp. Q) désigne par
abus de langage P application lineaire de matrice d (resp. Q ) dans la base
canonique de 0’0(njLg ’n2’ a).

(I d6signe 1’ application identique).

REMARQUE 4. Dans L.,, &#x26;) est equivalent a :

III) Démonstration du théorème à partir du lemme 3.

Posons

On a le lemme suivant (voir (4)).

LEI’IME 4. Il existe des entiers N a et la, un réel positif aco et pour to2tt réel
a tel que 0  a  a§ une application linéaire continue
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telle que

1) pour ns&#x3E; N s les applications restrictions suivantes de Ks sont continues :

et leur norme est bornée par une constante indépendante de a.

2) VI E (Na, a) Ka[l] est dérivable 8ur ]0, a] et on a : DaKa[f] = f
sur ]0, a].

REMARQUE. On vérifie facilement que Ka est continue de C(na’ a) dans
C’1(n3 - 13 - P2’ a).

Notation. Pour 0  i, j : 1; on notera RCQ(ni , n2, a) le sous-espace vec-
toriel r6el de Ci;(ni , n2, a) form6 des fonctions à valeurs dans Rn et on dési-
gnera par BRC£(%1 , v2, a) la boule unit6 (ferm6e) de RC£(ni , n2, a).

a) On pose, pour v E BBC’ (n,, n2, a).

ou, pour le moment, n1 et n, sont assez grands pour que La soit d6finie, et
a tel que 0  a  a"

(On devrait noter La,nhn2 mais la suppression de ni et n2 n’est pas genante).
On cherche a determiner un reel strictement positif ao et a fixer n1 et n2

de façon que, pour 0  a ao, 1’ application v " RLa[v] soit contractante

de BRCgI(ni, n2 , ac ) dans elle-même.
On a:
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x, une constante ind6pendante de a qui majore la norme de I(l:

) 11 la norme de z :

x, une constante ind6pendante de a, qui majore la norme de K:,:

v une constante ind6pendante de ac telle que, pour 0 c a c a2n1_ll, on ait

(Toutes ces « constantes)} dépendent en g6n6ral de n1 et n2).
Soit v E BRC",(n,, n,, a). On a:

,oiL 2i ne depend pas de a, mais depend de la borne superieure, sur un voisinage
fix6 de 0 dans R2, 7 des fonctions

On a donc d’une part:
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D’autre part

Done

On fixe alors %i et n2 de façon a avoir n, + n2 &#x3E; 11 + l2 + l3 + Fz + y + fJ2 + a2 -
On a alors

et si on choisit ao de façon que a[’V"3(Â2 + QU1Â1) + XIÂ1] : 1, on voit que,
pour a tel que 0  aa§, RLa envoie BRCgI(%1, n2 , a ) dans elle-meme.

- 

On peut maintenant choisir a§ de fa§on que, pour 0  a  a§, RLa soit
contractante de BRCoI(nl, n2, a) dans elle-meme.

En effet, on a:

où Â; ne depend pas de a, mais depend de la borne supérieure, sur un
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voisinage fix6 de 0 dans R2 , des fonctions

Le meme calcul que celui f ait precedemment (ou l’on remplace simplement Ai 
par À;llv1-v21Io,1,nl,n2,a) donne alors:

ce qui termine la demonstration.
Done pour 0  a  a 1’application RLa a un point fixe unique va dans

BRCgI(%1 , % , a) .
Si de plus on choisit n1 et n2 de façon que

alors, pour tout couple d’ entiers (r,8) tels que r &#x3E; n, et s &#x3E; n, on a:

en effete on a

fl) Montrons que Va est solution de la premiere equation du systeme (8)
c’est-à-dire que 1’on a Dl[Va] = V,[v,,].

Dans toute la suite, on mettra R pour partie reelle de
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y) Montrons que, si a est assez petit, va est solution de la deuxi6me
equation de (S) c’ est-a-dire D2[va] = ’fJJ2[Va].

Calculons D2[ v a] :

Calculons D2La[va]:

d’apres la formule de Leibniz

d’ apres le lemme 4

d’ apres le lemme 3, L3, d)

d’apres le lemme 3, L1, c)

d’apr6s le lemme 3, L2



689

d’ apres lemme 3, L,, b)

On utilise maintenant la complete intégrabi}ité du système initial, c’est-a-dire :

Un calcul donne, en utilisant (C.I.), le fait que va est d6rivable par rapport
à Xl et X2 sur ]0, a]2 et le fait que 1J’i[Va] = F,(zi, X2, va) - M,(zi, X2)Va:

Or, on peut choisir a assez petit pour que la norme de Ilapplication

soit strictement inf6rieure a 1, done
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6) Montrons que va est Ceo de (Xl’ X2) au voisinage de (0, 0).

En utilisant que Va appartient a 0’ (r,.3, a) pour des entiers r et s, aussi
grands que l’on veut, et que Va est solution de

on montre, par recurrence sur i et j, que (8’+’*a)/8#b8r§) ) appartient à

C" (r, s, a) pour r et s aussi grands que Ilon veut.
Done Va E (5’,, (") Tx,)’ ce qui termine la démonstration du théorème.

Pour terminer, il reste donc à d6montrer le lemme 3, ce qui se fera en

plusieurs étapes, d’abord lorsque la dimension n du syst6me (S) est 1 puis
lorsque la matrice M1 est sous forme triangulaire.

IV) Démonstration du lemme 3 lorsque la dimension n du système est 1.

On fera, à plusieurs reprises, usage du lemme suivant.

LEMME 5. 1) si le lemme 3, L1 est vrai pour l’opérateur différentiel
D1: xvl. +’(alax,) - M1(Xl’ X2) avec les entiers N1, N2, li, 0, alors il est vrai

pour l’opérateur différentiel

Dl = Xfl+1 OXl - Ml(Xl, X2) , 7 OÙ Ml(Xl, X2) = Ml(xo X2) + rk. + iNizi , X2)

(N1(Xl’ X2) matrice de fonctions C’ au voisinage de 0 dans R2) avec les

entiers N l’ N 2, ll, 0 ;

2 ) si de plus l’inverse à droite ](1 de D1 vérifie

ators l’inverse d droite Kl de Dl verifier

DEMON STRATION.

1) a) Definition de K:



691

Consid6rons les applications C-lin6aires suivantes:

of n2 &#x3E;N2-
En r6duisant eventuellement aco, on peut supposer que pour 0  a a,

les normes de ces applications sont strictement inf6rieures a 1. (On utilise-
ici que la norme de K, est born6e par une constante ind6pendante de a et n,).

On peut alors poser

et on vérifie facilement que

Xl est continue de C]o(Ni , n , a) dans Cg(Ni - %, n, a) et de Ogi(Ni , n, a)
dans Cgi(Ni - i , n , a ) , pour n2&#x3E;N2 et pour 0  aao (et sa norme est

bornée par une constante ind[pendante de ac et n2).
(Remarquons que cette definition de Xl n’est plus possible si l’entier 1z.

associé à l’opérateur différentiel D1 est non nul).
Montrons, par recurrence sur ’nl, que pour ’nl&#x3E;Nl, Kl est continu de

Oo(nl, ’n2, a) dans C;o(nl-1l, n2, a) (avec toujours ’n2&#x3E;N2 et 0  aao)"
Soit f e CO(n’l + 1, ’n2, a ) et soit g = Xl[f]

Lorsque f parcourt un borne de C§o(ni + 1, n2, a), f parcourt un borne
de Cgo(ni , n2, a) et donc, d’après l’hypothèse de récurrence, K1[f] =g parcourt
un borne de Coo(nl- Z1, n2, a), donc X+lÑ1g un borne de Cgo(ni +1,n2,a)
done K1[x1+1Ñ1g) un borne de Co(n1 + 1-11, n2, a), et puisque K1[f] par-
court aussi un borne de Co(n1 + 1-11, n2, a), il en est alors de meme pour g.

On montre de la meme facon que K1 est continue de Col(n1, n2, a) danl
C1(n1-11, ’n2, a) pour n1&#x3E;N1, n2&#x3E;N2 et 0  a;;ao.
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On montre de la meme façon, par recurrence sur n,,, que la norme de

toutes ces applications continues est born6e par une constante indepen-
dante de a et n2.

b) Montrons que si f E Ono(NI I N2 9 o,) I .91(f) est derivable par rapport
a x, sur ]0, a]2 et que -F),IZ, (f) = f

donc g est derivable par rapport a x, sur ]0, a]2.
D’autre part

c) Reste £ montrer: VÂ. e Cg(o, a), Vf e Cg(Ni , N2, a), K1[À!] = ÁJ{l[!]
ce qui est evident.

On veut montrer que
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Dans Ie cas de dimension 11 Ie lemme 3 prend la forme plus particuli6re
suivante:

LEMME 6. So it

est un polynôme à coefficients complexes.
Il existe alors des entiers N1, II (N1 non nécessairement positif, 01,p,)

un réel positif ao, et pour tout réel a tel que 0  a  ao une application lineaire
continue k : Ooo(N1, 0, a) - C,,(N, - 1,,, 0, a) vérifiant:

I) a) pour tout couple d’entiers (nl, n2) tels que n, &#x3E; N, et n2&#x3E;O les

applications restrictions de k suivantes sont continues:

et leur norme est born6e une constante ind6pendante de a et n2.

3) Il existe une fonction v,,(x,,), Coo de Xl sur un voisinage de 0, telle que

c) Pour tout entier naturel m il existe un reel strictement positif a’ m
et une constante Cm tels que pour 0  a a’ m on ait:
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REMARQUE 6. On a deux consequences immediatec des parties 1 et 2
de ce lemme.

1) si f E COO(Nl, 0, cc) est 0- de (X,, X2) sur ]0, a] X [0, a] alors k[f]
1’est aussi;

2) si f E C,,O(N,., 0, a) est Coo de (x,, x,) sur [0, a]2 et plate comme fonc-
tion de x, en xl = 0, alors k[f] l’ est aussi.

Demonstration du Zemme 6. 
’

Premier cacs : Pl = 0, d = Xl(OjOX1) - floe

Soit f c C,,O(n_,, n2, a) (ou on admet pour n, des valeurs négatives, ’Î,!
etant &#x3E;0). On pose: .

1) definition et continuite de k (on prend par exemple ao = 1).

a) On a:

2) On a de fagon evidente:

On en d6duit, avec a, la continuite de k: C01(n1, 0, a) - Col(n,, 0, a)
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F,n effet:

REMARQUE 7. Dans le cas pl = 0, on pourra rendre l’entier Ni aussi

petit que l’on veut si l’on peut rendre Re (po) aussi petite que 1’on veut.

Deu0153ième cacs : pi &#x3E; 0.

On pose, pour j (par exemple

1) a) Definition et continuite de ko.

.donc
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donc ko est continue de Ooo(nl, n2 , a ) dans lui-meme ( avec d’ailleurs nl, n,,
a quelconques).

en effet :
I I

fl) Re (It,,) &#x3E; 0.

On pose, pour f E 0,0(nl, n2, a), ou n1 E Z, n2 E N, 0  a a,

1) a ) continuite de ko.
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pour

pour

donc
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Or la fonction

est born6e sur ]0, ao] par une constante Cn,, done

Done ko est continue de Ooo(n1, n2, a) dans lui-même, pour Y1i e Z, ’n2 E N,

o  a  ao .

Montrons que 1’ on a:

En effet:

Posons

En faisant f = 1 dans l’égalite precedente, on a:

On a bien

et v,,,,(x,) est une fonction 000 plate de X, -
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b ) vo,a vérifie la propriété suivante:

pour tout entier naturel m, il existe un reel strictement positif all tel que
pour 0  aa, on ait:

c) Vf e Coo(nl, n2, a) ko[f](a, Xl) = 0
donc

(on peut aussi le d6duire de a puisque

B) Inversion de d = r§J’ + (8 /8ri) - ( po + ... + #vlxfl) lorsque Re (P,o) ¥= 0.

On pose piri + ... + P,V1X1 = X1í1(X1) et on applique Ie lemme 5.
On pose donc k = ko(i - ri jiko )-i = (1- koXlí1)-lko.
On a: 1) a) k :

sont des applications continues pour nl c- Z, n2 E N, 0  a  a,,.
(On peut en effet supposer ni e Z puisque la norme de ko : Coo(n1, n2, a) --&#x3E;-

Coo(n, n2, a) est born6e, pour n,  0, par une constante ne dépendant
ni den,, ni de a, ni de n1).

2) D’après le lemme 5, on a encore:

3) Soit f E °lO(n1, n2, a ) . Calculons (kd -1)[/].
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ou 1’ on pose

On a, comme pr8c8demment Va(XI) = (kd -1)[1] _ - k[,u] -1 et done
d[va] = o.

Montrons ’Va(XI) est une fonction C°° plate de Xl:
2013 d’après la remarque 6. I), va(xi) est C de Xl sur ]0y aJ puisque

’Va = - kLu] -1;
2013 il reste à montrer que ’Va(XI) est plate en Xl = 0, ce qui sera une consé-

quence de la propriete plus precise suivante:
Pour tout entier m&#x3E;O, il existe un reel positif am et une constante Om

tels que, pour 0  a  a on ait sup BVa(XI)B/Xr: Om/am.
C’est vrai si m = 0 puisque va = 2013 k[p] -1 et que k envoie Coo(0y 0, a)

dans lui-meme.

Supposons que c’est vrai pour m et montrons-le pour m + 1.
On a

On sait qu’ il existe a" tel que, pour 0  a a,"n + 1

D’autre part, d’après l’hypothese de recurrence, il existe am et une con-
stante Cm tels que, pour 0  aam on ait ]va(ri)] /rl’ Cmlam pour x, E ]0, a] ;
donc pour 0 aa’ m et Xl e ]0, a],
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Si on pose alors a’ =inf (a’ a’+,) on aura, pour 0  a c cm + I et
X, c ]0, a]: 

M+l m m M+l

II reste a montrer que:

C) Inversion de

Soit ki l’inverse a droite de d1 construit pr6c6demment

(on suppose que Ilon a, ou bien

1) On pose, pour f E coo(ni, n2, a),

(on supposera done nl&#x3E;Nl + 1, ou Nl est l’entier «( associé» » à l’inverse 7c,,
et n, &#x3E; 0).

Les applications suivantes sont continues

de plus, pour tout f dans Coo(ni , n2, a), kC f ] est derivable par rapport a X,
sur ]0, a] x [0, a] et on a:



702

2) On a de fagon evidente

3) Soit f c- n,, a). Calculons (Icd -

d’apres la formule de Leibniz, donc

(o-h ’Vl,a(Xl) désigne la fonction plate « associée» à d1 et k1)

on pose

et va verifie de fagon evidente les conditions impos6es dans le lemme.
Si Re (,a,) = 0 on réitère le procede (ou encore on construit k par r6cur-

rence sur p,).

REMARQUE 7. Soient d, k7 Nl, Va comme dans le lemme 6.
Si f E C,, (n, U, a ) (avec n, &#x3E; 0 et n, &#x3E; N,) et si Va == 0, on peut aussi écrire

(kd-1)[t](xI’ x2) = ’Va(XI, x2)t(O, X2) pour (Xl’ x2) E 10, a] x[O, a].
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V ) Démonstratlon du lemme 3 dans le cas de matrices tr’iangulaires.

LEMME 7. Soit l’opérateur différentiel D§ = zl’+(8/8zi) - A(zi z) oli

avec aij(XI, X2) fonction Coo de (Xl’ x2) au voisinage de (0, 0) d ans R2 à valeurs
complexes, pour i et i tels que 1 c i  j : n ;

aii(xI) polyndme en Xl’ à coefficients complexes, de degri au plus p,,
on supposera de plus, si aii(xI) =ao + a§zi + ... + al’&#x3E;r(., gue - 2p, &#x3E; Re (afl).

On a alors :

1) Il existe u% entier positif ou nul 11, un réel positif ao et pour tout

réel a tel que 0  a  ao une application lineaire c01ttinue

vérifiant:

a) Pour (nl, n2) E Z X N avec nl:&#x3E; - PI les applications rectrictions de

K’ suivantes sont continues :

et leur norme est bornee par une constante indépendante ete a et de n,.

b) Vf E C’O(- PI’ 0, a), K’[f] est dérivable par rapport à x, 8ur ]0, a] X
X [0, a] et on a D’Kf [f ] = f sur ]0, a] X [0, a]

2) 11 existe une matrice X’(x,, x2) de fonctions C’ de (x,, x2) au voi-

sinage de (0, 0) dans R 2, plates comme fonctions de Xl en x, = 0 telle que:
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c) Pour tout entier positif ou nul m, il existe un réel am strictement
positif et une constante Om tels que, pour 0 a aI m on ait:

REMARQUE 8. La condition impos6e sur les aii(x,) au d6but du lemme 7
n’est pas tres restrictive, puisqu’on peut toujours s’y ramener, en posant
dans le syst6me différentiel x’, ’ l(aylaxl) - A (x,, x,) y, y = x’z, avec r entier
suffisamment grand.

DEMONSTRATION.

ki Foperateur inverse à droite de xi construit dans le lemme 6

’Va,i(XI, x2) la fonction Ceo plate de Xl’ associée à di (voir

lemme 6, 3) (avec l’hypothèse faite au d6but du lemme 7 sur Re (af1),
les ki sont d6finis sur Coo(- pl, 0, a)).

Soit

On definit Ki de la façon suivante:

ou les 7cf-i[f] sont definis par recurrence sur i par:
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La propriete 1 du lemme 7 est immediate.

2) Soit

Montrons que

Posons

On a donc, pour

On a a montrer, pour 0 in -1, 1’6galit6 suivante:

ce qui se fait par recurrence sur i.

ce qui est vrai d’apr6s le lemme 6, 2).
* Supposons vraies (En), (En-l)’"’’ (En-i) et montrons (En-i-l):
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.--&#x3E; (d’apr8s le lemme 6y 2))

ce qui est vrai, puisque d’apr6s l’hypothese de recurrence, on a, pour

1ii +:L

3) a) Posons
trons que

pour (xl, x2) c ]0, a] x [0, a] .
REMARQUE 9. Posons

soit x i l’ application :

et soit Z’ l’ application:

On a, (voir remarque 7), pour 1 -

f c C,0(0, 0, a).
On montre, dans ce qui suit, que:
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Posons ’-’, a = wz I i n 
Les coefficients v(,; de la matrice JY’a sont lies par la relation de recur-

rence suivante sur i, qui permet de les calculer:

Posons

on a, pour Oin-1:

et on a a montrer, pour 0 ; i : n -1, les egalites :

ce qui est vrai, (voir remarque 9).
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* Supposons montr6es (E,,), (E.-,.) ... (En-i) et montrons (En-i-I)

ce qui est vrai d’après l’hypothèse de recurrence.
La demonstration de: d f E Cio(- pl, 0, ac) (K[D[ - I)[fj = JC[ f(a, z) est

la memo : on remplace simplement xl par x.

b) Reste à montrer que JC§ est une matrice de fonctions C°° au

voisinage de (0, 0) verifiant la condition 3, c, ce qui se fait par recurrence

sur i, en utilisant:

en utilisant aussi le lemme 6, 1) a) et 3) c) ainsi que la remarque 6.

c) Pour montrer que X, [ Xf a ] = - E, il suffit de remarquer que

Xioki=O sur Coo(p,90,a), ce qui provient de 1’6galit6 kidi-I=Va,iOxi

(vraie sur Coo(0, 0, a)) et que X i [Va, il == 2013 1 ou 0, ce que 1’on vérifie facilement.



V) Démonstration du lemme 3.

On utilisera pour la démonstration du lemme 3, le lemme suivant :

LEMME 8. Soit le système différentiel

,oit Ã(X1’ X2) = A (x,,, X2) + Pj (Xj X2)
A comme dans le lemme 7

PI matrice de fonctions appartenant A 5x,,
B(xl, X2) matrice de fonctions Coo au voisinage de (0, 0) dant R .

Alors le lemme 7 est vrai pour l’ opérateur différentiel Ð1 (où l’ on remplace
dans 1, 2, 7 3 K’ 1 par AI, A par A, -D’ 1 par 1, 7 JY’a par 9,,); de plus, on a :

4) Sur C’O,(O, 0, a) est vraie l’ égalité suivante :

{)ù e est une matrice n X n de f onctions de X2, COO au voisinage de 0.

DÉMONSTRATION. On construit:K1 à partir du gi du lemme 7 comme in-
dique dans Ie lemme 5 (puisque Pl(Xl’ X2) peut s’crire x1+1 P(Xl’ x2), ou
.P est Coo au voisinage de 0 dans R2, où Z1 est l’entier associe à K[ dans
Ie lemme 7).

Les propriétés 1 et 2 du lemme 7 sont donc immédiatement vérifiées

par ,Kl.
La propriété 3 se demontre exactement comme dans Ie lemme 6 (démon

stration B ) 3 ) ) .
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Montrons 4).

D onc

Montrons 5):
On a vu un peu plus haut que ,

Donc

Or, d’apr6s 4, on a:

donc
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Donc

Demonstration du lemme 3.

On a vu (chapitre II, lemme 6) qu’ il existait une transformation T(Xl,X2)’
C°° au voisinage de (0, 0) dans R2, dont l’inverse est de la forme

(1/(zizg’)) T1(Xl’ X2) (al et a2 entiers positifs ou nuls, T1(X1, X2) matrice C’
au voisinage de (0, 0) dans R2), telle que, si on pose v = Tw, le systeme

soit changé en

ou A et B ont la forme indiquee dans le lemme 8.
On pose alors (avec les notations du lemme 8)

Montrons que L1, L2 et L,, sont verifies :
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ou Q(Xl, X2) =M2(Xl, X2) -X1+1(’ðT/’ðX2) T-l a la formeindiquee dans lelemme.

La) Posons :

ou X’ A(XIL x2) = (l/atXl) T(Xl’ X2) J?&#x3E; a(Xl’ X2) Tl(a, X2) est une matrice de fonc-

tions Coo sur un voisinage de (0, 0) dans R2 et plates comme fonction de x,
en x, = 0.

a) Montrons DL[Xal = 0

b) Montrons que, pour f E C’,(N,, cx,, a) on a:
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c) est evident.

( d’ apres le lemme 8, 5)

ou M 3 a la forme indiquee dans le lemme 3.
Ce qui termine la demonstration du theoreme.

REMARQUE. On doit pouvoir montrer que le systeme non lineaire donn6
au debut de ce chapitre,

a, lorsque p, ou p, est strictement positifs, une infinite de solutions.
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