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Extension de formes ~b fermées
et solutions de l’équation ~bu = f.

ERIC AMAR

Introduction.

Soit D un domaine strictement pseudo-convexe de Cn d6fini par la f onc-
tion strictement plurisousharmonique r, de classe C2 : D = {z E Cn, r(z)  0}.

On munit le bord aD de D de la pseudo-distance 3 de Koranyi-Hbr-
mander [3].

Pour z dans D, z assez proche de aD, on note x(z) la projection normale
de z sur aD; celle-ci est bien definie car r est de classe C2.

On note pour

Rappelons que si It est une mesure dans D, on dit que p est de Car-
leson[l] si: 30&#x3E;09 Vzo E 3D, dh &#x3E; 0, l,u B(Q(zo, h) I  0 IB(zo, h) I ou IBI I est

la mesure de Lebesgue de B sur 3D.
On note VO(D) l’espace des mesures bornees sur D; V’(D) celui des

mesures de Carleson.

On note encore Ya(D) 1’espace interpol6 faible par la m6thode r6elle
entre V°(D) et VI(D) i.e. [1]

de meme pour l’interpolé fort

Pervenuto alla Redazione il 14 Dicembre 1978 ed in forma definitiva il
5 Novembre 1979.
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Ces espaces ainsi que leur correspondant pour a &#x3E; 1, ont ete caractérisés
dans [1].

Rappelons cette caracterisation.
Si f2 est un ouvert de 8D, on note

pour tout ouvert Q ,

Ces espaces de mesures sont tels que la mesure p de Wa(D) est balay6e
par de  bons noyaux » en une fonction de L’P(3D) avec p = 1/(1- cx)
pour 0  ex  1 et en une fonction de BMO(8D) pour x=l[l]; en par-
ticulier le noyau de H. Skoda [8] etant un bon noyau cela permet de donner
de bonnes hypotheses sur f pour que ju = f ait une solution u dans LI(aD).
(Ces hypotheses sont essentiellement les meilleurs possibles [1]).

Le but de ce travail est d’étudier la « réciproque »: i.e. à quelles condi-
tions une (0, 1) forme f définie sur aD et Jbf = 0 est-elle prolongeable
dans D en une forme f , lf = 0 et f vérifiant de bonnes estimees.

Si f est une (0, 1) forme dans D, on dit que f E V( ’,,,)(D) (resp. f E W( ’0,,)(D))
si les coefficients de f et de (f /B ðr)/v - r sont dans Vx(D) (resp. W(O,,)(D)) [1].

Si f est une ( 0, 1 ) forme définie seulement sur aD, on note f la restric-
tion de f a l’espace holomorphe tangent en chaque point [8]; utilisant alors
les noyaux de H. Skoda [8] on montre dans le § 1 le th6or6me suivant.

THEOREME 1. Soit f une (0, 1) forme sur aD, Jf = 0, alors il existe

une extension I de f dans D, df = 0, telle que

Pour r6soudre le probleme Ju = f , au sens de la formule de Stokes,
oiL f est donnee directement au bord, on peut commencer par prolonger f
dans D grace au th6or6me 1 et r6soudre l’équation grace aux formules directes
de H. Skoda.

On obtient alors, grace aux theoremes 7 et 8 de[l], avec Fo l’espace
anisotrope introduit par E. Stein [9] :

THÉoRÈME 2. Soit f une (0, 1) forme sur aD, Jf = 0, alors si f,, E LI(AD)
on a qu’iZ existe une f onction u sur aD telle qwe Ju == f et qui vérifie:
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Les theoremes 1 et 2 ne sont prouv6s que pour la boule de C2 mais la
preuve est identique dans le cas general, comme dans [1]. De meme ils

valent pour les (p, q) formes, les noyaux de H. Skoda ayant les memes

singularites que pour les ( o, 1 ) formes.
Cette solution v6rifle aussi les estimations fines de Folland et Stein [4].

Pour le prouver au § 2 on utilise la technique des int6grales singulieres sur
les espaces de nature homogene [3].

On pourrait 6galement utiliser les résultats de [6] ou [4], mais la m6thode
que nous avons choisie: montrer directement une decomposition presque
orthogonale des operateurs, ne nécessite que la structure d’espace de nature
homogene au sens de [3] et pas la structure de groupe qui est fondamentale
dans [4].

Ainsi cette partie se généralise-t-elle sans modification au cas stricte-

ment pseudo-convexe.

THÉORÈME 3. Soit f une (0, 1) forme sur le bord S de la boule uniti B

de Cn t.q. dbf = 0; la -golution u du théorème 2 vérifie alors :

b) si Z est un champ holomorphe tangent alors

Llint6r6t de ce travail n’est pas les estimations obtenues au th6or6me 3

qui sont bien connues [4] bien qu’ici on utilise une m6thode différente,
« plus souple », et que la solution u n’est pas la solution de [4], mais 

1) Les estimations fines en termes de mesure de Carleson d’ordre a

pour le prolongement d’une (0, 1) forme donn6e au bord et

2) Le fait que ce prolongement lin6aire ne fait pas perdre de la regu-
larit6 pour la solution du probleme Ju = f. C’est en ce sens que le the-

or6me 3 est int6ressant. G. M. Henkin a annonc6 des résultats analogues
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dans [5]. Mais comme la notion de classe Vo, et Wa n’y est pas, ses resul-
tats sont moins ais6ment exploitables.

1. - Prolongement d’une ( o, 1) forme.

Soit B la boule unite de C2 et 8 = aB la sphere unite.
Soit f = fldz1 + f2dz2 une (0, 1) forme dont les coefficients sont dans Ll(S).

On dit que f est i form6e au sens de la formule de Stokes si:

On veut prolonger f dans B en une forme d ferm6e au sens habituel. Posons

Les noyaux (1.3) ne sont autres que les noyaux introduits par H. Skoda [8].

Posons alors , il vient le lemme:

LEMNI-E 1.1. Soit f une (0, 1) forme J fermée au sens de la formule de
Stokes, alors I (donnie par (1.2)) est une extension de f, au sens de la formule
de Stokes, ä fermée dans B.

PREUVE. Soit u E C’(1i), posons w == dU, il vient :

o-h dv est le volume euclidien et
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Explicitons /,:

Par Fubini:

ou on a pose

Mais l’accolade dans (1.4) représente la formule de H. Skoda [8], i.e. u’(z) ==

= jKz, i&#x3E;Awi&#x3E; est une fonction sur S telle que dbU’ == 00, c’est-à-dire
B

1Blais alors äb(u’ - u ) = 0 et comme f est j, fermée, on a

Mats (1.4) donne alors

d’o7h

11 ne reste plus qu’a remarquer que up est la (2, 0) forme la plus g6n6rale
pour avoir que f est un prolongement, au sens de la formule de Stokes, de f.

Pour voir que f est i ferm6e dans B, prenons 99 E C’(9), 99 = 0 hors de
la boule Br de centre 0 et de rayon r C 1, il vient grace a (1.7):

Appliquant Stokes h S, il vient:
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(Ton: f JfA ggfl = 0. Comme on peut choisir 99 arbitraire dans une boule Br’
Br 

avec r’  r il vient que Jf = 0 dans Br" cela valant pour r I quel-
conque, on a bien que i est J ferm6e au sens habituel dans B.

REMARQUE 1.1. Les coefficients /;($) ne tendent pas vers fi(z) quand
tend vers z ; toutefois le noyau K etant une identité approchee sur le com-
plexe tangent, (fAfl)() tend vers fafl(z) quand $ tend vers z de façon ad-
missible (par exemple radiale), des que f A fl est dans LI(S) pour presque tout z.

On a alors le th6or6me suivant.

THÉORÈME 1.1. Soit f une (0, 1) forme sur S, dbf = 0 et f, = fafl e EP(S);
alors il existe une extension f de f dans B, Jf = 0 et telle qwe:

PREUVE. 11 nous faut montrer que /i dv, I, dv et
sont dans Wa(B).

On a:

Voyons la premiere integral on a:

Posant u = 1 - t, on a ais6ment

Soit alors of B(za, p,) est la pseudo-boule de centre zi et

de rayon i

pour tester l’appartenance 4 Wa il suffit de le faire sur les ouverts de cette
forme particuliere.
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Posons encore

On a alors :

LEMME 1.2. La fonction 2i(z) vérifie:

Preuve du lemme 1.2. Dans [1, lemme 4] on montre que IKI(z, C) I est
nn  bon noyau &#x3E;&#x3E; et [1, Theorème 1] que les « bons noyanx » balayent les
mesures de Carleson Wa dans Lq avec 1 jq = 1- a.

Comme on a:

on voit qu’il suffit d’avoir la norme dans WtX(B) de la mesure p = X (T(D)) dv.
(z(E) est l’indicatrice de E).

Pour cela [1, Prop. 1] il nous faut d6composer p en p = h -v où vest
de Carleson Vl et h E Ltl( Iv I) et calculer la norme de cette mesure.

Pour cela, puisque consid6rons la mesure

C’est une mesure de Vl. En effet,

mais les Q(zi, Qi) sont disjoints et on a:

d’où
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De plus, on a

et la norme de p dans yYa est exactement celle de h dans Lq( Iv I) car v est
dans V’(B) de norme 1.

On a:

(Ton IIhllq jQjl/2+1/q. Appliquant alors le th6or6me de balayage, on en d8duit
la lemme 1.2.

On a: 

d’où

par Fubini :

Par (1. 9), il vient

Pour 6tudier I,, on pose encore

on voit ais6ment que 1l’1 - t2L:(z, ,) est un ((bon)) noyau et il nous faut

donc 6valuer la norme WlX de la mesure

Pour cela on montre comme dans le lemme 1.2 que la mesure
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est de Carleson Vl de norme ind6pendante de T(Q) et que p = h -v avec

La norme de h dans Lfl( I" I) est alors

On en déduit alors, puisque que

On en tire donc

Comme (1.12) est plus mauvaise que (1.10):

De la meme maniere, on montre que :

Reste a 6tudier

Mais on a que /g est donn6 par:

c’est-a-dire

On a encore
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d’of une singularité analogue a celle de Lt et done, par la meme m6thode
on a que: i3 dv E V5!4-1/P.

Soit alors

Par interpolation, on en déduit, utilisant [1] :

Pour fA fJ E L4 + le VI (0 ,) i.e. ses coefficients sont des mesures de Carleson.
Pour f/BfJELp, p&#x3E; 4 alors 1 E V(O,l) avec a = 5/4 -lip&#x3E; 1.

II ne nous reste plus qu’A appliquer les r6sultats de [1].

THfOR#ME 1.2. Soit f une (0, 1) forme sur S, db fermée, alors si f/BfJ E LP(S)
on a qu’il existe une solution u au problème dbu = 1 telle que si

11 nous faut prouver le b). Pour cela soit T l’opérateur lin6aire qui à
tAP associe u ; notons T(z, z) son noyau, on a

ou K(z’, 8) est le noyau qui prolonge f en / et oh B(z, ) est le noyau qui
r6soud le J,, [1] et [8].

L’adjoint de T, T* a pour noyau T*(z, z’ ) = T(z’, z) et, reprenant ex-
actement les memes arguments que pour T, l’adjoint T* verifie le a) du
th6or6me 1.1.

On en d6duit, notant f’ la fonction telle que /A# = fO da sur S, si f est
une (Oy 1) forme:
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mais T*g E B MO a cause du a) du th6or6me 1.1 d’ou

car BMO est le dual de H’ [7]. De cette in6galit6 a priori on déduit que T
est borne de Hl dans L4/S.

De meme si g e Li(8) et fO c- C’ on a:

car le dual de l’espace de Lorentz L4,1 est L4/3,oo.

De cette inégalité, on déduit que T est borne de L4,1 dans LOO.

2. - Noyaux integraux singuliers.

Les noyaux qui prolongent une (0, 1) forme f sont:

où D,(z, C) = (1- t’ .z)2(1- tC Q) et on a deja vu que le prolongement de f est :

et
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avec

Les noyaux r6solvant le J sont :

La solution du probleme est donc :

Posons Z le champ holomorphe tangent a S:

On s’intéresse a la régularité de Z - u:

et a celle de Z - u.
On va montrer que les noyaux:

sont des noyaux int6graux singuliers ainsi que ceux obtenus avec Z au
lieu de Z. On en d6duira les estimations voulues au §3.

a) Calculs des dérivées.

Posons Q(z, C) = z,C, - z,Cl, on verifie ais6ment que:
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De meme :

b ) Calcul des moyennes.

On veut calculer

car 1/(1- tZ.’)2 est le noyau de Cauchy conjugu6.

pour la meme raison

On en deduit

Faisons le changement de variable un.itaire :

du est invariante et = f (C’) avec f antianalytique; il vient alors:
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of dl est la mesure de Lebesgue normalis6e sur D; f etant anti-analytique
Ie dernier facteur est nul et donc

Les relations (2.4) entrainent de suite

Voyons

grace a (2.5) soit encore

mais (1 - t2) 2/ 11 - tC . X 14 est le noyau de Poisson-Szego de la boule, d’ou
13 = 0 car ( t - x - C) est anti-analytique

Voyons

11 vient

soit
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d’ou

Exactement pour la meme raison on a:

c) Dicomposition presque orthogonale.

On va montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Les noyaux suivants sont des noyaux intigraux sin-
guliers sur 8

Pour cela on va montrer que ces noyaux admettent une decomposition
presque orthogonale au sens de M. Cotlar et on va appliquer les résultats
de [3, Chap. VI] pour montrer que ces sont des int6grales singulieres. L’avan-
tage de cette m6thode est que l’on n’utilise pas du tout le groupe SU(2)
et que ces résultats se g6n6ralisent ais6ment au cas strictement pseudo-
convexe, comme dans [1].

Voyons le cas le plus difficile, i.e. posons

On a: o

Posons
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et

et faisons dans RE une integration par parties:

Nous allons nous interesser au 2-eme terme directement pour £ = 0

et posons u = 1 - t, avec pour simplifier l’ecriture
11 vient

"I

et on va montrer que 1’on a une decomposition presque orthogonale comme
dans [3, chap. VI] 

-

11 nous faut montrer que:

ou 6(x, y) - /1 - x.y I est la pseudo-distance habituelle sur S.
Voyons la condition @). Pour cela nous aurons besoin des estimations

suivantes:
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Mais on a:

En effet, faisons le changement de variable unitaire

Il vient

oil 1 = (0, 1), (Ton (2.12) en revenant 4 Q.
Portant (2.13) dans l’expression de Tu il vient:

De meme

(Ton

On a donc a 6val-uer

Majorons en entrant les valeurs absolues et echangeons les integrations

grace a Fubini

Utilisons (2.14) et (2.15):
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Pour integrer, on va d6couper en « couronnes »:

11 vient alors, grâce à, (2.121

Mais on a [3, Chap.

(Ton en regroupant les termes et avec u ---; 2r:

Le 2-6me facteur converge visiblement. Pour le 1-er si n&#x3E;O, on majore
I

par 1/2, 14 si n  0 une integration par parties donne

d’où la convergence de la premiere s6rie et le

fait que fl est v6rifi6.

Voyons y) -
On a

Il nous faut estimer la quantite :
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ou

Il vient

de meme

Comme

le 1-er terme du membre de droite de (2.16) et (2.17) se majorent grace a

Pour majorer le 2-eme terme on utilise

car Yu ne depend que de x -.
Mais on a

et

en effet :

dloil (2.19); de meme pour (2.20).
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D’autre part, on a aiserrient :

Donc, pour a, I a que l’on choisira, il vient si

alors

On majore

On a donc :

Soit

Voyons 118

On a
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mais

donc en découpant encore en « couronnes » et en utilisant des majorations
d6jh vues on a avec 6(x, ,) = 2"u et ð(’, z) = 2mu pour le premier terme
et ð(y, ,) = 2 n u et b(C, z) = 2-u pour le deuxieme terme, il vient

Voyons I2. L’estimation est identique

Voyons Is.

grace à (2.16), (2.20); le premier terme I’ 3 est d6jh vu; pour le 2-eme, I3,
utilisons (2.21):

Majorons ð(x, y)  (lja) ð(x, C) dans Ilint6grale, il vient:
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faisant toujours ð(0153, C)."""’" 2nu et ð(C, z) - 2mu on arrive encore à

d’Oll

Ce qui acheve la preuve du point y).

Voyons le point a).
On a vu (2.4) que fL,(z, C)dG(z) = 0. On en déduit que

Mais le 1-er terme du membre de droite est aussi nul grace a (2.4) pour
tout E done:

par Fubini:

d’o-h le point a) en reintegrant cette expression entre r et 2r.
Pour achever de montrer que lim R,. envoie Lp dans LP il faut montrer que* e-0 

est borne sur LP. En fait, on va montrer que cette limite est nulle sur Lp.
En effet pour 8 &#x3E; 0 cela correspond a faire d’abord 1’operation -BI-ELL-,(z, C)

puis (live) T1-e(0153, C).
Voyons chacun d’eux. Refaisant le changement de variable t = 1-u

il vient
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La pse-ado- distance 6 etant invariante sous l’action de S U(2) il suffit de

montrer que le second membre est borne dans L’(S) indépendamment de s

en découpant encore en « couronnes » 2ne = b(z, C).
On en déduit que ’BÍËLe est borne sur LP(S) independamment de 8 car

major6 par un op6rateur de convolution unif ormement dans L"(S).
D’autre part, on a ais6ment que -,18-L,(z, C) -* 0 quand s ---* 0 sauf pour

z == C et que f ’BÍËLe(z, I) du(z) = 0. Le paramètre E joue le rôle d’un para-
s

metre de dilatation et on a que, en appliquant la théorie classique [10]

De la meme maniere on a que

il suffit encore d’évaluer la norme El du membre de droite

et d’utiliser les estimations d6jh vues pour f(tdt)/It + 2nl4 pour avoir que
0

(11V,-e) IT,(x, C) I est majore par un op6rateur de convolution uniformement
dans L’(S).

On en déduit que le produit de ces deux op6rateurs tend vers 0 dans
Lp(S) quand 8 tend vers 0.

Les noyaux aT introduits ne sont pas auto-adjoints mais clairement les
estimations faites sont encore valables pour les noyaux adjoints. 11 nous

reste donc a montrer que les moyennes sont nulles. Cela se fait exactement

comme pour le cas direct.

Voyons les autres noyaux.
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on pose encore u

on verifie exactement par la meme methode (decomposition en couronnes
6(x, C) - 2n u et ð(C, z) - 2mu) que les acr vérifient les conditions fl) et y), la
condition a) etant trivialement vraie grace au calcul des moyennes; de meme
pour l’adjoint a*(x, z) = d,(z, x).

comme ci-dessus.

comme ci-dessus.

comme ci-dessus.

D’ou la proposition 2.1.

3. - Estimations.

On va montrer le théorème suivant où l’on retrouvent certains r6sul-

tats de [4].

THÉORÈME 3. Soit B lac boule unité de C- et f une (0, 1) forme sur S = aB,
db! = 0 ; il existe une f onction u sur oil t. q. db t = j et qui vérifie

b) de plus si Z est u% champ holomorphe tangent alors Z.uELp. De plus

Le th6or6me 3 r6snlte du § 2; en effet la proposition 2.1 nous aSirme que
le noyau qui a f associe Z -u est un noyau integral singulier sur l’espace de
nature homogène’S = aB, on en déduit de suite b).

Pour obtenir a) il suffit de remarquer que les crochets de champs holo-
morphes tangents avec leur conjugu6s complexes engendrent tout l’espace
tangent en chaque point de 3D a cause de la stricte pseudoconvexit6.

Pour obtenir c) appelons E le noyau r6solvant de J,, etudie au § 2.
On a
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si par exemple f e Lf on veut que pour tout champ de vecteur X il vienne
X.v E LP; mais

Mais on remarque ais6ment que

--

ou i -K-(X, ,) a la meme singularité que Z - K d’ou
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