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Extension de formes 7, fermées
et solutions de I’équation J,u = f.

ERIC AMAR

Introduction.

Soit D un domaine strictement pseudo-convexe de C* défini par la fonc-
tion strictement plurisousharmonique r, de classe C*: D = {z € C", r(z) < 0}.

On munit le bord 0D de D de la pseudo-distance ¢ de Koranyi-Hor-
mander [3].

Pour z dans D, z assez proche de 0D, on note m(2) la projection normale
de z sur 0D; celle-ci est bien définie car r est de classe C2.

On note pour z,€ 0D et h> 0: B(zy, h) = {z € 0D, (2, 2) < h}

Q(20, h) = {2€ D; — h<r(2) < 0 et m(2) € B(zo, h)}.

Rappelons que si x4 est une mesure dans D, on dit que u est de Car-
leson [1] si: 3C >0, Vz,e 0D, Yh> 0, |u|(Q(2, h)|<C|B(%, h)| o |B]| est
la mesure de Lebesgue de B sur oD.

On note V(D) lespace des mesures bornées sur D; V(D) celui des
mesures de Carleson.

On note encore V#(D) l’espace interpolé faible par la méthode réelle
entre V°(D) et V(D) i.e.[1]

0<a<l VD) =[VYD), VYD),

de méme pour l'interpolé fort

D<a<l Woc(D) = [V"(D), VI(D)]a,v avec p= 1—o"

Pervenuto alla Redazione il 14 Dicembre 1978 ed in forma definitiva il
5 Novembre 1979.
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Ces espaces ainsi que leur correspondant pour o >1, ont été caractérisés
dans [1].

Rappelons cette caractérisation.

Si 2 est un ouvert de ¢D, on note

T(R) = {z € D, B(n(z), — r(z)) c 2},
ueVeD) < 30 >0 t.q. |u|(T(2)<|R2|* pour tout ouvert 2,
ue WxD)<> e VYD), 3FheLV-o(|y|) t.q. p=hv.

Ces espaces de mesures sont tels que la mesure u de W#(D) est balayée
par de «bons noyaux» en une fonction de L?(dD) avec p =1/(1— «)
pour 0<o<1 et en une fonction de BMO(oD) pour « = 1[1]; en par-
ticulier le noyau de H. Skoda [8] étant un bon noyau cela permet de donner
de bonnes hypothéses sur f pour que ow = f ait une solution « dans L?(0D).
(Ces hypothéses sont essentiellement les meilleurs possibles[1]).

Le but de ce travail est d’étudier la «réciproque »: i.e. & quelles condi-
tions une (0,1) forme f définie sur 0D et 9,f = 0 est-elle prolongeable
dans D en une forme f, 9f = 0 et f vérifiant de bonnes estimées.

Si f est une (0, 1) forme dans D, on dit que f € V{, ;)(D) (resp. f € Wf‘o,l)(l)))
si les coefficients de f et de (fA 9r)/v/— r sont dans V(D) (resp. W, 1(D)) [1].

Si f est une (0, 1) forme définie seulement sur 0D, on note f, la restric-
tion de f a ’espace holomorphe tangent en chaque point [8]; utilisant alors
les noyaux de H. Skoda [8] on montre dans le §1 le théoréeme suivant.

THHOREME 1. Soit f une (0,1) forme sur 0D, 0,f = 0, alors il existe
une extension f de f dans D, Of = 0, telle que

i) si, pour p € 11, 2n[, f, € L*(dD) alors f € W(y (D) avec o = (2n+1)/2n—1/p;
ii) f, € LY(0D) alors f e Vi3\(D) et si f,e L*(2D), alors fe Vi, (D);
iii) si pour p>2n, f,e L?(D) alors fe Vioy(D) avee a = (2n+1)2n —1/p > 1.
Pour résoudre le probléme 0,u = f, au sens de la formule de Stokes,
ou f est donnée directement au bord, on peut commencer par prolonger f
dans D grice au théoréme 1 et résoudre ’équation griace aux formules directes
de H. Skoda.

On obtient alors, grdce aux théorémes 7 et 8 de[1l], avec I's l’espace
anisotrope introduit par E. Stein[9]:

THEOREME 2. Soit f une (0, 1) forme sur 0D, 0,f = 0, alors si f, € LY(oD)
on a qu’il existe une fonction u sur 0D telle que &,u = | et qui vérifie:
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fo € L, pour 1< p<2n = ueL” avec 1/p'= 1/p — 1/2n
fre L' = ue L2nlen-n°.  f e Hl = o e L/@n-D

fre L* = ue BMO; fr€ L2l =>u e L”

frel®, pour co>p>2n=uclpg f=%—n/p

fo€l's => uelpy,.

Les théorémes 1 et 2 ne sont prouvés que pour la boule de €% mais la
preuve est identique dans le cas général, comme dans[1]. De méme ils
valent pour les (p, q) formes, les noyaux de H. Skoda ayant les mémes
singularités que pour les (0, 1) formes.

Cette solution vérifie aussi les estimations fines de Folland et Stein [4].
Pour le prouver au §2 on utilise la technique des intégrales singuliéres sur
les espaces de nature homogene [3].

On pourrait également utiliser les résultats de [6] ou [4], mais la méthode
que nous avons choisie: montrer directement une décomposition presque
orthogonale des opérateurs, ne nécessite que la structure d’espace de nature
homogéne au sens de [3] et pas la structure de groupe qui est fondamentale
dans [4].

Ainsi cette partie se généralise-t-elle sans modification au cas stricte-
ment pseudo-convexe.

THEOREME 3. Soit f une (0,1) forme sur le bord S de la boule unité B
de C* t.q. 0,f = 0; la solution w du théoréme 2 vérifie alors:

a) fre L(8) = u e L},(8);
b) si Z est un champ holomorphe tangent alors f,e L*(8) = Z-ue L?

pour 1< p< + oo; foe HY(S) = Z-ue L'; f,e L* = Z-ue LY,
frel® = Z-ue BMO;

¢) fpe i} = Z-uelf.

L’intérét de ce travail n’est pas les estimations obtenues au théoréme 3
qui sont bien connues[4] bien qu’ici on utilise une méthode différente,
« plus souple », et que la solution » n’est pas la solution de [4], mais

1) Les estimations fines en termes de mesure de Carleson d’ordre o
pour le prolongement d’une (0,1) forme donnée au bord et

2) Le fait que ce prolongement linéaire ne fait pas perdre de la régu-
larité pour la solution du probléme J,u = f. C’est en ce sens que le thé-
oréeme 3 est intéressant. G. M. Henkin a annoncé des résultats analogues



158 ERIC AMAR

dans [5]. Mais comme la notion de classe V* et Wo n’y est pas, ses résul-
tats sont moins aisément exploitables.

1. — Prolongement d’une (0, 1) forme.

Soit B la boule unité de C* et S = 0B la sphére unité.
Soit f = f,dz, + f,dZz, une (0, 1) forme dont les coefficients sont dans L(S).

On dit que f est 0 fermée au sens de la formule de Stokes si:

(1.1) Vo € C5y(B), dp = 0 alors ff/\q; =0.
s

On veut prolonger f dans B en une forme 0 fermée au sens habituel. Posons

(1.2) J48) = [(Eie, &) + Lits, ) f0)Be)s i =1,2

8

ot f(z) = dayNdzy, £ =1L, €S, te[0,1] et

o O=BE p  (—tE
Kt (27 C) - Dt(z, C) ’ -Kt (z’ C) - D,(z, C)
(1-3) 1 o\ C2(§lf2_2251). 2 . —51(5152—5251)
Lt (Z, é) - Dt(z, C) ’ Lt (Z, C) — Dt(z’ C)
avec Dy(z, ) = (1 —t&-2)*(1 —1Z-2).

Les noyaux (1.3) ne sont autres que les noyaux introduits par H. Skoda [8].
Posons alors f = f,d, + f,dE, et f(z) = de,\dz,, il vient le lemme:

LEMME 1.1. Soit f une (0,1) forme 0 fermée aw sens de la formule de
Stokes, alors f (donnée par (1.2)) est une extension de f, au sens de la formule
de Stokes, 0 fermée dans B.

PREUVE. Soit e C°(B), posons o = du, il vient:

I =fwAfAﬂ =f(_ o1 fz + wyfy)dv
B B

ou dv est le volume euclidien et w = w,d&;, + w,d&,.
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Explicitons f;:
1= [~ @[ (Ee 0 + Lt D) HEABE) + wu(8) [} + I fAp|do.
B S s

Par Fubini:
(L4) 1=[{[x@Eono@liense
s B

oll on a posé
K(e, &) = (K} + L})d&N\dEN\dE, — (K7 + L7)dE NdENdE, .

Mais 1’accolade dans (1.4) représente la formule de H. Skoda [8], i.e. u'(z) =
= _[K(z, EAw(&) est une fonction sur S telle que Oyt = w, c’est-a-dire
B

(1.5) VpeCn®), =0, [ug=|ony.
S B

Mais alors 0,(u'— u) = 0 et comme f est 0, fermée, on a
(1.6) fuf/\ﬁzfu’f/\ﬁ.
S

S
Mais (1.4) donne alors

[w@i@ns@ =[oning
8 B

d’ou
() [foruepE = [orpnr.
8 B

11 ne reste plus qu’a remarquer que «f est la (2, 0) forme la plus générale
pour avoir que f est un prolongement, au sens de la formule de Stokes, de f.

Pour voir que f est J fermée dans B, prenons ¢ € C°(B), ¢ = 0 hors de
la boule B, de centre 0 et de rayon r < 1, il vient grace a (1.7):

[ings = 0=[indpnp=[Fndpnp.
8 B B,
Appliquant Stokes & 8, il vient:

[7noB = [@FngB -+ FndpnB)
Sr Br
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d’ou: f OfA@B = 0. Comme on peut choisir ¢ arbitraire dans une boule Br’
B

avee r'<r il vient que 0f = 0 dans B, cela valant pour r'<<1 quel-
conque, on a bien que f est 0 fermée au sens habituel dans B.

REMARQUE 1.1. Les coefficients f,(£) ne tendent pas vers f,(z) quand &
tend vers z; toutefois le noyau K étant une identité approchée sur le com-
plexe tangent, (fAB)(&) tend vers fAB(2) quand & tend vers z de facon ad-
missible (par exemple radiale), dés que f/ B est dans L(S) pour presque tout 2.

On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 1.1. Soit f une (0, 1) forme sur 8, 0,f = 0 et f, = fAB € L?(8);
alors il existe une extension f de f dans B, 6f = 0 et telle que:
fre It = fe Vi4); fre Lr, pour 1<p <4 = fe W, avee a = 5/4—1/p
freLt = fe Vi, co>p>4, fe Lr = fe Vi 1.

PREUVE. Il nous faut montrer que f,dv, fydv et ((£,f, — &:F.)VI — &) dv

sont dans W#(B).
On a:

Jo=[Rie 0106 + [Lie OB

S

flle+I2'

Voyons la premiére intégrale, on a:

vy 1= 17
t(z’ C)— D,(z, C) .
Posant v =1 —1t, on a aisément
L u
(1.8) K O <C gy

N
Soit alors 2 = U B(zy, 0;) o B(z;, p;) est la pseudo-boule de centre z; et
de rayon g, ‘=1

N
T(Q) = UQ(zu 04);

i=1

pour tester I’appartenance & W< il suffit de le faire sur les ouverts de cette
forme particuliére.
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Posons encore

N
0O =UB@, 2. et P = f \EXz, £) [dv(£) .

=1

()
On a alors:
LEMME 1.2. La fonction F(z) vérifie:
(1.9) “F“G<~Clglllz+l/q'

Preuve du lemme 1.2. Dans [1, lemme 4] on montre que |K}(2, ()| est
un « bon noyau» et [1, Theoréme 1] que les « bons noyaux » balayent les
mesures de Carleson W+ dans L? avee 1/g =1— c.

Comme on a:

F(e) = [ Kz, 0 [1(1(2) do

B

on voit qu’il suffit d’avoir la norme dans W#(B) de la mesure u = x(T(8)) dv.
(x(B) est indicatrice de E).

Pour cela [1, Prop. 1] il nous faut décomposer u en u = h-y ou » est
de Carleson V! et he Li(|r]) et calculer la norme de cette mesure.

N
Pour cela, puisque 7'(2) = U @Q(z:, 0:), considérons la mesure
i=1

Y1
=3 = 5(Q (&) d(§) .

i=1U:
C’est une mesure de V'. En effet,
ri
Y2, € 2D, Yk >0, fdv = > Q—VOI (Qziy 0:) N Q(20, b))
i=101¢
Q(z,h)

mais les Q(z;, o;) sont disjoints et on a:

vol (Q(zn 0:) N Q(2, h)) < 0:4|B(2:y 0:) N B(2o, h)|
d’ou
N
dv<.ZI|B(z,~’ Q,) N B(zo, h)‘ <!B(zo’ h)l .
awmn

11 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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De plus, on a

B (iglgix(Q(zi’ Q‘))) v=hw

et la norme de u dans Wo est exactement celle de h dans L¢(|»|) car v est
dans V*(B) de norme 1.
On a:

d ¥ N \a2+1/2
4l =3 Qg‘lx(Qi)dW=_219¥+2<(21@?) Qe
= i= i=
B

d’otr |h|,< |R2]/2tVe, Appliquant alors le théoréme de balayage, on en déduit
la lemme 1.2.

On a:
L(§) = [Kie, O 1AB()
d’ou ’
Ji=[ @@ <[ [ 1K, 0linsie)
() () 8
par Fubini:

T [l [ 0lae)} = [1inp 1)
S s

(%)
Par (1.9), il vient
(1.10) Ji< [fABl | F o< O[3+,

Pour étudier I,, on pose encore

6(2) = [ 11e, ) ld(@)

T(2)

on voit aisément que V1 — t2L}(#, () est un « bon» noyau et il nous faut
donec évaluer la norme W= de la mesure

gx/l-—ﬁ (Q(zngi))dv

Pour cela on montre comme dans le lemme 1.2 que la mesure

1 91/2 (Q(zn 0 ))
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est de Carleson V' de norme indépendante de T(£2) et que u = h-v avec

N
h =3 0/?x(Q(:, 0))). La norme de h dans L¢(|»|) est alors
i=1
”h”a< C- |Q[1/4+1I¢ .
On en déduit alors, puisque G(2) =f\/1 —12|Lj(2, &) |u(C) que
B
(1.11) @] < C|Q[v/a+ria,
On en tire donc

(1.12) Jy= f[],(g) |dv(&) < O Qe+l
(2)

Comme (1.12) est plus mauvaise que (1.10):

(1.13) [iflav<ci@penie e fuave yosus,
Q)

De la méme maniére, on montre que:

(1.14) fodv € Voia-vs

Reste & étudier

fba—b o
—_——d =fs.
Visjg: Y

Mais on a que f; est donné par:

LK} — {KE

f3(§)=fMt(zy C)f/\ﬁ ou Mz O)= (1 — )2
S

c’est-a-dire

A—wrE)

Mt(z7 C)= Dt(z, C)
On a encore
ul/?
1Mk DI <0 5o
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d’olt une singularité analogue & celle de L; et donc, par la méme méthode
on a que: fydv e Va1,

Soit alors

— g 5/4—1 ___ 1/4
p=1=7eVan =V

p=4=>FfeVi,.
Par interpolation, on en déduit, utilisant [1]:
1<p<4=feWgs.

Pour fABe L* = fe Vi, i.e. ses coefficients sont des mesures de Carleson.
Pour fABeL?, p> 4 alors fe V{,,, avec a = 5/4 —1/p > 1.
Il ne nous reste plus qu’a appliquer les résultats de[1].

THEOREME 1.2. Soit f une (0, 1) forme sur S, 0, fermée, alors si fA\p € L?(S)
on a quil existe une solution w awu probléme J,u = f telle que si
a) p=1, ue LYs>(8)
l1<p<4, ue L (S) avec 1/r = 1/p — 1/4
p=4, ue BMO(S)
p>4, uecI? avec f =1/2 —2/p

b) fABe€HYS), ueL(8)
fAB € L*Y(8), ue L*(8).

Il nous faut prouver le b). Pour cela soit 7' ’opérateur linéaire qui a
fAP associe u; notons T'(2,2') son noyau, on a

T(s, ') = [R(e, ) K, £)do()
B

ol K(2, £) est le noyau qui prolonge f en f et ol R(z, &) est le noyau qui
résoud le 0,, [1] et [8].

L’adjoint de T, T* a pour noyau T*(z,z2') = T(¢,2) et, reprenant ex-
actement les mémes arguments que pour 7, P’adjoint T* vérifie le a) du
théoréme 1.1.

On en déduit, notant ff la fonction telle que fAf = f* do sur S, si f est
une (0, 1) forme:

fo#-gda= ff#-T*gda
8
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d’ou si ffe C° et ge L4(8) on a:
o sia| = [p-1v30
8 ]

L J
mais T*ge BMO & cause du a) du théoréme 1.1 d’ou

| [21*-gdo | < 111 1T* gl ae0 < |19

car BMO est le dual de H* [7]. De cette inégalité a priori on déduit que T
est borné de H! dans L4/3.
De méme si g € LY(S) et ffe C° on a:

| [7#9d0 | <1 lysie 1T*g = < OV Lyaslg

car le dual de Pespace de Lorentz L%1 est L4/,
De cette inégalité, on déduit que T est borné de L+! dans L~.

2. — Noyaux intégraux singuliers.

Les noyaux qui prolongent une (0,1) forme f sont:

i=1,2, o o) = 1 G, i
. ‘ N #L —7:0)
i=1,2, Li, &) = ¢, —D,(z, 3
_ LK+ LK (1—1)E D)
4Mt(z’ C) = (1—t2)1/2 = D,(z, C)

ot Dy(2, £) = (1 — t£ -2)*(1 — t{ -Z) et on a déja vu que le prolongement de f est:

i=1,2, it =[Ki0fOAQ + [Lie OHABE)
8 8

et
wi(ty 2) = [ Mile, DHEINAQ)
S
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avec

o(®) = 0'dZ, + w?dz, ou w=1tz et oi(r)=owilz).

Les noyaux résolvant le 0 sont:

L]
i=1,2, site, = G

3 — 2)1/2 (2152 _Ezzl)
St(zy C)— (l“t )/ —1)‘(—2’?)‘“ .

La solution du probléme est donc:

2
u(@) = Y Sio(K* 4 L) (fAB) + 82 M(fAB) .
i=1
Posons Z le champ holomorphe tangent & S:
_ 0o _ 0
Z = 22 a—zl —_— zl a_z; .

On g’intéresse & la régularité de Z-u:

2
Z-u= 3 (Z-8)o(K:+ L) (fAB) + (Z-8%) o M(fAB)
i=1
et & celle de Z-u.
On va montrer que les noyaux:

2
2(Z'Ag")€>(1f"), 2 (Z-8%oLi, (Z8%)oM
=1

i=1

12

sont des noyaux intégraux singuliers ainsi que ceux obtenus avec Z au
lien de Z. On en déduira les estimations voulues au §3.

a) Calculs des dérivées.

Posons Q(2, ) = 2,{, — #,{,, on vérifie aisément que:

Qo 26(1 — 12)Z; B -
(2.1) Z-8; = A —12)(1—1tF2) 3¢, i=1,2
Z-8 = — 28(1 — t2)v2 Q2(z, &)

(1—1tL-2) (1 —té-2)®"
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De méme:
_ o (1—1t%)#; 1— ), 2 L
i=1,2,  Zs="T0 |1—)t5-z(|§’ A
(2.2) .
. , (t—2-D)
. 3: — / =
Z-8=(1 ‘tZ)llll_tZ:‘zl';.

b) Calcul des moyenmnes.

On veut calculer

(2.3) jKt(z, )do(2) f(l fz’(;(lt__)t o=t i=1,2, %,

car 1/(1 — tz-{)? est le noyau de Cauchy conjugué.

_ i 2 0do(z) .
(2.4) f t(2, {)do(2) f(l GOl —tal) 0, i=1,2,

N

pour la méme raison

e 2 R
th(z, Ydo(z) = (1—t)/f(1_tz B —te " do’(z)————~1__t2

1
(2.5) fMt(z7 §)do(z) = A=y
S

On en déduit
I'= f (@#Sio Ki)(w, 2)do(2) = f 28ia, &) Kz, £)do(2)do()
S

& 92(¢, )do ()
-z —tlz)

= |t8,Z - Si(x, D)do(l) = 28*(1 — %) @ [(1

8
Faisons le changement de variable unitaire:
=08, (=2¢2);
do est invariante et {; = f({') avec f antianalytique; il vient alors:
. _ () . df
i 912(1 — {2} 7. 1 ! i0 —i60 ___
I' =2(1—t )x,! A= —iEy 123, 06)oe™ o5

llt=1—[g]*=e*
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ot di est la mesure de Lebesgue normalisée sur D; f étant anti-analytique
le dernier facteur est nul et done

(2.6) Ii= f (Z-SioKi)(w, 2)do(z) = 0 Vte[0,1[, i —1,2.
S

Les relations (2.4) entrainent de suite

2.7) j (Z-SioLi)(@, 2)do(z) = 0 Vte[0,1[,i=1,2.
S

Voyons

; 4o (£)

- f (8102 )0, )0te) = 28810, 8)
8

griace a (2.5) soit encore

Y 2)1/2 M
P=gzam =1 /fll—tf-xl‘d"@)
8

mais (1 —¢2)2/|]1 — ¢, -x[* est le noyau de Poisson-Szegé de la boule, d’ou
I3 =0 car (t — «-{) est anti-analytique

(2.8) f (Z-8M)do(z) =0 Vie[o,1].
S
Voyons
2
J = g(z S,oKt)(w, )dd(z).

i
S

Il vient J = f ZZ Si(z, Z)t€,da(C) grace & (2.3) d’ol, grice & (2.2)

i=1

?) (wzéz +w151)_ tIQ(w,C)lﬁ }
‘f‘l t{ D@8 D, o —@0)f O

soit

(t—w-f)

J=| -

do(l) =0
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d’ou

(2.9) i(Z~S{)K,‘(:r, 2)do(z) =0 Vie[o,1[.
i=1

s

Exactement pour la méme raison on a:

(2.10) fZ-Sf‘oM,da =0 Vte[o,1[.

¢) Décomposition presque orthogonale.

On va montrer la proposition suivante.

ProrosiTION 2.1. Les noyaux suivants sont des noyaux intégrauxw sin-
guliers sur S

1 1
[(3zsimt)a, f(z stgar, [ (32-sixi)a,
i=1 i=1
0 0

1 1 1
. 2 . 2 = . .
f(Z~S§‘Mt)dt, f(zz-s:L;)dt ot f(zZ-S{L;)dt.
i=1 i=1
0 0 0

Pour cela on va montrer que ces noyaux admettent une décomposition
presque orthogonale au sens de M. Cotlar et on va appliquer les résultats
de [3, Chap. VI] pour montrer que ces sont des intégrales singuliéres. L’avan-
tage de cette méthode est que I’on n’utilise pas du tout le groupe SU(2)
et que ces résultats se généralisent aisément au cas strictement pseudo-
convexe, comme dans[1].

Voyons le cas le plus difficile, i.e. posons

f f(zS;‘L:)dt = R, (=, #).

On a:

(7, 2) _f J‘ 2t(1 — 1) Z-(2(x, §) 2z, £)da({) it
! 11—tz L)1 —tC-2)* (1 —t-2)A — tC-2)*

Posons

2v(1 — v?)dv =B
(T, 0) f @0 @ )
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et
Q(z, {) ’ _i—lﬁ
(1—1t-2) (1 —tE-2)2’ YT d

L2, {) =

et faisons dans R. une intégration par parties:

R (x,2) = — th(w, 0 L2, C) do‘(é‘,‘)} —{—f {f 0) L (2, C)do(C)} dt.
S
Nous allons nous intéresser au 2-éme terme directement pour £ =0

U, 2) = f { j Tz, ¢ da(:)}dt

et posons u =1 —¢, avec pour simplifier I’écriture 7, = T,_, et L =L,
11 vient

—u*

1

Uz, 2) = f { f T,(x, ) L.(z, ;)da(c)}du
S

0

et on va montrer que I’on a une décomposition presque orthogonale comme
dans [3, chap. VI]

2r

(2.10) a5, 2) =[ { [T@, ) Li(e, 0)d0(0) fau
r N

11 nous faut montrer que:

«) ja,(w,2)do(z) = 0

) f[a,(w,z)|(1 +5ii-(f;—z))da(z)< C  Vrelo1[

oy
Y) f‘ar(my 0) —an(y, ¢ ]do‘(C)< Y (32’ 2

ol (@, y) = [1—Z-y| est la pseudo-distance habituelle sur S.
Voyons la condition 5). Pour cela nous aurons besoin des estimations
suivantes:

(2.12) o{we8; o(x,y) = h} ~ h?

2(1—v)v(2 —v)dv

Tu(@, &) = J I+ T=0)d =200 + A=) —a o

() 2z, ).
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Mais on a:

(2.13) |2(, 2)| < d(=, §)*2.
En effet, faisons le changement de variable unitaire

¢ = Q(,8)
L,==%¢.

11 vient
Eir <l — [Lolr< |1 — Co) = 6(1, &)

ou 1 = (0,1), d’ou (2.12) en revenant & (.
Portant (2.13) dans l’expression de 7, il vient:

K2

N vdv
(2.14) | Tuler, £)| < CO(2, 0) /"0 [v + (z, O
De méme _
B Q(2, 0)
d’ou
(2.15) B, D] <0 ol

[ + d(z, O)]*

On a done a évaluer

6(a‘;’ z)l/Z

2r
I= J' 1 f fﬂ.(w, P AC C)da(r:)dul(w e )da(z>.
s r 8

Majorons en entrant les valeurs absolues et échangeons les intégrations
grace & Fubini

2r
O(x, 2)1/?

S’

T

Utilisons (2.14) et (2.15):

2r 1
I ) P O L
<G'f { ! (@ &) (0 o+ o, cn*)

. Oz O) o(x, 2)4?
fu + 80z, or(” e )d"“:)d“(z)}d“'
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Pour intégrer, on va découper en « couronnes »:
x fixé, ¢ varie dans d(x, £) €[2"w, 2 [ .
x, { fixés, =z varie dans d(C, 2) € [2™u, 2™t u[, n, m € Z.

Il vient alors, griace a (2.12)

2r

vdv
I<C ¥ fzn/zullz f_m
(n,ﬂf)'eZ' ( [v +‘ 27 u]4
r 0

 2mig O(w, 2)4*
7,1/4(1 +2m)4 ruz

) w222 y222mdy,

Mais on a [3, Chap. VI]: d(x, 2)V2<d(w, )2 + 8(L, 2)V2 et

1 1
v dv . uttdt 1 tdt
[v 4+ 27u]* ) wi[t + 2°]%  w2J [t + 2°]*°
0 0 0

d’olt en regroupant les termes et avec u<2r:

27

1
tdt L 28m/2(1 - 2mi2) f du
I<Oydasn| | ——— (1 427y —r | —
{,.‘;z ( i+ 2"]4)( TR Ay )
0 r
car (1 + onl2 + 2m/2)<(1 + 21»/2)(1 + 2m/2).
Le 2-éme facteur converge visiblement. Pour le 1-er si n>0, on majore

—

(tde)/(t 4 27/4) par 1/2"* si m << 0 une intégration par parties donne

(-]
-

(tdt)/(t + a)*<(1/6)(1/a?) d’ou la convergence de la premiére série et le

Q“

fait que § est vérifié.

Voyons y).
On a
27

d =f l f { f Tu(@, ) Lz C)da(:)}du — f { f Ty, O) Luf2y c>da<c>du} ’ do () .
s r 8 r 8-

I1 nous faut estimer la quantité:

Tu(®, §) — Tu(y, O)| = [&-L2(@, £) Val, &) — §-22(y, ) Vuly, )|
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ol

_ 3 2(1 —v)v(2 —v)dv
Vu(z, C) —! [v - 1—o)1 — O + (1 — )(1 —x-:)]s .

I1 vient

(2.18)  |Tu(, 8) — Tuly, )| < [7-L2(@, §) — 7 -C2(y, O)||Vu(®, §)|
+ ]gcg(yr Z)HV,,(:L’, C) - Vu(?h C)|)

de méme

(2.17)  |Tu(®, &) — Tu(y, O)|< [8-CQ(x, £)F L2y, O)[|Vuly, )|
+ &-5Q(, 0)||Vuly &) — Valy, O)]-

Comme
|Q(x, £)|< Cd(z, £)V2 < C

@ —9)-{|< o — y|< Cdx, y)¥
I'Q(wr C) - -Q(?/, C)|< 06(5% ?/)112

le 1-er terme du membre de droite de (2.16) et (2.17) se majorent grice a
(2.18) -0, £) — 58y, £)|< Co(w, y)12.
Pour majorer le 2-éme terme on utilise

Vul@y &) — Vuly, O)| < OV, V@', Olle — 9) L], @'elx,y]

car V, ne dépend que de z-l.

Mais on a
(2.19) (@ — 9)-L|<(x, y) + 20(, y)/2d(y, O)V*
et
(2.20) (@ —y)-C|<dlx, y) + 26(x, y)/2d(a, O)V
en effet:

@—yl=@-—y9jg+@—y)l—(@—9¥
= (@j—1) + (@—y)(—9

d’ou (2.19); de méme pour (2.20).
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D’autre part, on a aisément:

u

V. Va2, £)|<C

0

vdv

[v + o', O)F
Done, pour o, 1 << a« que 'on choisira, il vient si

{ t.q. o(a, C)>“6(m7 Y)

0(y, {) > ad(w, y)

alors
©w

(2.21) V.V, 0)]<C
0

vdv

[v + o(2", O)I°

avec z'=x ou y.

Pour { t.q. d(x, {) <ad(2, y) ou &(y, {) < ad(x, y).
On majore

[Va(@, §) — Viuly, O < |Vl O+ [Vuly, O1.

On a done:

2r

I< f { f T, ) — Tuly, O)||Eite, c>[da(5)do(z)} du
r St

< [l ]I

r O(x,0)<ad(x,v) 8 r 6(v,0) <ad(x,v) S r O(x,8)>ad(x,9) 8
O(z,0) >a8(x,v)

Soit
I<I, 41,4+ 1,.
Voyons I,.

2r

L<C f f Ll {8, ¥ Vly, )] + O, 3| Vidty 0] + [ Valy, D)}

r 8(z,0) <ad(x,v) S

On a

2r

1, < 0d(x, ?/)"2] {fIL."(z, Ol Vuly, O + | Vala, C)l)}du

r 53
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mais
1
vdv tdt

Ve, c>t<00f o a1~ ) o, o

done en découpant encore en « couronnes » et en utilisant des majorations
déja vues on a avee 0(x, §) = 2"u et ({, 2) = 2™ pour le premier terme
et d(y, {) = 2"u et 6((,2) = 2™u pour le deuxiéme terme, il vient

2r

du o(x 1/2
(2.22) Il< C(S(.T, y)lllf W< C{—(*;l)} .

r

Voyons I,. L’estimation est identique

(2.23) I,<C {é(—wr@}m .

Voyons I,.

2r

<0 f { f (8, )2 Vlty 0] +

o 8(x,) > ad(x,v)
8(x,0)=ad(,v)

+ oz, O)"*[O(@, y) + 20(x, {)V*d(, y)""]lszuI)IL&l} du

grace i (2.16), (2.20); le premier terme I; est déja vu; pour le 2-éme, I,
utilisons (2.21):

2r

ri bt 0 { [ ot o, gy + 2000, 0y
r 8 x{6(xz,{) >ab(z,v)} 1 Lt
.uz( m)wu(z, C)|}du.
0
Majorons &(x, y) < (1/x)d(x, {) dans I'intégrale, il vient:

0(z, C)Y2
[0(2, &) + u]

Ja

2r 1
/ i , \ tdt
I;< Co(z, y) ’J {S‘[a(x, &u (0 [t + O(x, C)]”)
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faisant toujours é(x, )~ 2"u et 4(,2) ~2™u on arrive encore a

27

/ du M 1/2
Is<06(w,y)llzfu_w_2<0{ (T,y)}

T

d’onr

o(x 1/2
(2.24) 1?’,<0{(“T’y)} .

Ce qui achéve la preuve du point y).

Voyons le point o).
On a vu (2.4) que fL,(z, {)do(z) = 0. On en déduit que

1—e

0 = [Ru(w, 9)dote) = [ {[Tu@, 0) Lz, 0)d0(0) [ Jdote) + [Vate, 910t
S S S

S 0

Mais le 1-er terme du membre de droite est aussi nul grice i (2.4) pour
tout & done:

Ve > 0 f lf_{ f T.(x, &) L.(z, C)da(C)}duda(z) —o,
par Fubini: sod
f{ fT“(m7 0) Ly (2, C)dG(C)}do(z) -0 Vu

s 8

d’ou le point a«) en réintégrant cette expression entre r et 2r.
Pour achever de montrer que %1_1){)1 R, envoie L7 dans L? il faut montrer que

lim T}—e(xy C)Ll—s(z, C)do‘(C)

e—>0

est borné sur L*. En fait, on va montrer que cette limite est nulle sur L».
En effet pour £ > 0 cela correspond & faire d’abord Popération Ve L, (2, {)
puis (1/Ve) T1_e(2, ).
Voyons chacun d’eux. Refaisant le changement de variable t =1 —u
il vient

. 5 0 O
VelLule Ol < Ove ——50 -
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La pseudo-distance 6 étant invariante sous Paction de SU(2) il suffit de
montrer que le second membre est borné dans L(S) indépendamment de ¢

dil Brizgeging
'\/ f[& + 6( C)]a dU(z)<C€ﬂ§Z€s[1 2,,]3<

en découpant encore en « couronnes» 2%e = (2, {).
On en déduit que V¢ L. est borné sur L?(8) indépendamment de ¢ car
majoré par un opérateur de convolution uniformément dans L*(S).
D’autre part, on a aisément que Ve Le(z,¢) —0 quand & — 0 sauf pour
z=2{_ et que f VeLe(z,£)do(z) = 0. Le paramétre ¢ joue le role d'un para-
S

métre de dilatation et on a que, en appliquant la théorie classique [10]

[VeLias idoe) >0 pp., ¢ pour fe Lx(S)
S

De la méme maniére on a que

tdt

1
1 ) v
2 IT.go, O] < f o O™ e by D

il suffit encore d’évaluer la norme L! du membre de droite

1

tdt 2nl2gl/2Q2ng? tdt
3/2 /!
¢ f f‘s(”’ e T o(a, O 0O =02 — f i+ 2

et d’utiliser les estimations déja vues pour f(tdt)/ [t 4 2*|* pour avoir que
1]

(1/Ve)|Te(, £)| est majoré par un opérateur de convolution uniformément
dans L(S).

On en déduit que le produit de ces deux opérateurs tend vers 0 dans
L?(S) quand ¢ tend vers 0.

Les noyaux a, introduits ne sont pas auto-adjoints mais clairement les
estimations faites sont encore valables pour les noyaux adjoints. Il nous
reste donc 4 montrer que les moyennes sont nulles. Cela se fait exactement
comme pour le cas direct.

Voyons les autres noyaux.

12 - Ann, Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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1 2 2r 2
Pour [ 3 ZS8ioKidt on pose encore u=1—1 et a,=[ 3 Z8i_,0Ki_, du
0 i=1 ri=1

on vérifie exactement par la méme méthode (décomposition en couronnes
0z, ) ~2"u et (, 2) ~2™u) que les a, vérifient les conditions f) et y), la
condition «) étant trivialement vraie grice au calcul des moyennes; de méme
pour l'adjoint aj(z, 2) = a@,(z, x).

1

Pour fZStoM,dt comme ci-dessus.
0
1 = . .

Pour f > ZSjoK;dt comme ci-dessus.
0 i
1—-

Pour fZS?oM,dt comme ci-dessus.
0

12 _ . X 1 2 X .
Reste [ > Z-SjoLidt qui se traite comme [ ¥ Z-SjoLidt.
0

i=1 0 i=1

D’out la proposition 2.1.

3. — Estimations.

On va montrer le théoréme suivant ou ’on retrouvent certains résul-
tats de[4].

THEOREME 3. Soit B la boule unité de C et f une (0, 1) forme sur 8§ = 0B,
0,f = 0; il existe une fonction u sur 02 t.q. o,u = f et qui vérifie

a) feL*» = ue L},;

b) de plus st Z est un champ holomorphe tangent alors Z -w e L*. De plus
feH' = Z-uel'; fel* = Z-ueL“"; fe L® = Z-ue BMO;

e) fely = Z-ueclLj.

Le théoréme 3 résulte du § 2; en effet la proposition 2.1 nous affirme que
le noyau qui & f associe Z-u est un noyau intégral singulier sur I’espace de
nature homogéne S = 0B, on en déduit de suite b).

Pour obtenir a) il suffit de remarquer que les crochets de champs holo-
morphes tangents avec leur conjugués complexes engendrent tout l’espace
tangent en chaque point de B & cause de la stricte pseudoconvexité.

Pour obtenir ¢) appelons K le noyau résolvant de 9, étudié au §2.

On a

0=Zu— f (Z-E) (@, OAFQ)
B
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si par exemple fe L} on veut que pour tout champ de vecteur X il vienne
X v € L?; mais

Xow— f X 4(Z-K)(@, N L)

oD

Mais on remarque aisément que

Xy(Z-K)@,0) = Y(Z K, {)

—

ou Z-K(x,{) a la méme singularité que Z-K d’ou

Xo = [ 7K@ ONTHQ) e 7.
B

REFERENCES

[1] E. AMAR - A. BoNaM1, Mesure de Carleson d’ordre o et solutions au bord de
Véquation 0, Bull. Soc. Math. France, 107 (1979), pp. 23-48.

[2] I. BERGH - J. LOFsTROM, Interpolation spaces, Grundlehren, Springer-Verlag,
23 (1976).

[3] R. CorrMaAN - G. WEiss, Analyse harmonique non commulative swr certains
espaces homogénes, Springer-Verlag, Lecture Notes 242 (1971).

[4] G. FoLLAND - E. STEIN, Hstimates for the 6, complex and analysis on the Heisen-
berg group, Comm. Pure Appl. Math., 27 (1974), pp. 429-522.

[5] G. M. HENKIN, The Levy equation and analysis on pseudo-convex manifolds,
Russian Math. Surveys, 32 (1977), pp. 59-130.

[6] L. HORMANDER, Hypoelliptic second order differential equation, Acta Math.,
119 (1967), pp. 147-171.

[7] Y. MEYER, Dualité H*-BMO pour les espaces de nature homogéne (d’aprés
L. Carleson), Sém. Anal. Harm. Orsay (1976).

[8] H. Skopa, Valeur aw bord pour Uopérateur d", Bull. Soc. Math. France, 104
(1976), pp. 225-299.

[9] E. StEIN, Singular integrals and estimates for the Cauchy-Riemann equations,
Bull. Amer. Math. Soc., 79 (1973), pp. 440-445.

[10] E. StEIN, Singular integrals and differentiability properties of funmctions, Prin-
ceton University Press (1970).

Université de Paris-Sud
Département de Mathématique
91405 Orsay (France)



