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Sur les équations hyperboliques avec des coefficients
qui ne dépendent que du temps (*) (**).

FERRUCCIO COLOMBINI - ENNIO DE GIORGI
SERGIO SPAGNOLO (***)

Introduction.

L’6quation hyperbolique du second ordre

sur R: X [0, T], n’a ete en general 6tudi6e que lorsque les coefficients aij,
outre a v6rifier les hypotheses habituelles de sym6trie et de coercivite, sont
des fonctions mesurables et bornees en x et lipschitziennes par rapport a
la variable t.

Sous cette hypothese, le probleme de Cauchy associ6 a 1’6quation ci-

dessus consid6r6e a ete étudié par des nombreux auteurs qui ont obtenu

(cf. Lions [5], Lions et Magenes [6], Hurd et Sattinger [4]) des r6sul-
tats d’existence et unicit6 des solutions dans des convenables espaces de

Sobolev. Une hypothese un peu plus faible que la lipschitzianité en t des
coefficients a ete consid6r6e par De Simon et Torelli ([2]) qui ont prouve
un theoreme d’existence et unicit6 dans le cas ou les coefficients aij(x, t) sont
a variation bornee sur [0, T] en tant que fonctions de t a valeurs dans 1’espace
de Banach L’(R’).

On pourrait d’ailleurs chercher a resoudre le probleme de Cauchy en
question meme lorsque les coefficients aij(x, t) sont simplement des fonctions
localement integrables sur R’ x [0, T]. Mais un tres simple exemple ([4], ou

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.).
(**) Une note pr6sentant les r6sultats de ce papier, est parue dans les Comptes

Rendus de I’Acad6mie des Sciences, t. 286 Serie A (1978).
(***) Scuola Normale Superiore - Pisa.
Pervenuto alla Redazione il 19 Luglio 1978.
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les coefficients sont du type a(x, t) == «(x - t) avec oc(e 6gale a «1 si $  0 ,
et ik a2 si $ &#x3E; 0, ou 0  «2  1  «1) montre qu’on ne peut pas en general
esp6rer d’avoir l’existence de solutions, meme dans 1’espace des distributions.

Tout de meme, on peut penser de compenser l’irrégularité en t des

coefficients par une convenable régularité en x, et donc d’obtenir l’existence
et l’unicité des solutions pour des coefficients meme discontinus en t mais

tres r6guliers en x.
Le cas plus simple qu’on peut envisager est celui ou les a2 j ne dependent

que de la variable t : a ce cas est consaer6 1’article present.
On consid6rera done dans la suite le probleme suivant

PRoi3LtmE. Soient a,j(t) des fonctions reelles et int6grables sur [0, T]
qui v6rifient l’hypothese de coercivite

Etant donnees des fonctions (ou des fonctionnelles) gg(x), 1p(x) et f (x, t),
trouver u (x, t ) telle que

Les donn6es Q(x), 1p(x) et f (x, t) seront choisies dans X1, X2 et Ll([O, T], X3)
respectivement, oil Xl, X2 et X3 sont des espaces d’ultradistributions de
Gevrey sur R" ou de fonctionnelles holomorphes avec des inclusions con-
tinues X, c,- X, c, X.,, tels que les derivations al axi, j = 1, ..., n, appliquent
X 1 dans X 2 et X 2 dans X 3 avec continuite.

La solution u est alors cherch6e dans l’espace L°’ ([0, T], Xl) et 1’6quation
(1) est entendue au sens des distributions vectorielles, a valeurs dans X3,
sur l’intervalle ]0, T[. On peut d’ailleurs voir, d’apres 1’6quation (1), que
la solution u appartient de fait A l’espace Cl([O, T], X3), de sorte que les
conditions initiales (2) ont un sens.

Pour la plupart des cas consid6r6s dans cet article, les trois espaces

Xll X2 et X3 seront coincidents.
Or, on prouvera des résultats d’existence et unicit6 pour le probleme

{(1), (2)} mame si les coefficients aij(t) sont tres irr6guliers, notamment s’ils

sont simplement des fonctions int6grables sur [0, T]. Bien entendu, les solu-
tions ne seront pas en general que des fonctionnelles, a moins que les don-
n6es cp, 1p et f ne soient tres r6guli6res.
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Plus exactement, on verra (th. 3) que si qy(0153),1p(0153) et f (x, t) sont des
fonctionnelles analytiques r6elles sur R" (par exemple, s’ils sont des fonctions
integrables a support compact) alors le probleme f (1), (2)} a une et une seule
solution u(x, t) fonctionnelle analytique r6elle en x pour tout t, tandis que
(th. 4) si gg(x), V(x) et f (x, t) sont des fonctions analytiques r6elles en x, alors
il existe une et une seule solution u(x, t) analytique r6elle en x, pour tout t.

On peut donc r6soudre le probleme {(1), (2)}, soit dans la classe X des

fonctions analytiques r6elles sur Rn que dans la classe X’ des fonctionnelles
lin6aires et continues sur X.

Si les coefficients aij(t) sont un peu plus r6guliers on a encore le m6me
phenomene, en plus cette fois-ci on peut prendre .X egale a une convenable
classe de fonctions indefiniment differentiables sur Atn qui contient la classe
des fonctions analytiques r6elles (de sorte que la « distance » entre X et X,
se r6duit).

Par exemple, si les au sont holderiens d’exposant a et si 1 c s  1/(1- ce)
on a (th. 4) une solution u (x, t ) ultradistribution de Gevrey d’ ordre s en x,
pourvu que les donnees soient des ultradistributions d’ordre s en x; tandis

que, lorsque les donnees sont des fonctions de Gevrey d’ordre s en x, alors
la solution est elle aussi une fonction de Gevrey (du meme ordre) en x.

Encore, si les ai j verifient la condition

avec A costante, on a (th. 4) une solution u(x, t ) distribution en x pourvu
que les donn6es soient des distributions en x; tandis que, lorsque les don-
n6es sont des fonctions de classe C°° en x, alors la solution est elle aussi de
classe 000 en x.

Des contre-exemples (th.10) montrent enfin qu’on ne peut pas am6liorer
les th6or6mes precedents. En particulier on ne peut pas en general resoudre
le probleme de Cauchy {(l), (2)} dans les espaces de Sobolev si les coefficients
ne sont pas a variation bornee.

Outre 4 l’existence, on prouve aussi des estimations a priori sur la

solution. Ces estimations se révèlent utiles lorsqu’on considere une suite
de problemes du type {(l), (2)} avec des coefficients aii,k(t) (k = 1, 2, ...),
non uniformément r6guliers, qui convergent vers aiJ(t) pour k --&#x3E; oo, et l’on

veut prouver la convergence des solutions corrispondentes.
On prouvera en effet (th. 8) que, si {aij,k} --&#x3E; aij dans Ll et si les don-

n6es sont des fonctionnelles analytiques (resp. des fonctions analytiques)
r6elles en x, alors les solutions convergent au sens des fonctionnelles analy-
tiques (resp. des fonctions analytiques) r6elles en x.

Si, de plus, les aii,k sont des fonctions equi-holderienneSy alors les solutions
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convergent dans 1’espace des ultradistributions (ou des fonctions) de Gevrey
en x, pourvu que les donnees soient des ultradistributions (ou des fonctions)
de Gevrey en x.

La demonstration de l’existence des solutions s’articule dans les etapes
suivantes:

1) On prouve un th6or6me d’existence dans Ilespace des fonctionnelles
holomorphes, ou dans l’espace des fonctions analytiques entieres, sans aucune
hypothese de coercivite ou de régularité des coefficients (ce theoreme, qui
est tres proche a celui de Cauchy-Kovalevski, est bien connu (voir [11],
ou [1)); on en donnera quand meme une demonstration dans l’Appendice).

2) On considere le cas ou les donnees p(x), 1jJ(x) et f(x, t) sont nulles
pour Ixl ;&#x3E;r: on se sert dans ce cas de la transformation de Fourier-Laplace
par rapport a la variable x (qui devient la variable ( e Cl) pour reduire le
probleme f(l), (2)} a une famille, dependant du paramètre " d’6quations
differentielles ordinaires.

3) On estime la croissance en ’(I’I-¿. 00) des solutions des problemes
transformes, en utilisant un resultat (Lemme 1) relatif aux equations ordi-
naires du second ordre; grace à ces estimations et au theoreme de Paley-
Wiener, on voit que la solution, trouvee dans un premier temps dans l’espace
des fonctionnelles holomorphes, est de fait bien plus r6guli6re.

4) On 61imine, a 1’aide d’un procede de duality 1’hypothese que les
donnees p, 1fJ et f soient a support compact en x.

Observons en conclusion que pour des donnees p6riodiques en x on peut
aussi utiliser le developpement en series de Fourier. Le proc6d6 devient
alors beaucoup plus simple et, pour cette raison, on le pr6sentera ici de

fagon ind6pendante (§ 3) bien qu’il soit un cas particulier des résultats ex-
pos6s aux paragraphes successifs.

On peut enfin remarquer que l’hypothèse de coercivite sur la forme

quadratique des coefficients n’est pas nécessaire, et peut etre substituee

par l’hypothese plus faible de non-negativite, si l’on se borne a consid6rer

le cas de solutions fonctions (ou fonctionnelles) analytiques reelles (§7).

1. - Notations et rappels.

Soit Q un ouvert de R’. On utilisera les suivants espaces vectoriels

topologiques sur le corps complexe C.

3#’ fonctions entieres sur Rn.

s/(Q) fonctions analytiques sur Q.
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Cs(Q) fonctions de Gevrey d’ ordre s sur S2 (s&#x3E;l).

!Øs(Q) fonctions de Gevrey d’ordre s, à support compact dans Sa.

6’(S2) fonctions indefLniment différentiables sur S2.

g(S2) fonctions indefLniment différentiables, a support compact dans Q.
3Q’ fonctionnelles holomorphes sur Cn.

al’(Q) fonctionnelles analytiques reelles sur S2.

£D§(Q) ultradistributions de Gevrey d’ordre s sur S2 (,g &#x3E; 1)

J§(Q) ultradistributions de Gevrey d’ordre s, a support compact dans Q.

Lorsque Q coincide avec Rn, on ecrira simplement A tCs, !Øs, tC, .9, A’,
au lieu de d(Q), Cs(Q), !ØB(Q), ....

Pour ce qui concerne la topologie et les principales propriet6s de ces
espaces, on renvoie a Lions-Magenes ([6]), Gelfand-Shilov ([3]), Roumieu
([9], [10]) et Martineau ([7]). On rappelle quand même les faits suivants:

Une fonction sur Rn (a valeurs complexes) se dit ent2ere si elle est pro-
longeable a une fonction holomorphe sur tout Cn.

Une fonction u, indefiniment difiérentiable sur S2, se dit de Gevrey d’or-
dre s (s r6el &#x3E; 1) si pour tout K cc Q il existe .M et A tels que

Pour s = 1 on a Cs(fJ) = d(Q) et e’(D) = d’(fJ) tandis que !Øs(,Q) =
g, (s2) o}.

Soit w E d’(Q) et .K cc Q. On dit que le support de w est contenu dans K

(supp (w) C: K) si, V{Uk} ç d(Q) telle que {Uk} -* 0 dans nf(U) pour quelque
voisinage ouvert U de K, on a {W,Uk)} - 0 (k - -).

Chacun des espaces vectoriels topologiques consid6r6s ci-dessus est

complet, reflexif et de Montel, au sens que toute suite bornee admet une
sous-suite qui converge.

On utilisera aussi les espaces de Sobolev H’(Q) = HS,2(Q) (s r6el quel-
conque) et les espaces

Dans les equations d’evolution on rencontre souvent des fonctions

(ou des fonctionnelles) u(x, t) qui dependent des n + 1 variables x =
= (xll ... , x.) c f2 et t c- [0, T], ou T est un nombre reel &#x3E; 0.

Une telle u(x, t) sera considérée, en general, comme une fonction definie
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sur [0, T] et a valeurs dans un convenable espace X de fonctions (ou de
fonctionnelles) sur Q.

Soit donc X un espace localement convexe complet et soit u: [0, T] --&#x3E; X.
On dit que u est intigrable sur [0, T] s’il existe une suite {Uk} de fonctions
sur [0, T], a valeurs dans X, constantes sur chaque element d’une partition
finie de [0, T] en parties mesurables, et telles que, si k --&#x3E; oo,

{Uk(t)l--*u(t) dans X, y p.p. sur [0, T] y

et

d,u semi-norme sur X .

Si u est integrable sur [0, T], on pose

On d6signe par Ll([O, T], X) Ilespace vectoriel topologique des fonctions,
a valeurs dans X, int6grables sur [0, T], muni des semi-normes

T

tu F-+ f /z(u(t)) dt: p semi-norme sur X .
o

On definit de façon analogue l’espace L"([0, T], X), avec p réel &#x3E;1 ou
bien p = oo, forme par les fonctions u : [0, 1] -X int6grables sur [0, T]
et telles que t ---&#x3E; p (u(t)) appartienne a L" ([0, T]), pour chaque semi-norme
It sur X.

Soit u dans L1 ([0, T], X). On peut alors consid6rer les derivees u’, u’, ...
de u au sens des distributions (vectorielles) a valeurs dans X.

On consid6rera aussi les espaces

of k est un entier &#x3E; 1.
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Remarquons enfin que, si .X est un sous-espace de gl(S2) ou de £P§(Q)
pour s &#x3E; 1, chaque u dans Li([0, T], X) peut etre consid6r6e aussi comme
une distribution, ou une ultradistribution, sur le cylindre Q x ]0, T[. On

ecrira donc 8u/8t au lieu de u’.

THEOREME DE PALEY-WIENER. Pour toute WE ye’, on définit la trans-
f ormation de Fourier de w, par la formule

ou

On 6crira aussi, pour u E Ll([O, T], 2f’),

On sait que all(i) est une fonction entiere a croissance exponentielle.
On a en outre les résultats suivants.

I) Soit w dans 3Q’.

i) west dans d’, avec support contenu dans la boule de R", {Ixl  e J, si et
seulement si, VE &#x3E; ol 3 C,. tel que

ii) w est dans G; (s &#x3E; 1) si et seulement si, VE &#x3E; 0, 3 C,, tel que

iii) west dans ff’ si et seulement si 3k, 3C, tels que

iv) w est dans H§ (s r6el) si et seulement s’il existe y E L2(R") tel que

v) w est dans fØ si et seulement si, Vk&#x3E; 0, 3 Ck tel que
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vi) w est dans 2)8 ( s &#x3E; 1 ) si et seulement si 3 a &#x3E; 0, 3 C, tels que

II) Soit {wv} une partie de Jf’ : {wv} est bornée dans d’ si et seulement
si chaque ivv verifie l’inégalité de I-(i), uniformement par rapport a v.

Soit {wv} une partie bornie de d’: (wv) est bornée dans cff; (resp. dans

cff’, ...) si et seulement si chaque wv v6rifie l’inégalité de I- (ii) (resp. (iii), ... )
uniformément par rapport a v.

III)

i) Soit u dans L" ([0, TJ, A). Alors 3 e &#x3E; 0 tel que, Ve &#x3E; 0, 3 C, tel que

ii) Si u appartient à Ll([O, T], d’(Br)) of Br désigne la boule f c- Rn:
Ixl  r}, alors u v6rifie l’inégalité de (i) avec e = r.

iii) Si u appartient à Ll([O, 1], J§) (resp. à Ll([O, T], C’), ...) alors ft vérifie

une in6galit6 analogue a celle de (i) mais du type I-(ii) (resp. du type
I-(iii), ...)

iv) Si lu,} est une partie bornée de Ll([O, T], d’), alors chaque {ûv} vérifie
l’inégalité de (i) uniformement par rapport a v.

[Pour une demonstration de la partie III on renvoie a l’Appendice, partie A].

Rappelons maintenant un resultat d’existence et unicit6 des solutions
du probleme f(l), (2)} dans le domaine des fonctionnelles holomorphes ou
des fonctions entieres. On remarquera qu’on ne fait ici aucune hypothese
de hyperbolicite sur 1’6quation. [Pour une demonstration de ce th6or6me
on renvoie a 1’Appendice, partie B].

THEOREME 1 (cfr. [11], [1]).

Oonsidérons le problème {(:L), (2)} avec des coefficients aij(t) dans Ll([O, T]).

i) Si T 6t y sont données dans h’ et f dans Ll([O, TJ, ðP’), alors le problème
a une et une seule solution u dans H2,1([0, TJ, h’).

ii) Si 99 et V sont données dans -V’ et f dans Ll([O, T], 3f), alors le problème
a une et une seule solution n dans H2,1([0, T], 3Q).
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2. - Un r6sultat sur les equations ordinaires.

Grace a la transformation de Fourier, ou bien (dans le cas de donnees
periodiques) au d6veloppement en s6rie de Fourier, 1’etude des solutions
du probleme f(l), (2)} se r6conduit a l’étude des solutions d’une famille

d’equations ordinaires du type suivant:

avec a(t) et g(t) fonctions integrables sur [0, T].
Plus exactement, on cherche a estimer toute solution v(t) de 1’6qua-

tion (3) en termes des valeurs initiales v(O) et v’(0), de la donn6e g(t) et du
coefficient «(t) .

L’estimation plus directe s’obtient en reduisant 1’6quation (3) 4 un systeme
du premier ordre et an appliquant le lemme de Gronwall:

Dans le cas ou oc(t) est lipschitzienne et strictement positive, on peut
obtenir une estimation differente ; il suffit en effet d’6tudier le comportement
de l’énergie associ6e a la solution v, pour avoir:

Dans la suite, nous aurons besoin d’une estimation plus g6n6rale des
deux pr6cedentes qui est valable sans aucune hypothese de positive ou de
lipschitzianite du coefficient a(t).

LEMME 1. Considérons 1’£quatioiz (3) avec oc(t) et g(t) fonctions intégrables
sur [0, T] et supposons que:

où f3(t) est une f onction réelle appartenant à Ilespace Hl,I([O, TJ) et veri f iant
t’ZnegaZite :
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Soit v(t) une solution de (3) dans H2,1 ([0, TJ) et soit :

la «(3-énergie» associée à v. On a alors :

DEMONSTRATION. Puisque v(t) est dans H 2,1 ([0, T]), on voit que E(t)
est dans Hl,I([O, 1]) ; par dérivation on a alors :

En substituant v"(t) par g(t) - (J(t)v(t) - y(t) v(t), on déduit l’égalité:

(Ton:

et donc :

Grace au lemme de Gronwall, on obtient alors la (6). ll

REMARQUE. Dans la suite on devra estimer les solutions d’une famille

d’equations du type (3) avec des coefficients a(t) == a($, t) qui dependent
(au moins dans le cas unidimensionnelle n == 1) d’un parametre r6el $. Plus

exactement, on aura:

ou a(t) est une fonction en general seulement integrable et telle que a(t) &#x3E;
&#x3E;lo &#x3E; 0, et on cherchera a estimer la croissance de la solution v(;, t)
pour I I ---&#x3E;- c&#x3E;o.

Or, si Ilon se contente d’utiliser la (4) on obtient :

qui est une estimation trop faible pour nos propos.
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D’autre part, puisque a(t) est dans Ll([O, T]), on peut construire pour
tout 8 &#x3E; 0 une fonction lipschitzienne b,(t) &#x3E; lo telle que Ila - be IIL-([O,Tl) 8.
On peut donc appliquer le lemme 1 avec fl(t) = bs(t) $2 et l’on obtient l’esti-
mation suivante:

3. - Solutions periodiques en x.

Dans ce paragraphe, on r6soudra le probleme {(l-), (2)} dans le cas parti-
culi6rement simple ou le nombre n des variables d’espace est 6gal a 1, la

donn6e f (x, t) est egale a zero et les donnees initiales Q(.r) et ?p(x) sont des
fonctions 2n-periodiques sur la droite reelle :

Le coefficient a(t) est une fonction integrable sur [0, T] telle que

On se bornera ici à chercher les solutions u(x, t) de ce problème qui sont
périodiques en x, Vt E [0, T]. On verra d’ailleurs dans les paragraphes
successifs que le prob18me a une seule solution.

THÉoRÈME 2. Considirons le problème {(7), (8)} avec a(t) fonction int6-

grable. sur [0, T] et vérifiant (9) et avec des données T(x) et V(x) 2n-pério-
diques sur R.

i) Si q(s) et y(s) sont des fonctions analytiques sur R, il existe une et

une seule solution u(0153, t) de classe 01 sur R X [0, T], 2n-périodique et analytique
par rapport à x pour tout t E [0, T].

ii) Supposons que a(t) soit holderienne d’exposant « sur [0, T], oit

0 C «  1, et soit 1  s  1/(1- oc). Si gg(x) et V(x) sont des fonctions de

Gevrey sur R d’ordre s, il existe une et une seule solution u( x, t) de classe 01
sur R X [0, T], 2n-périodique et de Gevrey d’ordre s par rapport à x pour tout
t E [0, T] .
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iii) Supposons que

Si T(x) et y(x) sont des fonctions indéliniment dilfércntiables sur R, il

existe une et une seule solution u(x, t) de classe C1 sur R X [0, T], 2n-périodique
et indéfiniment di f f erentiacbZe en x pour tout t E [0, T].

DEMONSTRATION. En développant les données initiales qJ et y en séries

de Fourier on peut écrire

et

On cherche les solutions de {(7), (8)} du type

La fonction v,(t) doit donc resoudre le probleme

Il est bien connu que ce probleme admet une et une seule solution de
classe Cl sur [0, T]. En particulier on a l’unicité des solutions 2n-p6riodiques
en x du probleme {(7), (8)}. De plus si gg(x) et y)(x) sont des fonctionsré elles
(Ah = A -h et .Bh = B_h) on voit que la solution est reelle.

Pour prouver l’existence d’une solution de 1(7), (8)1, il faudra estimer

la croissance de vh(t) pour Ihl-+ 00. A ce but, on applique le Lemme 1

aux problemes (10) avec une decomposition convenable (dependant de h)
de la fonction a(t) :

Le Lemme 1 donne alors

OU
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Or, on choisit bh(t) en prenant

of £ est une extension (qui sera choisie dans la suite) de a(t) sur R, tandis
que eh(t) est une fonction indefiniment diff erentiable sur R telle que 0 

 Qh(t)  c. I h I , eh(t) = 0 au d6hors de l’intervalle [- 1 / I h 1, 0], et

On a alors, pour lhl&#x3E;llt,

En outre

Done

En introduisant (12), (13) et (14) dans (11), on obtient, pour lhl&#x3E;llt,

Consid6rons maintenant le cas (i).
Puisque a(t) est une fonction integrable sur [0, T], si 1’on definit l’exten-

sion a de a en prenant d(t) _ Âo au dehors de l’intervalle [0, T], on voit que

Sup
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D’autre part q(s) et y(s) sont analytiques, donc (voir le th. 12 de l’ Ap-
pendice)

Par consequent la (15) donne

pour lhl assez grand,

d’ou il vient que u(x, t) est une fonction Cl sur R X [0, T] et (th. 12, partie b)
analytique en x pour tout t E [0, T].

Consid6rons le cas (ii).
Puisque a(t) est une fonction holderienne sur [0, T] d’exposant oc on

peut la prolonger a une fonction holderienne du même exposant a sur R
en prenant rz(t) = a(O) si t  0 et d(t) = a(T) si t &#x3E; T. On a alors -

D’autre part, (p(x) et ip(x) sont des fonctions de Gevrey d’ordre s et donc
(th. 12)

Par consequent, si 1 /s est plus grand que 1- a, on a d’après la (15)

po-ur ihl assez grand, d’ou (th. 12, partie b) la these.
Consid6rons enfin le cas (iii).
Avec la m6me definition de f(t) que ci-dessus, on a

Sup

Puisque gg(x) et V(x) sont indefiniment diff6rentiables, on a (th. 12)



525

et donc, pour lhl assez grand,

d’of la these. //

Nous montrerons plus loin (§ 7) que les hypotheses du th.1 ne peuvent pas
6tre aNaiblies. En particulier il peut arriver que le probleme {(7), (8)} n’ait
pas de solution de type fonction (ou distribution) meme si les donnees

initiales 99 et ’ljJ sont des fonctions indefiniment diff6rentiables et le coefficient
a(t) est holderien.

4. - Solutions a support compact.

On passe maintenant a examiner le probleme {(l)y (2)} dans le cas

general (n &#x3E; 1, (p, V et f non necessairement p6riodiques). Bien entendu on

fera tojours, sur les coefficients aij(t), l’hypothese qu’ils soient des fonctions
r6elles et int6grables sur [0, TJ telles que

avec Ào&#x3E; 0.
Dans ce paragraphe, on commence par consid6rer le cas ou les donnees

p(x), V) (x) et f (x, t) sont des fonctions ou des fonctionnelles a support compact
en x sur R, et ou la solution u(x, t) du probleme est cherch6e a support
compact en x.

Au lieu du developpement en series de Fourier on peut cette fois utiliser
la transformation de Fourier par rapport a x. Le probleme {(1), (2)} se
transforme alors dans la famille, dependant du param6tre C e Cn, de proble-
mes de Cauchy

ou v(t) = û(’, t).
En vue du th6or6me de Paley-Wiener, on doit estimer la croissance

de la solution v du probleme (17), poux ICI ---&#x3E;- oo.
Cela sera fait dans le Lemme suivant, ou (grace au Lemme 1 applique

au probleme (17)) on obtiendra les estimations (19) et (22). Dans ces esti-

34 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 01. Sci.
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mations il pr6sente un interet particulier la dependance par la matrice

des coefficients

Cette dependance s’exprimera a l’aide de la fonctionnelle

où lbl désigne la norme d’une matrice b.
Cette fonctionnelle répresente le « module de continuité », pour c - 0+,

de l’application í --&#x3E;- a(t + r) à valeurs dans l’espace [L- ([0, 1])]"’.
On sait que, lorsque 6 --&#x3E;- 0, w(a, ð) - o uniformément pour a E f, pour

toute partie compacte M’ de [Ll([O, TJ)]n2.
LEMME 2. Soit u la solution dans H2,1([0, TJ, ð’t’) (c f . th. 1) du problèmÐ

{(l), (2)), avec des coefficient.- au riels et intigrables sur [0, T] et des données
ffJ, 1jJ dans ,,*’ et f dans Ll([O, 1], 2f’).

Soit w(a, ð) définie par (18) (où a(t) =- [aij(t)]) et soient co, cl, ..., des

constantes d6pendant de 2,, et T.

,Si les aij vérifient (16), on a, pour 1 et t E [0, T],

ou

On observera que dans le cas particulier ou les aij sont bornes, i.e.

la (19) devient

of
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DEMONSTRATION. SOit

la moyenne sur [0, T] de la matrice a(t) - [aij(t)]i,i=l,...,n des coefficient.
Introduisons les fonctions lipschitziennes

ou

et , ==e + iq est un element de Cn tel que 1’1 =F 0.
On a alors

En vue du Lemme 1, on decompose a(t) de la façon suivante

ou

et

On voit alors que la matrice b(’, t) est lipschitzienne par rapport a t

et que, si les aij(t) verifient (16),

Cela dit, on applique le Lemme 1 au probleme (17), ou v(t) =,9(C, t) et
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La these du Lemme sera alors una consequence de (6) et d’une estima-
tion convenable de la fonction

Au but d’estimer la fonction ci-dessus, on commence par remarquer
que y(t) peut etre écrite sous la forme

et que toute matrice sym6trique et non negative b verifie l’inégalité

On a done

D’autre part on a

on b’(C, t ) d6signe la d6riv6e de b(C, t) par rapport à t, et on sait, d’après
la (25), que P(t) &#x3E; ÂoICI2.

En conclusion, on obtient l’inegalite suivante:

En vue de la (6), on va maintenant majorer l’integral en t du deuxi6me
terme de la (26).

Or, de la definition de b(’, t ) et de c(d, t ) on d6duit, en rappelant la (24),
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tandis que, de lbl  lal + lei, on d6rive

Mais

et done (voir 1’Appendice, partie D) si 0  6  T/2

En utilisant cette in6galit6 avee, 6 = T(21’1)-I, et grace au th6or6me de
Fubini-Tonelli et a la (24), les formules (27) et (28) donnent (pour [(] &#x3E;1)

tandis que la (29) donne, puisque lbl&#x3E; A,,,

On introduit les trois majorations ci-dessus dans la (26) et on applique
le Lemme 1. La (6) donne alors, pour "I :&#x3E;1,

ou
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Pour obtenir la (19), et ainsi conclure la demonstration du Lemme, il

suffit d’ ob s erver que

et

Or on a

d’ou (en rappelant la (23))

et donc

Compte tenu des (33) et (34) on a alors la (19). //

On peut maintenant prouver le résultat principal du paragraphe.

THÉORÈME 3. Oonsidérons le problème l(l), (2)}, avec des coefficients aij(t)
fonctions rjelleg et intigrables sur [0, T], vérifiant l’hypothèse (16).

a) Supposons que les donnies 99 et y appartiennent à l’espace d’ des
fonctionnelles analytiques réelles et que f appartienne à Ll([O, T], Sl’).

Alors la solution (cf. th. 1) u du problème appartient à H2,1 ([0, T], d’).
De plus, si (p et V sont dans d’(B(e)), où B(e) designe la boule ouverte

de Rn de centre 0 et rayon e, et f est dans Ll([O, T], d’ (B(e))), alors, VT E ]0, T],
u appartient à H2,1 ([0, -r], .91’ (B(eT)))’ oit:

En particulier, Vt E [0, T], u(t) a support dans B(et), ce qu’on peut
aussi exprimer en disant que u a support contenu dans le conoide F de

Rn X [0, T], oic
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b) Si les coefficients aij(t) vérifient des hypotheses supplémentaires de
régularité, on a en outre les résultats suivants.

i) Supposons qu’il existe a (0 C « C 1) et A &#x3E; 0 tels que:

et soit :

On a alors :

si q et y sont dans C; et f est dans Li([0, TJ, C;), la solution u appartient à
H2,1([O, TJ, C;);

si q et ’lfJ sont dans fØg et f est dans Ll([O, TJ, fØs), la solution u appartient
à H2,1([o, TJ, 2Ø s).

ii) Supposons qu’il existe A &#x3E; 0 tel que :

On a alors :

si 92 et y sont dans off ’ et f est dans Ll ([0, T], C’), la solution u appartient
à H 2,1 ([0, T], C’); 7

si qJ et y sont dans !Ø et f est dans Ll([O, T], -q), la solution u appartient
à H2,1([0, T], d).

iii) Supposons qu’il existe A &#x3E; 0 tel que:

c’est-à-dire (cf. [8]) que les ac2 j sont presque par tout 6galesti des fonctions à
variation born£e sur [0, T].

Alors, sip est dans H:+t, 1p dans H: et f dans Ll([O, T], H:) pour quelque 8
reet, la solution u appartient à L°°([0, T], H:+l) tandis que aulat appartient à
LOO([O, T], H:) et 82u/8t2 est dans Ll([O, T], H:-l).
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DEMONSTRATION.

a) D’apres le Lemme 2 on a, pour 1’1&#x3E;1,

ou X(a, Q) est définie par la (20) et ou 1’on a pose :

On rappelle que co, Cl, c2 , ... d6signent des constantes dependant de ).0’ T
et que la fonction co(a, 6) est d6finie par la (18).

Supposons maintenant que cp, 1f soient dans d’ et f dans Ll([O, T]y ,zV’).
Ð’après le th6or6me de Paley-Wiener (partie I-(i) et partie III-(i)) il existe

un nombre e &#x3E; 0 tel que, VE &#x3E; 0, 3 C, &#x3E; 0 de facon que, V, E Cn (I";;&#x3E; 1):

En introduisant cette in6galit6 dans la (20), la (39) donne:

pour tout I tel que I C I &#x3E; 1- et tout E &#x3E; 0.

On d8finit maintenant:

Puisque les aij(t) sont des fonctions integrables sur [0, T]y on sait que
ro( a, ð) - 0 si 6 - 0+ donc, (cf. la d6finition (40) de Bo (a, c)) :

et par consequent Ls(a)  oo.
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Cela dit, Ilin6galit6 (42) implique:

pout tout e&#x3E; 0 et 1’1&#x3E;1.
L’inegalite (44), grace au th6or6me de Paley-Wiener (partie II), assure

que les fonctionnelles holomorphes u(t) et (aulat)(t) appartiennent a .9//,
pour tout t dans [0, T], et, de plus, que u et aulat appartiennent a

C([0, T], A’ ) .
D’apres 1’6quation (1) on obtient enfin que 02U/ot2 appartient a

Ll([O, T], 3l’).
Supposons maintenant que 99 et 1jJ soient dans ,sV’(B(o)) et f dans

Ll([O, T], d’ (B(e))). Alors, grace au theoreme de Paley-Wiener (partie

I-(i) et partie III-(ii)) on a que q;, ’if; et f verifient la (41) et done ft et 8u/8t
verifient la (44). Par consequent ( theoreme de Paley-Wiener, partie II)
u et au/at appartiennent h C([0, T], sI(B(e7J)) of eT est défini par la (35),
Vr dans ]0, T]. D’apres 1’6quation (1) on obtient enfin que u est dans

H2,1([0, r], sI/ (B(eT))). 
b) En vue du theoreme de Paley-Wiener (partie I-(ii), T- (vi)) on

peut se borner a consid6rer la (39) pour q = 0, done pour ) m $. La (39)
devient alors

on lvI(a,r) et Eo(a,e) sont définies respectivement par la (20) et la (40).
Consid6rons maintenant le cas (i).
Si la matrice a(t) des coefficients verifie llhypoth6,se (36), alors la fonction

cv(a, 3) definie par la (18) est telle que

et donc

Or, 7 si les donn8es q et 1p sont dans 8§ et f est dans .L1 ([o, T], 8§), pour s
reel&#x3E;l, on a (th6or6me de Paley-Wiener, parties I-(ii) et III-(iii)) que,

Vs&#x3E;0 BC,&#x3E;0 tel que, Y$ ERn,
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d’ou, comme pour la partie (a) d6jh prouvee, on tire

v 

pour &#x3E;1.
Des in6galit6s (46) et (48), on obtient alors

ou

Or pour 1  s  1/(l - a) on a L)(a)  + 00.
Cela acheve la demonstration de la partie (i) lorsque les donnees cp et ip

sont dans 8§ et f est dans Ll([O, T], 9").
Les autres cas consid6r6s dans la partie (b) du theoreme se prouvent de

iagon toute a fait analogue au cas precedent.
Nous nous bornerons a observer que, lorsque les coefficients aij(t) sont

des fonctions bornees sur [0, T] (ce qui arrive si a(t) v6rifle l’hypothese (38)), y
il est convenable d’utiliser l’inégalité (22) au lieu de la (19). Remarquons
enfin que, si a(t) v6rifle (38) et (16), alors elle v6rifie (21) avec Ao == A +

T

+ T-l fla(t) dt. Donc, dans le cas (iii), la (22) donne une estimation de la
0

solution t1 avec des constantes ne dependant que des donnees initiales et
T

del,,, A et fla(t)1 dt. j j
o

REMARQUE 1. Supposons que les donn8es q et 1p du probleme {(l), (2)}
appartiennent a 8§ et que f appartient a C ([0, T], C;), pour quelque s stricte-
ment plus grand que 1, et supposons que les coefficients aij(t) verifient l’hy-
poth6se (36) avec a &#x3E; 1- 1 /s.

Alors, si T, V et f sont nulles pour Ixl &#x3E; O la solution it est nulle au dehors

du conoide I’ = {Ixl  gt} ou et est défini dans la (35).

DEMONSTRATION. Du fait que f : [0, lllj - tb°§ est continue et f (t) appartient
£ ff 3 ’(B (6)), Vt e [0, T], ’B!ð&#x3E; (j, il suit que f est dans C([0, T], ff s ’(B (or))) et
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donc dans El([O, T], d(B(,g))) Vcr&#x3E;p. On peut alors appliquer la partie
(a) du Th6or6me 3. ll

REMARQUE 2. L’hypothese (36) est v6rifi6e en particulier si les coef-

ficients ail(t) sont holderiens sur [0, T] avec exposant « ou, plus en general si

avec a1) holderien d’exposant a et a2 a variation bornee sur [0, T].
Il existent toutefois des fonctions (e.g. t"--l avec 0 C a  1) qui vérifient

la (36) mais qui ne sont pas bornées, donc ne sont pas du type (49).

REMARQUE 3. L’hypothese (38) est v6rifi6e en particulier lorsque les

coefficients aij(t) sont lipschitziens sur [0, T].

REMARQUE 4. Si les coefficients aij(t) v6rifient l’hypothese (plus forte
que la (36))

alors la conclusion du th6or6me 3 (partie b, i)) est valable aussi pour

s == 1/(1- a).
On peut remarquer que la (50) pour « = 0 est verifiee par toutes les

fonctions int6grables sur [0, T], ce qui redonne la partie a ) du theoreme .

DEMONSTRATION. I1 suffit d’observer que, sous llhypoth6se (50), la fonc-
tion e,,(a, $) (cf. la (40)) qui figure dans l’inégalité (45) est telle que

so (a, ) I 1 0,’- 0 si 1$1 --&#x3E; 00.
Par cons6quent, la fonction exp (80(a, est born6e sur Rn,

Vê &#x3E; 0, non seulement pour s  1/(1 - «) mais aussi pour s = 1/(1 - «) . l l

REMARQUE 5. Plaqons nous dans le cas b, ii), du th6or6me 3. La con-

stante A qui figure dans l’hypothèse (37) est proportionnelle a la perte de
regularite de la solution u par rapport a la régularité des donn6es f{J, ’ip et f.

Plus exactementy si T appartient a Hs + + -, pour quelque s reel et ê &#x3E; 0,
et si y appartient a Hc et f a Ll([O, T]2 H§), alors la solution u du probleme
appartient a L°°([0, T], Hs c +1-ZA ) avec c = %(ho, T) tandis que oulôt appar-
tient a LOO([O, TJ, H-ëA) et alnlat2 appartient à Ll([O, T], Hs- 1-A).

Si de plus, outre a verifier la (37), les coefficients ai’(t) sont bornes sur
[0, T], alors le resultat precedent est valable aussi pour s = 0.

DEMONSTRATION. Sous l’hypothèse (37) llin6galit6 (19), avee q = 0,
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1 = $ et )$) &#x3E;I, donne

ou c == ë(Âo, T) et X(a, ) est d6finie par la (20).
Pour obtenir une bonne estimation de M(a, e), il faut observer (voir

l’Appendice, partie D) que

si le1&#x3E;1. Par consequent on a, grace a la (37),

ou la constante C depend de Ao t et de

On introduit alors la (52) dans la (51).
Enfin, lorsque les aij(t) sont bornees et donc verifient la (21), on observe que

5. - Solutions à support non compact.

On se propose ici d’étendre les r8sultats du § 4 au cas où les donnees

V) et f du problème f(l), (2)1 n’ont pas support compact dans R’. En
particulier on obtiendra un résultat d’egistence et d’unicité dans l’espace
des fonctions analytiques réelles en x.

THÉORÈME 4 (existence). Gonsidérons le problème {(I), (2)1 avec des

coefficients aij(t), fonctions réclles et intégrables sur [0, 1’], qui vérifient l’hy-
pothèse (16).

i) Si les données cp et V) sont dans l’éspace A/ des f onctions analytiques
réelles et f est dans L1 ([o, T], A, il existe une solution u du problème qui
appartient à H2,1 ([0, TJ, A) .

ii) Supposons que les coefficients aij(t) vérifient la (36) avec 0  oc  1.

On a alors, pouY° 1  s  1/(1- Lx):
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si q et y sont dans e,, et f est dans El ([0, T], tCs), il existe une solution u
dans H2,1 ([0, T], tCs);

si q et ’lp sont dans -9’ s et f est dans Ll([O, T], -q s it existe une solu-

tion u dans H2,1 ([0, T], -9’).
iii) Supposons que les aij(t) verifient la (37). On a alors :

si 99 et V sont dans e et f est dans E 1 ([0, T], off), it existe une solutions u
dans _U 2, 1(10, TI, 91);

si Q et 1p sont dans Q et f est dans Ll([O, T], D’), it existe une solution it
dans H2,1([0, T], -9’).

iv) Supposons que les ail(t) vérifient la (38) et soit s un nombre réel.

Alors si q est dans Hs", 1p est dans H’,, et f est dans Ll([O, T], Hfoc)’ it existe
une solution u dans C([0, T], Hs’l); en outre aulat appartient à L2([0, TJ, Hfoc)
et ’a2U/ot2 à Ll([O, T], Hs-1

DÉlBfONSTRATION.

(i) Soient q et 1p dans s/ et f dans L1 ([0, TJ, -c/).
Il existe alors (voir l’Appendice, partie .E) des familles {99,} et {V,} d’élé-

ments de et une famille {fp} d’éléments de Ll([O, T], £) (of v parcourt
un ensemble ordonné filtrant d’indices ) telles que:

dans 

dans -

Grace au théorème 1, partie (ii), il existe la solution Up dans H2,1([O, T], ye)
du probleme : 

’

Soit g un element de Ll([O, T], -,V’) et d6signons par va la solution (cf.
th. 3) dans H2,1([0, T], V’) du probleme dual:

dans

dans
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Multiplions (dans la dualit6 ( , ) entre val’ et V) 1’equation (54) par v9
et la (56) par Up et int6grons sur [0, T]. On obtient alors:

Or, supposons que la donn6e 9 parcourt une partie born8e £W de

L-([O, T], d’). Grace a l’in6galit6. (19) et au th6or6me de Paley-Wiener
(partie II) on voit alors que v,(O) et (av,lat)(0) parcourent une partie bornee
de .91/, tandis que vg parcourt une partie bornee de C([o, T], V’).

D’apres les (53) et (58), on obtient alors que, lorsque v - 00,

uniformement pour g dans 4lY.

Il existe alors t1 dans C ([o, T], .91) tel que, si p ---&#x3E; oo,

De la (54) il r6sulte aussi que, si v -+ oo,

11 en suit que la fonction u appartient a H2,1([0, T], d) et elle est une
solution du problème ((1), (2)}.

(ii)-(iii) La demonstration est tout a fait analogue a celle du cas (i).
11 faut simplement choisir g dans Ll([O, T], J§) (ou dans -L’([0, T], EØs))
dans Ie cas (ii) et g dans _Ll([O, T], J’) (ou dans Ll([O, T] £Q)) dans le cas (iii).

(iv) 11 faut prendre g dans une partie born8e E3 de L1 ([o, TJ, H-;S-l)
et appliquer 1’inegalite (22) (avec r = 0) a la solution Vg du problème {(56),
(57)}. Puisque sous l’hypothèse (38) on a w(a, T(21,B)-1) : AT(21’1)-1 il

en suit que wg( o ) parcourt une partie bornée de Hc et (OVg/ot)(O) une
partie bornee de H-;S-l, tandis que Vg parcourt une partie bornee de

Lex&#x3E; ([0, TJ, H-;S).
Il sufnra donc de choisir (q,), (y,) et {f v} de façon que (q,) -+ Q dans

H§£, (yr) - y dans Hioc et (f,) - f dans Ll([O, T], HToc).
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On montre ainsi qu’il existe u dans l’espace C([0, TJ, Hl  1) tel que

(u,) - u dans 0([0, T], H:ol).
De l’équation (54) il suit alors que:

et donc que u est une solution du probleme {(1), (2)} et que a2yat2 est dans
Ll([O, T], Hloc’-’). Par interpolation on voit enfin que aulat appartient à
_L2 ([0, T] Hsc) //

REMARQUE 6. Plaqons nous dans les hypotheses du theoreme 3 ou du
theoreme 4.

Si les donnees cp, ’ljJ et f (t) sont des fonctionnelles, ou des fonctions, a valeurs
r6elles, alors la solution u(t) (donnee par le theoreme 3 dans le cas de supports
compacts, et par le th6or6me 4 autrement) est elle aussi a valeurs r6elles.

DEMONSTRATION. Rappellons avant tout qu’une fonctionnelle analytique
r6elle (resp. une ultradistribution de Gevrey) X est 4 valeurs r6elles si X, w)
est un nombre reel pour toute fonction r6elle w analytique (resp. de Gevrey
et a support compact) sur R".

Lorsque X est a support compact cela 6quivaut 4 dire que:

Or, si les donnees q, y et f(t) sont dans .9/’ et u est la solution donn6e

par le th6or6me 3, on sait que ft($, t) est la solution du probleme (17). Mais
si 99, V et f (t) ont des valeurs r6elles, on obtient que u(- $9 t) est une autre
solution de (17), dloii la these.

Si q, y et f(t) sont des ultradistributions ou des fonctions a support non
compact, on accouple le probleme f(l), (2)} avec le probleme {(56)y (57)},
ou g(t) est choisie 4 valeurs r6elles. D’apres ce qu’on vient de prouver, v9(t)

T

est alors a valeurs reelles et, par consequent, (cf. la (58)) f g(t), u(t) dt
o

est dans R. Par l’arbitrarieté de g, on a alors que u(t) est a valeurs r6elles. //

THEOREME 5 (dependence continue de la solution par les donn6es).
Oonsidérons le problème ((1), (2)) avec des coefficients aij(t), fonctions riel-

les et intégrables sur [0, T], qui vérifient (16).

Soit, pour tout v dans un ensemble ordonni et filtrant d’indices, Uv une solu-
tion du problème avec données gg,, ip,, fr (c’est à dire Uv est une solution du

problème {(54), (55)}).
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Disignons par BO une boule ouverte de Rn avec rayon e &#x3E; 0 et par Bt la
boule ouverte avec le méme centre que BI et rayon e(t) oit.

i) Supposons que u,, appartient à 112,1([0, TI, ]d), ’rIv.

Si fgg,} et {’ljlV} convergent à zéro dan8 .9/(BO) et {tv} -+ 0 clans Ll([O, TJ,
d(BO)), pour r --&#x3E; c&#x3E;o, aloi-s

po,itr tout i E ]0, TJ tel que e( i) &#x3E; 0.

ii) Supposons que les aij(t) vérifient la (36) avec 0  (X  1 et que u,, ap-

partient à H2,1([0, T], tCs) (resp. à H2,1([0, .71J, s avec 1  s  1/(1- a), dv.

Si (q,) et {’1/,v} convergent à zéro dans tCs(BO) (resp. dans -9’(BO)) et

{fv}-7- 0 dans 1-,1([0, T]), tCs(BO)) (resp. dcrns L1([0, TJ, s )7 alors,
di E ]0, TJ,

resp. {up} --* 0 dans H2,1 ([0, i J, !’Ø;(BT))).
iii) Supposons que les ail(t) vérifient la (37) et que Up appartieitt et

1-12,1 (10, T], C) (resp. à H2,1([O, TJ, -9,)), Vv.

Si {T,} et {’If’p} convergent à zero dans C(BO) (resp. dans 2)’ (BO)) et {tp} --&#x3E; 0

dans .L1([0, TJ, C(BO)) (resp. dans Ll([O, T], -9’(BO))), alors, Vi E ]0, T],

(resp. {u,l - 0 dans Hl,l ([0, -r], 5Ø’(B7:))).
iv) Supposons que les aij(t) vérifient la (38) et que 2cy appartient à

H2,1([0, T], Hio 1 ) avec s réel, Vv.

Si {T,}--&#x3E;-O dans H"’(BO), {V,}--&#x3E;O dans Hfoc(BO) et {f,} ---- &#x3E;- 0 dans

Ll([O, TJ, Hfoc(BO)), alors, V1: E JO, TJ,
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tandis que t (a u,/ at) I - 0 dans L2([0, TJ, H:oc(BT)) et {(a2 upjot2)} - 0 dans

Ll([O, T], H’-’(Br)).

DÉMONSTRATION.

(i) Fixons T dans ]0, T] tel que o(r) &#x3E; 0.

Soit g dans Ll([O, T], Q/’(B-1)) et désignons par v, la solution (cf. th. 3)
dans H2,1([0, T], A’) du problème dual:

En multipliant 1’6quation (59) par Up et la (54) par v9 et en integrant sur

[0, T] on obtient 1’egalite :

Puisque g a ete choisi dans Ll([O, r], d’(BT)) le th6or6me 3, partie a,
nous dit que la solution vg appartient a H2,1([0, TJ, d’(BO)).

Par consequent la (61) implique que, pour v --&#x3E;- 00,

Or, si g parcourt une partie bornee de Ll([O, z], -,I’(BT)), on sait (cf.
la (44)) que v, parcourt une partie bornee de 112,1([0, z], cl’(BO)). Il en

suit que la convergence (62) est uniforme par rapport a g.
On a alors que uv -&#x3E; 0 dans C([O,,r], -Ql’(BT)) et donc (en rappelant

que u, v6rifle l’équation (1)) que lu,l--&#x3E;O dans H 2,1([0, -rJ, ’(B-r))
Les parties (ii), (iii) et (iv) se prouvent de façori analogue. //

REMARQUE 7. Les memes résultats du theoreme 4 sont encore valables

si 1’on remplace « famille dependant de v qui converge vers zero lorsque
v--*c&#x3E;o)&#x3E; par «famille bornee &#x3E;&#x3E;.

Du th6or6me 5 on peut d6river sans difficult6 le r6sultat suivant sur
le « domaine de dependence &#x3E;&#x3E; des solutions de 1’6quation (1), qui entraine
l’unicité de la solution du probleme f(l), (2)}.

35 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 01. Sci.
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THÉORÈME 6 (domaine de dépendence et unicité). Considirons le pro-
blème {(I), (2)} avec des coefficients aij(t), fonctions réelles et integrables sur
[0, TJ, qui vérifient la (16).

a) Soit u une solution dans H2,1([0, TJ, -V’) et soient q, V dans sll

et f dans El ([0, TJ, d’) tels que T (x) =: ip (x) - f (x, t) - 0 pour I x - xol  e.
t

Alors u(x, t) = 0 pour Ix- xol  e - Jla(s)lids.
0

b) Le même risultat est valable (sans autres hypothèses sur les coeffi-
cients) lorsque les données q et y appartiennent à d); pour quelque s &#x3E; 1 et f
est dans Ll([O, T], 9 f), pourvu que u appartienne à H2,1([0, TJ, 9

DÉMONSTRATION.
t

(a) Soit e(t) === fI a(s) ds et soit -r c- ]0, TJ tel que e (,r) &#x3E; 0.
o

Le fait que la fonctionnelle analytique r6elle u(,r) est 6gale à z6ro sur
la boule ouverte B(x,,, e(-r)) de centre xo et rayon e(í), signifie que

pour toute suite {w,} de fonctions entieres telle que

pour quelque 8 &#x3E; 0.

Or, si {w,,} est une suite de fonctions entieres qui verifie la (64), d6signons
par v, la solution dans H2,1([O, T J, A) du probleme:

Le th6or6me 5, partie (i), donne alors que Iv.,) --&#x3E;- 0 dans H2.1([0, 1’],
-,-,"(RnBB(X,, e-B))).

D’autre part, en accouplant le probleme {(65), (66)} avec le probleme
{(l), (2)1, on parvient a 1’6galit6

Il en suit alors la (63).
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(b) Si t1 est une solution dans H2,1([0, T], !Ø;), of s &#x3E; 1, du probleme
((1), (2)} avec des donn6es q et y dans !Ø: et f dans Li([0, T], !Ø;), on peut
remplacer u par 11 = q(x)u ou q(x) est une fonction de Gevrey d’ordre s
a support compact dans Rn telle que q - I sur la boule B(xo, e). On voit

alors que u est solution du probleme ((1), (2)} avec des donn6es §3, §J et f
qui coincident avec cp, ’ljJ et f (et donc sont nulles) pour Ix- xol  e et qui
appartiennent respectivement a 8§ (et donc a A et it Ll([O, TJ, J§) (et
donc a Ll([O, T], A)).

On s’est ainsi réconduit a la partie d8j£ prouv8e. //

THÉORÈME 7 (existence locale). Considerons Ze problème {(l)y (2)} avec des
coefficients ai j(t), f onctions réelles et integrables sur [0, T], qui vérifient la (16).

a) Etant données cp et y, f onctions analytiques sur une boule ouverte B°
de Rn de centre xo et rayon e, et f dans Li([0, T], .91(BO)), il existe une et une
seule solution u(x, t) du problème {(I), (2)} sur le conoïde r de R" x[0y T], où

que appartient 4 H2,1 ([0, 1], d(Bi)), ‘dz E ]0, T], oic Bt est la boule ouverte

de centre xo et rayon Q(-r) donni par

.En particulier la f onction u(x, t) est de classe 01 dans T et elle est analytique
en x sur Bt, Vt E [0, T].

b) Lorsque les coefficients aij(t) vérifient une des hypothèses supplé-
mentaires (36), (37) ou (38), on a des résultats d’existence (et unicité) des solu-
tions sur le conoide r, qui sont analogues aux précedents résultats d’existence
globale (cf. th. 4, parties (ii), (iii) et (iv)).

DÉJBIONSTRATION.

(a) Puisqued est dense dansd(BO), et donc (voirl’AppendicepartieE)
Ll([O, TJ, d) est dense dans Ll([O, TJ, d(BO)), 6tant donn6es T, y et f,
il existent des familles (qr), {Vl"} dans d et {f,,} dans Li([0, T], s/), of v
parcourt un ensemble ordonné filtrant, telles que, si v --&#x3E;- oo,
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Soit alors u, la solution (cf. th. 4) dans H2,1 ([0, T], -V) du probleme
{(l), (2)} avec donn6es ggp, 1jJ", Iv.

Grace au th6or6me 5 applique aux familles (dependant des indices (v, It))
{q;,,- q;tl}, {1jJ,,- V’tl}, {f,,- ff.l}’ on a que {uv} est de Cauchy dans C ([0, r],
,Q/(B,r)) pour tout r dans ]0, T] et donc {u,} converge vers une solution u du
probleme {(1), (2)} sur F.

L’unicite se prouve comme la partie (b) du th6or6me 6.

(b) On peut proc6der de façon analogue au cas (a), ou bien se ramener
au th6or6me d’existence globale en multipliant les donnees q, y et f par
une fonction de Gevrey (d’ordre convenable) avec support compact dans B°
et 6gale a 1 pour Ix - x, I  e - E (e &#x3E; 0) et en utilisant le théorème 6 r6-

latif au domaine de dependence. ll

6. - Convergence.

Dans ce paragraphe on considere une suite de problemes du type {(l)y (2)},
a savoir:

o-h k = 19 21 39 ... , et les aij,k sont des fonctions r6elles et int6grables sur
[0, T] qui verifient la (16) uniformement par rapport h k (c’est-a-dire avec 20
indépendant de k).

On peut se demander si, lorsque la suite {aij,k) converge (pour k -¿. oo)
vers aij dans L1([o, T]), Vi, j =-- - 1, ..., n, et les suites fg9l), IVI} et tfk} con-
vergent vers q, y et f respectivement, dans un sens a preciser, peut-on dire
que {Uk} converge vers la solution u du probleme limite:

THEORÈME 8. Oonsidérons la suite de problèmes {(67), (68)} et supposons

que les coefficients aij,,(t), rielles et intigrables sur [0, T], vérifient la (16)
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uniformément par rapport à k et que, Vi, j 19 ..., n,

Désignons par Uk lac solution du problème {(67), (68)} et pacr u la solution
du problème limite {(69), (70)}.

Supposons que, pour k --&#x3E; 00,

et que

Alors :

ii) Supposons que les coefficients aii,k(t) vérifient la (36) avec des con-
stantes cx et A indépendantes de k et que

et

où s est un nombre riel tel que I s  1/(l - a) -
Alors :

iii) Supposons que les aii,k(t) vérifient la (37) avec une constante A inde-
pendante de k et que

et

Alors :
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iv) Supposons que les aii,k(t) vérifient la (38) avec une constante A qui
ne dépend pas de k et que

et

pour quelque s réel.

Alors :

et

DEMONSTRATION. Consid6rons d’abord le cas (i). Si {99,} ---&#x3E; q) et

{1J’k} ---&#x3E; V dans d’ et {tk} - f dans Li([0, TJ, Q/’) , on voit (th6or6me de

Paley-Wiener, partie II) que q;k, ’Øk,!k vérifient Ilin6galit6 (41) avec des

constantes C. et e qui ne dependent pas de k (cf. la demonstration du th. 3,
a laquelle on se rapportera dans la suite).

D’ailleurs les aij,, appartiennent a une partie compacte de .L1([o, 111),
de sorte que les fonctions

sont 6quiborn6es sur [0, T] et

uniformement par rapport a k.
Par consequent, la fonction e,(ak, Q) (d6finie par la (40)) est 6quiborn6e

pour I I &#x3E; 1 et converge a zero pour "1-+ 00, unif ormement par rapport
it k. Il en suit que les constantes Le(ak) definies par la (43) sont born6es

=

par rapport a k, pour tout e &#x3E; 0, de sorte que K et 8t1/8t verifient la (44)
avec des constantes qui ne dependent pas de k.

Donc (th6or6me de Paley-Wiener, partie II) les suites {Uk} et fau’lat}
sont bornees dans C([0, T], d"). D’apres l’équation (67) on obtient enfin

(en remarquant que les aij,7, sont équi-intégrables sur [0, T], et que les fk
sont équi-intégrables sur [0, T] a valeurs dans a’) que les a2 Uk/ at2 sont
équi-intégrables sur [0, T] a valeurs dans d", donc les allklat sont 6qui-
continues sur [0, T] a valeurs dans d".

Mais si’ est un espace de Montel et donc {auklat} est r6lativement com-
pacte dans C([0, T], d").
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En conclusion on a prouve que {Uk} est une suite r6lativement compacte
dans C’ ([0, T], .91’). Or, on voit aisément que si u* est la limite d’une sous,
suite de {,Ukl qui converge dans C1([o, T], V) alors u. est une solution du
probleme limite {(69), (70)}.

Mais ce probleme n’a que la solution u, donc u* = u; d’oil la these dans
le cas des fonctionnelles analytiques.

Supposons maintenant que {(Pl} --&#x3E; (p et {Vk} -&#x3E; v dans .91, tandis que

{fk} -+ f dans Li(10, T], d).
Introduisons le probleme dual (cf. la demonstration du th6or6me 4)

ou g est un element fixe dans Ll([O, T], d’).
En accouplant le probleme {(72), (73)} avec le probleme {(67), (68)}

T

on obtient (cf. la (58)) que { f (g(t), Uk(t) dti est bornée et donc que {Uk}
0

est bornee dans C([0, T], Q/).
D’apres 1’equation (67) on a en outre que les 02Uk/Ot2 son 6qui-int6grables

sur [0, T] a valeurs dans j3/.

La conclusion est alors la meme que dans le cas des fonctionnelles

analytiques.
Pour prouver le cas (ii), il est avantageux de traiter d’abord le cas ou

les donnees 92k, Vk et f k ont support en x (en tant que fonctions ou bien
fonctionnelles) contenu dans un compact de Rn qui ne depend pas de k. Ce
cas se prouve de façon tout a fait analogue au cas des fonctionnelles

analytiques.
Cela fait on se debarasse de I’hypoth6se de compacit6 des supports à

1’aide du proc6d6 usuel de dualit6.
Les cas (iii) et (iv) se prouvent de façon analogue. //

7. - Contre-exemples.

THÉORÈME 9 (contre-exemples sur la convergence). Gonsidérons la suite
de problèmes (k = 1, 2, 3, .... )
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ou (cf. [1])

et

(Les suites {8k} et {Ch} seront choisies dans la suite).
i) Soient 8 et 6 deux nombres &#x3E; 0, e c 1/10, et soit:

Alors les coefficients alc(t) sont du type

et ils parcourent une partie bornie de L°° ([0, T]).
De plus on a, pour k --&#x3E;- 00,

f aiblement dans L 1 ( [0, T]) .

En outre la donnie initiale 1p(x) est une f onction analytique sur R.
Toutefois, pour t &#x3E; 618 (d l’exception des t qui sont des multiples entiers

de n), la suite {Uk(t)} n’est pas bornie dans -9’, ni dans £Q) quel que soit r &#x3E; 1.

ii) soit

On a alors, pour k - 00,

En outre la donnie initiale 1p(x) est une f onction de Gevrey d’ordre s pour
tout s &#x3E; 1.

Toutefois la suite { Uk (t)} n’est pas bornie dans 9 f, quel que soit r &#x3E; 1

et t &#x3E; 0 (t =A va, v entier).

iii) Soit 0  oc  1 et soit
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Alors on a encore la (77). De plus, les fonctions ak(t) sont equi-hoZderiennes
d’exposant a.

En outre V(x) est une f onction de Gevrey d’ordre s pour tout s &#x3E; 1/(1 - Lx).
Toutefois la suite fuk(t)l n’est pas bornie dans £Q), quel que soit r&#x3E; 1/(l - a)

et t &#x3E; 0 (t:# vn, v entier).

iv) Soit

Alors on ac encore la (77). De plus, les fonctions alc(t) sont équi-hölderiennes
d’exposant a, pour tout a  1, et ’lp(x) est une f onction indéfiniment di f f erentiabZe.

Toutefois la suite f’Uk(t)l n’est pas bornie dans -9’, quelque soit t &#x3E; 0

(t =l=vn, v entier).

DEMONSTRATION. On développe la solution Ulc(X, t) du problème {(74),
(75)1 en s6rie de Fourier du type

Les coefficients Vk,h(t) doivent alors verifier le probleme de Cauchy:

Or, si ak(t) est la fonction definie par la (76), on peut resoudre explicit6-
ment ce probleme lorsque = h, et on obtient la solution suivante:

En utilisant le theoreme 12 de l’Appendice et en faisant des simples
v6rifications on acheve alors la demonstration. //

THEOREME 10 (contre-exemples sur l’existence). Considirons le problème:

avec T&#x3E;1.
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Oonsidérons la partition suivante de Ilintervalle [0, 1[ :

of

Soit

of

et

(les nombres riels ëk seront choisis dans la suite).

i) Soit:

Alors la f onction a(t) est continue sur [0, T]; toutefois on peut trouver 99(x)
et ’lfJ(0153), fonctions de Gevrey d’ordre s pour tout s &#x3E; 1, telles que le problème
{(78), (79)} n’ait pas de solutions dans H2,1([0, T], .9’), quel que soit r &#x3E; 1.

ii ) Soit:

Alors a(t) est hölderienne d’exposant 0153 sur [0, T] ; toutefois on peut trouver
qy(0153) et y(x), fonctions de Gevrey d’ordre s pour tout s &#x3E; 1/(l - a), telles que
le problème t(78), (79)} n’ait pas de solutions dans H2,1([O, T], -q’), quel que
soit r &#x3E; 1/(1- a).

iii) soit :

Alors a(t) est holderienne sur [0, T] avec exposant a pour tout a  1 ; toutefois
on peut trouver T(x) et y)(x), fonctions indéfiniment di f f erentiabtes, telles que
le problème {(78), (79)} n’ait pas de solutions dans H2,1([0, T], g’).

DÉMONSTRATION. Nous prouverons seulement le cas (i), les autres cas

pouvant se démontrer de façon analogue.
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Au but de construire les fonctions T(x) et ’lfJ(x), on construira une solution
v(x, t) de 1’equation (78) dans R X [0, 1[ telle que

tandis que

n’est pas bornee dans -q’ r lorsque

Une fois qu’une telle fonction v sera construite, il sera suffisant de choisir

pour achever la demonstration du theoreme.

En effet, s’il existait une solution u(x, t) de {(78), (79)} appartenant à
H2,1([0, T], -q’) pour quelque r &#x3E; 1, cette solution devrait (grace au théo-
reme 6 de unicit6) coincider avec v(x, t) pour 0  t  1, ce qui contredi-
rait la (81).

La fonction v (x, t ) sera construite du tupe

ou vh(t) est une solution de 1’6qnation ordinaire:

Entre toutes les solutions de 1’6quation (83) on choisit celle qui v6rifle
les conditions suivantes

où tn d6signe le centre de 1’intervalle In (donc tn == 1- 3.2-h-2).
Mais, en eSectuant le changement de variable t ---&#x3E; r - ?7h(t - th), on peut

resoudre explicitement le probleme t(83), (84)} dans 1’intervalle Ih, en

obtenant la solution

ou
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Or, désignons par th et th les deux extrêmes de l’intervalle Ih (donc
th , = 1- 2-h et th = 1- 2-1£-1).

On a alors (puisque sin (rht) = 0 et cos (rht) = 1 pour t = th et t == t§/)

D’apres le choix qu’on a fait de Eh et 17,, on verifie facilment (grace au
th. 12 de l’Appendice) que la suite ((8w/8t)(t§)) n’est pas bornée dans £P), 9
quel que soit r &#x3E; 1.

On a donc prouve la (81).
Pour prouver la (80), on utilise le Lemme 1 sur l’intervalle [0, th] (par-

couru au sens des t decroissants), avec «(t) = h2a(t), P(t) = «(t) et y(t) = 0.
Puisque dans cet intervalle on a la’ (t) I  CEh-l’ql-,, la (6) donne

D’apres le choix de £h, r¡h, on verifie alors (grace au th. 12) que v(t) et

(av/at)(t) appartiennent a Cs pour tout.s &#x3E; 1 et pour tout t E [0, 1[. D’apres
l’équation (78) on a enfin la (80). //

8. - Cas de 1’hyperbolicite faible.

Tous les résultats d’existence ou de convergence des solutions des pro-
blemes hyperboliques que nous avons obtenus jusqu’a ici, ont 6t6 prouves
sous llhypoth6,se de coercivite des coefficient:

Or, on peut voir que cette hypothese peut etre substituee par l’hypothèse
plus faible:

au moins dans le cas de solutions dans vJ ou dans .sir.

TlIÉORÈME 11. Considérons le problème {(I), (2)1 avec des coefficients
réels et intégrables aij qui vérifient (89).

Si les données ffJ et 1p appartiennent à .91 (resp. à d’) et f appartient à

.L1 ([o, T], d) (resp. à Ll([O, TJ, d’)), alors it existe une et une seule solution
du problème dans H2,1 ([Q, TJ, d) (resp. dans H2,1 ([0, TJ, V)) -
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En outre il est encore valable le méme risultat sur la convergence des solutions

prouvé dans le th. 8, partie (i), sous I’hypothèse (88).

DEMONSTRATION. La thèse se prouve de façon analogue au cas de coer-
civité des coefficients, mais cette fois-ci on doit utiliser au lieu de l’esti-
mation (19) une version un peu modifiee de cette estimation.

On peut en effet prouver, sous la seule hypothese (89) de positivit6 faible,
l’in6galit6 suivante pour la solution u dans H 2,1 ([0, T], Ye") du probleme
{(l), (2)}y avec des donnees fonctionnelles holomorphes:

OÙ s( ,) est une arbitraire fonction telle que 0  s( ,)  1, et ou

pour tout t dans [0, T] et I" &#x3E; 1. 
’

Nous avons désigné par cl et c2 des constantes dependant de T et nous
avons pose (cfr. (18))

Pour prouver la (90), il suffit de reprende la demonstration du Lemme 2
en choisissant cette fois:

(ou £(t) et Q,(-r) sont definis comme dans la demonstration du Lemme 2),
de sorte que:

Une fois prouv6e la (90), on choisit (par exemple)

et l’on procede comme dans la demonstration du th. 3, partie (a). ll
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9. - Appendice

A) DEMONSTRATION DU THEOREME DE PALEY-WIENER, PARTIE III.

i) Soit U E Ll([O, TJ, sV’). Alors l’ensemble

est born6 dans El([O, T], A’). Par consequent l’ensemble

T

est borne dans .!:II (en effet, l’application lineaire v Hw(t) dt de L1([o, T], .c11/)
dans s/’ est continue). 0

, De la partie II du theoreme et du fait que la transf ormee de Fourier
T T

de la fonctionnelle fv(t) dt est 6gale a f v(C, t) dt, il r6sulte alors qu’il existe
o 0

e &#x3E; 0 tel que, VB&#x3E; 0, 3°8 tel que

V2 E L’([O, T]), avec I A (t) ( c 1.
On a donc prouve III-(i).
Le cas (ii), (iii), (iv) se prouvent de façon analogue. //

B) DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

i) On peut reconduire le probleme {(l), (2)} a un probleme du type
suivant:

oii w et F sont des fonctions sur [0, T] A valeurs dans [3Q’]"+1, Ai(t), ... , A.(t)
sont des matrices scalaires (n + 1) x (n + 1), intégrables sur [0, T], et

Wo E [£’In+l.
Le probl6me (91) est 6quivalent A 1’6quation int6grale
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On definit, pour k entier &#x3E; 1,

On a alors, pour k&#x3E;2,

Pour chaque domaine convexe D de C" et u c on pose:

Soit en outre

Fix6s deux domaines convexes Do et D de en tels que Do cc D, on a
alors (en utilisant la formule de Cauchy pour les fonctionnelles holomorphes)

0A

Mais : O

donc on obtient
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00

11 en r6sulte que, pour 0  t  T, la serie L Wk (t) - w,-, (t) 11 1, est con-
k=1

vergente, pourvu que le domaine D soit assez grand par rapport a Do,
notamment pourvu que 

.

3Iontrons maintenant llunicit6 des solutions. Soit w tel que

et soient Do, D et e comme ci-dessus.
On a alors

Mais cette in6galit6 est valable pour tout k, donc, si D et Do sont tels
t

que ffl(s)c7s,o, on obtient IIW(t)IID- 0’
0

ii) Dans le cas des fonctions entieres, la demonstration de l’existence
et de l’unicité est analogue au cas des fonctionnelles holomorphes. 11 faut

maintenant utiliser les normes suivantes sur llespace X"

et choisir les domaines Do, D tels que D cc Do. //

) THÉORÈJB0152 12 (type Paley-Wiener pour les séries de Fourier).

a) i) Soit w une f onction analytique sur R, 2n-périodique. On a alors,
au sens de l’ espaee A,

ou bh sont des nombres complexes tels que
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ii) Soit w une fonction de Gevrey d’ordre .3 &#x3E; 1 sur R, 2n-périodique.
On a alors, au sens de &#x26;,, l’ égalité (92) avec

iii) Soit w une f onetion indéfiniment différentiable sur R, 2Jc-peY°iodique.
On a alors, au sens de C, l’égalité (92) avec

iv) Soit w une distribution su R, 2n-périodique. On a alors, au sens de D’,
t’egalite (92) avec

v) Soit w une ultradistribution de Gevrey d’ordre s &#x3E; 1 sur R, 2n-pério-
dique. On a alors, au sens de -9 s f, Z’egaZite (92) avec

b) Vice-versa, si {b,} est une suite de nombres complexes qui vérifie l’iné-
galité (93) (resp. la (94), resp. la (95), resp. la (96), resp. la (97)), alors la
série (92) converge dans l’espace -cl (resp. dans resp. dans if, resp. dans -9’,
resp. dans -q’). 

c) Si {w,} est une suite bornee dans l’espace ,q/, alors chaque Wk admet
le développement (92) avec des coefficients bh,k qui vérifient la (93) uni forme-
ment par rapport à k.

Le vice-versa est aussi valable.

Des risultats analogues sont valables pour les autres espaces considérés

dans la partie (a). //

D) ) PROPOSITION 1. Soit a(t) = [a;;(t)Ji,il,....n dans (LI([O, TJ))"" et soit:

On a alors, pour 0TT/2 et OsT - T,

36 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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et

ou m,, d6signe la moyenne de a(t) sur [0, T].

DEMONSTRATION. Soit m dans C" et soit

On a alors

d’ou

En integrant par rapport h s sur [0, T - r], on obtient

Or on a grace au theoreme de Fubini-Tonelli:

D’ici, pour m = 0, et pour m = ma, on derive la these. //

E) PROPOSITION 2.

Soit X un des espaces vectoriels topologiques suivants:

of s est un nombre reel &#x3E; 1 et r un nombre reel quelconque.
Alors 3Q est dense dans X et Li([0, T]y f) est dense dans Ll([O, T], X).
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DEMONSTRATION. Le fait que 3Q soit dense dans X est bien connu.

Soit maintenant dans .L1([o, T], X). D’apres la definition, on sait qu’il
existe une suite lu7,} de fonctions 6tag6es a valeurs dans X, qui converge a u
dans L1([o, T], X). D’autre part, puisque -41 est dense dans X, il est facile
de construire, pour tout k, une suite U1h) dans L1([o, T], 3Q) telle que

(h) --&#x3E;- tli, dans Ll([O, T], X), pour h - oo. On parvient donc a la these. //
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