ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

FERRUCCIO COLOMBINI
ENNIO DE GIORGI

SERGIO SPAGNOLO

Sur les équations hyperboliques avec des coefficients
qui ne dépendent que du temps

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 4° série, tome 6, n°3
(1979), p. 511-559

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1979 4 6_3 511_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1979, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1979_4_6_3_511_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sur les équations hyperboliques avec des coefficients
qui ne dépendent que du temps (*) (**).

FERRUCCIO COLOMBINI - ENNIO DE GIORGI
SERGIO SPAGNOLO (***)

Introduction.
L’équation hyperbolique du second ordre

2 1,n

8877: - g;‘a%(aij(x, ?) ’Z%) = f(=, 1)
sur R} x[0, T}, n’a été en général étudiée que lorsque les coefficients a,;,
outre & vérifier les hypothéses habituelles de symétrie et de coercivité, sont
des fonctions mesurables et bornées en x et lipschitziennes par rapport &
la variable ¢.

Sous cette hypothése, le probleme de Cauchy associé & ’équation ci-
dessus considérée a été étudié par des nombreux auteurs qui ont obtenu
(cf. Lions [5], Lions et Magenes [6], Hurd et Sattinger [4]) des résul-
tats d’existence et unicité des solutions dans des convenables espaces de
Sobolev. Une hypothése un peu plus faible que la lipschitzianité en ¢ des
coefficients a été considérée par De Simon et Torelli ([2]) qui ont prouvé
un théoréme d’existence et unicité dans le cas ou les coefficients a,;(x, t) sont
& variation bornée sur [0, 7] en tant que fonctions de ¢ & valeurs dans Iespace
de Banach L®(R}).

On pourrait d’ailleurs chercher 3 résoudre le probléme de Cauchy en
question méme lorsque les coefficients a,;(x, t) sont simplement des fonctions
localement intégrables sur R x [0, T]. Mais un trés simple exemple ([4], ol

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.).
(**) Une note présentant les résultats de ce papier, est parue dans les Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences, t. 286 Série A (1978).
(***) Scuola Normale Superiore - Pisa.
Pervenuto alla Redazione il 19 Luglio 1978.
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les coefficients sont du type a(w, t) = a(x — t) avec a(£) égale & «, 8i £< 0,
et & a, 85i £ >0, oll 0 < &, < 1< ;) montre qu’on ne peut pas en général
espérer d’avoir 1’existence de solutions, méme dans I’espace des distributions.

Tout de méme, on peut penser de compenser Iirrégularité en ¢ des
" coefficients par une convenable régularité en x, et done d’obtenir I’existence
et I'unicité des solutions pour des coefficients méme discontinus en ¢ mais
trés réguliers en «.

Le cas plus simple qu’on peut envisager est celui o les a,; ne dépendent
que de la variable t: & ce cas est consacré 1'article présent.

On considérera donc dans la suite le probléme suivant

ProBLEME. Soient a,,(t) des fonctions réelles et intégrables sur [0, T']
qui vérifient ’hypothése de coercivité

1,n
S a(t)E&> |82 (A>0), VEER~.
%)

Etant données des fonctions (ou des fonctionnelles) ¢(x), () et f(z, t),
trouver u(zx,t) telle que

o2 1,n o2u
1) P gan(t) A f(,t)  dans R" x[0, T,
ou
(2) u(x, 0) = p(x) et T (@y 0) = y(x) dans R~ .

Les données ¢(x), w(z) et f(x, t) seront choisies dans X,, X, et L1([0, T'], X,)
respectivement, ou X,, X, et X, sont des espaces d’ultradistributions de
Gevrey sur R* ou de fonctionnelles holomorphes avee des inclusions con-
tinues X, G X, G X,, tels que les dérivations 9/0x;, j = 1, ..., n, appliquent
X, dans X, et X, dans X, avec continuité.

La solution % est alors cherchée dans espace L*([0, T, X,) et I’équation
(1) est entendue au sens des distributions vectorielles, & valeurs dans X,
sur lintervalle 10, T[. On peut d’ailleurs voir, d’aprés 1’équation (1), que
la solution u appartient de fait & l’espace C*([0, T], X,), de sorte que les
conditions initiales (2) ont un sens.

Pour la plupart des cas considérés dans cet article, les trois espaces
X,, X, et X, seront coincidents.

Or, on prouvera des résultats d’existence et unicité pour le probléme
{(), (2)} méme si les coefficients a,,(¢) sont trés irréguliers, notamment s’ils
sont simplement des fonctions intégrables sur [0, 7']. Bien entendu, les solu-
tions ne seront pas en général que des fonctionnelles, & moins que les don-
nées ¢, v et f ne soient trés réguliéres.
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Plus exactement, on verra (th. 3) que si ¢(x), y(r) et f(x,?) sont des
fonctionnelles analytiques réelles sur R} (par exemple, s’ils sont des fonctions
intégrables & support compact) alors le probléeme {(1), (2)} a une et une seule
solution u(x, t) fonctionnelle analytique réelle en # pour tout ¢, tandis que
(th. 4) si ¢(x), y(x) et f(x, t) sont des fonctions analytiques réelles en z, alors
il existe une et une seule solution u(«, ) analytique réelle en 2z, pour tout ¢.

On peut done résoudre le probléeme {(1), (2)}, soit dans la classe X des
fonctions analytiques réelles sur R* que dans la classe X’ des fonctionnelles
linéaires et continues sur X.

Si les coefficients a,;(f) sont un peu plus réguliers on a encore le méme
phenomene, en plus cette fois-ci on peut prendre X égale & une convenable
classe de fonctions indéfiniment différentiables sur R” qui contient la classe
des fonctions analytiques réelles (de sorte que la « distance » entre X et X'
se réduit).

Par exemple, si les a,; sont holderiens d’exposant x et si 1<s << 1/(1 — «)
on a (th. 4) une solution u(x, t) ultradistribution de Gevrey d’ordre s en =,
pourvu que les données soient des ultradistributions d’ordre s en z; tandis
que, lorsque les données sont des fonctions de Gevrey d’ordre s en x, alors
la solution est elle aussi une fonction de Gevrey (du méme ordre) en 2.

Encore, si les a,; vérifient la condition

|aus(t + 7) — au(t)| <Al| (|log ||| + 1)

avec A costante, on a (th. 4) une solution u(x,t) distribution en # pourvu
que les données soient des distributions en ; tandis que, lorsque les don-
nées sont des fonctions de classe C° en , alors la solution est elle aussi de
classe C° en .

Des contre-exemples (th.10) montrent enfin qu’on ne peut pas améliorer
les théorémes précedents. En particulier on ne peut pas en général résoudre
le probléme de Cauchy {(1), (2)} dans les espaces de Sobolev si les coefficients
ne sont pas & variation bornée.

Outre & l’existence, on prouve aussi des estimations & priori sur la
solution. Ces estimations se révelent utiles lorsqu’on considére une suite
de problémes du type {(1), (2)} avec des coefficients a;;(t) (k =1,2,...),
non uniformément réguliers, qui convergent vers a,;(f) pour k — oo, et ’on
veut prouver la convergence des solutions corrispondentes.

On prouvera en effet (th. 8) que, si {a;;,} — a,;dans L* et si les don-
nées sont des fonctionnelles analytiques (resp. des fonctions analytiques)
réelles en x, alors les solutions convergent au sens des fonctionnelles analy-
tiques (resp. des fonctions analytiques) réelles en x.

Si, de plus, les a; ; sont des fonctions équi-hélderiennes, alors les solutions
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convergent dans l’espace des ultradistributions (ou des fonctions) de Gevrey
en z, pourvu que les données soient des ultradistributions (ou des fonctions)
de Gevrey en 2.

La démonstration de 'existence des solutions s’articule dans les étapes
suivantes:

1) On prouve un théoréme d’existence dans Pespace des fonctionnelles
holomorphes, ou dans ’espace des fonctions analytiques entieres, sans aucune
hypothése de coercivité ou de régularité des coefficients (ce théoréme, qui
est trés proche & celui de Cauchy-Kovalevski, est bien connu (voir[11],
ou[1]); on en donnera quand méme une démonstration dans l’Appendice).

2) On considére le cas ou les données ¢(x), w(x) et f(x, ¢) sont nulles
pour |z|>7: on se sert dans ce cas de la transformation de Fourier-Laplace
par rapport & la variable # (qui devient la variable ¢ € C*) pour réduire le
probléme {(1), (2)} & une famille, dépendant du paramétre {, d’équations
différentielles ordinaires.

3) On estime la croissance en (|{| — oo) des solutions des problémes
transformés, en utilisant un résultat (Lemme 1) relatif aux équations ordi-
naires du second ordre; grice a ces estimations et au théoréeme de Paley-
Wiener, on voit que la solution, trouvée dans un premier temps dans I’espace
des fonctionnelles holomorphes, est de fait bien plus réguliére.

4) On élimine, & 'aide d’un procedé de dualité, I’hypothése que les
données ¢, p et f soient & support compact en .

Observons en conclusion que pour des données périodiques en = on peut
aussi utiliser le développement en séries de Fourier. Le procédé devient
alors beaucoup plus simple et, pour cette raison, on le présentera ici de
fagon indépendante (§3) bien qu’il soit un cas particulier des résultats ex-
posés aux paragraphes successifs.

On peut enfin remarquer que I’hypothese de coercivité sur la forme
quadratique des coefficients n’est pas nécessaire, et peut étre substituée
par ’hypothése plus faible de non-negativité, si 'on se borne & considérer
le cas de solutions fonctions (ou fonctionnelles) analytiques réelles (§7).

1. — Notations et rappels.
Soit 2 un ouvert de R». On utilisera les suivants espaces vectoriels
topologiques sur le corps complexe C.

H fonctions entieéres sur R~
() fonctions analytiques sur Q.
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&,(82) fonctions de Gevrey d’ordre s sur 2 (s>1).

\

2,2) fonctions de Gevrey d’ordre s, & support compact dans £2.

&(2) fonctions indéfiniment différentiables sur £.

2(2) fonctions indéfiniment différentiables, & support compact dans Q.
H' fonctionnelles holomorphes sur C~.

'(2) fonctionnelles analytiques réelles sur 0.

2,02) ultradistributions de Gevrey d’ordre s sur Q (s>1).

€(2) ultradistributions de Gevrey d’ordre s, & support compact dans £.

3

Lorsque £ coincide avee R*, on écrira simplement «, &,, 2,, €, 2, ',
2., &, au lieu de A(Q), £,(Q), 2,92), ....

Pour ce qui concerne la topologie et les principales proprietés de ces
espaces, on renvoie & Lions-Magenes ([6]), Gelfand-Shilov ([3]), Roumieu
([9], [10]) et Martineau ([7]). On rappelle quand méme les faits suivants:

Une fonction sur R” (& valeurs complexes) se dit entiére si elle est pro-
longeable a une fonection holomorphe sur tout C~.

Une fonction u, indéfiniment différentiable sur 2, se dit de Gevrey d’or-
dre s (s réel>1) si pour tout K cc Q2 il existe M et A tels que

| D u(@)| < MA" [r|™, VYeeK, Vr.

Pour s =1 on a &,(Q) = A(Q) et &,(2) = /'(2) tandis que 2,(2) =
= 9,(9Q) = {0}.

Soit w € &'(2) et K cc 2. On dit que le support de w est contenu dans K
(supp (w) C K) si, V{u,}C /() telle que {u;} —0 dans 2/(U) pour quelque
voisinage ouvert U de K, on a {{w,ux)} —0 (k— o).

Chacun des espaces vectoriels topologiques considérés ci-dessus est
complet, reflexif et de Montel, au sens que toute suite bornée admet une
sous-suite qui converge.

On utilisera aussi les espaces de Sobolev H*(2) = H%*(Q) (s réel quel-
conque) et les espaces

H; (2) ={uecD'(Q): guec H'(Q), Vpe 2(2)}

HYQ) = {ueH2): supp (u) est compact dans Q}.

Dans les équations d’évolution on rencontre souvent des fonctions
(ou des fonctionnelles) w(x,?) qui dépendent des = -+ 1 variables ==
= (@, .., 2, )€ et te[0, T], o T est un nombre réel > 0.

Une telle u(x, t) sera considérée, en général, comme une fonction définie
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sur [0, T] et & valeurs dans un convenable espace X de fonctions (ou de
fonctionnelles) sur Q.

Soit done X un espace localement convexe complet et soit u: [0, 7] — X.
On dit que u est intégrable sur [0, T] ¢’il existe une suite {u,} de fonctions
sur [0, T, & valeurs dans X, constantes sur chaque élément d’une partition
finie de [0, 7] en parties mesurables, et telles que, si k — oo,

{u(t)} > u(t) dans X, p.p. sur [0, 77,
et

T
fﬂ(uk(t)— u(t)) dt -0, Vu semi-norme sur X .
0

Si u est intégrable sur [0, T'], on pose

T T
fu(t)dt = 1lim |u,(t)dt .

k—>o0

0 0

On désigne par L([0, T'], X) D’espace vectoriel topologique des fonctions,
4 valeurs dans X, intégrables sur [0, 7], muni des semi-normes

T
{u Hflu(u(t)) dt: u semi-norme sur X } .
0

On définit de fagon analogue I’espace L?([0, T], X), avec p réel >1 ou
bien p = oo, formé par les fonctions u: [0, T] —X intégrables sur [0, T']
et telles que ¢ u(u(t)) appartienne & L”([0, T]), pour chaque semi-norme
u sur X.

Soit » dans L([0, T], X). On peut alors considérer les dérivées u', u’, ...
de u au sens des distributions (vectorielles) & valeurs dans X.

On considérera aussi les espaces

HY([0, T], X) = {ue L*([0, T], X): o, u', ..., u® e L*([0, T], X)} ,
c([0, T}, X) = {u:[0, T]— X:u continue sur [0, T']},
C¥[0, T1, X) = {ue0([0, T], X): w', o, ..., u® e C([0, T], X)},

ou k est un entier >1.
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Remarquons enfin que, si X est un sous-espace de Z'(Q2) ou de @;(Q)
pour s> 1, chaque u dans L'([0, T], X) peut étre considérée aussi comme

une distribution, ou une ultradistribution, sur le cylindre £ x10, 7[. On
écrira donc ow/ot au lieu de u'.

THEOREME DE PALEY-WIENER. Pour toute w e o', on définit la trans-
formation de Fourier de w, par la formule

w(l) = <w, by ({ =&+ ineCr)
he(2) = exp (—i({,2)) (2€Cr).
On écrira aussi, pour e L([0, T, '),

(g, 1) = <u(t), by .

a

On sait que () est une fonction entiére & croissance exponentielle.
On a en outre les résultats suivants.

I) Soit w dans #'.

i) w est dans /', avec support contenu dans la boule de R", {|z| <p}, si et
seulement si, Ve>0, 3C. tel que

(& + in)| < Ceexp (elé] + (e + &)nl),  VeCr, [E>1.
i) w est dans &, (s>1) si et seulement si, Ve >0, IC. tel que
[(£)| < Ceexp (¢|£]'%), VEeR", |&[>1.
iii) w est dans &' si et seulement si Ik, 30, tels que
(&< 0@ + &7 VéeRr, |€]>1.
iv) w est dans H (s réel) si et seulement §’il existe y € L*(R") tel que

[0(E)| <p(&) (A + £, VEeRn, [£[>1.
v) w est dans 2 si et seulement si, Yk >0, 30, tel que

()| < Cul(l + [€[})7F2, VEeR, |§>1.
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vi) w est dans Z, (s>1) si et seulement si Ja >0, IC, tels que
[5(8)] < C exp (— alé]'), VEeRr, [¢E|>1.

II) Soit {w,} une partie de H': {w,} est bornée dans o7’ si et seulement
8i chaque ), vérifie 'inégalité de I-(i), uniformément par rapport 4 ».

Soit {w,} une partic bornée de </': {w,} est bornée dans &, (resp. dans
&', ...) si et seulement si chaque @, vérifie 'inégalité de I-(ii) (resp. (iii), ...)
uniformément par rapport a .

I1I)

i) Soit w dans L'([0, T], «Z'). Alors 39>0 tel que, Ye>0, 3C. tel que

T

[

0

A(E + in, )| dt< Ceexp (e|€] + (¢ + e)ln)), VCeCr.

ii) Si u appartient & L'([0, T], =Z'(B,)) ou B, désigne la boule {re R":

|| < r}, alors @ vérifie I'inégalité de (i) avec o = r.

iti) Si w appartient o L([0, T], &) (resp. a L([o, T, &), ) alors 7 vérifie
une inégalité analogue & celle de (i) mais du type I-(ii) (resp. du type
I-(iii), ...)

iv) Si {u,} est une partie bornée de L'([0, T, 2/’), alors chaque {i,} vérifie
I’inégalité de (i) uniformément par rapport a ».

[Pour une démonstration de la partie ITI on renvoie a I’Appendice, partie A].

Rappelons maintenant un résultat d’existence et unicité des solutions
du probléeme {(1), (2)} dans le domaine des fonctionnelles holomorphes ou
des fonctions entiéres. On remarquera qu’on ne fait ici aucune hypothése
de hyperbolicité sur I’équation. [Pour une démonstration de ce théoréme
on renvoie a I’Appendice, partie B].

TaforEME 1 (cfr.[11],[1]).
Considérons le probléme {(1), (2)} avec des coefficients a,;(t) dans L*([0, T7).

i) Si g ety sont données dans #' et | dans L*([0, T], #"), alors le probléme
a une et une seule solution w dans H>'([0, T], #").

ii) 8¢ ¢ et y sont données dans H et f dans L*([0, T'], ), alors le probléme
a une et une seule solution w dans H2([0, T, ).
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2. — Un résultat sur les équations ordinaires.

Gréace & la transformation de Fourier, ou bien (dans le cas de données
périodiques) au développement en série de Fourier, I’étude des solutions
du probleme {(1), (2)} se réconduit & I’étude des solutions d’une famille
d’équations ordinaires du type suivant:

3) v'(t) 4 a(t)o(t) = g(¢)  (0<t<T),

avec «(t) et g(t) fonctions intégrables sur [0, 7'].

Plus exactement, on cherche & estimer toute solution w(¢) de 1’équa-
tion (3) en termes des valeurs initiales »(0) et v'(0), de la donnée g(¢) et du
coefficient «(?).

L’estimation plus directe s’obtient en réduisant 1’équation (3) & un systeme
du premier ordre et an appliquant le lemme de Gronwall:

T t
@ o< (1) + ')+ [lg)| ds) exp ( [(1 + |a(s)]) ds) .
0 0

Dans le cas ou «(?) est lipschitzienne et strictement positive, on peut
obtenir une estimation différente; il suffit en effet d’étudier le comportement
de Pénergie associée & la solution v, pour avoir:

T 11
. , L[,
(0] <(Va0)(0)] + I <o>|+0f|g<s>1ds) «/mexp(%, <Ol ay).

Dans la suite, nous aurons besoin d’une estimation plus générale des
deux précedentes qui est valable sans aucune hypotheése de positivé ou de
lipschitzianité du coefficient «(f).

LEMME 1. Considérons Uéquation (3) avee «(t) et g(t) fonctions intégrables
sur [0, T'] et supposons que:

a(t) = B(t) + y(¥)

o B(t) est une fonction réelle appartenant & Vespace H'([0, T) et vérifiant
Pinégalité:
B)y>0, Viel[o0,T].



520 FERRUCCIO COLOMBINI - ENNIO DE GIORGI - SERGIO SPAGNOLO

Soit v(t) une solution de (3) dans H>*([0, T]) et soit:
(3) B(t) = B)v@®)]*+ [v'(B)[*

la « B-énergie» associée a v. On a alors:

4 H /
(6) \/E—(t—)<(\/m +6f|g(s)|ds)exp(%6[|ﬁlé(—(; s = f___ )

DEMONSTRATION. Puisque v(¢) est dans H>'([0, T), on voit que E(t)
est dans H%([0, T']); par dérivation on a alors:

E'(t) = B'(t)[v(2)|* + 2B(¢) Re (v(F)v'(?)) + 2 Re (v'(F)v"(2)) -
En substituant »"(¢) par g(t)— B(5)v p(t)v(t), on déduit égalité:

t) = B'(t)|v(t)]2— 2 Re (y(@) v'{)v(t)) + 2 Re (v'{F)g(?)) ,

d’ol:

- B Iyl 2 L tulls :
<% Blv|® +\/E(ﬁlvl + [']2) + 2[v'|g|

et done:

(1B Iy
<(ﬂ \/B)E + 2|g|VE.

Gréace au lemme de Gronwall, on obtient alors la (6). //

REMARQUE. Dans la suite on devra estimer les solutions d’une famille
d’équations du type (3) avec des coefficients a(t) =a«(&,t) qui dépendent
(au moins dans le cas unidimensionnelle n = 1) d’un parameétre réel £&. Plus
exactement, on aura:

a(&, 1) = a(t)&*

ol a(t) est une fonction en général seulement intégrable et telle que a(t)>
>1,> 0, et on cherchera a estimer la croissance de la solution w(&, 1)
pour |§| — oo.

Or, si 'on se contente d’utiliser la (4) on obtient:

v(&, 1)] <K exp (cl¢|?)

qui est une estimation trop faible pour nos propos.
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D’autre part, puisque a(t) est dans L*([0, T]), on peut construire pour
tout ¢ > 0 une fonction lipschitzienne b(t)> 1, telle que [a— b,|po,m <e-
On peut donc appliquer le lemme 1 avec B(¢) = be(t)&2 et ’on obtient Pesti-
mation suivante:

[v(&, t)| < Keexp (¢|£]), VE>0, Ve>0.

3. — Solutions périodiques en z.

Dans ce paragraphe, on résoudra le probleme {(1), (2)} dans le cas parti-
culiérement simple ol le nombre » des variables d’espace est égal a 1, la
donnée f(x,t) est égale & zéro et les données initiales @(x) et y(x) sont des
fonctions 2z-périodiques sur la droite réelle:

o 0%
(7) éﬁ—a )%zo dans Rx[0, T,
ou
(8) u(x, 0) = () et = (¢, 0) = p(x) dans R.

Le coefficient a(t) est une fonction intégrable sur [0, 7] telle que
(9) a(t)=>%4>0 Vie[0,T].

On se bornera ici a chercher les solutions u(x, t) de ce probleme qui sont
périodiques en x,V2e[0, T]. On verra d’ailleurs dans les paragraphes
successifs que le probléme a une seule solution.

THEOREME 2. Considérons le probléme {(7), (8)} avec a(t) fonction inté-
grable sur [0, T et vérifiant (9) et avec des donmnées @(x) et yp(x) 2m-pério-
diques sur R.

i) 8¢ @(x) et p(x) sont des fonctions analytiques sur R, il existe une et
une seule solution u(z, t) de classe C* sur RX[0, T'], 2n-périodique et analytique
par rapport & x pour tout t € [0, T].

ii) Supposons que a(t) soit holderienne d’exposant o sur [0, T], ou
0<a<l, et soit 1<s<1l/(1—a). 8¢ @(®) et w(x) sont des fonctions de
Gevrey sur R d’ordre s, il existe ume et une seule solution wu(x,t) de classe C*
sur Rx[0, T, 2n-périodique et de Gevrey d’ordre s par rapport d x pour tout
t e [0, T].
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iii) Supposons que
la(t + 7)— a(t)|<Lz(logz| +1), Vr>0.

8i p(x) et w(x) sont des fonctions indéfiniment différentiables sur R, il
existe une et une seule solution u(x, t) de classe C* sur Rx[0, T, 2n-périodique
et indéfiniment différentiable en x pour tout te[0, T

DEMONSTRATION. En développant les données initiales ¢ et y en séries
de Fourier on peut écrire

p(r) = +§ A, exp (thx) et y(x) = +§ B, exp (ihx) .

h=—o0 h=—oc

On cherche les solutions de {(7), (8)} du type

+ oo

(@, t) = 3 v,(t) exp (thx) .

h=—o0
La fonction v,(t) doit donc résoudre le probléme

10y vi(t) + h2a(t)v,(t) = 0  dans [0, T]
0,(0) = 4, et v,(0) = B, .

I1 est bien connu que ce probléme admet une et une seule solution de
classe Ot sur [0, 7]. En particulier on a I'unicité des solutions 2z-périodiques
en # du probléeme {(7), (8)}. De plus si () et y(x) sont des fonctionsré elles
(4,= A_, et B,= B_,) on voit que la solution est réelle.

Pour prouver existence d’une solution de {(7), (8)}, il faudra estimer
la croissance de v,(t) pour |h| — co. A ce but, on applique le Lemme 1
aux problémes (10) avec une décomposition convenable (dépendant de h)
de la fonction a(?):

alt) = by(t) + ¢,(t), ou by(t)>0, h0.

Le Lemme 1 donne alors
T T

(11) vm@rrh(o)exp(% f (8] 5 o 1L [ len(s)] ds)

0

ol
(12) E,(t) = h2b,(t) [0, (1) 2+ |0, (8)|* .
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Or, on choisit b,(f) en prenant
by(t) = (@ * 04)(t)
ol @ est une extension (qui sera choisie dans la suite) de a(?) sur R, tandis

que g,(¢) est une fonction indéfiniment différentiable sur R telle que 0<
<ou(t) <lh|, 0,(t) =0 au déhors de l'intervalle [— 1/[h|, 0], et

+ oo + oo
Jamat =1, [law)at<cln .

On a alors, pour |k|>1/T,

T
(13) B>, Ba(0)] <arfhfla(s)]ds .
0
En outre
+ o0 + oo
=[@ts——a)amar, e =[(@6)—ats— ) ey dr.
Donc

T + oo
(14) f(|b;’¢(s)| + |B]len(s)]) ds<co|h|l IS<1}/II)hI f]d(s— T)—d(s)|ds .

En introduisant (12), (13) et (14) dans (11), on obtient, pour |h|>1/T,

15)  |o@®)] + @) <

z]<1/]n]

T + oo
- C(Ao)(|h||A,,| f lal ds + |B)exp (c(,m[ Sup f l(s — 7) — d(s)lds) .
0 — oo

Considérons maintenant le cas (i).
Puisque a(t) est une fonction intégrable sur [0, 7], si 'on définit ’exten-
sion @ de a en prenant @(f) = 4, au déhors de ’intervalle [0, T'], on voit que

+ oo

Sup f]a(s—r —d(s)|ds—0, si|h]—>o0.
[fl<u/ial
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D’autre part ¢(x) et y(x) sont analytiques, done (voir le th. 12 de 1’Ap-
pendice)

|4,| 4+ |By|< M exp (— 8lh|), avec 6>0.
Par conséquent la (15) donne
[oa(t)| + |va(t)| <M exp (— 8]h|/2), pour |h| assez grand,

d’ou il vient que u(x, t) est une fonction C* sur R x[0, T'] et (th. 12, partie b)
analytique en x pour tout ¢e[0, T).

Considérons le cas (ii).

Puisque a(t) est une fonction hdolderienne sur [0, 7] d’exposant « on
peut la prolonger & une fonection hdlderienne du méme exposant o« sur R
en prenant @(t) = a(0) si ¢t <0 et d(t) = a(T) si t>1T. On a alors

|x|<1i|n]

+ oo
Sup flti(s — 1) —da(s)|ds< Ljh|=*.

D’autre part, ¢(x) et y(x) sont des fonctions de Gevrey d’ordre s et donc
(th. 12)

|4, 4 |B,| < M exp (— 8|hY*), avee 6>0.

Par conséquent, si 1/s est plus grand que 1 — «, on a d’aprés la (15)
h i 9 1/s
loa(t)| + |oa(t)| <M exp —5 ]

pour |h| assez grand, d’ou (th. 12, partie b) la theése.
Considérons enfin le cas (iii).
Avec la méme définition de d(f) que ci-dessus, on a

+ oo
Sup f|d(s-— 1) — @(s)| ds < L|h|*(log |h| + 1) .

[z]<17]n|

Puisque ¢(x) et y(r) sont indéfiniment différentiables, on a (th. 12)

[4;] + [Bil< M(p)|p|~?, Vp>0,
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et done, pour |k| assez grand,
|oa(t)] + [oa(t)| < HE(p) R ~"* 541, Vp >0,

d’olu la thése. //

Nous montrerons plus loin (§7) que les hypothéses du th. 1 ne peuvent pas
étre affaiblies. En particulier il peut arriver que le probleme {(7), (8)} n’ait
pas de solution de type fonction (ou distribution) méme si les données
initiales ¢ et y sont des fonctions indéfiniment différentiables et le coefficient
a(t) est holderien.

Y

4. — Solutions & support compact.

On passe maintenant & examiner le probleme {(1), (2)} dans le cas
général (n>1, ¢, v et f non nécessairement périodiques). Bien entendu on
fera tojours, sur les coefficients a,,(t), ’hypothése qu’ils soient des fonctions
réelles et intégrables sur [0, T'] telles que

@:5(t) = a;(t)
zaia‘(t)éif:r'}lolglzy VéeR",

(16)

avec A, > 0.

Dans ce paragraphe, on commence par considérer le cas ol les données
p(x), p(x) et f(x, t) sont des fonctions ou des fonctionnelles 4 support compact
en x sur R* et ol la solution u(x,?) du probléme est cherchée & support
compact en .

Au lieu du développement en séries de Fourier on peut cette fois utiliser
la transformation de Fourier par rapport & x. Le probleme {(1), (2)} se
transforme alors dans la famille, dépendant du paramétre £ € C», de probleé-

mes de Cauchy

v"(8) + (3 @) CL)v(t) = f(g, 1) dans [0, T]
v(0) = G(L) et v'(0) = P(L)

(17)

ol v(t) = 4L, t).

En vue du théoréme de Paley-Wiener, on doit estimer la croissance
de la solution v» du probléme (17), pour |{|— oo.

Cela sera fait dans le Lemme suivant, ou (grice au Lemme 1 appliqué
au probléme (17)) on obtiendra les estimations (19) et (22). Dans ces esti-

34 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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mations il présente un interét particulier la dépendance par la matrice
des coefficients

1) = [a;()]is-1,....n -
Cette dépendance s’exprimera & l'aide de la fonctionnelle

T—7

(18) w(a, 8) = Sup f]a(t + ) —a)|dt, 0<d<T,

0<T<o

o |b| désigne la norme d’une matrice b.

Cette fonctionnelle répresente le « module de continuité », pour 7 — 0+,
de Papplication 7 —a(t + 7) & valeurs dans l’espace [Ll([O, T])] ",

On sait que, lorsque 6 — 0, w(a, ) — 0 uniformément pour a € ¢, pour
toute partie compacte ¢ de [Ll([(), T])]”'.

LEMME 2. Soit u la solution dans H*([0, T], ') (cf. th. 1) du probléme
{(1), (2)}, avec des coefficients a,; réels et intégrables sur [0, T'] et des données
@, p dans H#' et | dans LY([0, T, #').

Soit w(a, 8) définie par (18) (o a(t) =[ay(t)]) et soient ¢y, ¢y, ..., des
constantes dépendant de A, et T.

8i les a,; vérifient (16), on a, pour |{|>1 et te[0, T,

(19) IC]1a(, C; t)‘ M exp (Clw (a’ 9|C|)|Cl +f|a(8)l*dsl77l)

\

o
T/2[¢]

(200 M= exp(co f lats)!ds) (12 f ja(s)] ds) [E19(0)] + 19(0)] + f i, )as].
On observera que dans le cas particulier ou les a;; sont bornés, i.e.

1,n
(21) R lEP< T a,(t) 65 < A, VEER,
la (19) devient

(22) IC]14(S, 8)| +
ol <

C, )‘<M exp(c,w (a’2|5|) 2] + 1V 4, |77|)

T
M, = exp (e A0)[VZA [E11g(0)] + 190)] + [V ] as]
0
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DEMONSTRATION. Soit
T

My = -;—,fa(t) dt

0

la moyenne sur [0, T] de la matrice a(f) = [a(?)];;-,, ., des coefficients.
Introduisons les fonctions lipschitziennes

2(6— |2t — 8]) 02 si 0<i<d,
o0c(t) =
sit>4,
ol
6= T2l
et £ = & 4 in est un élément de C~ tel que || 0.
On a alors
4

(23) loc®)l < 121,

+ oo + o0 3 + oo
e fewa=r, [imia=Gle,  [ana—o.

0 0 0

En vue du Lemme 1, on décompose a(?) de la facon suivante

a(t) = b(C, 1) + ¢, 1)

+ oo
b(C, 1) =[a(t + ) grlx) de
0

et
a(t) si0<i<T,
at) =

m sit>1T.

a

On voit alors que la matrice b({,?) est lipschitzienne par rapport a ¢
et que, si les a,,;(t) vérifient (16),

(25) (B(Cy s ) > Dolul?,  VueRe.
Cela dit, on applique le Lemme 1 au probléme (17), o o(f) = 4(L, t) et

a(t) = (a(t)C, C) = zan(t)CiCj

i,d
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ﬂ(t) = (b(C, t)f, E) + (b(C) t)"h ’7)
y(8) = a(t)— B(?) .

La thése du Lemme sera alors una conséquence de (6) et d’une estima-
tion convenable de la fonction

—}(Iﬂ’(t)l ,lr_a_)l)
2

B V@)

Au but d’estimer la fonction ci-dessus, on commence par remarquer
que y(t) peut &tre écrite sous la forme

() = 2i(b(, 1)€, n) — 2(b(Z, )m, m) — (e(&, )¢, £)

et que toute matrice symétrique et non negative b vérifie 'inégalité

(b7, ) — (b&, n)|*<|bl[n|*[(bS, &) + (bn, )] .
On a done

()| <2[b(C, 1)Hn|VAE) + (e, 1)E, )]

D’autre part on a

p(t) = (b/(C, t)é, E) + (b'(C, 1), 77)

ou b'(f,t) désigne la dérivée de b({,t) par rapport a t, et on sait, d’apres
la (25), que B(¢)>A[C[
En conclusion, on obtient 'inégalité suivante:

1
2V 2,

(26) (M + 'V—(t)—') < 57 V&, 0] + b0, 0| + (& D]

2\ B®)  VB(@)

En vue de la (6), on va maintenant majorer ’intégral en ¢ du deuxieme
terme de la (26).
Or, de la définition de b(, t) et de ¢({, t) on déduit, en rappelant la (24),

+ 00
(27) V(1) =—[(@0 - at + ) gyr)dr  (0<t<T)
0

+ oo

(28) ot t) =[@w—at + Demdr  (O<t<D)

0
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tandis que, de |b|<|a| + |¢], on dérive

(29) [B(E, 1)} < |a( ]*—f—|c(§,t)”b(§,tﬂ -1
Mais
T—1

f|a<t+ >—a<t>ldt—f|a<t+r>—a |dt+flat>- m,| ds

T—z

et donc (voir PAppendice, partie D) si 0<d<T/2

0<7<0

T T
Sup f|d(t + 1) — d(t)| dt <20(a, 0) + 2 %f}a(t)[dt .
1]

En utilisant cette inégalité avec d = T'(2|{|)™!, et grdce au théoréme de
Fubini-Tonelli et & la (24), les formules (27) et (28) donnent (pour |{]|>1)

T

T
6o [ olas glel(20 @ 2D + 6 wola),
0

0
T

T
(31) f]c(C, H)|di<20 (a, T(21C])7Y) + |72 |a(t)|dt,
0 1]

tandis que la (29) donne, puisque |b|> 4,,

t t T
(32) f 1B, 5)[tds < f la(s)|Hds + 712: (2w (a, T@IL)) + [ f |a(s)|ds) :
0 0 0. 0

On introduit les trois majorations ci-dessus dans la (26) et on applique
le Lemme 1. La (6) donne alors, pour |{|>1,

VE@D < (\/E 0) -+ f &, 9)] ds) exp (c,, f a(s)] ds)-
-exp [er0(a, (2121121 + f ja(s)]¥dsly |
ou

P
B(t) = [0, 0, &) + (¢ 9, MIIE O + | 5 &
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Pour obtenir la (19), et ainsi conclure la démonstration du Lemme, il
suffit d’observer que

_ o
(33) VE(@®)> VoL, )] + \a—“t‘(c, t)l
et
VE(0) < [b(&, O)FZII$©)] + [H(2)] -

Or on a
T/2|8|
b(Z, 0) = [a(t) e, (t)dt
0

d’olt (en rappelant la (23))
/21|

4
06, 01< el [laolar
0

et donc
T/2|8]

(34) VE(0) <;/—2—E-,(|5| f la(tHdt)&ICll«ﬁ(C)l + 191 -

Compte tenu des (33) et (34) on a alors la (19). //
On peut maintenant prouver le résultat principal du paragraphe.

THEOREME 3. Considérons le probléme {(1), (2)}, avec des coefficients a;(t)
fonctions réelles et imtégrables sur [0, T, vérifiant Vhypothése (16).

a) Supposons que les données ¢ et y appartiennent & Vespace /' des
fonctionnelles analytiques réelles et que f appartienne d& L([0, T, 2').
Alors la solution (cf. th. 1) w du probléme appartient ¢ H*([0, T, <7').
De plus, si ¢ et p sont dans 2/'(B(p)), ow B(p) désigne la boule ouverte
de R~ de centre 0 et rayon o, et f est dans Ll([O, T, Je/’(B(Q))), alors, Yt €10, T,
u appartient @& H2»1([0, 7], M’(B(g,))), oi:

(35) 0.= o+ [lat)Hat.
0

En particulier, Vt € [0, T], u(t) a support dans B(p), ce qu’on peut
aussi exprimer en disant que u a support contenu dans le conoide I' de
R~ %[0, T, ot

I= {(w’ 1): [m|< Qt} .
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b) Si les coefficients a,;(t) vérifient des hypothéses supplémentaires de
régularité, on a en outre les résuliats suivants.

i) Supposons qu’il existe a (0 << ax<<1) et A>0 tels que:

T—7

(36) f|a(t 1 7)—a(t)|dt<Ads  (0<7z<T/2)
0

et soit:
1
1< amm—
<s<1—ac
On a alors:

si @ et y sont dans &, et f est dans L'([0, T, &,), la solution u appartient a
H>\([0, T, &,);

si @ et y sont dans D, et | est dans L1([0, T, 9,), la solution u appartient
a H([0, T, 2,).
ii) Supposons qu’il existe A > 0 tel que:

T—7

37) J'|a(t 1) —at)|dt<dz(logz] +1) (0<7v<T/2).
0

On a alors:

si @ et y sont dans &' et f est dans L'([0, T], &), la solution w appartient
a H>([0, T, &');

si @ et y sont dans D et f est dans L([0, T, D), la solution w appartient
a H>»'([0, T, 2).

iii) Supposons qu’il existe A >0 tel que:

T—7
(38) ﬁa(t L) —at)|dt<Ar  (0<T<TJ2),

0

cest-a-dire (cf.[8]) que les a,; sont presque par tout égalesd des fonctions d
variation bornée sur [0, T1.

Alors, si ¢ est dans HE'Y, p dans HS et f dans L'([0, T, H?) pour quelque s
réel, la solution w appartient a L=([0, T], H:*) tandis que du/dt appartient &
L=([0, T, H?) et 0*u[ot* est dans L*([0, T, H™Y).



532 FERRUCCIO COLOMBINI - ENNIO DE GIORGI - SERGIO SPAGNOLO

DEMONSTRATION.

a) D’aprés le Lemme 2 on a, pour 1Zl>1,

39)  IZllac 0 £ 1)< a,cnxp( f| s)Pdslnl)exp(eoa, )

ou M(a, () est définie par la (20) et ol 'on a posé:
(40) go(ay §) = eroo(a, T(2[C])77).

On rappelle que ¢,, ¢, ¢,, ... désignent des constantes dépendant de 4,, 7
et que la fonction w(a, d) est définie par la (18).

Supposons maintenant que ¢,  soient dans &/’ et f dans L'([0, T], ).

D’aprés le théoréme de Paley-Wiener (partie I-(i) et partie ITI-(i)) il existe
un nombre ¢ > 0 tel que, Ve >0, 3C. > 0 de fagon que, V. e C (|{|>1):

T
@y Max{e@)l, 1901, [I1f 0ldt}<Ceexp (elel + el
0

En introduisant cette inégalité dans la (20), la (39) donne:

T ¢
; t)l < C, exp (co Ia(t)ldt)'exp (fla(S)I*dSI’?I)'
0 [1]

.[2 T ( ﬁa(mdt)*]exp [(eolar &) -+ €)[&] + oln]

42)  [Zlac,

pour tout { tel que |{|>1 et tout &> 0.
On définit maintenant:

(43)  Le(a) =

— exp (cooTta(tndt) %‘E{P i (ﬁa(tndt)*]exp [(eola, £) — e)m]} -

Puisque les a,(t) sont des fonctions intégrables sur [0, T], on sait que
w(a, 8) -0 si 6 —0* done, (cf. la définition (40) de &(a, {)):

go(ay £) >0 i |{|— oo,

et par conséquent L.(a)<< oo.
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Cela dit, 'inégalité (42) implique:
t

(44) (¢, )] -+ %(C, t)llgCeLe(a) exp (28)@[ - (f[a(s)pds -+ Q) |77!)

pout tout ¢>0 et |{|>1.

L’inégalité (44), grice au théoréme de Paley-Wiener (partie IT), assure
que les fonctionnelles holomorphes u(t) et (ou/ot)(t) appartiennent & &,
pour tout ¢ dans [0, 7], et, de plus, que w et Ou/0t appartiennent
c(o, 11, =').

D’aprés DPéquation (1) on obtient enfin que 0%wu/di* appartient a
L([0, T, =Z').

Supposons maintenant que ¢ et u soient dans .Z'(B(p)) et f dans
L‘([O, T, JM’(B(Q))). Alors, grice au théoréeme de Paley-Wiener (partie

S
I-(i) et partie III-(ii)) on a que @, 9 et f vérifient la (41) et donc @ et du/ot
vérifient la (44). Par conséquent (théoréme de Paley-Wiener, partie II)
u et ou/ot appartiennent & C([O, Ty, M(B(g,))) ou g, est défini par la (35),
Yz dans 0, T]. D’apres 1’équation (1) on obtient enfin que u est dans
H2’1([07 ], M,(B(Qr)))'

b) En vue du théoréme de Paley-Wiener (partie I-(ii), ..., I-(vi)) on
peut se borner & considérer la (39) pour n = 0, donec pour {=§&. La (39)
devient alors

2u
(45) el o] + {—aft‘ € t)}<M(a, &) exp (eole, IE) , €51,

ot M(a, &) et g,(a, &) sont définies respectivement par la (20) et la (40).
Considérons maintenant le cas (i).
Si la matrice a(t) des coefficients vérifie 'hypothese (36), alors la fonetion
w(a, 0) définie par la (18) est telle que

o(a, 0) < Ad6*
et done

(46) eo(a, §) <ey(T)2)* Al

Or, si les données ¢ et  sont dans &, et f est dans L([0, T'], &.), pour s
réel>1, on a (théoréme de Paley-Wiener, parties I-(ii) et III-(iii)) que,
Ve>0 3C,>0 tel que, YéeRn,

T

wn sax{@@) 19, [If olat<clexp Eel)  (e>1),

0



534 FERRUCCIO COLOMBINI - ENNIO DE GIORGI - SERGIO SPAGNOLO

d’oli, comme pour la partie (a) déja prouvée, on tire
) u
48) 81, o) + | 5 (6 1)<
i

T T
1 . i . 1/s
<0 exp ( f |a<t>xdt)[z + e ( f |a<t>1dt) ] exp [zo(a, £)|E] + ¢[&]"]

pour |&|>1.
Des inégalités (46) et (48), on obtient alors

—~

a ] 1]
e ]+ 2 ¢, 0 <Clll@exp (2el)  (6121)

ol

Li(a) =

T T
= exp (co |a(t)ldt) |§}1>pl {[2 + & (f[a(t)|dt)*]exp [ei(T)2)~A|E|—>— e[5|"']} .

Or pour 1<s<1/(1—a) on a L.(a)< + oo.

Cela achéve la démonstration de la partie (i) lorsque les données ¢ et p
sont dans &, et f est dans L([0, T], &,).

Les autres cas considérés dans la partie (b) du théoreme se prouvent de
fagon toute & fait analogue au cas précédent.

Nous nous bornerons & observer que, lorsque les coefficients a,;(¢) sont
des fonctions bornées sur [0, T'] (ce qui arrive si a(t) vérifie I’hypothese (38)),
il est convenable d’utiliser 'inégalité (22) au lieu de la (19). Remarquons
enfin que, si a(t) vérifie (38) et (16), alors elle vérifie (21) avee A, = A +

T

+ T“lfla(t)[dt. Done, dans le cas (iii), la (22) donne une estimation de la
0

solution % avec des constantes ne dépendant que des données initiales et

de A, A et ﬁa(mdt. /]
0

REMARQUE 1. Supposons que les données ¢ et y du probleme {(1), (2)}
appartiennent & &, et que f appartient & €([0, T, &,), pour quelque s stricte-
ment plus grand que 1, et supposons que les coefficients a,;(¢) vérifient ’hy-
pothese (36) avec oe>1—1/s.

Alors, si ¢, v et f sont nulles pour |#| > g la solution % est nulle au déhors
du conoide I' = {|z| < o} ou p, est défini dans la (35).

DEMONSTRATION. Du fait que £:[0, T]— &, est continue et f(f) appartient
a &, (B(9)), Vte[0, T], Vo> o, il suit que f est dans 0([0, T, é’;(B(o'))) et
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donec dans Ll([O, T, M’(B(a))) Vo> 0. On peut alors appliquer la partie
() du Théoréme 3. //

REMARQUE 2. L’hypothése (36) est vérifite en particulier si les coef-
ficients a,;(t) sont holderiens sur [0, T'] avec exposant o ou, plus en général, si

avec a{) holderien d’exposant « et a® & variation bornée sur [0, T7.
I1 existent toutefois des fonctions (e.g. *~! avec 0 << o < 1) qui vérifient
la (36) mais qui ne sont pas bornées, done ne sont pas du type (49).

REMARQUE 3. L’hypothese (38) est vérifiée en particulier lorsque les
coefficients a,(¢) sont lipschitziens sur [0, T].

REMARQUE 4. Si les coefficients a,(t) vérifient ’hypothése (plus forte
que la (36))

T—7

(50) lim t‘“ﬁa(t +1)—a@)|dt =0 (0<a<1),
>0t
0

alors la conclusion du théoréme 3 (partie b, i)) est valable aussi pour
s =1/(1— o).

On peut remarquer que la (50) pour « = 0 est vérifiée par toutes les
fonctions intégrables sur [0, 7], ce qui redonne la partie a) du théoréme.

DimoNsTRATION. Il suffit d’observer que, sous ’hypotheése (50), la fone-
tion &(a, &) (cf. la (40)) qui figure dans linégalité (45) est telle que
go(a, &)|&]*—0 si |&] — oo,

Par conséquent, la fonction exp (gy(a, &)|&| — £]&|'®) est bornée sur Rn,
Ve > 0, non seulement pour s < 1/(1 — «) mais aussi pour s =1/1 —«). //

REMARQUE 5. Placons nous dans le cas b, ii), du théoreme 3. La con-
stante A qui figure dans I’hypothese (37) est proportionnelle & la perte de
régularité de la solution u par rapport & la régularité des données ¢, y et f.

Plus exactement, si ¢ appartient &4 H3"'*°, pour quelque s réel et e > 0,
et si w appartient & H} et f & L([0, T], H), alors la solution % du probléme
appartient & L°([0, T, H:*'~%) avec ¢ = ¢(4,, T') tandis que 0u /0t appar-
tient & L*([0, T], Hi"°*) et 0% 0t* appartient & L*([0, T], HS %),

Si de plus, outre a verifier la (37), les coefficients a;;(f) sont bornés sur
[0, T'], alors le résultat précedent est valable aussi pour & = 0.

DMONSTRATION. Sous I’hypothése (37) linégalité (19), avec 5 = 0,
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{=2¢ et |£|>1, donne

(51) &[1a(&, 1) +

5, )i - M (a, &) 54|84

ol ¢ = €(4y, T) et M(a, &) est définie par la (20).
Pour obtenir une bonne estimation de M(a, &), il faut observer (voir
I’Appendice, partie D) que

T/2]€|

&l [ Jatt) 1dt<f|a (0)ldt -+ []oo(a, T(21E))

0

si |£]>1. Par conséquent on a, grice a la (37),

T
(62)  M(a,&)<0[(1+ Alog |ENHEIIFE)| + (@) + [IfeE, 0la]
0

T
ol la constante C dépend de Ay, T et de f[a(t)\dt.
0

On introduit alors la (52) dans la (51).
Enfin, lorsque les a,;(?) sont bornées et done vérifient la (21), on observe que

M(a, £) (I§|I¢(§ |+ $(&)] +flf £t ldt)

avec C,= 01(109/10, T). /!

5. — Solutions a support non compact.

On se propose ici d’étendre les résultats du §4 au cas ou les données
®, v et f du probleme {(1), (2)} n’ont pas support compact dans R*. En
particulier on obtiendra un résultat d’existence et d’unicité dans 1’espace
des fonctions analytiques réelles en a.

THEOREME 4 (existence). Considérons le probléme {(1),(2)} avec des
coefficients a,;(t), fonctions réclles et intégrables sur [0, T'], qui vérifient Vhy-
pothése (16).

i) 8¢ les données @ et w sont dans Véspace </ des fonctions analytiques
réelles et f est dans L*([0, T'), o), il existe une solution w dw probléme qui
appartient ¢ H2([0, T, /).

ii) Supposons que les coefficients a,;(t) vérifient la (36) avec 0 < a << 1.
On a alors, pour 1<s<<1/(1— «):
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i @ et y sont dans &, et f est dans L*([0, T, &,), il existe une solution w
dans H*([0, T, &,);

st @ et yp sont dans 9; et f est dans L*([0, T1], 9;), il existe une solu-
tion u dans H21([0, T], 2,).

8
iii) Supposons que les a,;(t) vérifient la (37). On a alors:

si @ et y sont dans & et f est dans L1([0, T, &), il ewiste une solutions w
dans H>'([0, T, &);

si @ et yp sont dans 2’ et f est dans L1([0, T, 2'), il existe une solution u
dans H>'([0, T, 2').

iv) Supposons que les a;(t) vérifient la (38) et soit s un nombre réel.
Alors, si @ est dans Hyh', y est dans Hy, et f est dans L*([0, T, H},), il existe

loc loc

une solution uw dans C([0, T, H} ) ; en outre ou/ot appartient & L*([0, T], H},,)

loc

et /ot o LA([0, T, HSZY).

loc
DEMONSTRATION.
(i) Soient ¢ et y dans o7 et f dans L([0, T], 7).

11 existe alors (voir I’Appendice, partie E) des familles {p»} et {y,} d’élé-
ments de 5 et une famille {f,} d’éléments de L*([0, T], ) (ol » parcourt
un ensemble ordonné filtrant d’indices) telles que:

{p} > et {yp}—>v dans o7,

(53)
)~ dans L'([0, T], 7).

Gréace au théoréme 1, partie (ii), il existe la solution u, dans H>1([0, T, #)
du probléeme: )

azup 1,n azuy n
(54) o — gd“(t) 5.:»18—50]* fy dans R X[O, T] ,
duy
(55) w(0) =@ et TMt (0) =y, dans R".

Soit g un élément de L([0, T, «7') et désignons par v, la solution (cf.
th. 3) dans H2([0, T], «/') du probléme dual:

az,v 1,n az,v
5 g _ (1) ——L = de " T
(06) atz %au(t) awz am g ansy R X[O, ] )

(57) v(T) =0 et =2 (T)=0  dans R".

ot
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Multiplions (dans la dualité {, ) entre .7’ et 7) ’équation (54) par v,
et la (56) par u, et intégrons sur [0, 7). On obtient alors:

f<g ,us(t \dt—-f@ B0t 4 o, 0), 9 — (22 (0), ) -

Or, supposons que la donnée g parcourt une partie bornée # de
Ly([0, T, «'). Gréce & linégalité (19) et au théoréme de Paley-Wiener
(partie IT) on voit alors que v,(0) et (0v,/0t)(0) parcourent une partie bornée
de 7', tandis que v, parcourt une partie bornee de C([0, T, =Z').

D’apreés les (53) et (58), on obtient alors que, lorsque » — oo,

ov,

{ f<g<t m(t»dt}»f@,t) f0ydt + <0,(0), > — (S (0), 9) »

uniformément pour g dans Z.
11 existe alors w dans C([0, T'], &) tel que, si »— oo,

{us} >u  dans L=([0, T], &) .

De la (54) il résulte aussi que, si v -> oo,

o%u, o2
{atz }—>Z @i;(t) %z—a;] + f dans L*([0, T1, ) .

11 en suit que la fonction w appartient & H>'([0, T, ) et elle est une
solution du probléme {(1), (2)}.

(ii)-(iii) La démonstration est tout & fait analogue & celle du cas (i).
Il faut simplement choisir g dans L([0, T], &) (ou dans L([0, 17, @s))
dans le cas (ii) et ¢ dans L*([0, 7', &) (ou dans L([0, 17, 9)) dans le cas (iii).

(iv) 11 faut prendre g dans une partie bornée # de L'([0, T, H,;*™?)
et appliquer P’inégalité (22) (avec 5 = 0) & la solution v, du probléme {(56),
(57)}. Puisque sous Phypothése (38) on a w(a, T(2|¢))"") < AT2|L))~ il
en suit que v,(0) parcourt une partie bornée de H,° et (0v,/0t)(0) une
partie bornée de H;*~!, tandis que v, parcourt une partie bornée de
L=([0, T, H.*).

11 suffira done de choisir {g}, {v»} et {f,} de fagon que {¢,} —¢ dans
HH {p} —vw dans Hj, et {f,} —f dans L([0, T, Hj,,).

loc ? loc
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On montre ainsi qu’il existe  dans lespace C([0, T], H}') tel que
{us} —>u dans C([0, T], H};t").

De I’équation (54) il suit alors que:
02, ' 02 .
{Ttg—v} = > a;(t) o, 0, +f dans L([0, t], His') ,

et donc que u est une solution du probleme {(1), (2)} et que 9%u/0t* est dans
Ly\([0, T, H;;;'). Par interpolation on voit enfin que du/0t appartient a

loc

Lx([0, T], Hio)- /]

REMARQUE 6. Placons nous dans les hypothéses du théoréeme 3 ou du
théoréme 4.

Si les données ¢, y et f(t) sont des fonctionnelles, ou des fonctions, & valeurs
réelles, alors la solution «(t) (donnée par le théoréme 3 dans le cas de supports
compacts, et par le théoréme 4 autrement) est elle aussi & valeurs réelles.

DEMONSTRATION. Rappellons avant tout qu’une fonetionnelle analytique
réelle (resp. une ultradistribution de Gevrey) jx est & valeurs réelles si <y, w)
est un nombre réel pour toute fonction réelle w analytique (resp. de Gevrey
et & support compact) sur R~

Lorsque y est & support compact cela équivaut & dire que:

2(—& =1, VEeR .

Or, si les données ¢, w et f(¢) sont dans 7’ et u est la solution donnée
par le théoreme 3, on sait que 4(&,t) est la solution du probléeme (17). Mais
si @, v et f(t) ont des valeurs réelles, on obtient que @#(— &, t) est une autre
solution de (17), d’ou la these.

Si ¢, p et f(t) sont des ultradistributions ou des fonetions &4 support non
compact, on accouple le probléme {(1), (2)} avec le probléme {(56), (57)},
ol g(t) est choisie & valeurs réelles. D’apres ce qu’on vient de prouver, v,(?)

T

est alors & valeurs réelles et, par conséquent, (cf. la (58)) f {g(t), u(t)) di
0

est dans R. Par I’arbitrarieté de g, on a alors que u(t) est & valeurs réelles.  //

THEOREME 5 (dépendence continue de la solution par les données).
Considérons le probléme {(1), (2)} avec des coefficients a,;(t), fonctions réel-
les et intégrables sur [0, T'], qui vérifient (16).

Soit, pour tout v dans un ensemble ordonné et filtrant d’indices, u, une solu-
tion du probléme avec domnées @, wy, fy (C'est & dire u, est une solution du
probléme {(54), (55)}).
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Désignons par B° une boule ouverte de R™ avec rayon o > 0 et par B' la
boule ouverte avec le méme centre que B° et rayon o(t) on

i) Supposons que w, appartient & H“([O 11, o), V.

Si {@s} et {y,} convergent a zéro dams Z/(B°) et {f,} — 0 dans L*([0, T,
/(B®)), pour v — oo, alors

{w,} -0  dans H»([0, 7], o/(B"))

pour tout v 0, T'] tel que o(7) >0

ii) Supposons que les a;;(t) vérifient la (36) avee 0 < o << 1 el que uy ap-
partient & H»([0, T, &) (wzsp. a H>»'\([0, T, 9;)) avee 1 << s < 1/(1— a), Yo

Si {ps} et {1} comvergent & zéro dams &(B°) (resp. dans D(B°)) et
{fr}—0 dans I12([0, T), &,(B")) (7'esp. dans  LY([0, 17, @;(Bo))), alors,
Vrelo, T,

{uw,} -0  dans H>([0, 7], €,(B7))

(resp. {uy} —0 dans H>1([0, ], .@;(Bf))).

iii) Supposons que les a;(t) vérifient la (37) et que wuy appartient d
H2M([0, T], &) (resp. & H>([0, T), 2')), V.

Si {@y} et {y»} convergent & zéro dans &(B°) (resp. dans 2'(B°)) et {f,} — 0
dans L'([0, T], £(B°)) (resp. dans L([0, T1], .‘Z’(B"))), alors, Yz €10, T,

{u,} -0  dans H>*([0, 7], 6(B))

(resp. {u»} —0 dans H>([0, ], .@’(BT))).

iv) Supposons que les a,;(t) vérifient la (38) et que w, appartient a
H21([0, T, H}:") avee s réel, Yv.

loc
8i {@} >0 dans H}Y(B), {w}—0 dans Hj(B°) et {f} -0 dans

Lo, T], H;,,(B®)), alors, YTe]0, T],

{us}—~0  dans L*([0, 7], H;t'(BY)) ,
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tandis que {(0uy/0t)} —0 dans L*([0, 7], Hy,(B?) et {(0%us/0t*)} —O0 dans
L\([0, 7], H;;;'(B)).

DEMONSTRATION.

(i) Fixons 7 dans ]0, T'] tel que o(7) > 0.

Soit g dans L([0, 7], &'(B7)) et désignons par v, la solution (ef. th. 3)
dans H>'([0, 7], &/') du probléme dual:

0%, o, .
(59) or —_ zaz,(t)m =4 dans R X[O ’C],
ov,
(60) v,(t) =0 et = (r) =0 dans R".

En multipliant 1’équation (59) par u, et la (54) par v, et en intégrant sur
[0, 7] on obtient Pégalité:

T T a
(61) f <g(t), w(t)) dt = f <oa(t), B> @ + <0,(0), 9> — (S2(0), ») -

Puisque ¢ a été choisi dans L'([0, 7], &/'(B,)) le théoréme 3, partie a,
nous dit que la solution v, appartient & H>1([0, 7], «/'(B)).
Par conséquent la (61) implique que, pour ¥ — oo,

(62) { [cam, wipat} o, vgerx(0, ), o2/(B9) .
0

Or, si g parcourt une partie bornée de L!([0, 7], «Z'(B7)), on sait (cf.
la (44)) que v, parcourt une partie bornée de H=1([0, 7], «/'(B°). Il en
suit que la convergence (62) est uniforme par rapport & g.

On a alors que {u,} -0 dans C([0, 7], &/'(B?)) et donc (en rappelant
que u, vérifie 'équation (1)) que {u,} —0 dans H>1([0, 7], o'(B")).

Les parties (ii), (iii) et (iv) se prouvent de facon analogue. //

REMARQUE 7. Les mémes résultats du théoréme 4 sont encore valables
si Pon remplace « famille dépendant de » qui converge vers zéro lorsque
y — oo » par « famille bornée ».

Du théoréme 5 on peut dériver sans difficulté le résultat suivant sur
le « domaine de dépendence» des solutions de I’équation (1), qui entraine
Punicité de la solution du probléme {(1), (2)}.

35 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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THEOREME 6 (domaine de dépendence et unicité). Considérons le pro-
bléme {(1), (2)} avec des coefficients a,(t), fonctions réelles et intégrables sur
[0, T, qui vérifient la (16).

a) Soit u une solution dans H>([0, T], &') et soient @,y dans o’
et [ dans L*([0, T, oZ') tels que @(x) = p(x) = f(x,1) =0 pour |x— x| < p.
11

Alors u(w, t) =0 pour |x— z,| < Q—f[a(s)]*ds.
0
b) Le méme résultat est valable (sans autres hypothéses sur les coeffi-

cients) lorsque les domnées ¢ et yp appartiennent & D, pour quelque s > 1 et f
est dans L([0, T], 2,), pourvu que w appartienne ¢ H21([0, T], D,).

DEMONSTRATION.
3

(a) Soit g(t) = 9—f]a(s)|*ds et soit 710, T'] tel que p(z) > 0.
0

Le fait que la fonctionnelle analytique réelle u(z) est égale & zéro sur
la boule ouverte B(x,, o(7)) de centre x, et rayon p(z), signifie que

(63) {u(T)y wyy -0 (s v — o0)
pour toute suite {w,} de fonctions entiéres telle que

(64) w,—>0  dans d(R"\m)
pour quelque &> 0.

Or, si {w,} est une suite de fonctions entiéres qui verifie la (64), désignons
par v, la solution dans H2([0, 7], »/) du probléme:

020, 020, .
(65) a—tz — za“(t) W =0 dans R”x [O, T] )
ovy
(66) v(t) =0 et W(T) =Wy dans R~ .

Le théoréme 5, partie (i), donne alors que {v,}—>0 dans H‘“([O, 7],

oA (R™N\B(t,, 0 — ¢)))-
D’autre part, en accouplant le probléeme {(65),(66)} avec le probléme
{(1), 2)}, on parvient & D’égalité

D> = (i 22(0)) — <y (0D f<ft>,m Dt

Il en suit alors la (63).
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(b) Si u est une solution dans H23([0, T], 2,), ol s > 1, du probléme
{(1), (2)} avec des données ¢ et y dans 2, et f dans L*([0, T], 2,), on peut
remplacer % par % = n(x)u ou n(x) est une fonction de Gevrey d’ordre s
a support compact dans R" telle que =1 sur la boule B(wz,, ). On voit
alors que @ est solution du probléme {(1), (2)} avec des données ¢, P et f
qui coincident avec ¢, y et f (et donc sont nulles) pour |#— x| < ¢ et qui
appartiennent respectivement & &; (et donc & /') et & L([0, T, &,) (et
done & L1([0, T], <')).

On s’est ainsi réconduit & la partie déja prouvée. //

THEOREME 7 (existence locale). Considérons le probléme {(1), (2)} avec des
coefficients a,;(t), fonctions réelles et intégrables sur [0, T, qui vérifient la (16).

a) Etant données ¢ et v, fonctions analytiques sur une boule ouverte B°
de R" de centre x, et rayon g, et f dans L([0, T], Z(B")), il existe une et une
seule solution w(x,t) du probléme {(1), (2)} sur le conoide I" de R x[0, T, oi

t
1 ={@,0: lo— z|< o~ [lats)tas},

qui appartient o H>'([0, 7], «(B7)), V€0, T, od B est la boule ouverte
de centre x, et rayon o(tr) donné par

o(7) = e—fla(t)l*dt .

0
En particulier la fonction u(x, t) est de classe Ct dans I' et elle est analytique
en x sur B, Vte[0, T].

b) Lorsque les coefficients a,;(t) vérifient une des hypothéses supplé-
mentaires (36), (37) ou (38), on a des résultats d’existence (et unicité) des solu-
tions sur le conoide I'y qui sont analogues aux précedents résultats d’existence
globale (cf. th. 4, parties (ii), (i) et (iv)).

DEMONSTRATION.

(a) Puisque 7 est dense dans.o7(B°), et donc (voir ’Appendice partie E)
L'([0, T], <Z) est dense dans L([0, T], «/(B°), étant données ¢,y et f,
il existent des familles {g»}, {y»} dans </ et {f,} dans L!([0, T'], &), ou ¥
parcourt un ensemble ordonné filtrant, telles que, si » — oo,

{p} >9 et {y,} >y dans (B,
{f} >f  dans L([0, T], «/(B")) .
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Soit alors u, la solution (cf. th. 4) dans H*([0, T], »/) du probléme
{(1), (2)} avec données @», », fr.

Gréce au théoréme 5 appliqué aux familles (dépendant des indices (v, u))
{@r— @u}s {wv— vu}, {fr— fu}, on a que {w,} est de Cauchy dans C([0, 7],
&/(B7)) pour tout v dans ]0, 7] et donc {u,} converge vers une solution u du
probléme {(1), (2)} sur I

L’unicité se prouve comme la partie (b) du théoréme 6.

(b) On peut procéder de fagon analogue au cas (a), ou bien se ramener
au théoréme d’existence globale en multipliant les données ¢, v et f par
une fonction de Gevrey (d’ordre convenable) avec support compact dans B°
et égale & 1 pour |v— &,|<p— e (¢>0) et en utilisant le théoréme 6 ré-
latif au domaine de dépendence. [/

6. — Convergence.

Dans ce paragraphe on considére une suite de problémes du type {(1), (2)},
& savoir:

azuk 1,n 02 ’uk .
(67) P %am( ) T Tl fr dans R %[0, T7,
ou,,
(68) Ur(0) = @y et a5 (0) =y, dans R,

o k=1,2,3,..., et les a,;; sont des fonctions réelles et intégrables sur
[0, T] qui vérifient la (16) uniformément par rapport & k (c’est-a-dire avec 1,
indépendant de k).

On peut se demander si, lorsque la suite {a,;,} converge (pour k— co)
vers a,; dans L'([0, T]), Vi,j =1, ..., n, et les suites {p:}, {v:} et {f} con-
vergent vers g, v et f respectivement, dans un sens & préciser, peut-on dire
que {u;} converge vers la solution % du probléeme limite:

Pu_ 3 ot dans R* x[0, T
(69) 12 aw awj = f ans X[O, ] ,
ou
(70) u(0) =¢ et a—t(O) =g  dans R".

THEOREME 8. Considérons la swite de problémes {(67), (68)} et supposons
que les coefficients a;;.(t), réelles et intégrables sur [0, T'], vérifient la (16)
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uniformément par rapport & k et que, Vi,j =1, ..., n,
(71) {a;;0} >ai;  dans L([0, T]) pour k— co.

Désignons par w, la solution du probléme {(67), (68)} et par w la solution
du probleme limite {(69), (70)}.

Supposons que, pour k — oo,

{pi} > et {y} >y dans o (resp. dans o)
et que
(i >f dans L*([0, T], o) (resp. dams L([0, T, ")).
Alors:
{we} >u  dans C*([0, T], =) (resp. dans C([0, T, Jz!’)) .

ii) Supposons que les coefficients a;,(t) vérifient la (36) avec des com-
stantes o et A indépendantes de k et que

{p:} > et {9} >y dans &, (resp. dans D)
et
{fiy >f dans LY([0, T], &,) (resp. dans L*([0, T, @;)) ,

ol s est un nombre réel tel que 1<s<1/(1— a).
Alors:

{ur} >u  dans ([0, T], &,) (resp. dans C*([0, T, .@;))

iii) Supposons que les a;;,(t) vérifient la (37) avec une constante A indé-
pendante de k et que

{p} > et {w}—>y dans & (resp. dans ')
et
(f}—1  dans I}[0, T}, &) (resp. dans L*([0, T, 2')).

Alors:

{w} >u  dans C([0, T], &) (resp. dans C*([0, T, .@'))
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iv) Supposons que les a;:(t) vérifient la (38) avec une constante A qui
ne dépend pas de k et que
e} —>o  dans HiZ',  {pf—>vw  dans Hj,
et
{fi} —~f  dans L([0, T], Hy,)
pour quelque s réel.
Alors:
{u} >u  dans O([0, T], Hj,
et

- [ou ou
_ {8—tk} - dans C([0, T, H') -

DEMONSTRATION.  Considérons d’abord le cas (i). Si {g:} —¢ et
{vi} >y dans &' et {f;} >f dans L!([0, T], &#'), on voit (théoréme de
Paley-Wiener, partie II) que @, 9, fi vérifient linégalité (41) avec des
constantes C, et p qui ne dépendent pas de k (cf. la démonstration du th. 3,
a laquelle on se rapportera dans la suite).

D’ailleurs les a,;;, appartiennent & une partie compacte de L([0, 1),

de sorte que les fonctions
T—7
o(ax, 0) = Sup f lax(t + 7) —a(®)|dt  (0<0<T)

0<7<é
0

sont équibornées sur [0, 7] et
w(a, 6)—>0, s 60+,

uniformément par rapport & k.
Par conséquent, la fonction go(ax, {) (définie par la (40)) est équibornée
pour [{|>1 et converge & zéro pour |{]| - oo, uniformément par rapport

a k. Il en suit que les constantes L (a;) définies par la (43) sont bornées
A~
par rapport & k, pour tout £ > 0, de sorte que 4 et ow/ot vérifient la (44)

avec des constantes qui ne dépendent pas de k.

Done (théoréme de Paley-Wiener, partie IT) les suites {u;} et {ou,/ot}
sont bornées dans C([0, T'], «Z'). D’aprés I’équation (67) on obtient enfin
(en remarquant que les a,;, sont équi-intégrables sur [0, T], et que les f;
sont équi-intégrables sur [0, 7] & valeurs dans /') que les 0%u,/0t* sont
équi-intégrables sur [0, 7] & valeurs dans .7/, donec les Owu,/0ot sont équi-
continues sur [0, 7'] & valeurs dans «7’.

Mais <7’ est un espace de Montel et donc {ou,/0t} est rélativement com-
pacte dans C([0, T, =7').
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En conclusion on a prouvé que {u,} est une suite rélativement compacte
dans 01([0, T'], &’). Or, on voit aisément que si %, est la limite d’une sous-
suite de {u;} qui converge dans C*([0, T], =/') alors u, est une solution du
probléme limite {(69), (70)}.

Mais ce probléme n’a que la solution %, donc %, = u; d’ou la thése dans
le cas des fonctionnelles analytiques.

Supposons maintenant que {¢,} —>¢ et {y:} -4 dans ., tandis que
{fx} —f dans L([0, T'], &Z).

Introduisons le probléme dual (cf. la démonstration du théoréme 4)

0%p, 0%,
(12) e — Dt 32 =g dans R*x[0, T],
00,
(73) ,6(T) =0 et at’ (ry=0 dans R",

ol g est un élément fixé dans L([0, 77, =/').
En accouplant le probleme {(72), (73)} avec le probleme {(67), (68)}

T
on obtient (cf. la (58)) que { f {g(t)y ur(t)) dt} est bornée et donc que {u;}
0

est bornée dans C([0, T], 7).

D’apreés 1’équation (67) on a en outre que les 02u,/0t* son équi-intégrables
sur [0, T'] & valeurs dans .o7.

La conclusion est alors la méme que dans le cas des fonctionnelles
analytiques.

Pour prouver le cas (ii), il est avantageux de traiter d’abord le cas ol
les données ¢, y, et f, ont support en # (en tant que fonctions ou bien
fonctionnelles) contenu dans un compact de R” qui ne dépend pas de k. Ce
cas se prouve de fagon tout & fait analogue au cas des fonctionnelles
analytiques.

Cela fait on se debarasse de I’hypothése de compacité des supports &
l’aide du procédé usuel de dualité.

Les cas (iii) et (iv) se prouvent de facon analogue. //

7. — Contre-exemples.

THEOREME 9 (contre-exemples sur la convergence). Considérons la suite
de problémes (k=1,2,3,....)
(74) — ax(t) P 0 dans R x[0, TT,

(75) w2, 0) =0 et %“(x, 0) = yp(x) dans R,
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ou (cf. [1])
(76) a,(t) = 1 — 4e; sin (2kt) — e2(1 — cos (2kt))®
et

p(@) = E:ch sin (k) .
h=1

(Les swites {e:} et {c,} seront choisies dans la suite).
i) Soient ¢ et 0 deux nombres >0, e<1/10, et soit:
eg.=¢, Vk,

¢, = exp[— oh].
Alors les coefficients a,(t) sont du type

ap(t) = o(kt),

et ils parcourent une partie bornée de L™([0, T7).
De plus on a, pour k — oo,

{a,} >1— 32,  faiblement dans L([0, T1) .

En outre la donnée initiale y(x) est une fonction analytique sur R.
Toutefois, pour ¢t > d/e (d Vexception des t qui sont des multiples entiers
de 7), la suite {u.(t)} west pas bornée dans 'y ni dans D, quel que soitr > 1.

i) Soit
ex = (log k)1,
¢, = exp (— h(log h)2) .

On a alors, pour k — oo,
(77) {ax} -1  dans L>([0, 1) .

En outre la. donnée initiale y(x) est une fonction de Gevrey d’ordre s pour

tout s >1.
Toutefois la swite {u.(t)} n'est pas bornée dams 2,, quel que soit r>1

et t>0 (t£vm, v entier).
iii) Soit 0 < x<<1 et soit

Ep — k—o"’

¢, = exp (— h-*(log h)™?) .
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Alors on a encore la (77). De plus, les fonctions a,(t) sont équi-hilderiennes
d’exposant o.

En outre w(x) est une fonction de Gevrey d’ordre s pour tout s > 1/(1 — «).

Toutefois la suite {u,(t)} n’est pas bornée dans D,, quel que soit r>1/(1 — «)
et t>0 (t=vm, v entier).

iv) Soit
&= k*(log k)?,

¢, = exp (— (log h)?) .

Alors on a encore la (77). De plus, les fonctions a,(t) sont équi-hilderiennes
d’exposant o, pour tout o << 1, et p(x) est une fonction indéfiniment différentiable.

Toutefois la suite {u.(t)} m’est pas bornée dans 2', quelque soit t> 0
(t £ vm, v entier).

DEMONSTRATION. On développe la solution wu,(x,?) du probléme {(74),
(75)} en série de Fourier du type

Up(@, t) = gka,h(t) sin (hx) .
h=1

Les coefficients v, ,(¢) doivent alors vérifier le probléeme de Cauchy:
O () BPay (D)o, (1) = 0 dans 10, TT ,

02(0) =0 et v,(0) = ¢, .

Or, si a,(t) est la fonction définie par la (76), on peut résoudre explicité-
ment ce probléme lorsque k¥ = &, et on obtient la solution suivante:

1 .
V6(t) = %ck sin (kt)-exp [ek (kt — 5 sin (2kt))] .

En utilisant le théoréme 12 de I’Appendice et en faisant des simples
vérifications on achéve alors la démonstration. //

THEOREME 10 (contre-exemples sur Pexistence). Considérons le probléme:

o2 o
(78) —a‘t-g'—dt —aTwE:O dans RX[O,T].
ou
(79) u(x, 0) = @(x) et a—t(x, 0) = p(x) dans R,

avec T >1.
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Considérons la partition suivante de Vintervalle [0, 1[:

[0’ 1[ = U I,
k=0

o

I,=[1—2"% 1—27% (k=0,1,2,..).
Soit
a(t) — [ blee, it), sitel,,
1, sit=1
o
b(e, T) = 1 — 4esin 27— &2(1 — cos 27)?
et

7]]6 - 4:754’”

(les mombres réels ¢, seront choisis dans la suite).
i) Soit:

1
&r=3 (log i)~ .

Alors la fonction a(t) est continue sur [0, T']; toutefois on peut trouver p(x)
et w(x), fonctions de Gevrey d’ordre s pour tout s > 1, telles que le probléme
{(78), (79)} wait pas de solutions dans H>([0, T], 2.), quel que soit r> 1.

ii) Soit:

1
gn;“, o 0<a<<l.

& =

Alors a(t) est hilderienne d’exposant o sur [0, T']; toutefois on peut trouver
p(x) et w(x), fonctions de Gevrey d’ordre s pour tout s > 1/(1 — a), telles que

le probléme {(78), (19)} n’ait pas de solutions dans H*([0, T], 2,), quel que
soit r>1/(1— ).

iii) Soit:

1
Ex = gnEI(IOg 771:)2 .

Alors a(t) est holderienne sur [0, T'] avec exposant o pour tout o << 1; toutefois
on peut trouver (x) et w(x), fonctions indéfiniment différentiables, telles que
le probleme {(78), (79)} n’ait pas de solutions dans H**([0, T], 2').

DEMONSTRATION. Nous prouverons seulement le cas (i), les autres cas
pouvant se démontrer de fagon analogue.
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Au but de construire les fonctions ¢(x) et y(x), on construira une solution
v(x, t) de ’équation (78) dans Rx[0, 1] telle que
(80) veH»([0,1— 48], &,), Vs>1,Vé>0,

tandis que

0
(81) —8—,5 (t) n’est pas bornée dans 2, lorsque t—1-, Yr>1.

Une fois qu’une telle fonction v sera construite, il sera suffisant de choisir

ov

p(x) = v(x, 0) et y(x) = % (@, 0),

pour achever la démonstration du théoréme.

En effet, ’il existait une solution u(z,t) de {(78), (79)} appartenant &
H*>1([0, T, 9:) pour quelque r > 1, cette solution devrait (grice au théo-
réme 6 de unicité) coincider avec v(w,t) pour 0 << t< 1, ce qui contredi-
rait la (81).

La fonction v(w, t) sera construite du tupe

(82) v(w, t) = § 0,(t) 8in (9,2)
h=1

oll v,(t) est une solution de l’équation ordinaire:
(83) (1) + mpa()o,(t) = 0 dans 10, 1] .

Entre toutes les solutions de 1’équation (83) on choisit celle qui vérifie
les conditions suivantes

(84) . V() =0 et vy(t,) =1,

ou ¢, désigne le centre de lintervalle I, (donc f,= 1— 3-2-%"2),

Mais, en effectuant le changement de variable { — v =,({— ¢;), on peut
résoudre explicitément le probleme {(83), (84)} dans lintervalle I,, en
obtenant la solution

(85) ,(8) = 1 w(eny Na(t— 1) o tel,,
Nn

ol
w(e, T) = (8in 7)-exp [s(r-— Lsin (21:))] .
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Or, désignons par t, et t, les deux extrémes de lintervalle I, (donc
th=1—2" et t; = 1— 21,
On a alors (puisque sin (1,t) = 0 et cos (n,t) =1 pour ¢ =1, et t =t,)

(86) Uh,(th) =0 et v;b(tllz) = g, exXp (_ shnh2_h_2) ,
(87) /Uh(t;:) =0 et U;(t;) = g, eXp (Bhnh2_h_2) .

D’aprés le choix qu’on a fait de ¢, et 7,, on vérifie facilment (grice au
th. 12 de I’Appendice) que la suite {(0v/0t)(t,)} n’est pas bornée dans Z,,
quel que soit r>1.

On a donc prouvé la (81).

Pour prouver la (80), on utilise le Lemme 1 sur l’intervalle [0, t,'L] (par-
couru au sens des ¢ decroissants), avec «(t) = h2a(t), () = «(t) et »(¢) = O.

Puisque dans cet intervalle on a |a'(t)|< Cey—1ms—, la (6) donne

Ml oa(®)] + [0a()] <& exp (— e,7, 2772 + Cenytpy)

D’apreés le choix de g, #,, on vérifie alors (grdce au th. 12) que v(t) et
(0v/0t)(t) appartiennent & &, pour tout s > 1 et pour tout ¢ € [0, 1[. D’aprés
I’équation (78) on a enfin la (80). //

8. — Cas de I’hyperbolicité faible.

Tous les résultats d’existence ou de convergence des solutions des pro-
blémes hyperboliques que nous avons obtenus jusqu’a ici, ont été prouvés
sous I’hypothese de coercivité des coefficients:

(88) zaij(t)§i§j> Aol VEeR", (A>0).

Or, on peut voir que cette hypothése peut étre substituée par Phypothése
plus faible:

(89) D a:(t)&:€,>0, VEeRn,

au moing dans le cas de solutions dans .« ou dans &/’.

TuEOREME 11. Considérons le probléme {(1), (2)} avec des coefficients
réels et intégrables a,; qui vérifient (89).

Si les données ¢ et v appartiennent & o/ (resp. 4 ') et f appartient d
L([0, T, <) (resp. a L([o, 17, &7’)), alors il existe une et une seule solution
du probléme dans H®([0, T, <7) (resp. dans H>([0, T, a/’))
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En outre il est encore valable le méme résultat sur la convergence des solutions
prouvé dans le th. 8, partie (i), sous Uhypothése (88).

DEMONSTRATION. La thése se prouve de fagon analogue au cas de coer-
civité des coefficients, mais cette fois-ci on doit utiliser au lieu de I’esti-
mation (19) une version un peu modifiée de cette estimation.

On peut en effet prouver, sous la seule hypothése (89) de positivité faible,
Pinégalité suivante pour la solution w dans H?([0, T], 5#') du probléme
{(1), (2)}, avec des données fonctionnelles holomorphes:

(90)  Ve(0) |21, (:, t)l

_Ha]ds

Mexp(ﬁ hasirl) expen | (2 4 ve@) i+ 2

()

ol £({) est une arbitraire fonction telle que 0 < ¢({)<1, et ou

T/2|¢]

M =c[(1+ 12 [ lats)lds) Elig@)] + 19 +f1f (@ 9)lds,

pour tout ¢ dans [0, T] et |{|>1
Nous avons désigné par ¢, et ¢, des constantes dépendant de T et nous

avons posé (cfr. (18))
T—7

w() = Sup ﬁa(t—{—r)—a(t)]dt.

0<T< TI2]¢]
0

Pour prouver la (90), il suffit de reprende la démonstration du Lemme 2

en choisissant cette fois:
-+ o0

b(Z, t) :fd(t + 7),(7) dt + £(0)

0

(on d@(2) et 0.(7) sont définis comme dans la démonstration du Lemme 2),
de sorte que:

b,y t)>e(8) >0
Une fois prouvée la (90), on choisit (par exemple)
&(0) = Min{1,Vo(l) + [t}

et ’on procéde comme dans la démonstration du th. 3, partie (a). //
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9. — Appendice
A) DEMONSTRATION DU THEOREME DE PALEY-WIENER, PARTIE IIT.

i) Soit we L([0, T, «7'). Alors ’ensemble

= {At)ulie I=([0, T]), |A(t)| <1}

est borné dans L'([0, T], «7’). Par conséquent ’ensemble

T

S, = {fv(t)dt |v e.?u}

0

est borné dans &7’ (en effet, I’application linéaire v f o(t)dt de L'([0, T, .«7")
dans &7’ est continue).
De la partie II du théoréme et du fait que la transformée de Fourier

T T
de la fonctionnelle f o(t)dt est égale a f ?(C, t) dt, il résulte alors qu’il existe
0 0

0>0 tel que, Ve>0, 3C, tel que

T
‘_[z(t)az(c, ) (el€] + (o + &)nl)
0

Yie L>([0, T1), avec |A(t)|<1.
On a donc prouvé III-(i).
Le cas (ii), (iii), (iv) se prouvent de facon analogue. //

B) DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

i) On peut reconduire le probléeme {(1), (2)} & un probléme du type

suivant:
n
(91) w'( Z ax = F(@) dans )0, T[, w(0) = w, ,
ou w et F sont des fonctions sur [0, T'] & valeurs dans [s£]"*2, 4,(t), ..., 4,(?)
sont des matrices scalaires (n -+ 1) x(n 4+ 1), intégrables sur [0, 7], et
wy €[ L
Le probléme (91) est équivalent & 1’équation intégrale

w(t)—wo+f[zA 22 5) + Fo)as.
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On définit, pour k entier >1,

wi(2) —wo+f[2A (5) 21 (s )+F(s>]

On a alors, pour k>2,

lg—a

t t
wilt) — wea(t) = |3 A,(00) | S Ailt) oo | 3 A7)
0 ' 0 h

-1

o
f [z 4;,(s) ——3"—‘5; + F(s)] dsdvdty, ... dt, .
.’h )
0

Pour chaque domaine convexe D de C" et w e (#')", on pose:

|w]p = Sup {|<W, Ply fe ()%, [f(z)|<1 sur D} .

Soit en outre
n

ﬂ(t)=|Z (1)) -

Fixés deux domaines convexes D, et D de C" tels que D,cc D, on a
alors (en utilisant la formule de Cauchy pour les fonctionnelles holomorphes)

thes
W (2) — wi—y (1) IID<f/3(t1)fﬂ(tz) fﬁ("')

s T

.j[ﬂ(s)“lvﬂgi + ”F(.S)”D] dsdrdt,— ... di, ,

ol
o = dist (D,, cD) .
Mais:
tr—y

fﬁ(m fﬂ(tz) f B&)dsdty ... dty = [ fﬂ(s)ds] Py

donc on obtient

[fﬁ(s)ds]k [jt'/ff(s)alg]k_1 T
J1(0) = w0e-a(8) |2 = = [0l + == f |26 pds .
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Il en résulte que, pour 0<t<T, la série > [w(t) — w,(1)|, est con-
k=1

vergente, pourvu que le domaine D soit assez grand par rapport & D,,

notamment pourvu que
T

dist (D. (D) >fﬁ(s)ds .

0

Montrons maintenant 'unicité des solutions. Soit w tel que
t 0
w(1) =fZA,~(s)%(s)ds (0<t<T)
7 5
0

et soient Dy, D et p comme ci-dessus.
On a alors

k ) 1

Sup“W(S)llD"‘

0 11

=
<s< (0

>4

lw(t)[p< [ f ﬁ(s)ds]

Mais cette inégalité est valable pour tout k, done, si D et D, sont tels
¢
que fﬁ(s)ds< 0, on obtient [w(t)],= 0.
0
ii) Dans le cas des fonctions entiéres, la démonstration de Pexistence

et de l'unicité est analogie au cas des fonctionnelles holomorphes. Il faut
maintenant utiliser les normes suivantes sur ’espace #Y

Iflp=Supli(s)) (D = domaine de Cv)
zeD

et choisir les domaines D,, D tels que Dcc D,. /|

) THEOREME 12 (type Paley-Wiener pour les séries de Fourier).

a) 1) Soit w une fonction analytique sur R, 2n-périodique. On a alors,
au sens de Vespace o,
+ 00

(92) w(x) = > by exp (ihx)

h=—o0
o b, sont des nombres complexes tels que

(93) [bs] < M exp (— 3[k])  (3>0).
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ii) Soit w wume fonction de Gevrey d’ordre s>1 sur R, 2m-périodique.
On a alors, au sens de &,, Végalité (92) avec

(94) |bal < M exp (— 8[A|"*)  (6>0).

iii) Soit w une fonction indéfiniment différentiable sur R, 2m-periodique.
On a alors, au sens de &, Végalité (92) avec

(95) [bal < M(p)|h|~", Vp>0.

iv) Soit w une distribution su R, 2n-périodique. On a alors, au sens de 2',
Dégalité (92) avec

(96) [bal < M[R]"  (p>0).

v) Soit w une ultradistribution de Gevrey d’ordre s > 1 sur R, 2n-pério-
dique. On a alors, au sens de D,, Végalité (92) avec

97) |bal < M, exp (e]h|Y*), Ve>0.

b) Vice-versa, si {b,} est une suite de nombres complexes qui vérifie Viné-
galité (93) (resp. la (94), resp. la (95), resp. la (96), resp. la (97)), alors la
série (92) converge dans Uespace of (resp dans &, resp. dans &, resp. dans D',
resp. dans 9)

c) 8i {wy} est une suite bornée dans Vespace o/, alors chaque w, admet
le développement (92) avec des coefficients b, , qui vérifient la (93) uniformé-
ment par rapport a k.

Le vice-versa est aussi valable.

Des résultats analogues sont valables pour les autres espaces considérés
dans la partie (a). /]

D) PropoSITION 1. Soit a(t) = [a.s(!)];;-,, ., dans (Ll([O, T]))"‘ et soit:

T—z

w(a, )= Sup fla(t + 7)—a(t)|dt .

0<T<o

On a alors, pour 0<7<T/2 et 0<8<T — 7,

§+7T

T
f|a(t)|dt<%§f|a(t)]dt + ola, 7)
0

36 - Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci.
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et

3+t T

fla(t) — ma|dt<%1-—ff]a(t)]dt + w(a, 1),
3 0

ou m, désigne la moyenne de a(t) sur [0, T].
DEMONSTRATION. Soit m dans C* et soit

$+7T
6(s) = [la(t) — m|dt, O0<s<T— 7.

On a alors
0 — 0(s) =[(ja(t) — m| — la(t + =) — ml)dt,
d’olt

6(5) < 6(s) + ”[a(t)— a(t + 7)|dt| < 0(s) + w(a, 7) .

En intégrant par rapport a s sur [0, T — 7], on obtient

T—7
(T — 1)0(§)<f6(s)ds 4 (T— 7)w(a, 7).

0

Or on a grice au théoreme de Fubini-Tonelli:

T—7 T
f0(s)ds<1:f|a(t)— m|dt .
0 0

D’ici, pour m = 0, et pour m = m,, on dérive la these. //
F) PROPOSITION 2.

Soit X un des espaces vectoriels topologiques suivants:

M’ é’s, @;? é"’ 9’7 HT

loc ?

oll s est un nombre réel >1 et r un nombre réel quelconque.
Alors o est dense dans X et L([0, T'], 5#) est dense dans L([0, T, X).
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DEMONSTRATION. Le fait que s soit dense dans X est bien connu.
Soit maintenant » dans L!([0, 7], X). D’apres la définition, on sait qu’il
existe une suite {u,} de fonctions étagées a valeurs dans X, qui converge & u
dans L'([0, T], X). D’autre part, puisque 5# est dense dans X, il est facile
de construire, pour tout k, une suite w{’ dans L([0, T], #) telle que
{uP} —u, dans L([0, T], X), pour k— co. On parvient done & la thése. //

(1]
(2]

(3]
(4]
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