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Orbites périodiques d’un systéme hamiltonien
du voisinage d’un point d’équilibre.

JACQUES VEY (¥)

1. — Position du probléme.

Soient @, @5y ..oy By Y1, --- Y des coordonnées linéaires sur ’espace R,
que nous équipons de la forme symplectique

m
o= 2n)1 dw,\dy; .
1

Nous nous proposons d’étudier les orbites périodiques des flots associés &
des hamiltoniens critiques & Dorigine, analytiques au voisinage de 1’origine,
de la forme

m m

(1) H(z,y) = Z c:p; + 3 zQifpipi + H(w, y)
1

Gi=1

ol H, e m’ (m idéal des fonctions nulles & ’origine), out les ¢, et @,;; sont les
constantes réelles, p, = (¥} - 97)/2; et nous aurons & supposer la matrice
@ = |@:;| non dégénérée.

Introduisons les angles ¢, € S' = R/Z définis par

w; = (2p)*2cosq; y; = (2p,)"? sin g,

on a évidemment w = Y dp;Adg;; et le systéme de coordonnées angles-
1

actions obtenu est régulier en dehors des axes du systéme, c’est-a-dire les m
sous-espaces vectoriels A, d’équation p, = 0 (et donc de codimension 2).
Nous allons nous intéresser aux orbites périodiques tracées dans Pouvert

(*) Institut Fourier, Grenoble, et Centre Universitaire de Savoie.
Pervenuto alla Redazione il 18 Novembre 1977.
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m
0 = R {JA,; les coordonnées p,, q; définissent un difféomorphisme de Q

1

et de R xT™ (R, =10, + oo[) en sorte qu’a une orbite périodique tracée
dans £, il est naturel d’associer d’une part sa période 7', et d’autre part son
indice dans Q (c’est-a-dire sa classe d’homotopie), qui est un vecteur entier
vy € Zm. Cela étant, nous allons donner un critere (§ 3), assez lache, garantis-
sant Pexistence d’orbites de période et d’indice donnés. Ce critére recoupe
des résultats obtenus par plusieurs auteurs, dont C.P. Simon et A. Weinstein.

Afin de tester notre résultat, nous nous sommes assurés qu'il permettait
de retrouver commodément le fameux théoréme de Siegel sur la divergence
de la forme normale. Désignons par J¢, ’ensemble des séries entieres sur R2m,
4 coefficients réels, nulles & Pordre 4, qui prolongées & C?™ convergent vers une
fonction définie et de norme <1 sur le polydisque |z,| <1, |y,| <1 (1<i<m).
Soit ¢ € R™,  une matrice symétrique m X m réelle, inversible,

Hy(w, y) = > ¢:p: + 3 > Qupip;
1 4.
on notera J¢. ’ensemble des hamiltoniens H de la forme

H(x,y) = Ho(w, y) + Hi(x,y), H,eX,.

Si maintenant nous supposons les ¢; indépendants sur Z, il existe une forme
normale pour H indiquée par Birkhoff; et le résultat de Siegel ([1]) que
nous retrouverons au § 7, ¢’est que si H appartient 4 un certain résiduel G
de ’espace topologique X ,, cette forme normale diverge. Nous établirons
ensuite un résultat un peu plus fin: si H appartient & un certain résiduel
G'c kK, o, le systéme hamiltonien défini par H ne posséde pas d’intégrale
premiére indépendante de H.

2. — Majorations.

Choisissons trois cbnes convexes P,cc P,cc P,cc R? strictement em-
boités. Toutes les constantes ci-dessous désignées par A, A, ..., a,a,, ...
ou implicites dans une notation O sont relatives au choix de P,, P,, et
uniformes pour les H € J¢, ,; il en va de méme pour les constantes f, y du § 3
sauf qu’elles dépendront aussi du choix de P,.

LemME 1. 8¢ H e Xy, on a

oH,
Hy(p, q) = O(Ip*") , £ (p,9) = O(Ip[*?) -
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Si Von restreint la variable p aw cone P,,

°H,

02|,
o P, =0(pP?), == (p,9)=0(p/"?).

op?

La définition de J€, implique une borne sur les coefficients de la série
uniforme sur JC,; d’ou la premiére assertion, ainsi que la seconde, puisque

0 0

0
-1 = ; — ;—_—
(27Z) 3q, yl 8.%, + T ay,

(On a posé |p| = p; + ... + p.). D’autre part:

0 0 0
—_— )1 y — s — 1.
api (21)1) (xl axi + yz ayi)

Donc ¢H,/op; = p; *O(|p|*?); si Pon restreint p au coéne P,, on a

oH.
pt=0(lp[™) d’ott apl =0(lpPr).
Méme argument pour ¢*H,/cp?.
Partant maintenant d’un point de R*" hors axes, de coordonnées p, g,
nous considérons la solution du systéme engendré par H € X, , issue de ce
point: on note p’, ¢’ les valeurs a l'instant ¢ des coordonnées:

pl= f(t7 P, Q)
q =g, 9

la fonetion f est définie et analytique aussi longtemps que dure la trajectoire;
la fonction g est définie tant que la trajectoire ne coupe pas les axes.

ProPOSITION 1. Il existe deux constantes A,, a, positives telles que, si on
limite Vintégration & p € Py, |t||p|¥? < 4., |p| < a1, on ait:

1) p'e Py, p'=p + O(t]p|*?) = O(|p)),
2) ¢' = q + te + tQp + O(*|p|*?) + O(t|p|*?).
PREUVE:

A) Par définition,

ap/ oH P oH r o ’
=g ) == 0 d) = O0(p')
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done

0
P =00 1) et <[P —Ciftlp[e)=>

du moins tant que la trajectoire n’est pas sortie du domaine de définition
du systeme. Choisissons alors a, > 0 en sorte que la boule |p| < 2a, soit
dans le domaine de définition de H (par exemple a, =1/2), et 4,>0
telle que |t||p|*> < A, implique (1 — O|t||p|*?)~**< 2. Alors pour pe P,
|p| < @, 1a trajectoire existera tant que |¢||p|3¥2< A, et on aura constamment

Ip'| < Ipl(1 + O(ltlp|*"2)) = O(lp]) -

B) Revenons maintenant & 'estimation op’/ot = O(|p’|¥/?) : d’aprés (A),

!

P =0(lpl), P =p+O0(tpPe) .

(1) ot

I1 est facile de former une constante k > 0 telle que si u,ve R", u € P; et
|u — v| < k|u|, on ait forcément ve P,. Comme (1) entraine

p'— p = |p|O(t|p|**)

on voit que quitte & diminuer la borne 4,, on assure p’e P,.

() Ainsi donc pour p e P, |p| < a,, la fonction ¢' = ¢(t, p, q) est dé-
finie et analytique tant que [¢||p|¥2< 4,. On a, puisque p’ reste dans P,

et p'= 0('1")7

W) =+ + TR g)
=c+Qp'+ 0(lp' ")
=c¢+Qp 4+ 0(pP?) +0(lpP?),
¢ =q+te+1Qp + O [p ) + O(t|p[|*?) , C.Q.F.D.

Naturellement, dans cette derniere formule, g et ¢’ sont considérés comme
des points du revétement universel de Tm. Mais il importe d’observer que
la différence ¢'— ¢ est périodique en gq.

I1 nous faut & présent estimer les dérivées partielles de p’ et surtout de ¢’
par rapport a p et gq.

\

PropositioNn 2. 8i Von cantonne UVintégration a pePy, |p|<<b?
[t||p|¥* < B (b, B nombres > 0 assujettis a b*<a,, Bb< A, en sorte que les
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bornes précédentes soient en degd des limitations de la proposition 1), alors

op’ "
5_1—}—15];0[5 OB +b),
op' _ 52

—ag —0(tlp| )7

oq’ . .
a—p—tQ—!-tO(B—l—b)

%gq— =1-+t|p}*O0(B + b).

PrEUVE. Formons les matrices 2m x2m, décomposées en quatre blocs

m Xm,
ap' o oH eH
= 5 —=—= (9, q) — == q)
op Op opoq 0q?
(t Py 9) @_’ 3¢’ (¢ 2,9 ?f_H_( ) o2
3 oq apr P01 opoq

la matrice X(t, p, q) est la solution du systéme différentiel linéaire

oX
= (¢ py, Q) = M, p, ) X(t, P, q)

égale & 1 pour ¢ = 0. D’aprés la proposition 1, p’ reste dans P,, et p’ = 0(|p|)

donc d’apreés le lemme 1,

O(|p ) O(lp )
1 M, p, q) = .
(1) (t, p, q) (Q +o(p1) O(IPP”))

Pour mettre en relief les parties principales, posons

<Yt,p,q)=( v

X .
_ig 1) (2 2'))

Cette matrice satisfait un systéme différentiel

y 0 0 1 0
Y1) =
o[8[y )l xe
1 0 0 0 1 0
= (—tQ 1) [— (Q O) -+ M(t)] (tQ 1) Y.
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Soit N(t) le coefficient de Y(¢) dans cette derniére équation; pour alléger,
éerivons r = |p|¥2. Les inégalités (1) donnent

N = ( 1 o) (0(7‘3) 0(r5)) (1 0)
—tQ 1)\o@) o)\t 1
_ 0(r?) -+ O(tr) 0(r*)
0(*1%) + 0() + 0(r) 04 + 0(wr))

Introduisons maintenant la condition |t}r%2 < B, V> < b. Alors

) = (75/20(3 +b) r0(1) )

O(B +b)*  r20(B +b)

majoration indépendante de t. Convenons de dire qu’une matrice réelle A
est dominée par une matrice B & coefficients > 0 (en symboles A < B)
si chaque coefficient A4,; est strictement majoré en valeur absolue par le
coefficient B,, correspondant. Je vais utiliser le lemme suivant:

LEMME 2. Soit N(t) une matrice réelle dépendant différentiablement d’un
paramétre 1[0, z[; et Y(t) la solution de Véquation différentielle Y (t) =
= N(t)Y(t) égale & 1 pour t = 0. Supposons que sur [0, 7[, N(t) reste stric
tement dominée par une matrice C d coefficients positifs. Alors, sur 10, [,
Y (t) < exptC.

(Noter que par linéarité Y(t) est définie sur [0, 7[ entier). Rejetons la
preuve en annexe du présent paragraphe et appliquons ce lemme a la situa-
tion présente. Nous avons une domination

N(t)< TSIZ(B + b) Cll 7-5 012 — C(T)
(B +5)20y (B +- ) 0y,

ou les C,; sont des blocs m Xm, uniformes sur ¥, , et P,, P,; et nous en
déduisons une domination

Y(t) <exptO(r).
(On se restreint aux temps positifs). Par un calcul facile,
5/ —1/
C(’r) =3B 4 b) 4B + )72 0 Cu 0, .
0 r=3/%(B + b)) \ Oy Oy,

- r=8/4(B + b)V2 0
0 S4B + b)~12
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_[ros(B + ) 0 B by (O Om)|.
exp tC(r) = ( 0 F5(B + b)llz) [GXP tro/3(B + ) 021 Chs
[ro4(B + b)e 0
0 TSIA(B + b)"llz .

Du fait que #%? est bloqué en-dessous de B, I’exponentielle est

1+ tr520(B + b),

15/20(B + b) O(tr®)

Y(t 1C(r) =1 :
() <expiCir) =1 + ( 10(B +b)*  #20(B + b))

On revient finalement a X(t):

1 0
= Y S
X(t) (t 0 1) (t)

- 1 -+ tr¥20(B + b) O(trs)
" \1Q 1 10(B +b): +121520(B +b) 14 O(t*r%) + tr520(B + b)

ce qui donne par affaiblissement (ir¥2 < B)

C.Q.F.D.

X)) = (1 + tr%20(B + b) O(tr%) )

1Q +10(B +b) 1+ tr20(B +b)

COROLLAIRE. Il ewiste deux constantes A >0, a > 0 telles que, si Von
cantonne Vintégration & p € Py |p| < a, |t||p]¥* < 4,

1) p’ reste dans le cone P,, p'=O(|p|),
2) ¢'=q+te+1Qp + O([p ") + O(t|p|*®),

a/
» 5]

4) pour t#0,

rign i<,
ANNEXE: Preuve du lemme 2. On se convaine aisément que la domination
Y(t) <exptC
est valable pour les petites valeurs > 0 de ¢. Soit ensuite

7' = sup {# €10, 7]: pour ¢t 10, 0], Y(t) <expiC}.

49 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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On va voir que 7'= 7. De toute fagon ¥ (7')< Z(z’). (On pose Z(t) = exp ¢0);
et pour chaque coefficient,

Vi) < S INFEO] | Vi) <X G Z4(v') = Zi(r)
k k

si donc on avait une égalité | Yi(z')| = Zi(z'), on en déduirait |¥i(t)| > Zi(t)
pour les valeurs de ¢ légérement inférieures a 7', ce qui est absurde.

3. — Retour des angles.

Les deux constantes positives f et ¢ qui figurent dans la définition
suivante sont associées aux trois cones P,cc P,cc P,cc R” et seront con-
struites dans le courant de la preuve. Rappelons que la matrice symétrique @
est supposée inversible, tandis que le vecteur ¢ € R™ est quelconque.

DEFINITION. Soit T un nombre réel > 0, et v € Zm. Ils seront dits associés si
(i) v— Tece@(P,)
(if) |v— Teo| < pTV®
(iii) T > .

Le théoréme d’existence que nous avons en vue est le suivant:

THEOREME. Supposons le nombre T > 0 et le vecteur v € Z™ associés, et
soit He X, qo. Il existe au moins m orbites dw systéme différentiel engendré
par H, périodiques de période T, me coupant pas les axes et d’indice »
par rapport a ceux-ci, et géométriquement distinctes.

N

Nous avons donc & résoudre le systéme de 2m équations & 2m in-
connues

[p’(T, D=7
¢ T, p, ) =q+v

(q et ¢’ sont ici considérés dans le revétement universel R™ de Tm = Rm»/Zm).
Dans ce paragraphe, nous allons examiner le deuxiéme stock d’équations.

ProposiTION 1. Supposons T et v associds. Il existe une fonction wi(q),
définie et analytique pour q € T™, analytique en T, telle que

7Typy0)=q+v,

P =yir(q) =
’ {Ipl<a, peP, TpPr<4.
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A) Commengons par 1’assertion d’unicité: T, », q¢ donnés, il n’y a
qu'une valeur de p, satisfaisant les inégalités T'|p|¥* < A, |p| < a et le sys-
teme ¢'(T, p, q) = q + v. Posons en effet

q,(ty D, Q) ={q + te + tQP - G(ty p, Q)

ol @ est une certaine fonction périodique en ¢; d’aprés la définition de a
et A (§2, corollaire),

G(t, p, q) = O(tlp %) + O(t2|p|*?) ,
G
t—lQ—la_p (t,pyq)|<1.

Soit @ == T7Q~(v — T¢) e R™ (en fait @ € P, par la condition (i) d’asso-
ciation). Le retour des angles s’écrit

1) p=o&+ TQ*HT, p,q).

Supposons une deuxiéme solution @, avee les mémes angles g, assujettie
aussi aux inégalités

) 1Pl <a T|pPt<A.

11 vient

p—P=TQ&T, p, q) —&T, P, 9],

ou [p, p] désigne le segment de droite joignant dans R™ p et {: tous les
points de ce segment sont soumis aux inégalités (2) et d’apres le corollaire
du § 2, on trouve

N . oG 3
lp—P|< Ip—pl[sug T-IQ—I;I;(T, v )| < |p—P]
Dy P

ce qui est absurde, &4 moins justement que p = §. En d’autres termes, ’ap-
plication p > f(p) = & + TQ*G(T, p, q) est strictement contractante.

B) Voyons maintenant effet des conditions d’association sur le vec-
teur @. Par (i), @ € P,. Ensuite (ii) donne

@] < T-Q7|y — Te| < pl@* T
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done d’une part

T|‘7’l5/4 < ‘35/4IQ-—1|5/4
et d’autre part, par (iii)

@] < py=*1Q7] -

C’est ici qu’on fixe la constante S, en sorte que §%4|Q-1|¥¢< A/2; et une pre-
miere contrainte sur y sera que

Py=1QY <a/2.

Ainsi, quels que soient v et T associés, T'|@|*< 4/2, |®| < /2 (done |@] < 1:
a/2 est de toute fagon inférieur au rayon de convergence).

() Procurons-nous un nombre k > 0 tel que si u € P, et v € R™ vérifie
|u — v| < k|u|, on ait v € P,. On peut exiger de plus (1 4 k)¥* < 2. Soit B
la boule centrée en @, de rayon k|®|. Je dis que si peB, |p|<a et
T|p|¥*+< A. En effet

Ip|< (1 + k)|@| < 1+ ka2 < (1 + k)**a/2 < a
Tip|** < T+ k)4 @[ot < (1 + k)i4/2 < A.

~

Nous allons voir & présent que f(B)c B. Si pe€ B,
f(p) — & = T*QG(T, p, q)

() — & = O(TIp|*"®) + O(lp[*")
= O(T(L + k)¥2|®|*2) + O((1 + k)¥*|@|*?)
= |@|[0(T|®[**) + O(|@]"*)] .

Mais T|@|¥2 = T|®|¥*|0|Vs < A|@|Y4/2. Comme |@| << fy=+*|Q~* on voit
qu’en ajustant la constante y assez haut, on aura

If(p) — @] < kl|o|

et donc f(p) € B, comme voulu.

D) Puisque f est contractante strictement, elle a un unique point
fixe dans B, qu’on notera yi(q). Puisque

!
,T*IQ-I%%—li<1,
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0q'[op est inversible et ’équation (1) de retour des angles a été résolue par
transversalité, ce qui montre que yr(q) est analytique en T et q'e Tm.

Observer pour finir que les estimations du (C) donnent un peu plus, &
savoir que si p € B,

f(p) — @] = O(|®|**) .

On déduit Pinformation suivante:

Annexe @ la proposition 1:

vr(@) = & + 0(|®]"%) .

(L’argumentation de cette section sort tout droit de Poincaré: [2], t. I, p. 112).

4. — La fonction génératrice.

Laissons provisoirement de coté la question du retour des actions et
examinons ’équation de Hamilton-Jacobi.

LEMME 1. Quels que soient p € Py, t€ R vérifiant |p| < a, |f||p|¥*< 4,
Vapplication
¢~ q' =gt p, 9

de T™ dans lui-méme est un difféomorphisme.

D’aprés le choix de 4 et a (§ 2, corollaire final), d¢’/dq est inversible et
ces applications sont des étalements. Ce sont donc des revétements, puis-
que T™ est compact. Ces revétements correspondants aux diverses valeurs
de ¢t sont homotopes; comme pour ¢ = 0 ce sont des difféomorphismes, il
en va de méme pour tout ¢.

ProPoSITION 1. Il existe une unique fonction S(t, p, q'), & valeurs réelles,
définie et amalytique pour p € Py, |p|<a, |t||p|¥*< A, q'€ R™, solution du

probléme de Cauchy
o8 o8
[ 7 a(ng) =0
m , ,
80,2, 4) = 2 p:ti =P’ -

En outre, la différence S'(t, p, ¢') = S(t, p, ') — pq’ est périodique en q', done
définie sur le tore q'e T™.
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Inversons la relation q’_. g(t,p,q) en ¢g=4g'(t,p,q) (lemme 1) et re-
portons dans p'= f(t,p, ¢'), d’out p'=f(t, p,q). Du fait que a ¢ fixé,
dpNdq = dp'Ndq’ résulte que la forme différentielle

qdp + p'dq’

est fermée (ici q et ¢’ ont été remontées an revétement universel, et p et ¢’
sont les 2m variables indépendantes). Il vient donc une fonction S(t. p, q')
dont elle est la différentielle:

o8 , . o8 ,
q=@(t,p,q), P =é?(t,p,q)

et qui est unique & une fonction pres de ¢t seul. Pour ¢t =0, p = p’, ¢ = ¢
done 8 = pq’ & une constante prés. De la théorie générale de Hamilton-
Jacobi résulte que S satisfait ’équation aux dérivées partielles

o8 o8 .
m + H (p, 55) = fonetion de ¢ seul

et quitte a rajouter & 8 une fonction de ¢, nous obtiendrons un second membre
identiquement nul, ainsi que S(0, p, ¢') = pq’. Quant & la périodicité de §’,
elle résulte justement de I'unicité des solutions d’un probléme de Cauchy.

Bien que ce ne soit pas strictement indispensable pour la suite, il est
intéressant d’examiner de plus prés la structure de la fonction S. Appelons
polyndéme sur ¥, o (ou J,) une application de ¥, dans R ou C qui ne dépend
que du jet d’un certain ordre de I’argument, et qui dépend polynomialement
des coefficients de Taylor; appelons fonction analytique sur J¢,o une appli-
cation & valeurs dans R ou C qui dépend au contraire du jet complet, et

analytiquement.

PRrOPOSITION. La fonction S'(t, p,q') = 8 — pq’ se laisse déveloyper en
une série

8'(t, p, ¢') = — tHy(p) +lZ fau(t, Hy)p*? exp [ug' v—1]
E’f>5
A2 __ /1,/2 Am/2

(p D ug' = g oo+ ppq.,) on les exposants A qui inter-
m'cmnent avec un coeﬁw@ent non identiquement nul et de poids > A; déterminé

sont en mombre fini. Chagque coefficient f,,(t, H,) est analytique en t, et poly-
nomial en H, e 3,. Enfin, il existe deux constantes A', a' > 0 telles que la
série converge pour p € Py, |p| < a’, |t||p| < 4', ¢'€ R™.
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I1 faut remarquer d’une part que les valeurs de la fonction S (et des ses
dérivées) sont des fonctions analytiques de H; d’autre part, que le domaine
de convergence de la série est en de¢d du domaine d’existence de S
(p € Py, |p| < @, t|p|¥* < A) ce qui fait que la valeur de S en un point ol
tlp| > A’ mais ¢|p|¥*< A est complétement imprévisible, méme approxi-
mativement, & partir d’un jet d’ordre fini de H.

Comme je ne ferai pas usage de ce résultat, et que sa preuve est peu
longue, j’omettrai celle-ci.

5. — Les orbites périodiques.

Soit T'> 0, v€ Zm, et (p(t), q(t)) une orbite de période T, ne coupant
pas les axes, et d’indice » par rapport & ceux-ci. Posons p(0) = p, q(0) = ¢,
p(T) = p', ¢(T) = ¢q': la périodicité s’exprime par

p'=p
¢=q+v

le deuxiéme systeme d’équations étant & lire dans le revétement universel.
Si nous utilisons la fonction 8 = pg’+ §', ceci s’écrit

a8 o a8’ ,
(I @(T7p7Q):q_"’ ou "a})'(TprZ):_"”
cS , o8’ ,
(I1) 5;(13p,q)==p ou 5E(13p,q)==0-

Le premier systéme exprime le retour des angles. Si donc » et T sont associés,
et si lon se restreint aux positions initiales vérifiant |p|<a, pe Py,
T|p|¥* < A, il est résolu par

vy étant la fonction (vectorielle) de ¢'e T™, analytique, construite au § 3.
Noter d’ailleurs que les m relations ¢ = (28/9p)(t, p, ¢') étant équivalentes &

¢ = ¢+ tc +1Qp + O(tlp|*’*) + O(*|p|*")
on a
a8

@Umﬂﬁ=¢—w—wp+ﬂmWﬂ+0me%
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Substituant dans (I), on se retrouve devant le systéme de m équations
(aux m inconnues g, ..., q,):

o8’
(I11) g (T v, ¢)=0.
J’appellerai fonction (v, T')-séculaire la fonction analytique sur T

R(q) = 8"(T, vr(d), 4) + 2 »vrsi(d).
1

Calculons sa différentielle: on trouve

81/; o8’
TP T J
T(q ) a_z ap ( ’ 'p ) q1

o8
= ‘a_ql (T’ ?/’;‘(Q’)y q/)

("PQ)’Q)+E”: q

par définition méme de y’,. Par conséquent, le systéme (IIT) devient

0

(I11) %

Er(q') =0

et se trouve assuré d’au moins deux solutions.

I1 s’agit & présent de décompter les orbites géométriquement distinctes
ainsi obtenues. Observons d’abord que si (p, q') est une solution de (I) et (IT),
tous les points de lorbite correspondante sont solutions: donc les points
critiques arrivent en cercles (cf. § 6, lemme 1), et tous ces cercles ont la méme
classe d’homotopie ». Il se peut toutefois, si » = 0, que certaines des orbites
soient stationnaires, les cercles dégénérant alors en points. Nous serons as-
surés d’obtenir m tels cercles disjoints dés que la proposition suivante sera
établie:

ProrusiTION 1. Soit f une fonction différentiable sur un tore T™ & m
dimensions. L’ensemble critique de f ne peut se réduire & une réunion disjointe
de cercles, tous homotopes et en nombre < m.

Nous allons utiliser 1a théorie de Lusternik Schnirelman [56] et suivrons
de prés le bel exposé qu’en a donné J. Schwartz ([3], ch. 5).

Soient y,, ..., y, les cercles disjoints qui constituent 1’ensemble critique
de f de T (par cercle nous entendons courbe fermée simple éventuellement
réduite & un point). Procédant par I’absurde, nous allons supposer p < m.
Formons I'espace X obtenu en attachant & 7™ des disques D; de dimension 2
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aux cercles y, non dégénérés (c’est-a-dire non réduits & un point) (cette idée
nous a été soufflée par M. Hirsch). Naturellement X et f ne sont pas dif-
férentiables; mais si ’on prolonge le flot %, ([3], lemme 5.18) par identité
sur les D,, on s’assure sans peine de la validité de Pargumentation qui aboutit
aux théorémes 5.21 et 5.22. Puisque chaque D; est contractile, les ensembles
critiques de f sur X sont de catégorie 1, et le corollaire 5.22 montre que la
catégorie de X est au plus p<m —1. Par conséquent, le produit de m — 1
quelconques classes de degré >0 dans H*(X, R) est nul ([3], 5.14) cest
cette derniére proposition qui va s’avérer intenable.

Observons qu’en degré positif Hy(X, T™) ~ @ H(D,, y,): homologie re-
lative est concentrée en degré 2. Par conséquent

0 — Hy(T™) — Hy(X) — Hy(X, Tm) > Hy(T™) — H\(X) — 0

et I'opérateur ¢ envoie chaque D, sur la classe de y, dans H,(T™); comme
tous les y, sont homotopes, le rang de ¢ est 0 ou 1. Il en va de méme en
cohomologie:

0 — HYX)-S HY(T™) & HY(X, Tm) — H¥X) > H¥(T")— 0

(¢ injection de 7™ dans X).

Supposons d’abord ¢* = 0. On remonte alors une base «,...,«, de
HYT™) en aj,...,a, de H{(X): on aura a;A\...A\a, = 0 dans H*(X), donc
en restreignant & T™ par *, ayA\... Ao, = 0, ce qui est absurde.

Supposons o* de rang 1. Choisissons une base «y, ..., a, de HY(T™) telle
que o, ..., %, ; Se relévent en aj, ..., oc;,,_l € HY(X). Par ailleurs, relevons
Om_1\&n € H(T™) en B'e H¥X). Le produit a; A...Aa,_,AB (m— 1 classes)
est nul dans H*(X) donc par restriction ayA... Aot,_sAGn_1/A%, st nul dans
H*(T™), nouvelle absurdité. Ceci achéve la preuve de la proposition 1, et
par 13 du théoréme du § 3.

OBSERVATION 1. La seule information qu’on ait sur la localisation des
orbites périodiques ainsi trouvées est fournie par Papproximation

vr(q) = & 4 0(|®]%4) .

OBSERVATION 2. Evidemment, si les indices de deux orbites périodiques
ne sont pas proportionnels, elles sont géométriquement distinctes.

OBSERVATION 3. Soit (v, T') un couple associé, et supposons les entiers »;
non nuls et premiers entre eux: alors T est la période minima des orbites
ainsi construites.



772 JACQUES VEY

Examinons & présent différents cas de figure autorisés par les conditions
d’association. Si » € Z™ on notera I(v) ’ensemble des nombres T > ¢ asso-
ciés & v; et si 7 > 0, on notera N(T) ’ensemble des » € Z™ associées & T.

Premier cas: ¢ = 0.

Alors les conditions d’association se réduisent & veQP,, T > T, =
= sup(y, f~°»|*) : v est donc arbitraire dans Q-1 P,; et » fixé, T est libre dans
Pintervalle 17, + ocof[. Si T — + oo, @ = T7'Q~'v — 0 on a une famille
d’orbites qui se condense sur Vorigine, avec des périodes de plus en plus
longues.

Deuwxiéme cas: ¢ 0, et ¢ n’est pas projectivement entier (c’est-a-dire:
aucun vecteur Te¢, T == 0, n’appartient & Zm). Sil’on se donne T, la localisa-
tion de v est suggérée par le diagramme ci-apres; il est clair que quand
T — 4 oo, N(T) absorbe une quantité O(T™/5) de points entiers dans la
région permise (figure 1).

A D2y V2
Te+ P,
QPo ////
ﬂTllﬁ
-~
7~
7

L Te
1
‘ c Toy
0 Tigure 1 Py %

Partons au contraire de v € Z"; notons que la condition (ii) est sensi-
blement équivalente & (ii)': [y — T¢| < Blv|'». La figure 2 illustre que l'in-
tervalle I(y) peut étre limité soit par la condition (i) (point T,¢) soit par
la condition (ii)’ (point T,¢). Dans le premier cas, on peut imaginer que
la famille d’orbites, paramétrée par T € I(v), et prolongée analytiquement,
ira percuter un axe; le second cas suggére qu’elle s’éloigne vers le bord du
domaine de convergence.

Troisiéme cas: ¢+0, et projectivement entier: nous pouvons d’ailleurs
supposer c¢ce Z». La discussion précédente s’applique, mais on peut aussi
envisager la circonstance » = le, I € Z. Comme y — T¢ est alors proportionnel
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‘ D2y V2
v
ﬁlvllls
—~ ﬂlvl”5
QP, T,e
¢ Tlc‘%v
T,
0 Py %
Figure 2

a ¢, on doit requérir ¢ e + QP, pour avoir I(v) = §. On trouve alors un in-
tervalle I(») borné, dont ! est une extrémité; quand 7 —1, @ = T*-
‘(v — Te) — 0 et la famille adhére & lorigine, avec des périodes bornées.

On peut envisager des rationnalités partielles entre les coefficients ¢; de c.
Noter aussi qu’il peut arriver que » = 0: il suffit pour cela que ¢ € — Q(P,),
et que le vecteur @ = — @Q~'¢ soit assez petit. Mais plutét que de nous
attarder sur cette discussion, établi ons un lemme.

LEMME. La fonction S(t, p,q') satisfait la double équation aux dérivées
partielles
o8 o8 o8
(i) = (n3).

La deuxieme équation est de construction (§4). La premiére, d’apres
la théorie de Hamilton-Jacobi, est presque satisfaite:

o8 oS
”é{‘l‘H(a_q,’q)—‘P(t)'

Soit (v, T') associés: on va voir que ¢|;,, =0, Aot ¢ =0. Prenons (p,q’)
une solution de (I) et (II):

o8

@(Typ, q)=q—v,
o8

= (T,p,¢)=0p,

oq
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donc
o8
E;(T,p, q)=—H(p,q¢'—)
=—H(p, ") + ¢(I)

d’ot, puisque H est périodique en ¢, ¢(T) = 0.

6. — Multiplicateurs.

Soit Z7 'ensemble des points de R*", satisfaisant les conditions p € P,,
|p| < a, T|p|5/t< A, et dont Porbite est de période T et d’indice »: c’est
une variété analytique (singuliére) tracée sur le tore de retour des angles

p = yr(q) = @ + O(|®]**)

et qui coincide avec 'ensemble critique de la fonction séculaire R} définie
sur ce tore:

Ry = (8'(T, 2, @) + 9D) Ly ypary -

Eclaircissons d’abord un petit mystére. L’ensemble Z, est défini par I’an-
nulation de m dérivées partielles sur un tore & m dimensions, ce que laisse
croire que sa dimension sera 0 (génériquement). Or par définition méme il
est fibré en cercles par le flot, et non trivialement si » = 0.

LEMME 1. La fonction séculaire Ry, satisfait I'équation aux dérivées partielles
! aR‘v ! r v 4 !
H(%(q) +§q-?(4 ),q)=H(wT(q),q) :

Cela résulte de la conservation de I’énergie: partant de p, g (avec
p = yi(g)) on aboutit & (p’,q') au temps 7T, avec ¢ = q + » et

L o8’ N oRYy
p—p+a—q,(T,p,q)—p+ o0 (@)

et d’autre part
H(p,q) = H(p', q).

Pour clarifier ces décomptes de dimension, nous allons considérer les mul-
tiplicateurs de l’orbite périodique d’un point (p,q) de Zj. Soit (4p, A4q)
un vecteur tangent en (p, ¢): la transformation de Poincaré I de lorbite

a

consiste & lui appliquer la différentielle de la transformation intégrale
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du champ de temps 7T; on obtient un vecteur (Ap’, Aq’) tangent a
(@' q) = (p, 9

LEMME 2. La transformation linéaire L est engendrée par la forme
quadratique

28 .. 58 ,
Altp, 40) = 3 (5 A0 + 2 s A A0+ 55 407

o les dérivées partielles sont & caleuler au point (T, p, q).
On doit lire

azs
2 J— .
P ”zl Ap@ Ap;, ete

L est engendrée par A dans le sens suivant: on exprime g’ en fonction
Ap et Aq en inversant la relation linéaire

oA ,
Ap = adp (4p, Aq')

puis on obtient Ap’ par

o4 :
Ap' = 577 (4p, 4¢'(4p, Aq)) .

C’est 13 un énoncé satellite de la théorie de Hamilton-Jacobi.
On a donc un moyen de calcul des multiplicateurs de ’orbite (¢’est-a-dire
des valeurs propres de sa transformation de Poincaré). En particulier

COROLLAIRE 1. La dimension de Uespace propre du multiplicateur 1 est
égale au corang o(p, q') de la matrice

Hessienne, ,nS — 1,, = Hessienne, ,8'.
En particulier, si » = 0, o(p, ¢') est toujours >1 pour (p, q') € Z; car dH
est invariante par L, et non nulle sur Porbite (qui n’est pas stationnaire:

v £ 0).

LEMME 3. Soit (p, q') un point de Zy,. Le corang de la matrice 2m xX2m
Hessienne,, .8’ est égal au corang de la matrice m X m Hessienne, R..
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PREUVE. Le corang de Hess;, S8’ est le nombre de solutions indépen-
dantes du systéme

o8’ 028’

G a8
g P e

Mais 028'/0p® est inversible (parce que 2¢'/op 1'est) donc aprés élimination
de Ap, il vient
028’ (928'\1 028’ 028’ ,
(_6p oq’ (W) op oq’ +W) Ag'=0.

Je dis que le coefficient de Aq’ dans ce dernier systeme est justement
02R7/0q'*. En effet,
oRy o8’ N
—a—q—z—a—q,(Twan(q),q),
o0*Ry  9°8' 828’
ot opog e

T =

T, v7(q'), ql) .

Mais la relation qui définit o7,

o8’ N
'a'_p (T7 yr(q'), Q) =V
donne par différenciation

5
( 77/)1'(4)7 )—O

d’ott par élimination de oy, /0q l’expression voulue de 02R',/oq".
Ecartons le cas » = 0, et convenons de dire que la fonction R7 est
critique et transversalement de Morse en un point ¢’ si le corang de Hes-
sienne, R, est égal & 1. Le noyau de cette forme quadratique se réduit alors
& la tangente & lorbite périodique issue de (p = yi(¢'), ¢'), et Ry est de

Morse en restriction & une petite tranche transverse en ¢’ a lorbite.

ProrostTioN 1. Soit (p, q') € Z, et supposons R, transversalement de
Morse en q'. Alors DVorbite périodique correspondante est isolée parmsi les orbites
périodiques de méme période; el toute intégrale premiére du flot est dépendante
de H sur cette orbite.
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Compte-tenu du corollaire 1, la deuxiéme assertion est évidente. Comme
les transformations de Poincaré aux différents points de I’orbite y de (p, ¢'= q)
sont isomorphes, on voit que Ry est transversalement de Morse sur toute
Porbite. Donc y coincide avec la composante connexe de 'ensemble critique
de R7 qui contient ¢'. Par ailleurs, les orbites de période 7T' voisines de y
ont méme indice que y, donc sont tracées sur le tore de retour des angles
= yip(q’), et donec coincident avec ¢ au flot prés (c’est-a-dire au point de
départ preés).
Il parait naturel de qualifier de simple une telle orbite périodique.

7. — Divergence de la forme normale.

Supposons les coordonnées ¢; du vecteur ¢ indépendantes sur Z. D’apres
le théoréme de Birkhoff ([4], §30) il existe des coordonnées formelles
&1y ey &y G155 G sur R*m, symplectiques, telles que H s’exprime dans
ces coordonnées comme une fonction F(p,, ..., p,) indépendante des angles
(p: = (& 4 93)/2). Nous allons retrouver le théoréme de Siegel: générique-
ment, le rayon de convergence de ces séries est nul.

Observer tout d’abord qu’on peut supposer qu’a I’ordre prés des indices,
£, =u,+m4 §,=y,+ m* et donc $, = p,+ ms. Ainsi les nouveaux
axes A, d’équation p, = 0 (4 supposer que , converge quelque peu) sont
tangents aux anciens axes A,;. Je dirai que les coordonnées normalisantes
£, § sont p-réguliéres si

1) elles forment un systéme de coordonnées analytiques dans la
boule |p| < ;

2) et si dans cette boule, les axes A, sont disjoints de P, x T™.

LEMME 1. Supposons que H € X, o posséde des coordonnées normalisantes
o-régulieres. Toutes les fonctions séculaires Ryp(q') correspondant ¢ des couples
associées T > 0, v e Z™ vérifiant |©] < o/2 sont constantes.

Comme & ’ordinaire, @ = T-1Q-1(v — Te); il est clair que de tels couples
associés sont tres abondants. Soit (p,, qo) € Z7, Do, o les nouvelles coordon-
nées de ce point. Dans les coordonnées p, ¢ lintégration du systéme est

A

immédiate: $ reste constant, et

oF

A 2 A A

Qz‘“’Qi‘l’téE(Pn veey D) -

Si donc le point (po, qo) = (Do, §o) appartient & une orbite de période T,
c’est que T(oF/op)(p,) € Z™; et done, tous les points du tore (p,, §), § € T™
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appartiennent & des orbites de période T'. Puisque |®]| << 0/2, |po| < 0 (§3: 1a
constante k est << 1) et p, € P, done (p,, ) est en-dehors des axes du nou-
veau systéme; toutes les composantes de p, € R sont non nulles et le tore
(Do, §), §€ T™ est bien & m dimensions. Par continuité, les points de ce
tore voisins de (p,, q,) vérifient encore les inégalités T|p|¥*< A, |p| < a,
et sont sur des orbites de période T et d’indice ». Ils sont donc dans Z7,,
qui est de dimension m. Autrement dit, R7 est constante.

Définissons maintenant les fonctions D3°:3.o — C (8 € Z»): DY(H)
est le d-coefficient de Fourier de la fonction séculaire R7, correspondant &
I’hamiltonien H.

LEMME 2. Les fonctions D%’ sont des fonctions analytiques sur la boule
unité X, q de Vespace de Banach des fonctions analytiques sur le polydisque
unité de C>m, continues au bord, et congrues modulo Vordre 5 & H,(p).

(La norme sur cet espace de Banach est la norme uniforme; et naturel-
lement, ¢’est en fait H, qui varie dans la boule unité, H étant la translatée
H, + H,). En effet, considérons les fonctions p’, ¢’ des § 2, 3, 4 comme fone-
tions non seulement de ¢, p, ¢, mais aussi de H (ou H,): elles sont analytiques
sur Pensemble des variables. La construction au §4 de la fonction généra-
trice § a été faite par transversalité, donc a préservé Panalyticité. Enfin
le passage de S & v} (§3, §4) se fait aussi par transversalité; done yy et R}
dépendent analytiquement de H.

LEMME 3. Au moins si & 1 v, les fonctions D}’ ne sont pas identiquement
nulles.

Soit x4 une variable réelle, |u| <1, H = H, 4 H,; € X, q; nous allons
considérer la famille H, = H, + uH, et faire voir qu’en général,

0

iy DE D oo 0.

Considérons la famille correspondante de fonctions génératrices, Su(t, p, ¢'):

Sult, p, ¢') = pg'— tHo(p) + uSi(t, p, ¢') + p*(...) .
On trouve immédiatement, en développant sur u 'équation de Hamilton-
Jacobi
o8y o8,
ot +Hu(1”a—p)—"07

t
. . 0H,
8ty py ¢') =—fﬂl(p, q—s —aj—f(p))d&
0
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Pareillement, on peut, toujours par transversalité, développer vy , selon les
puissances de u:

Vru(@) = & + por(g') + p*(-..)
avec des fonctions ¢7, qu’il sera inutile d’expliciter; et finalement

(Hy) = 8Ty p, ') + v yru(q")

oH,
= — TH(@ + uobla)) + (u2) —p f #,(0 -+ (00— s 50 @ + o)) s
0

+v & 4 pvor(q) + (u*)
et compte-tenu du fait que par définition de @,

@) =+ 05 =T

on aboutit finalement a

Ry(H,)(¢) = — THy®) + v-® + u(27) lecho g+ sv)ds - (u2).

Cette formule montre que la fonction séculaire Ry est tangente (& la con-
stante — THy(®) + v prés) & la traditionnelle moyenne séculaire

2n

[H.5(0) = [Hi@, ¢ + »)ds

0

14 encore, nous suivons Poincaré de prés ([1], t. I, p. 114) (comparer aussi
la discussion des multiplicateurs au §6 avec [1], p. 2018). On obtient

T
% D3 (H,) |ymo = % (0-coefficient de Fourier de [H,](q')) .

Tout revient & voir que ces coefficients ne sont pas identiquement nuls
quand H, varie dans J¢,. Développons H,:

@ H\p, q) = Z oD% exp [i0q']

dezﬂ
lvI=5

50 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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alors le développement de Fourier de [H, ] s’obtient en faisant p = & dans (1)
et en restreignant la sommation aux exposants 6 orthogonaux & ». 11 devient
manifeste que ces coefficients ne sont pas identiquement nuls.

Voici maintenant les théorémes de Siegel [1]: (on suppose toujours les ¢,
indépendants sur Z, et @ inversible)

THEOREME 1. Supposons m>2. Quel que soit 9 > 0, il ewiste un ouvert
dense Q,c X, o, complémentaire dun ensemble analytique de codimension
infinie, tel que les hamiltoniens H € 2, n’admetient pas de coordonnées nos-
malisantes o-réguliéres.

L’ensemble analytique en question est le liew commun des zéros des
fonctions D}® correspondant aux couples associés (v, T) tels que |@| < /2,
et 0 € Zm; comme m>2, il existe des vecteurs 0 orthogonaux & ».

THEOREME 2. Supposons m>2. Il ewiste un résiduel Gc I, q tel que la
forme normale de tout hamiltonien H € I8, , ait un rayon de convergence nul.

Ce résiduel est Dlintersection des £, avec disons o = 1,%,...,1/n, ...

OBSERVATION. On peut mettre a profit l'irrationnalité de ¢ pour con-
struire des couples (v, T') vérifiant, outre |@| < /2 (¢ > 0 donné),

lv— Te|<e.

On aura alors T'|®| < e|@*| donc T|w| < A'/2, A’ étant la constante de la
proposition 2 du paragraphe 2. Dés lors le tore de retour des angles
p = yr(q') se glisse dans le domaine de convergence uniforme de la série
qui représente S. Cela rend concevable de décider sur un jet d’ordre fini
de la non g-régularité de H €JC .

8. — Isolement générique.

Dans ce paragraphe, on ne fait pas d’hypothéses sur ¢; et comme
toujours, @ est supposée inversible.

ProrosITION. Soit (v, T') un couple associé, v+ 0. Il existe un ouvert
dense Q7 c I, o tel que pour H € Q7 on ait au moins une orbite de période T
el d’indice v, simple.

Nous fixons (v, T') pour tout le paragraphe. Nous pouvons considérer
le passage de H & R}, comme une application analytique de 3, , dans C“(T™);
et nous allons calculer la différentielle de cette application. Autrement dit,
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nous perturbons H en H + AH: S devient § 4 A8 - O(4H?), A8 linédaire
en AH; pareillement R devient R + AR 4 O(AH?). (On pourrait d’ailleurs
se dispenser des applications analytiques banachiques en considérant des

a

familles d’hamiltoniens & un paramétre). Rappelons (§1) que f(¢, p, q),
g(t, p, q) désignent les coordonnées angle-action du point obtenu & partir
du point (p, q) en laissant courir le flot défini par H pendant le temps ¢.

T
LEMME 1. AS(T,p,q') = —fAH(f(r, D, q), 9(7, D, Q) dr, formule dans la-
0

quelle q est défini & partir de T, p et q' par ¢'= g(T, p, q).

(On suppose p et T soumis aux conditions |p|<a, T|p|¥*< A; q est
bien déterminé d’aprés le lemme 1 du §4).

PrEUVE. En linéarisant I’équation de Hamilton-Jacobi

a8 a8
w0+ (G e) =0

on obtient
o8 )\ © o8
AS"L op (341” ) ag 48 TAE (aq”q)_o’
ASIH’O =0.
Considérons ceci comme un probléme de Cauchy en les variables ¢, ¢/,

les coordonnées p servant de paramétres. Effectuons le changement de
coordonnées (1, q') — (7, q¢) défini par

t =1
q/= 9(7, p, q).
On vérifie aussitéot que
0 oH (68 |\ ©
o ol + op (aq q) o'

et comme par ailleurs
o8 ,
é‘é?(tﬂ’) q)=1f(zryp, q¢)
Pintégration est immédiate.

T
Leys 2. ARy(¢) = —[AH(f(z, p, 0), 9(z, P, €) dlpmppicr-
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En effet,

a8
ARy = AS(T, yr(q'), ¢') + % (T, wi(g"), @) - Ay 4 v+ Ayi(q')

et les deux derniers termes se détruisent d’aprés 1'égalité de définition de y7, .
Done,

T
ARy(q) = —[AH(f(z, p, 0), oz, p, Oe|_,..,
0
et ou ¢ est définie par ¢'= g(T, p, q). Mais comme p = y}(q'), ¢ = ¢’ Aol
la formule.

LEMME 3. Soit y un plongement analytique du cercle St dans un espace R».
Il exwiste n — 1 fonctions fi, ..., f._, analytiques sur R*, nulles et indépendan-
tes sur y.

Une orientation de y et de R" permet d’orienter le fibré normal N
4 y, et donc de réduire son groupe structural & SO(n — 1, R). Puisque
7,(BSO(n, R)) = 0, N est trivial; et soit &, ..., &,_,, » — 1 sections partout
indépendantes.

Cherchons maintenant une fonetion f, nulle sur y et dont la différentielle
soit & sur y. De telles fonctions existent localement, et deux d’entre elles
différent par une section locale du faisceau I de fonctions nulles et critiques
sur y. Comme les groupes de cohomologie des faisceaux analytiques réels
cohérents sont triviaux, on ne peut rencontrer d’obstruction dans la construc-
tion de f,. On peut d’ailleurs exiger en plus annulation des f, & un cer-
tain ordre en un certain point hors de y.

Preuve de la proposition. Soit H X, 4, et a un point de 7™ ou R (H) at-
teint son minimum. Soit V une sous-variété de Tm, lisse et éventuellement
4 bord, de dimension m — 1, transverse au flot, contenant a; soit y Porbite
(périodique) de a. Prenons pour perturbation AH la fonction

2m—1

AH =37

ol fi, ..., fam_1 Sont une famille de fonctions appartenant & ms, nulles et in-
dépendantes sur y. Appliquons le lemme 2: il est clair que AR sera nulle
et minima au point a. Je dis que a est un point de Morse pour AR|V. En
effet,

T
Hess” (A.R |V) = —f(exp tH)*[HeSSexp tH(a) AHl(exD lH)‘(T,V)] dat .
0
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Considérons & présent la famille d’hamiltoniens H, = H + uAH, oi u
est un parameétre réel > 0 assez petit pour que H,e J,,. Puisque AH est
critique tout le long de y, les gradients des H, coincident sur y qui est une
orbite périodique pour eux tous. Toutes les fonctions Ry(H,) sont donc
critiques en a. Considérons la hessienne en restriction a V:

Hess, (Ry(H,)) = Hess,(Ry(H)) + u Hess,(AR) + O(x?)

il est clair qu’elle sera définie positive pour les valeurs de u assez petites. Pour
ces valeurs, y sera une orbite simple de H, (§6), et H, € Q7.

Pour finir, ajoutons que la continuité de H > S — R} et la stabilité
des points de Morse manifestent que ’ensemble Q7 des H e ¥, , tels que
Ry (H) ait au moins un point transversalement de Morse sur T™, ensemble
dont vient de vérifier la densité, est ouvert.

9. — Non-existence des intégrales premiéres.

THEOREME. Supposons 6, ..., ¢, indépendants sur Z, et Q inversible.
Il ewiste un résiduel S'c X, tel que si HeG', le flot qu’il définit n’admette
pas d’intégrale premiére indépendante de H.

Soit N’ ’ensemble des vecteurs » € Zm qui se laissent associer 4 un nombre
T >0 (c’est-a-dire I(v) = @); choisissons pour chaque » € N’ une période
Ty e I(v), et notons pour abréger Ry, = R’. Le résiduel §' sera I’ensemble
des hamiltoniens H € J€,, tels que toutes les fonctions R'(H) présentent
un point transversalement de Morse (§ 8).

Lemme 1. 8¢ HeX,, posséde des intégrales premiéres indépendantes
de H, il en posséde une, F, dont le développement en série commence par

F = Fy(py, ..., pn) + m2¥i?
m
F,y polynéme homogéne de degré | en les p,, linéairement indépendant de (z cip,.\) .
n /
Soit F une intégrale premiere, et Fo(z, y) son terme d’ordre minimum.
Puisque [H, F] = 0, [H,, F,] = 0 et comme les ¢, sont indépendants sur Z,
on voit aisément que F, est un polyndéme en les p,, disons de degré 1. Si
ce polyndme est indépendant de (3 ¢,p,)? la conclusion du lemme est at-
teinte. Sinon, nous avons F, = a(z ¢;p;), avec une constante a conve-
nable. Formons F'= F — aH': c¢’est encore une intégrale premiére, dont
la série commence par un terme d’ordre 21 +1 (en fait 21 + 2), et qui
donne lieu & la méme alternative. Ou bien, au bout d’un nombre fini de telles
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opérations, nous vérifions la conclusion du lemme; ou bien le processus court
jusqu’a Pinfini, et il se forme une série formelle ¢ d’une variable telle que
F ='(p(H ). Mais alors ¢ est convergente, et F' dépendante de H.

LEMME 2. Pour toute demi-droite D c P,, il existe une suite de vecteurs
v € N telle que les vecteurs @, € R™ tendent vers 0 en ayant D comme direction
limite.

(On a posé @, = T, Q™ (v — Tyc)). Cela résulte de ce que T,Qd, est un
point entier presque quelconque dans QP,.

Preuve du théoréme. Soit H € §', et supposons que H admette une in-
tegrale premiére F' indépendante de H (i.e. qui en soit pas de la forme ¢(H),
avec ¢ € C{H}); nous pouvons supposer que le terme du plus bas degré

de la série F est Fo(py, ..., Pm), de degré 21, indépendant de (z cipi)l. 1
1

existe alors un point p,e P, ou dF,AdL+#0 (L= ¢;p;); sur tout un
voisinage U de p,, inclus dans P,, on aura

|dF,AAL| > 6>0.

Comme les coefficients du bivecteur dF,AdL (développé sur les dp;Adp;)
sont homogénes de degré I —1 en les p;, on aura, pour p dans le voisinage
conique V engendré par U,

(1) - |aB,\AL| > dlp|-t.

Soit § une suite d’indices » € N telle que @, — 0 en admettant R, p° comme
direction limite. Pour chaque » € 8, il existe une orbite périodique d’indice »,
simple; on a sur cette orbite

(2) |p| = |&»| + O(|@»|**)

(§ 3, annexe finale); et comme Dorbite est simple, dFAdH = 0 dessus
(§ 6, prop. 1). D’autre part,

|dF NGH — dF,AdL| = O(|p/'~)
done sur Dorbite

3) ldF AAL| = O(lp|}) = 0(1®,I'"Y) = |@,/'*0(|a,*) -

Mais comme @, rentre & partir d’un certain rang dans le voisinage conique V,
(3) finit par rentrer en contradiction avec (1).
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10. — Variantes.

Une premiere variante consiste 3 supposer que les angles n’interviennent
dans H que par des termes d’ordre >21 4+ 1> 5 en @, y. Elle ne présente
pas de difficulté; la condition (ii) d’association devenant

lv_ T6|< ﬂT(Z'_3)I(2'“).

Une deuxiéme variante consiste & travailler en temps discret. On se
donne un difféomorphisme symplectique ¥, défini et analytique au voisinage
de O dans R?", qu’on suppose tangent modulo ordre 4 4 une transformation

FO:{pH{ p'=p,
q ¢ =q+c+Qp,

avec ¢ € R*, et  une matrice symétrique non dégénérée. On s’intéresse aux
points périodiques de F dont aucun transformé ne recoupe les axes; on
écrit les mémes conditions d’association qu’au paragraphe 3 (sauf que T
est maintenant entier), et le théoréme du paragraphe 3 subsiste, avec une
preuve identique (sauf que les inégalités différentielles du paragraphe 2 se
traitent par différences finies, et que ’équation de Hamilton-Jacobi disparait).
La principale différence avec les flots, c’est qu’en l’absence de fonction
énergie, les fonctions séculaires R}, sont libérées de I’équation aux dérivées
partielles du lemme 1, § 6; dans cette direction, et un peu en analogie avec
le §9, on devrait pouvoir prouver l’absence générique de fonction in-
variante par F. (Cette question aété clarifiée récemment par J.-P. Francoise).

Revenons au cas des flots: une troisiéme variante consiste & paramétrer
les orbites périodiques par leur énergie plutdot que leur période. A cette fin,
et suivant Poincaré ([2], p. 117 et aussi p. 206) on abandonne ’hypothése
d’inversibilité sur @, qu’on remplace par la régularité de la matrice {J, carrée
d’ordre m 4 1,
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(c’est le hessien bordé de H,). Cette hypothése a Peffet suivant: Papplication

R» - RxP" 1R,
oH,
p > Hyp), [a—p" (p)] :

est un étalement & lorigine (le [ ] désigne la projection dans l’espace pro-
jectif Pm1R). Toutefois il est plus commode techniquement de considérer
P’application linéaire (inversible):

G:ROR"—>R OR"
(zy p) > (c'p, T¢c 4 @p) .

On formule les conditions d’association entre un niveau d’énergie F € R
et un indice v € R™ comme suit: & partir d’'un céne P, cc R” on construit
des constantes positives ', f’, y (uniformes pour H €36,,) et, en termes
de la décomposition v = Ty(¢ + o), Toe R, 6 R®, o L ¢, les conditions
s’écrivent :

(i) (B,0)e@ RXP,)
(i) |p|| B < p, Ipllofss < §’
(iii) || > y.
THEORBEME. Si E et v sont associés, il existe m orbites périodiques géo-

métriquement distinctes du systéme différentiel engendré par H € ¢, o, d’énergie E,
ne coupant pas les axes et d’indice v par rapport d ceux-ci.

La preuve doit étre modifiée comme suit: #, » données, on cherche T, p, ¢’
tels que

o8’ ,
E(T’p’Q) =—F,

oS’ ,

‘a‘ﬁ(T7p7Q) ="V,
oS’ ,
E!‘(T’I%Q) =0.

La premiére et les m suivantes équations se résolvent par transversalité
comme au §3 pour donner

[ T =0%(¢)
p = yu(d).
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Ensuite de quoi on construit la fonction séculaire modifiée

Ry(q") = 8'(03(0), v&(q), ¢') + EOR(¢) + v vu(d)

laquelle vérifie
0

0 — R%(q (0 (@), v2(a), q)

en pleine analogie avec le §5.
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