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Symeétrisabilité des matrices localisées
d’une matrice fortement hyperbolique en un point multiple.

JEAN VAILLANT (*)

dédié a Jean Leray

Soit H(£) une matrice fortement hyperbolique & coefficients réels et = 0
un point de multiplicité k¥ pour le déterminant de H. Pour un polyndéme
hyperbolique P, Atiyah, Bott, et Garding [1] ont défini le polynéme localisé
du polyndéme P en un point multiple et décrit ses propriétés. Nous définis-
sons pour la matrice H (%) des matrices carrées & k lignes, J¢(&£), linéaires en &,
que nous appelons localisées de H(£) en # et qui ont les propriétés conve-
nables: leur déterminant est proportionnel & la localisation en 7 de det H,
le support de la solution élémentaire de J€ est inclus dans le support singulier
de celle de H [4], ou, autrement dit, les termes successifs de la partie relative
4 7 d’une solution. asymptotique se calculent & 1’aide de I’opérateur JE(D).

Le résultat principal de ce travail est le suivant: pourvu que la dimension
réduite de JE(£) soit supérieure ou égale & k(k 4+ 1)/2, — c’est-a-dire que le
nombre minimum de variables §,, grice auxquelles, dans une base conve-
nable, on peut exprimer JC(£) soit supérieur ou égal & k (k + 1)/2 —, JK(&)
est symétrisable par une matrice inversible; de fagon précise, si N est la
direction d’hyperbolicité, JE-LN)I(E) = T*8(&)T, ou S(§) est symétrique
pour tout & T ne dépend pas de &.

P. D. Lax [3] avait mis en évidence le fait que la symétrisabilité n’était
pas nécessaire & ’hyperbolicité forte; on voit ici que les matrices localisées
sont toujours symétrisables. Pour obtenir ce résultat, on a besoin, en par-
ticulier, d’une proposition qui peut porter un intérét en soi: une matrice

(*) U.E.R. de Mathématiques, Université de Paris VI, 4 Place Jussieu,
75230 Paris, Cedex 05, France.

Pervenuto alla Redazione il 10 Maggio 1977 ed in forma definitiva il 21 Giu-
gno 1977.
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kxk de formes linéaires J¢(£), diagonalisable pour tout &, de dimension
réduite >k(k -+ 1)/2, telle que les différences 2 & 2 des formes de la diago-
nale n’appartiennent pas au sous-espace engendré par les formes non dia-
gonales est symétrisable par une matrice diagonale indépendante de & a
coefficients positifs. Cette propriété annoncée dans[9] pour k = 3 a été
obtenue dans le cas général, en collaboration avec D. Shiltz. Remarquons
aussi qu’on peut appliquer alors aux matrices localisées les méthodes de
Friedrichs.

La propriété de symétrie des matrices localisées obtenue sera utilisée
dans un prochain travail ot nous décrirons la propagation des singularités
des solutions du probléme de Cauchy pour H(D).

§ 1. - On désigne par E un espace vectoriel réel de dimension n 41
et par E* ’espace vectoriel dual; on note & un élément de E*. On note
X = (Jeg), 1<C, D<k une matrice carrée d’ordre k d’éléments de E; un
vecteur de E définit une forme linéaire sur E*; & tout &, J¢ fait correspondre
une matrice numérique réelle J (&) dont les éléments sont les valeurs de
chaque vecteur élément de JC pour & On note dét J P’application polyno-
miale homogéne de degré k:

&> dét (&) .

DLFINITION 1. On appelle linéalité de JC le sous-espace wectoriel L(X)
de E* intersection des noyaux des formes sur E* éléments de 3. L(JC) est aussi
Vorthogonal du sous-espace vectoriel de E engendré par les éléments de 3. On
appelle dimension réduite de J le nombre:

d(X) =n +1— dim L(¥X) .
On suppose désormais: dét J€ = 0.
LeEMME 1. 8¢ £e€ L(3), & est un point multiple dordre k de dét JC.
LEMME 2. 8i T est une matrice réelle inversible d’ordre k,
ATR) = d(XK).

En effet le sous-espace vectoriel de E engendré par les éléments de J€
est identique au sous-espace vectoriel engendré par les éléments de 7 -3C.
P désigne une application polynémiale homogéne réelle sur E* de degré k.

DEFINITION 2 [1]. On appelle linéalité de P le sous-espace vectoriel L(P)
de E* dont les éléments sont les & tels que P(& + ) = P() pour tout ¢ € E*.
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L(P) est aussi U'ensemble des & de multiplicité k pour P. On appelle dimension
réduite de P le nombre d(P) = n -+ 1 — dim L(P).

LeEMME 3. 8i §e L(X), £ L (dét X); d(dét &) <d(JE).

Cela résulte immédiatement du lemme 1 et de la définition 2.

Soit N € E*, tel que dét Je(N) == 0; on pose J'= JC}(N)IK.

Soit une base de premier vecteur N; on notera &' un élément de com-
posantes (0, &, ...,&,). Un élément quelconque & de E* s’écrira aussi:

§=&N+¢&.

LEMME 4. On peut choisir une base de E* dont le premier vecteur soit N
et dont les autres éléments sont dans le noyau de J'7, (X'} élément de la 1-ére
ligne et de la 1-ére colonne de X'), on a alors

X'(€) = &I + (#99)
o ¢} = 0; (pg(N) = 0.

En effet: J'(N) = I, donc X';(N) =1 et la forme J¢'} sur E* n’est pas
nulle; son noyau est un hyperplan de E* qui ne contient pas N; on peut
done choisir des bases dont N soit le 1-er vecteur et dont les n autres vec-
teurs soient une base de cet hyperplan. On a alors J8'}(§) = &;

RYE) =& + KYE); si O~D, RYE) = RYE).
On pose
PeE) = R'YE);  @l) =RLE) si C£D.

On remarque que le vecteur de E, ¢,: & — &, n’appartient pas au sous-espace
engendré par les (¢2), (C, D)= (1,1).
Nous rappellerons [2] [5] [6] la:

DEFINITION 3. Pour que X soit fortement hyperbolique par rapport & N,
il faut et il suffit que, pour un choix d’une base de E* de I1-er vecteur N,

a) pour tout-&', (de coordonnées (0, &, ..., &,) dans cette base), les valeurs
propres de J'(&') soient toutes réelles et J&'(E') soit diagomalisable: il ewiste
M(&') telle que M—2(E')I'(E')YM(E') soit diagonale, (ou bien la dimension de
Despace propre correspondant & chaque wvaleur propre soit égale & la multi-
plicité de cette valeur propre).

b) la diagonalisation soit uniforme: il existe un nombre &> 0, tel que,
pour tout &' appartenant & la sphére unité, on puisse trowver unme matrice
diagonalisatrice M(E') dont les colonnes soient de longueur ewclidienne 1 et
telle que |dét M(&')|>e.
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On sait de plus que, si on choisit une autre base de 1-er vecteur N, les
conditions analogues dans cette base sont réalisées.
Nous utiliserons alors la

DEFINITION 4. 8¢ pour un choix dune base de E* de 1-er vecteur N,
Je satisfait la condition a), on dira que JC est diagonalisable par rapport a N.

On voit encore que pour toute autre base de 1-er vecteur N, JC satisfait & a).
On obtient alors la:

ProrosiTioN 1. 8¢ J€ est diagonalisable par rapport & N, alors d(¥) =
= d(dét X).

En effet, si £ L (dét &), & est un point multiple d’ordre & pour dét JC;
— &, est valeur propre multiple d’ordre k& de J'(&') et de la définition 4 il
résulte que &€ L(J); on a donc: d(¥)<d(dét ) et, avec le lemme 3 le
résultat.
Lorsque J€ est diagonalisable son étude sera facilitée par le

LEMME 5. 8i JC est diagonalisable par rapport & N et si:

k(k 1)

A(XK)>——

alors, avec les motations du lemme 4, les vecteurs (p3), C>D, (C, D)+ (1,1)
sont linéairement indépendants.

Pour simplifier la typographie, nous remplacerons dans les démonstrations
du lemme 5 et des propositions 2 et 3, les indices C, D, par des indices, 1, j, p, q.

Si la dimension du sous-espace engendré par les (¢i), >4, (i, j) = (1,1)
était strictement inférieure & k(k + 1)/2 — 1, du fait de I’hypothése sur
d(J), on pourrait choisir un vecteur ¢?, p < ¢, qui n’appartienne pas & ce
sous-espace et un &' tel que (gi(&)) = 0 et @2(£') =1; pour ce &, & =0
serait racine multiple d’ordre k¥ et on devrait avoir ¢7(£’) = 0, d’aprés la
définition 4, d’ou une contradiction.

ProprosiTiOoN 2. 8¢ X est diagonalisable par rapport ¢ N et si d(I)>
>k(k 4 1)/2, alors pour un choiz quelconque d’une base de E* de I-er vec-
teur N, le discriminant par rapport a & de dét J& n’est pas identiquement nul.

On voit tout de suite su’il suffit de le démontrer pour une base de E*
de premier vecteur N choisie commodément; choisissons une base dans les
conditions du lemme 4; compte tenu du lemme 5, on peut trouver un
point &' tel que

g€ =0, i>j; piE) =14, i#1,
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les racines en &, correspondantes sont toutes distinctes et la proposition est
démontrée.

ProPOSITION 3. On suppose que JC est diagonalizable par rapport ¢ N,
que d(X)>k(k 4 1)/2 et que les vecteurs J&'S— &2, C + D, wappartien-
nent pas aw sous-espace de E engendré par les vecteurs Jﬁ’%, C = D. Alors 3’
est symétrisable par une matrice réelle diagonale inversible D & termes positifs,
c’est a dire que: '= KYN)JHK = D 18D, ok S est une matrice de vecteurs
de E, symétrique. I est donc fortement hyperbolique par rapport ¢ N et
a(J) = k(k 4+ 1)/2.

REMARQUE 1. Il est évident que si JC' est symétrisable par une matrice

diagonale et si d(J€) = k(k + 1)/2, alors les différences J&'¢ — J¢'2, C = D,

n’appartiennent pas au sous-espace de E engendré par les vecteurs non
diagonaux.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.

a) Comme dans le lemme 4, N est le 1-er vecteur de base de E* et les
autres vecteurs de base seront pris dans le noyau de J€'}; d’aprés le lemme 5
les vecteurs ¢, i>4§, (¢,j) (1,1) de E sont linéairement indépendants et
du lemme 4 résulte qu’ils définissent aussi des formes linéaires indépendantes
du dual du noyau de J'}; on prendra aussi la base du noyau telle que les ¢}
considérés appartiennent & la base duale. Un point & du noyau aura les
coordonnées correspondantes notées & au cours de cette démonstration:

= gi(&"). .
Pour tout &' tel que & =0, ¢>j, (4,§) % (1,1), & = 0 est racine mul-
tiple d’ordre k de dét X' (5, N 4 &) = 0 et 'on a pour un tel point:

Vo, ¢, p<q, ¢i&)=0.

On a done pour & quelconque, si p < g, ¢%(&) = Y a¥%&; a’ie R.

=]

b) On se propose de démontrer qu’en fait:

sip<g, @8 =2 al&.

i>j
On choisit pour cely dans b) des points &' tels que:

& =0 pour tout > j.
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Pour tout (p,q), p<<g, on a:
#a(&") =§2 aié; -
(i) Soit je{2,... k} fixé et prenons pour tout ie{2,...k}, i54j:
£=0, &#0.

Alors &= 0 est racine multiple d’ordre k—1 de dét J€'(£) et les mi-
neurs d’ordre 2 correspondants sont nuls; on en déduit:

i=e¢
p<q, UE)=3azdl.
i=p

(ii) On procéde ensuite par récurrence sur ¢ — p. Soit d’abord:

(r,9), P»<gq, telque g—p=1.

Choisissons pour tout i€{2,...k}: &=1.
Alors &, = —1 est racine multiple d’ordre k— 1 de dét J'(£); on en déduit:

DD +1 -
P>2, a4yt 05,4, =0.

L’hypothése faite sur les vecteurs diagonaux implique alors, pour tout
p>1:

2D — 4Pp+1 —_—
U1y =05 1511=0.

(ili) Supposons maintenant que, pour tout (p,q), p<gq, ¢—p<r—1,
on ait obtenu:

Vie{p,...q}: a%=0.

a T

Soit alors (p, q) fixé, g—p=r et je{p+1,...¢—1}; on choisit &' R"
tel que Vis£j: &i=0; &£0.

& =0 est racine multiple ’ordre k— 1; on en déduit: a2 = 0.

On a done:

Pa(&) = aggy
P>2, Po(&') = agy &y + age &g -
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On choisit & tel que: & =1; §, =—1 est 4 nouveau racine multiple
d’ordre k— 1; on en déduit:

p>2, Xt at=0.
L’hypothése sur les vecteurs diagonaux permet de terminer le b):
Vip,q), p<gq, i#1l: a%i=0.
¢) On démontrera dans ce ¢) que:
Sip<q,  gUE)—anE b al>0.

On procéde par récurrence sur g— p.

(i) Soit (p, q), p<g, tel que: ¢g—p=1.
On choisit &' tel que:

i>j; G #@+Lp): §=0; 0.

Comme dét J€'(£) a toutes ses racines réelles, on a: a7’ ,,.,>0; la con-
dition de diagonalisation implique: a7%,,,,>0.

(ii) Soit pe{2,... k—1}, choisissons &' tel que:
V(iyj)y 1>, (i’j)¢{(p’p)’ (p+1,p+1), (p—l—l,p)}:
1=0; &=1, &T1=0a2 .. (&% £ quelconque .

Alors &,=0 est racine multiple d’ordre k—1 de dét F'(£); tous les
mineurs d’ordre 2 de J'(0, &’) sont nuls; on en déduit:

V(u,v), u<v, (u9)7*(p,p+1): Gpp1=0.
Choisissons ensuite & tel que:
Vi, j), i>7, () #(2,1): &E=0;
sit#£2, E=1; &=1—all(£})?; & quelconque .
Alors &y=— 1 est racine multiple d’ordre k— 1; les mineurs d’ordre 2

de J'(—1, &) sont nuls et:

Vu,v), u<wv, (u,0)5%(1,2): vz‘"o
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(iii) »>2; supposons que pour tout (p,q'), p'<¢, ¢—p'<r—1,
on ait:

YVu,v), w<v, (u,0)5(p,q): aw =0 et a??>0.
Soit maintenant (p, q), 2<p<q, ¢— p=r. Soit & tel que:

V(i,j), i>j. non [p<j<i<ql: &=0;

Vie{p+1,q—1}: Ei=0; & quelconque:
.. .. i ai?

Vi, p<j<i<g: $j=—a—£ 9-

On obtient: af; > 0.

Soit maintenant &' tel que:

4

Vi, j), i>j, non [p<j<i<ql: &=0;
Vie{p+1,q—1}: =0, &=0;

. ) a’®?
Vi, jlp<j<i<q: E=—-—"2g, E—1;

73
@y

El= a22(&2)* ; &2 quelconque .
On obtient & = 0 comme racine multiple d’ordre ¥ — 1; les mineurs cor-
respondants d’ordre 2 sont tous nuls et:

Y(u,v), u<v, (u,0)%(p,q): aw=0.

Enfin soit: (p, ¢)= (1,7 1). Soit & tel que:

4

Y(,5), i>j, non [1<j<i<q]: &=0,
Vie{2,..q—1}: =0, &=1.

Vie{g+1,...k}: E£=1.

i1
Aiq

VG, ), 1<j<i<q: &=——5&
a;
E=1—ay (£, & quelconque.
Alors £ =—1 est racine d’ordre k— 1; on obtient:

V(“”v)’ u<v, (u,0)%#(1,9: aiﬁ———o

all> 0 s'obtient comme précédemment.
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d) On a donc, en posant: a2 = a?:

sip<gqg g@ulé) =a3é;, a7>0.

On se propose de démontrer que J&'(&N -+ &) est symétrisable par une
matrice réelle diagonale 3 termes diagonaux strictement positifs.
On remarquera d’abord que, V(p, ¢): 1< p< g, on a:

1,7 __ ,1
0, = ay .

On pose pour cela:
fz’ =0 pour tout ¢>4j, (¢,4) ¢ {(py 1), (¢, 1), (g, p)} .

On est amené 2 écrire que le déterminant de la matrice ci-dessous a toutes
ses racines en &, réelles:

& A& A

& & al&l

& & &
Posons:

1

1 1
HRZ AR Y

On a la matrice:

S Vel Vi

1 —_
— Va2
Va} d ¢
N
va: Va2

dont le déterminant vaut, en posant:

Vay Ve,

© Val

838 +ats.

=a
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e ()]

et doit étre négatif ou nul, ce qui impose a =1 et le résultat annoncé.

D’autre part pour que la matrice J'(£) soit symétrisable par une matrice
diagonale réelle 3 coefficients diagonaux strictement positifs notés D,,1<r<k,
il faut et il suffit que ’on puisse trouver des D,, vérifiant pour tous

» 9, P<g

Son discriminant vaut:

D,
Vb — 22
Mg = _Dq
goit:
Vai=D sig>1
q
et:

— D .
\/a,f,’—_—f’ sil<p<yg.
q

Comme on sait que si 1< p < ¢, o’ = al/a}, il suffit de prendre:

1
D, =1 D, = — our g >1.
1 b qa \/a; p q
On a bien alors:

(&) = D*8(6)D .

8(§) est symétrique pour tout &; JE' et J sont fortement hyperboliques par
rapport & N et d(J€) = k(k -+ 1)/2.

<

§ 2. — On note H (&) une matrice' m X m de polyndmes homogenes d’ordre ¢
& coefficients réels. Des indices A, B,... varient de 1 & m; on a ainsi:

H(§) = (H3()) -

On notera A2(£) le cofacteur de H4(£) dans la matrice H(£). La définition 3
de Phyperbolicité forte pour ¢t = 1 se généralise [2]; nous la donnerons sous
une forme voisine de [8] p. 39: indiquons ici que la proposition IT du méme
travail aurait df faire intervenir un recouvrement ouvert fini convenable
du compact 8. On suppose dét H(N) 5= 0.
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DEFINITION 5. Pour que H soit fortement hyperbolique par rapport ¢ N,
il faut et il suffit que, pour un choiz dune base de E* de I-er vecteur N:

a) pour tout &', (de coordonnées (0, &y, ..., £,) dans cette base), les racines
en &, de dét H(&,, &) soient toutes réelles et la dimension du noyau de H(&,, &')
soit égale & la multiplicité de la racine correspondante.

b) En notant S la sphére unité de £ = 0, (Eoxy -ovy Eopy «ovy Eo;) 168 racines
correspondant & E'€ 8, il existe un mombre strictement positif ¢ tel que pour
tout &' 8, pour tout p, il existe une base (d, (&), [L<D(p) < multiplicité k(p)
de la racine &,,] normée, (vectewrs de longuewr 1), du noyau de H (&,,, &) telle que:

|det A(E))|> ¢
@ e
2@ =| | @ Gl | G,

G Gy (G

On aura aussi [2] [6] [6] 1a condition équivalente de Svensson.
DEFINITION 5'. — Pour que H soit fortement hyperbolique par rapport ¢ N,
il faut et il suffit que:
a) det H(E + iN) % 0, V&e E*
b) il exwiste un réel C tel que, pour tout & A, B:

A%(& + iN)

dot H(E T oy | <O+ 18D

o |&| désigne la morme euclidienne de &.

On supposera désormais H fortement hyperbolique par rapport ¢ N. Dans
toute la suite, 5 est un point multiple d’ordre k de dét H et n+# 0.
On a immédiatement le:

LEMME 6. La dimension du noyaw de H(n), (resp. de sa transposée) est k.

On note (d3), 1<D<k, (resp. (9°), 1<C <k une base du noyau de H(z),
(resp. de la matrice transposée). On utilise les conventions matricielles
habituelles.
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DEFINITION 6. On appelle matrice localisée de H en n toute matrice kX k
de la forme:

it =( 30

o<a<in a E

()4, Ea), 1<0, D<k

LEMME 7. 8% 38,(d, g, &) et Iy(d, v, &) sont dewx matrices localisées enn, alors:
(0, y, &) = A-Kn(d, g, 8)- M,
ol M est la maitrice inversible de passage de la base d & la base 0, (resp. A de g & ).
On rappellera d’apres [1], la:

DEFINITION 7. On appelle localisation en 1 de P le premier coefficient non
nul du développement de P(n -+ rE) en puissances croissantes de re€ R; la
puissance de r correspondante est la multiplicité de n pour P.

On obtient [4], le

LEMME 8. Les matrices localisées de H en v sont fortement hyperboliques par
rapport & N; leurs déterminants sont proportionnels da la localisation en n de
dét H, soit (dét H),.

Compte tenu du lemme 7, il suffit de le démontrer pour un choix commode
de vecteurs du noyau de la base de H(yn) et de sa transposée. On notera:
A%-3» le cofacteur obtenu en rayant dans H les lignes d’indice 4, ... 4,
et les colonnes d’indice By, ..., B,. D’apres le lemme 6 un des cofacteurs
d’ordre m — % est non nul en 7; on peut supposer que c’est A% on g
done A33-75(n) 5 0.

On pose:

82 —

12...(D—1)B(D +1)...k
D A12 (

¥)

en convenant que si B prend une des valeurs 1,2, ..., (D—1), (D +1)...k
alors 62 = 0. De méme

G A2 e &
74 = AL @-1i@+v..41) -

Les (05) forment une base de H(z); de méme les (y©) pour la transposée.
On a encore [7]

(%,(8, 75 £)% = Ak - (— OP 3 - (A}: DV () £,
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Posons:
45 = OTPATEIENT A= (D)5 A=),
On a les identités: (cf. par ex. [7]):
AA=dét H- A5,
ou I désigne la matrice unité d’ordre % et
dét A' = dét H-(A12k)k—1
Du lemme 6 et de ’expression de la dérivée d’un déterminant résulte que les
cofacteurs d’ordre m — 1 de H, (soit du type A%) s’annulent (k — 1) fois en #;
plus généralement les cofacteurs d’ordre (m — k - p) s’annulent p fois en 7,

1<p<k; ainsi les cofacteurs d’ordre (m — k 4 1) s’annulent en 7.
En dérivant k fois les identités précédentes, on obtient: (0, = 0/0&,)

) (za« Ea) = (k'a Ea oo A6t H(n)és, .. Eak)(A%%:::’ri(ﬂ))"“‘

et:

1
(2) (z a“%,(’?)g""‘)'((f‘__iﬁa 2,,; o414 () s, oo Eak_,)'
(AlgAm)s = deét (3 o= 4/ (n)Ex) I

D’autre part de la condition d’hyperbolicité forte de la définition 5', on
déduit que, YC, D:

AS(nfr + & + iN)
dét H(njr + & + iN)

c@1+ l"?/r“l‘f!)l—t’ re R*,

ou:

AD(y + 7(£ + iN))

Ir] <C(rl + In + ré))*~

et en développant en r et faisant tendre r vers 0, compte tenu de I’hyper-
bolicité de (dét H), [1],

S o1 AD(y)(Ea, + N, oo (Eoicy + TN, ,)

3 Keak—y ’ X
®) S 0% A6t H(7)(Es, + 1 Ne,) v (£ 1+ iNay) <0

ek
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En utilisant & nouveau la condition d’hyperbolicité de la définition 5’
et (1), (2), on obtient I’hyperbolicité forte de la matrice

2 A (),
et le lemme 8 est démontré.

REMARQUE 2. On en déduit [4] que le support de la solution élémentaire
hyperbolique d’une matrice localisée est inclus dans le support singulier de
la solution élémentaire de la matrice H; cette remarque et les résultats de
propagation obtenus justifient la définition 6.

CONSEQUENCE 1. 8i la dimension rédwite de la localisation en n de dét H
est supérieure ou égale & k(k -+ 1)/2: d(dét H),>k(k + 1)/2, alors le discri-
minant en & de (dét H), n’est pas identiquement nul.

Cela résulte immédiatement des propositions 1 et 2 et du lemme 8.
Nous rappellerons maintenant un résultat de [3][1] que nous écrirons sous

Y

une forme adaptée & notre étude. On prend une base de E* de premier
vecteur N.

LEMME 9. reR, y' a pour coordonnées (0, yy ...y iy .oy ), u'€ B*;
u'#0, se C; le polyndme:

(ry 8) > dét H(n + ru’' 4 sN)
se factorise sous la forme:

(4) détH(n+ru'+ sN) = dét H(N)-
‘[s — 2x(r)] ... [s — AD(r)] ... [s — A%(r)]-Q(r, s)
ou les fonctions
re R A%(r), 1<D<k,
sont & valeurs réelles, analytiques, telles que: AD(0) = 0; Q se décompose de

fagon analogue, mais les racines A**1(r), ..., A"(r) sont mon nulles pour
r=20 et @0, 0) 0.

LEMME 10. On pose: uP = (AP[dr)(0); u? = udN + u', ud a pour coor-
données: (ul, pryy ..., pa) = (uD); (Aét H)y est la localisation en n de dét H,
alors, pour u' donné:

(A6t H)y (N +p) =0
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a pour racines en w, les valeurs uP, 1<D<Fk; ainsi VD:
(A6t H)y  (uP) = 0.
On dérive %k fois en r, l’identité:

aét Hly + ru’ + AD(r)N] =0

et P’on fait » = 0.

REMARQUE 3. Géométriquement ce résultat exprime que les tangentes
aux courbes:

r 1+ w4 250 N
appartiennent au cone hyperbolique défini pav (det H),.
Nous aurons besoin de lemmes exprimant I’ordre d’annulation des pre-
miéres dérivées en &, de dét H et des mineurs de H pour r = 0.
On posera: 0° = 0/0&,, (0°)° = 0°/0&,. On suppose, jusqwau lemme 17
inclus que u' est tel que: u§ + uP, pour C =+ D.
LeEMME 11.
0 (dét H)(n + ru'+ A2(r)N) = r*"[D 4 O(r)], avec @D 0.
(0°)?(dét H)(n + ru’' + AD(r)N) = O(r*~?), pour 2<p<k—1.
(2°)K(@6t H)(n) # 0.

On obtient ces résultats facilement en dérivant (4) en s et en remplacant
ensguite s par AD(r).

LEMME 12. Pour tout (B, A), 1<A, B<m, e¢¢ D, 1<D<k:
a o :
pm [AB(n 4+ ru' + AD(r)N)](0) =0, si O0<p<k—2.
Soit A}Z%m) £ 0; VD, 1<D<Fk, il ewiste au moins un couple dindices
(F,E), 1<F, E<¥, tels que le cofacteur correspondant AL soit tel que:

%’% [AE(n + ru'+ AB(r)N)](0) = 0 .
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Rappelons que, pour tout cofacteur d’ordre (m — 1) soit AZ;

0
AB#n)=0; si 0~ =_3E , 0% AB(p) =0, pour:l<p<k—2.
&

Il sera commode de poser:
- @
A(n + ru'+ D) N) = A(r)

et de faire la méme convention pour les expressions analogues.
On a donc:

()
AZ (1) = 0(*™Y)
et:
(D)

T
(0°)”A3(r) = O(r**"%), pour 1<p<k—2.

D étant donné, nous montrerons qu’il est impossible, que, pour tout (F, &),
on ait:

qr—1(D)_
o ———45(0) =0.

Si on avait cette égalité, on aurait:

@7
(5) Ag(r) = 0(").
Or, lidentité de Jacobi, s’écrit, si A = (A ):
dét A = AlZ-¥(det H)*'.

En dérivant k — 1 fois en &, cette identité, puis remplagant & par n -4 ru’'}
+ AD(r)N, le deuxiéme membre donne:

D)
@) RS _ _
(I — 1)1 AX2-¥r)[50 det H(r)J~! = 1&~[gB 1+ 0(r)], oD 0

et le 1-er membre donne une somme de termes, par la formule de dérivation
d’un déterminant.

Si on avait (5), le terme d’ordre le plus petit du 1-er membre proviendrait
des termes du type:

@)
/—-—-\

Fk_

(2045 ... 204524 ) (r)
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et serait:

O (,r(k—2)(k—1) + k) =0 (r(k—l)’ + 1)

et on aboutit & une contradiction.

Les lemmes précédents vont permettre de construire des bases des
noyaux des H(n + ru’'+ AP(r)N) pour chaque D, analytiques en r et pour
r = 0 formant une base de H(n).

LEMME 13. Pour chaque D, on choisit daprés le lemme précédent E(D)
et F(D) tels que:

dr—1 o 5
2t ARz + '+ AB(r) N)](0) = 0 .

On pose, pour r+*0:

) — A% 5(n + ru' +45(r) N)
(3 (4Zm(n+ rw' + 156) W) )
et de méme:
_AF(O)( 10)
g95(r) =
4 [2 (_AF(O) ( ) ]l‘
pour r = 0:
#(0) = (@/dr=)[ A5 + ' + AB(r) N)](0)
[> (@1ar—[ A5 n+ '+ ) N)]O) ]
et:

(@ dr1)[AFOY...)1(0)
> (@2 ar=n[AZO(...)](0))z]¢

g5(0) = [

Dans un voisinage de r = 0,
a) les vecteurs d et gC sont fometions amalytiques de r.

b) Vr =0, VD, dy(r) est une base du noyau de

H(n + ru'+ AP(r)N) ;
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pour r =0 la famille (d5(0)), 1<D<k forme une base du noyaw de H(n)
Yr = 0, YO, gC(r) est une base du noyaw de la transposée de

H(n + ru' + 25@)N) ;

pour r = 0, la famille (g©(0)), 1< C <k forme une base du noyaw de la transposée
de H(n).

Le a) est immédiat; par exemple, en abrégeant un peu les notations

D)
Ag(r)

ap(r) = , | | norme euclidienne .

(D B
I(Az@)r=1)]
Pour obtenir le b), on a d’abord si 7 0:
(6) H(p + ru’+ A2(r)N)d5(r) =0,

et d(r) est un vecteur normé, base du noyau de (11—%) (r) qui est de dimension 1,
puisque pour r petit, r # 0, les racines AD(r) sont distinctes du fait de ’hypo-
these faite sur u'.

Pour montrer que les (d3;(0)) forment une base de H(z), remarquons
que la définition 5 implique que |dét A(&’)| doit étre uniformément minoré
par &> 0 pour &' voisin du point %’ considéré ici, (¢’ se déduit de ¢ par un
raisonnement d’homogénéité).

Rappelons 4 en n’explicitant que les k& colonnes relatives a la racine 7,
considérée:

aE(r) aZ(r) ag(r)

A= (n-+ 210))ed2r) (O A7E)a0) (ot ) d0)

(0 + 22() 1@ (r) (-t 45(r)) () (o A4()) B2

Chaque vecteur d;(r) est au signe prés, 'unique vecteur normé du noyau

(D)
de H (r). Sir tend vers 0, le dét A(n + ru’) tend vers une limite qu’on ex-
plicite en développant par blocs relatifs au k colonnes relatives & 7,; les
blocs provenant des autres colonnes sont bornés; ceux provenant de ces k
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colonnes ont des limites de la forme

a0) | B0) | @)

4 : : : : :
Ul az)  ao) | apo)
aB(0) | dZ0) | ()

Si les vecteurs (d3(0)) ne sont pas linéairement indépendants, tous ces blocs
sont nuls et dét A(n' + ru') ne peut étre uniformément minoré. Un raison-
nement analogue vaut pour la matrice transposée de H.

NoTATION. On notera les vecteurs ainsi obtenus:

d5(0) = d,5,  9°0) = g5,
en rappelant ainsi que ces vecteurs sont fonctions de p'.
On posera aussi: &, ,.(§) = ¥,(d,, g,, &) (cf. Déf. 6).

REMARQUE 4. Ces vecteurs seront aussi utiles pour la détermination de
développements asymptotiques relatifs a H.
Nous indiquerons quelques propriétés des matrices localisées I, .

LeEMME 14. 8i C = D,
J@n.u,’%(N) =0,

Jenp'3(u') = 0.
En effet pour r s~ 0 petit; on a le produit des matrices

(0) (D)
H)—H@)

C,
g°e) A2(r) — A%(r)

ds(r) =03

d’ou & laide de la formule de Taylor pour les polynémes d’une variable, en
posant:
¢
o — 0.0
B (D) (D)

() )| @R + § (@0 — FONFE) + .

VI
4+ =T (A2(r) — AS(r))t-100" H ('r)] dz(r)=0.
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Cette formule utile pour les calculs de propagation vaut encore pour r = 0;
si r = 0, on obtient la formule cherchée.
De (6) on déduit:
a @

@ g
= H(r)-d5(r) + Hr) = d5lr) = 0

et en multipliant & gauche par g°(r) et passant & r = 0, on obtient:
- a D
90(0)'d—r H (0)-d5(0) =0,

et le deuxiéme résultat est obtenu en simplifiant cette égalité & l'aide du
premier.

LEMME 15. On pose, YO, Va:

(2128, det H)(n + 1+ A7) )

c
p(r) =

st r=+0;

rk-1
6"‘(0) 1 d 4 det H ( A9, N)|(©
g (k—l)'dr" —1 35 © 7]—]—1'/1, + (T) ( )

\

pa est ainsi une fonction vectorielle d valeurs dans E, analytique en r; pour
chaque r+ 0, P(r) est proportionnel au vecteur bicaractéristique classique;

la direction de $(0) est la limite de la direction du vecteur bicaractéristique clas-

sique si r tend vers 0.
On a, YO, Va:

(8) ) oo H@+m+Wﬂmdmwwwﬁm;

C(r) est une fonction analytique de r pour r petit.
On a aussi:

§_ g 3@
Jenﬂ',é = ':(0) p(0)

et
Jemt’,g(N) #0.
On a en utilisant le lemme 13:
- —_— , _A r
ﬂwmm»%m=cm;,ﬁﬁm«>;9

@)
(_>— N
AE(r) 0* det H(r)

k-1 k-1

'(r)

al
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et 6’(1') fg)%(r) /r*t est différent de 0 et analytique pour r petit; notons le E(r);
on a donc:
o : .
g° (r) °H(r)dlr) = () °(r),

C . .
et p est aussi analytique.
Si r tend vers 0 on obtient:

< c
Jew’% = 0(0)10(0)
et:
©)
P
dr—1(g° det H)
drit

- ©%@)
1 E @45
k=D bO) =g

(0)

Des lemmes 11 et 12 résulte que:

G
3, (N) 0.

LEMME 16. On rappelle que: ‘uE: ‘uf_N + ' vC, Je,m,g(ya) =0 ou en-
core: p(0) (u°) = 0.
On a, YC, Vr:

dét H(y + 7’ + 2°(r)N) = 0.
Dérivons k fois en r et remplacons » par 0, on obtient:

(0)

d — —
(5 det H()(0)u =0,

J—
[ G dri—t

d’ou le résultat.

LEMME 17. Si d[(dét H)q]>k(k + 1)/2, alors la matrice €, . est symé-
trisable par une matrice diagonale.

J,, est fortement hyperbolique par rapport & N d’aprés le-l>mme 8;

elle est donc diagonalisable; de la proposition 1 résulte que:

k(k 41
A(36,,1) > ﬂ;—l .
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Les lemmes 14 et 15 impliquent que ¥, (V) est diagonale et inversible. Du
lemme 14 résulte que ¥, .(u') est diagonale.
Comme: ¥, ., = ¥ %(N)¥,,, on a
B, (') = R ()3, (u') -
Le lemme 16 implique que:

o Rudlu)
Jenu'g(N)
On a donec:

—p, 0 0

.
\

4 o c
Jerm’(:u ) - 0 _HO\ 0

0 0 —u

' annule donc tous les vecteurs du sous-espace engendré par les éléments
non diagonaux de Je,;”,, niais I_L’annule pas la différence de deux éléments
non diagonaux, puisque (' D implique u¢ ul; la différence de deux
éléments diagonaux de J@; . T'appartient donc pas au sous-espace engendré
par les éléments non diagonaux.

Toutes les hypothéses de la proposition 3 sont réalisées et le lemme 17
est démontré.

THEOREME 1. Si H est une matrice de polyndmes homogénes de degrét
fortement hyperbolique par rapport & N 5= 0, n % 0 un point multiple d’ordre k
pour le déterminant de H, si la dimension réduite du polynéme (dét H),, loca-
lisé en n de dét H, est supérieure ou égale & k(k + 1)/2, alors toute matrice loca-
lisée 3y de H en 1 est symétrisable:

I (N)Jea(&) = T8 T,

ot T est réelle inversible, S symétrique; la dimension réduite de (dét H)y est
en fait égale a k(k + 1)/2.
Du lemme 8, de la proposition 2 et du lemme 10 résulte qu’il existe au
moins un y' tel que:
vC, D, C=D,
on ait:
pl - b



SYMETRISABILITE DES MATRICES LOCALISEES ETC. 427
Choisissons le; la matrice ¥, , qui lui correspond est symétrisable:
!
J— —1
®, = D8D.
Si 3, est une matrice localisée quelconque, il résulte du lemme 7 que:

¥’, =M%, M;
d’ou
¥, = M*D'SDM

et le théoréme.

REMARQUE 5. Les conditions du théoréme 1 limitent évidemment k;
on a:

]fgc—;_—l)<n—l—1 et:k<m.
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