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Remarques sur les équations de Navier-Stokes stationnaires

et les phénoménes successifs de bifurcation.

C. FOIAS (*) - R. TEMAM (**)

dédié o Jean Leray

Introduction.

Nous nous proposons dans cet article de reprendre 1’étude commencée
en [9] de la structure de I’ensemble des solutions stationnaires des équations
de Navier Stokes. Supposons qu’un fluide incompressible emplisse un do-
maine £2 borné de R*, n = 2 ou 3, de frontiére I', et qu’il soit soumis & des
forces volumiques stationnaires f = f(x) et que les points de I" soient animés
d’une vitesse stationnaire, ¢ = (). Alors dans un écoulement stationnaire,

la vitesse w = (uy,...,u,) et la pression p sont régies par les équations
n

(0.1) —vAu + S u,Du-tgradp =f dans 2,
=1

(0.2) divu=0 dans 2,

(0.3) u=¢ surl. (D; = 0]0w;) .

Nous savons (cf. ci aprés) que ce probléme peut étre réduit & une équa-
tion fonctionnelle ne faisant intervenir que « et nous noterons dans la suite
8(f, ,») 'ensemble des solutions % du probléme (0.1)-(0.3). Les deux
principaux résultats établis en [9] étaient que 1’ensemble S(f, ¢, ») est homéo-

A

morphe & un compact de R™, m assez grand, et qu’il était génériquement

(*) Université de Bucarest, Faculté de Mathématiques, Str. Akademiei 14,
Bucarest.
(**) Université de Paris Sud, Mathématique, Batiment 425, Orsay.
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fini, pour » fixé, pour presque tout couple {f, ¢} et, pour {», ¢} fixés, pour
presque tout f. Ces résultats vont étre sensiblement précisés dans ce travail,
dont nous allons & présent décrire le contenu.

Le paragraphe 1 rappelle et précise les résultats d’existence pour le
probléme (0.1)-(0.3). En particulier nous faisons le lien entre les deux types
de résultats connus: ceux de O. A. Ladyzhenskaya [14] et J. L. Lions [22] qui
donnent existence de solutions faibles de (0.1)-(0.3) (c’est-a-dire apparte-
nant 4 des espaces de Sobolev) mais nécessitent des conditions compliquées
sur ¢ et ceux de J. Leray[19] qui impose une condition tres simple sur ¢
mais se place dans le cadre de fonctions plusieurs fois continiiment diffé-
rentiables. Ce résultat est une conséquence immédiate de certaines pro-
priétés de Popérateur rotationnel qui sont établies au début du paragraphe 1
et présentent aussi un certain intérét intrinséque (cf. l’introduction du
paragraphe 1).

Le paragraphe 2 a pour but de munir ’ensemble S(f, ¢, ) d’une structure
de variété C-analytique réelle compacte: plus précisément la projection de
S(f, , ») dans un espace de dimension finie m, m convenable, est injective,
et 'image de S(f, ¢, v) est une variété C-analytique réelle compacte. D’autres
résultats de ce type sont également établis. Par commodité nous faisons
cette étude dans un cadre abstrait un peu plus général; pour les questions
de variétés analytiques cf. en particulier Bruhat-Whitney [2], H. Cartan [3]
et Narasimhan [25].

Le paragraphe 3 qui contient les résultats essentiels tire avantage des
deux paragraphes précédents, et du théoréme fondamental de stratification
pour les variétés C-analytiques réelles di & Bruhat et Whitney [2]. D’une
part, en liaison avec[9] et par des considérations purement topologiques,
nous obtenons des renseignements génériques sur le nombre de solutions
de (0.1)-(0.3). Ensuite, utilisant également [2], nous obtenons certains ren-

seignements sur ’ensemble S = [J 8(f, ¢, »), et sur les phénomeénes succes-
v>0

sifs de bifurcation de solutions stationnaires lorsque y — 0. En particulier
le résultat suivant est établi: Pensemble de toutes les valeurs v de bifurcation
primaire ou secondaire est fini & droite de tout nombre v, > 0, pour tout @ et
pour une valeur générique de f. Cela constitue & notre connaissance le premier
résultat relatif 4 ’ensemble de toutes les bifurcations primaires et secondaires.
Des résultats similaires pour les écoulements de Taylor et de Bénard sont
aussi décrits.

Pour terminer, il nous semble souhaitable d’ajouter deux remarques sur
ce travail. L’une est relative & la rédaction de ce travail qui se trouve & la
jonction de spécialités différentes: & plusieurs reprises il nous a paru néces-
saire de détailler certains points qui paraitront classiques ou faciles au
spécialiste. L’autre remarque est relative i la motivation de ce travail en
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liaison avec la turbulence. Les approches nouvelles sur la turbulence, celle
due & Ruelle et Takens[30] en particulier et la théorie des solutions sta-
tistiques stationnaires [7], font jouer un réle important aux sous-ensembles
invariants par D'opérateur d’évolution de Navier-Stokes. L’étude de tels
ensembles parait done intéressante, et les ensembles S(f, ¢, v) sont les en-
sembles invariants les plus simples.

Les auteurs remercient N. Boboc, A. Douady et G. Gussi pour de nom-
breuses discussions intéressantes. Certains résultats du paragraphe 3 ont
été motivés par une question posée par J. Leray et H. Lewy que nous remer-
cions également.

PLAN

1. Théorémes d’existence: rappels et compléments.

1.1. Rappels et notations.

1.2. Le noyau de I'opérateur rotationnel.
1.3. L’espace rot (H(£2)).

1.4. Remarque sur la régularité.

2. Structure analytique de I'ensemble des solutions.

2.1. Un lemme d’analyticité.

2.2. La méthode de Lyapounov-Schmidt.

2.3. Rappel sur les équations de Navier-Stokes stationnaires.
2.4. Structure analytique de S(f, ¢, »).

2.5. Comparaison de la régularité de deux différentielles.

3. Généricité et bifurcation.

3.1. Propriétés génériques de S(f, ¢, »).
3.2. Phénomeénes successifs de bifurcation.
3.3. Probléme de Taylor et de Bénard.

1. — Théorémes d’existence: rappels et compléments.

Aprés des rappels et notations faisant 1’objet de la section 1.1, les sec-
tions 1.2 &4 1.4 donnent des propriétés de Popérateur rotationnel dans R~
n =2 ou 3. En particulier nous caractérisons complétement le noyau de
cet opérateur dans H*(22)® (ou HY(£2) si n = 2), et son image ({2 ouvert borné
de R"). Cela nous permet de préciser la décomposition classique de L2(Q)"
(cf. [14], [35]) en l’espace G des gradients de fonctions de H(£2) et son or-
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thogonal: on voit ainsi apparaitre dans G+ un sous-espace isomorphe au
premier espace de cohomologie de £2 et on fait le lien avec la théorie de Hodge.

Enfin la section 1.5 est consacrée aux résultats d’existence pour les
équations de Navier Stokes stationnaires non homogeénes.

1.1. Rappels et notations.

Soit £ un ouvert borné connexe de R*, » = 2 ou 3, de frontiére I. On
suppose que

(1.1) I' est une variété de classe Cr de dimension » — 1 et 2 est situé
localement d’un seul cdté de I' (r = 2 sauf mention contraire).
I" a un nombre fini de composantes connexes notées I, ..., I, (m>1).

L’ouvert 2 peut étre simplement ou multiplement connexe. Dans ce deuxiéme
cas, il est clair qu’on peut le rendre simplement connexe avec un nombre
fini de coupures réguliéres. Plus précisément:

(1.2) On note 2, ..., 2, N variétés de dimension n — 1 et de classe C’

(N>0), telles que X, N X, = @ pour i j, et louvert 2 = O\,
N

2 = |J X, soit simplement connexe et lipschitzien (i.e. les X; ne
i=1

sont pas tangents & I).

I

On note L2(£2) I’espace des fonctions réelles qui sont L* sur Q, H™(Q),
m entier, Pespace de Sobolev d’ordre m, et Hy({2) I'adhérence dans Hm(L2)
de D(Q), 'espace des fonctions réelles C° & support compact dans 2. On
se reportera & J. L. Lions-E. Magenes [23] et J. Netas [26] pour tout ce qui
concerne les espaces de Sobolev. Les produits scalaires dans L2(Q), H™(Q),



REMARQUES SUR LES KEQUATIONS DE NAVIER-STOKES ETC. 33

H}(2) sont respectivement dénotés

lal<m

(u, ) =fm; de , (4y ) = Y (D*u, D*v) ,
2
(('"0 /0)) =_§1(Diu9 D,v),

et les normes: |u| = (u, )}, |u|m = [(u, w)n]t, u] = (u, w)}.

Si Z est un quelconque espace alors Z = Z"; par exemple L2(2) = L*(£2)",
H}(2) = Hy(2)". Nous convenons d’utiliser 1a méme notation pour le produit
scalaire et la norme dans L*(2) ou L*Q), Hy(RQ) ou Hy(Q),....

I1 est d’usage dans la théorie des équations de Navier-Stokes d’introduire
les espaces suivants

V= {ue DR, divu = 0}.
V = adhérence de U dans H}(Q)
H = adhérence de U dans L%*Q).

On montre, grice & 'hypotheése (1.1) sur 2, que
(1.3) V={uecHyR), divu=0},
et d’autre part (cf. [35])
(1.4) H :i{ue LxQ), diveu=0, yu=0},
ol y,u est la valeur sur I' de u-y, et cela a un sens si we L%(Q2) et

divu = 0 (v normale unitaire & I" dirigée vers ’extérieur de £2).
Tt est bien connu (cf. O. A. Ladyzhenskaya [14], R. Temam [34], [35]) que

(1.5) LQ)=HOEG,
ou
(1.6) G = {u,u = grad p, pe H(Q)} .

On a méme plus précisément

1.7) ¢ = H,®H,

ol

(1.8) H, = {u,u = gradp, pe H(Q), 4p = 0}
(1.9) H, = {u,u = grad p, pe Hy(2)} .

3 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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REMARQUE 1.1. Nous mettrons en évidence dans la suite, une décompo-
gition, nouvelle semble-t-il, de P’espace H.

1.2. Le noyau de Vopérateur rotationnel.

Il n’y a pas lieu de revenir sur la définition de Popérateur rotationnel en
dimension 3. En dimension d’espace 2, nous posons

rot w = Dyu, — Dyw,, i u = {u,, u,} est une application de Q2 — R?,

rot u = {— D,u, Dlu}, 8i u: 2 — R est une fonction scalaire.

L’opérateur rotationnel envoie L*(2) dans H-%(2) si n = 3 (ou H Q)
si » = 2). On se propose de préciser son noyau dans L2(2), soit Ker(rot).
I1 est clair que Ker(rot) > G; précisons les éléments de Ker(rot) N H.
Si u € Ker(rot) N H, alors u est localement un gradient et plus précisément
u = grad ¢ dans 2, avec divu = Aq = 0, en sorte que ¢ est C* et univoque
dans O, q est G dans © sauf au voisinage de ' 2. On a aussi avec (1.4)

y,,u_—:g—z:() sur I.

On note X" et X les deux cotés de 2, et » la normale & X, orientée de Z;" .
vers 2, ; si une fonction 0 prend des valeurs différentes sur X, et X
alors on pose

[6]; = 0]s: — O] .

Pour la fonction ¢ ci-dessus, on a [¢]; = constante puisque grad q est C*
et univoque; on note [¢]; = a; € R. Pour caractériser complétement v et g,
il reste & écrire que divu = 0 dans 2. Si pe D(Q), on a

{div u, p) = — {grad g, grad ¢) =

= ——Jgradq-gra,dtpdx =
Q2 ou 0
= (puisque 4q =0) =

oq N

EYe)

__ 3 (o4 _

i=1
Zy
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On en déduit

0 .
[%]:0’ @21,...,N.

Finalement:

LEMME 1.1. L’espace H,= Ker(rot) N\ H se compose des gradients des
fonctions q harmoniques (analytiques) multivoques dans Q, univogues dans £ avec,

q
(1.10) 5 = 0 sur I',

[q]: = constante, t=1,..., N,

(1.11) 9 )
a—f_:o, i=1,..,N.
On va mettre en évidence une base de H,. Au préalable on prouve ceci:

LEMME 1.2. Pour ¢ =1,..., N, il existe une fonction q, unique & wune
constante additive preés, telle que

Ag; =0 dans R,

% =0 sur I",
(1.12) [%%]js 0, j=1,..,N,

[¢.1; =0, JjFET,

[g:]: =1.

DEMONSTRATION. On considére le probléme ci-aprés dont on vérifiera
qu’il est équivalent au probléme (1.12).

Ag] =0 dans 0,

oa"

—g;’ =0 sur I,

0q; X

[a_qv].ZO’ j=1,..,N;
(1.13) d

i =0, j#1,

[gi]i = constante (indéterminée) ,

f LI

ov
P
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Nous remarquons pour commencer que le probléeme (1.13) est variationnel.
Soit
X, = {p e H(Q), [p); = constante, [p]; = 0, Vj = i} .

Il est élémentaire de vérifier que le probleéme (1.13) est équivalent &
trouver ¢; € X;, tel que

(1.14) fgrad g;-grad pde = [p);, VpeX,.
2

Le membre de gauche de (1.14) définit sur X,/R une forme bilinéaire continue
coercive, et le membre de droite est une forme linéaire sur X,, qui s’an-
nule sur les constantes et qui induit donc une forme linéaire continue sur
X,/R. On obtient 1’existence et 'unicité de q; dans X,/R.

Si ¢; est solution de (1.14), alors o =[q;]; 0 et donc ¢; = (1/x)q;
est solution de (1.12); a5~ 0 car si a =0, qg se prolonge en une fonction
de HY(Q) dont on vérifie trivialement qu’elle est constante (solution du
probléme de Neumann homogéne dans £2); cela contredit (1.14).

Reciproquement si g; est solution de (1.12) alors

[ oq.
ﬂ_f_a;dz
Z

est non nul et ¢; = (1/8)q; est solution de (1.13); f = 0 sans quoi g, serait
golution de 1’égalité (1.14) dont le second membre serait remplacé par 0;
on aurait done ¢; = constante (= 0 dans X,/R), en contradiction avec

[Qi]c = 1.

LevMME 1.3. H, = Ker(rot) N H est Vespace engendré par gradgq,, ...,
grad gy (*). Sa dimension est N.

DEMONSTRATION: Si ue€ H,, alors u = grad ¢, ou ¢ vérifie les conditions

N
énoncées au Lemme 1.1. Soit a, =[q);, et r=¢— > a,q;. Il est clair
que r est analytique dans £, i=1

or

Ar =0 dans Q, 7, =0 sur I,
or .
[a—v]fo, [rl:=0, t=1,...,N.

(}) 11 s’agit des gradients des ¢, au sens classique. Les gradients distributions
(dans Q) sont sommes de ces fonctions et de masses de Dirac sur X;: — [q]»05,.
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N
Ainsi r est une constante, et u = Y a, grad ¢;.
i=0
I1 est enfin évident que les fonctions grad ¢; sont linéairement indépen-
dantes. |

REMARQUE 1.2. L’espace H, est isomorphe au premier espace de coho-
mologie de £, i.e. le quotient de ’espace des formes différentielles fermées
dans ©Q, par l'espace des formes différentielles exactes dans 2 (cf. [29]).
Si 2 est simplement connexe, N = 0 et H, = {0}.

LEMME 1.4. Soit H, Vorthogonal de H, dans H. On a

(1.15) H°={veH,fv-vd2=o, i:l,...,N}.
Zs

DEMONSTRATION. Si v e H, alors v € H, si et seulement si (v, grad ¢,) =0,
i=1,..,N. Or d’aprés la formule de Stokes généralisée (cf. [23], [35]),

(v, grad q,) = |v-grad ¢; dz
8

=|vvg,dl'=|v-vdl;
% Zt

d’ott (1.15).

REMARQUE 1.3. i) On vérifie que pour ve€ H, f'v-v d2 est indépendant
P
de la coupure X, c’est-a-dire ne change pas par déformation continue de X;:

fv-vdZ’: vydX.
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ii) On vérifie directement que si ve H,, v = grad ¢, et

fv-vdZ:f%%d2=0, i=1,..,N,
Pt

Z

alors v = 0. ]
En résumé on a

ProposITION 1.1. Sous les hypothéses (1.1) et (1.2),

(1.16) L¥Q)=H, ®H, ®H, ® H,,
(1.17) Ker(rot) = H, ® H, ® H,,
les espaces H,, H,, H,, H,, étant déerits ci-dessus.

REMARQUE 1.4. i) On note Py, Py, les opérateurs de projection ortho-
gonale dans L*Q) sur H,, H,, © = 0,1,2; Py et Py sont décrits en [35];

N

si ve H, alors Py, = > a, grad g;, ol les a, sont solutions du systéme
linéaire i=1

N
(1.18) >aya,=|vvdX, 1<j<N
i=1

P
avec

0q; 0
aa=fa—§d):=f-a-q§d2= (grad g, grad ¢;)
P Z

si bien que la matrice des o; est non singuliére.

ii) On sait [35] que Py, et Py envoient H"(2) dans H, N H"(Q),

1=1,2, si r>m -+ 2. Comme H,c C°(2)" N C(2)" il en est de méme
de Py et Py . ||

1.3. L’espace rot(H(R)).
Tout d’abord

LEMME 1.5. rot H{(Q) = rot(H(2) N H,) .

DEMONSTRATION. On remarque que 8iu e HY(Q2), v = Py u = u — grad g,
ou grad q € Ker(rot), et donc rot v = rot u.
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LEMME 1.6. Il existe une constante ¢, = ¢,(£2) telle que

(1.19) lu), < ¢lrot ul ,
(1.20) |u| <colrot ul,

pour tout we HY(2)N H,.
DEMONSTRATION. On sait d’aprés [6] que

@.21) {ueHYQ), u-»|p = 0} =
{u e Lx(Q), divue L¥Q), rotu € L*(Q), u-y|, = 0}

et qu’il existe ¢, = ¢,(2) tel que
(1.22) |u, < e {|u| + |divu| 4 [rot u|},

pour tout » dans l’espace (1.21).
L’inégalité (1.19) est donc conséquence immédiate de (1.20) et (1.22).
Pour prouver (1.20) on procéde par I’absurde: si (1.20) est faux, il existe
une suite w, € HY(Q2) N H,, telle que

(1.23) || > m|rotu,|, Vm.

On peut supposer que |u,,| = 1. Alors d’aprés (1.22) u,, est bornée dans H*(£2).
On peut extraire une sous-suite aussi notée u,,, qui converge faiblement dans
H'(Q) vers e H(2) N H,; la convergence a lien dans L*(Q) fort et donc
|u| = 1. D’autre part d’aprés (1.23) rot w = 0, si bien que « € H, N Ker(rot %),
et donc % = 0, en contradiction avec |u| = 1. |

LEMME 1.7. rot HY(Q) est fermé dans L*(Q) si n =3 (dans L*Q2) si
n=2).

DEMONSTRATION. D’aprés (1.19), rot est un isomorphisme de H(Q) N H,
dans L2(Q). |
Caractérisation de (rot HY(Q))L.

On note (rot HY(2))*, Iorthogonal dans L*(Q) de rot(HY(R2)), (n = 3).

ProposITION 1.2. 8 n = 3,
(rot H(RQ))*= {ue Lx(Q), u = grad p, pc H\(Q), p = constante sur chaque I';}.
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DEMONSTRATION. Si € (rot H())+, alors

('"” rot <P) =0, le € f])(_Q)S ’

et donc rot w = 0.
Ensuite comme u € L*(2) et rot u € L2(Q2), on peut, d’aprés [6] définir
uAy sur I' et

(1.24) (, ot @) = (robu, p) + f @A pdl', VoeHY(Q).
r

Alors
(u, Tot @) =f(u/\v)<pd1’ =0, VpeHYQ),

r
si bien que uAv = 0 sur I, et
(rot HY(2))* = {ue L*Q), rot u =0, uAv|, = 0}.

On peut encore préciser: pour un tel u, rot v = 0, et donc u = grad p,
ueH, ®G. Comme grad p = (dp/ov)y + V,.p, ou V.p est la composante
tangentielle de grad p, uAv|, = 0 signifie

V.p=0 sur I,

si bien que p est constant sur chaque I';. On voit encore que Py (grad p)
est nécessairement nul et donc p € HY(L2).

Le résultat suit, la réciproque étant facile. |

On peut & présent caractériser rot(H((2)).

PropPosITION 1.3. Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), et st n = 3,

rot(HY(Q)) = {u e Lx(Q), divu =0, |u-vdl =0, Vi} .

Iy

DEMONSTRATION. Soit ¥ I’espace & droite dans 1’égalité ci-dessus. Comme
rot H(Q) est fermé, il suffit de voir que Y= (rot H(2))*+. Orsiv =gradpe
€ (rot HY(2))+, et si w e Lx(R), divu = 0, alors

(u, v) =|u-grad p de =
2

=|uypdl=

r
= Soofwvar,

pX]
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p(I';) = valeur de p sur I';. Comme les p(I';) sont des nombres arbitraires,
le résultat suit. |

REMARQUE 1.5. Lorsque #» = 2, on a des résultats analogues avec les
mémes démonstrations pour rot H(2) et (rot H1(2))". |

1.4. Remarque sur la régularité.

On peut préciser un peu le résultat de Duvaut-Lions [6] en (1.21), (1.22).

ProPOSITION 1.4. Soit Q un ouvert borné de R*, n = 2, 3, et soit m un
entier >1. On suppose que (1.1) et (1.2) ont liew avec r>m -+ 1. Alors
(1.25) H™Q)=

= {ue L¥Q), rot uc H*Y(Q), divuec H*Y(RQ), u-v|e H* ¥} (2)

et il existe ¢, = cy(m, Q) tel que
(1.26) [U]m < 62{|'“'| + [rot u|m_y + |AIV U|m_1 + | ""lﬂm-i(r)} ’
pour tout u e H™(0).

DEMONSTRATION. i) On commence par le cas m = 1. L’espace & droite
dans (1.25) contient H'(£2) et il faut done prouver I’inclusion inverse. Soit u
dans cet espace et grad p la projection de » sur G. On sait que p est une
solution du probléme de Neumann

(1.27) Ap = divu dans Q, %{%:u-v sur I".
Alors v = u —grad p vérifie ve L¥Q), divwve L*2), rotve L(Q) et
vo|p,=0 et donc ve HY(RQ) d’aprés (1.21) et u aussi puisque p € H*(RQ)
d’aprés [1]. L’inégalité (1.26) résulte ensuite de l’inégalité (1.22) pour v et
de ce que (cf. [1]):

Hll'(r)}°

ii) On procede par induction lorsque m > 1.

»

12l <esf|Aplona + | 2

(?) Pour la définition des H#(I'), cf. [23].
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On suppose (1.25) et (1.26) démontrés & I’ordre m — 1. Il faut d’abord
montrer que si % est dans ’espace de droite dans (1.25) alors u € H»(Q).
Par I’hypothése d’induction, on a déja e H»1(£2). Si D=1 est un opéra-
teur de dérivation d’ordre m — 1, on voit que v = D™ 1y vérifie:

ve L¥Q), rot v e L¥(0), dive e L¥(Q) ,

m—1 ,
vy =D"1(u-p)— Y (m ’ )Diva‘l-iueH*(I') ,

i=1 —1?

et donc d’aprés la premiére partie, v HY(£2). Il en résulte que u € H™(Q)
et (1.26) est facile. |

REMARQUE 1.6. i) Cette proposition peut se déduire aussi directement
de Agmon-Douglis-Nirenberg [1].

ii) On peut remplacer (1.26) par
(1'28) l’ll/ - Pﬂoulm < Oa{II'Ot ulm—l 'l' lle u’lm—l + [u 'v]Hm"}(I‘)} *

1.5. Application aux équations de Navier Stokes stationnaires non homogénes.

On #’intéresse & l’existence de solutions de (0.1)-(0.3) lorsque f et ¢
sont donnés.

THEOREME 1.1. On suppose que n = 2 ou 3, et que (1.1) et (1.2) sont sa-
tisfaits. On suppose que fe H1(Q) et ¢ € HY(I') sont donnés avec

(1.29) J'q)-vd.r:o, Vi.
Iy
Alors le probléme (2.1)-(2.3) posséde au moins une solution w e HY(L),
et p e L¥Q).

DEMONSTRATION. Le résultat est établi dans J. L. Lions [22] (cf. aussi [14]),
lorsque ¢ est donné sous la forme suivante:

(1.30) p=rotF,, FeHQ).

Nous allons montrer qu’'un tel ¢ vérifie (2.5).

Tout d’abord on sait qu’il existe y € HY((2), tel que divy = 0 et ¢ = p,:
il suffit par exemple (cf. [35]) de résoudre le probléme de Stokes non homogéne

{— Ay 4 gradan =0, divy =0, y =¢ sur I'}.
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D’aprés (1.29), le Lemme 1.5 et la Proposition 1.3, il existe F e H, N
N HY(2) tel que rot F = . Observant que rot F' e HY(LQ) et invoquant la
Proposition 1.4, on voit que F € H2(£2) et (2.5) est donc bien vérifiée. [

REMARQUE 1.7. Pour f et ¢ donnés plusieurs fois continfiment dif-
férentiables, ¢ vérifiant (1.29), J. Leray établit en [19] existence de solu-
tions de (0.1)-(0.3) qui sont également plusieurs fois contintiment diffé-
rentiables.

2. — Structure analytique de I’ensemble des solutions.

Nous démontrons dans ce paragraphe que, pour », f, ¢ fixés, 1’ensemble
des solutions de (0.1)-(0.3) est un ensemble C-analytique réel.

2.1. Un lemme danalyticité.
Nous aurons besoin du lemme ci-aprés
LEMME 1.1. Soient X et Y des espaces de Banach complexes. Soient O,

un ensemble ouvert de X, O, un ensemble fermé de Y, et O; un voisinage ouvert
de O,. On se donne une application analytique T de O,x O, dans Y telle que

21)  [T@y) — T@y)|y<cly—¥|y, VYoecO, Vy, y'co;,

o ¢< 1.
Alors pour tout x € Q,, il existe y € O, unique tel que T'(x,y) = vy, et Vap-
plication x>y de O, dans Y est analytique.

DEMONSTRATION. L’existence et 1'unicité de y résultent évidemment du
théoréme du point fixe pour applications contractantes. D’aprés M. Hervé [10]
il guffit de vérifier que ’application = >y est Fréchet différentiable.

Vérifions pour commencer la continuité; si y, = y(x1), ¥, = y(@,), nous
avons

Y — Yo = T(@1, y1) — T(w,, o)
92— ol e < | (@1, 41) — T(@1, Yo)||x + | T (@1, %0) — T(@o, %o)|x

<0"?/1 - :’/o”Y + ”T(xly Yo) — T (2, yo)”y .
D’ou

(2.2) 91— %ollr < 1—1—0"17(“’1’ Yo) — T(%oy ¥o) | ¥ »

et 1a continuité en résulte.
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Nous notons T, et T, les différentielles partielles de T en z et y;
d’aprés (2.1) |T,)¢r,<e¢, et I — T, est donc inversible, 'inverse

(I — T ) = 3 (T, 9)",

n=0
est une fonction analytique de 9,x O, dans £(Y). Nous allons voir que
(2-3) Y'(@) = (I—T,@,9) T, y) .

Posons y = (I — T,(x, y)) 2 T,(x, y) (@, — @). Alors

h—y— = T@,v)— T@y) — Tz, y)x — To,y)
=Ty @ 9) 4 —y— 3) + (To@, y)) — Tol, ) (@, — @) + &, + &,

ou
er=T(@,y) — T(@,9) — T,@ 9% —Y),
&2 = T(@1, 42) — T(@, 92) — Tl y2) (@ — @),
(ledll#/lyr— v]¢) =0 quand y; >y et done par (2.2),
(ledl2/|#r— ®|¢) -0 quand @, >z, et
(lesll/|#: — #|x) -0  quand @, - .
Ainsi
1T — T @, 9) 4 —y — Dz/|o— 2 >0
quand », -« et (2.3) en résulte. [ |

2.2. La méthode de Lyapounov-Schmidi.

Nous aurons & utiliser la méthode de Lyapounov-Schmidt dans le con-
texte ci-apres.

Nous nous donnons un espace de Hilbert complexe J¢ et un opérateur
linéaire fermé non borné de domaine D(4). Nous supposons £ injectif et A~
continu; alors D(#£) est un espace de Hilbert pour la norme |Au|z et £ est
un isomorphisme de D(#) sur J. Soient P et @ deux opérateurs de projec-
tion orthogonale dans D(#) et J&, qui commutent avec A, et tels que

PlQ=1.
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Soit encore 5 un espace de Banach complexe, O un ouvert de = et G
une application analytique de D(A) x O dans X telle que pour tout » > 0,

(2.4) |B(& 4 6', 0) — B + 9, 0)|5e < c|A(0'— 0)|5e

quels que soient f € O, &€ PD(A), 0/, 6 € QD(A) avec |AL|p<r, |Ad|p<T,
| A}z <7, OU ¢ = ¢(r, P, Q, G)<1.
Nous nous intéressons aux u e D(+A) tels que

(2.5) Au = B(u, 0),

f étant fixé dans O et |Au| < r, r > 0 fixé. Posant & = Pu et 6 = Qu, nous
voyons que & et J vérifient

(2.6) A6 = QT(& + 9, 0)
(2.7) A = PG+ 9,0)

avec |AE| < r, | A0 < r. D’aprés le Lemme 2.1, appliqué avec X = PD(A) X E,

9, = {(&, 0), £ € PD(A), |AE|g<<7, 00}, Y =@QD(A),
0, = {0, 6€QD(4), |#Ab|e<r}, O;={5,0€QD(#), |#|se<r + 1},

P’équation (2.6) définit une application analytique (£, 0) —> 6 = (&, 0) de O,
dans @QD(#A). Ainsi pour toute solution # de (2.5) vérifiant |Au|p <7,
& = Pu et 6 = Qu vérifient |Af|p <7, |Ad|e< T et

(2.8) #E = PB(E + (¢, 0),0) .

Réciproquement pour de tels & et 6, w = & + 6 est une solution de (2.5)
qui ne vérifie pas nécessairement |Au|zp < 7. Il y aura équivalence compléte
entre (2.5) et (2.8) si on sait a priori que toute solution u de (2.5) vérifie
|.A:u] <.

REMARQUE 2.1. Ce qui précede s’étend aussi au cas réel lorsque les don-
nées peuvent étre complexifiées. Supposons que J¢ soit un Hilbert réel,
et soit JC; l’espace complexifié de JC et soient A, P, Qc, les opérateurs
dans J¢; qui sont les extensions linéaires de A, P, Q; D(#4;) de domaine de A
dans JC; est le complexifié de D(#4). Soit 5, ’espace complexifié de = et
supposons qu’il existe une application analytique G, de D(A¢) X O, dans K,
ot Og-est un ouvert de 5, contenant O, qui coincide avec G sur D(A)x O,
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et telle que
(2.9) |Bol& + 0", 0) — Bo(€ + 9, 0)|5e, < ¢|#c(8'— 0)|se,, 5

quels que soient 6€ O, &€ PeD(#), 0, d€QoD(#;) avee |#Ak|y <7,
]ché’[,]ec<r, ]J€05|JGC<7', ol ¢ = ¢(r, Pg, Qc, £c) < 1.
Dans ces conditions ’équation

(2.10) #c0 = QcGo(€ + 6, 0),

définit une application analytique {&, 0} >0 = d(&, 0) qui est réelle si &
et 0 sont réels, et, dans les conditions qui ont été précisées ci-dessus, ’équa-
tion (2.5) et I’équation (2.8) dans le champ réel sont équivalentes. ]

2.3. Rappel sur les équations de Navier Stokes stationnaires.

Nous reprenons les notations introduites dans la Section 1.1, et certaines
notations de [9]. Si V' désigne le dual de V, alors H peut étre identifié a
un sous espace de V', et

(2.11) VcHcV',

les injections étant continues et chaque espace étant dense dans le suivant.
Nous appelons A4 l’isomorphisme canonique de V sur V' et D(4) son
domaine dans H.

Il est équivalent de dire que Au = f, ou qu’il existe p € L3(R2) tels que u, p,
soient solution du probléme de Stokes homogéne

(2.12)

— Au +gradp =f, divu=0 dans Q
=0 sur 00.

On sait (cf. [1], [4], [39]) que D(A4) =V H2(2) et que |Au| est sur D(4)
une norme équivalente & celle induite par H2({2),

(2.13) e; ul,<|Au|<elul,, VYueD(4),
ot comme précédemment les constantes ¢, c;, ne dépendent que de 0.
Comme A1 est compact dans H, il existe une base orthonormée dans H,

{w,}_,, telle que

(2.14) Aw, = A, w,, m>1, et 0<1<4,....
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Nous avons

(2.15) Am>esm¥™,  m>1.

Dans la suite P, désigne la projection orthogonale dans H (ou aussi bien
dans V, V' ou D(4)), sur P’espace engendré par w;, ..., w,, et @, = I — P,,.

La forme b.

Pour u, v, w, donnés, nous posons comme d’habitude

(2.16) b(u, v, w) =

Y

e

fui(Divj)wi dx .

Q2

1

Il est bien connu que b est trilinéaire continue sur H(2) (» = 2 ou 3) et que

b(u,v,v) =0, bu,v,w) = — blu,w, v)
(2.17)
Yue H(Q)NH, Yv,weHY(Q).

Pour wu,ve H(Q), w+—b(u, v, w) est une forme linéaire continue sur V
dénotée B(u,v)e V':

(2.18) (B(u,v), wy) = b(u,v,w), YweV’,

et nous écrivons B(u) = B(u, u).
En procédant comme pour le Lemme 1.1 de [9], nous établissons aisément le

LEMME 2.2. La dimension d’espace est n<4. Alors b(u, v, w) est une forme
trilinéaire continue sur H™(Q)xH**1(Q)xH*(Q2), ow $,>0 et

(2.19) $i+ 8+ 8>n2 sis,#n/2, a=1,2,3,

(2.20) 1+ S+ 85 >n/2 st s, = n/2 pour un o.

En particulier en dimension » = 2 ou 3, b(%, v, w) est une forme tri-
linéaire continue sur H*(Q)x HY(2) ou HY(Q)x H*(Q), et

(2.21) | B(u, )| < cg|u|s|v]s

| B(u, v)| < 6g|t|4]v]s -

En vue d’une formulation précise de (0.1)-(0.3), et en raison de la condition
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(1.29) nous introduisons les espaces:

H~(Q) = {ueH'"(Q), Ff w-vdl = 0, w}
H~T') = {weH"'(F), [pvar=o, w}.

Iy

La recherche de solution H? de (0.1)-(0.3) peut alors étre formulée ainsi:
pour ¢ donné dans H*(I') et f donné dans H, trouver we H(2), tel que
divu = 0 et

(2.22) — P Au + Bu) = f

ou P est la projection orthogonale dans L2(2) sur H (cf. section 1.1).
Si ¢ est donné dans H™*(I"), on sait qu’il existe  unique dans H™1(Q)
tel que
— Ay +grada =0, divy =0 dans 2,

(2.23)
y=¢ sur I.

Nous notons y = Ag, P’application A étant linéaire continue de H™(T)
dans H™+(Q). Posant u = % + Agp, on voit que la formulation ci-dessus du
probléme (0.1)-(0.3) revient & chercher # dans D(A4) tel que

(2.24) vA% + B@ + Ap) = f.

Nous notons S(f, ¢, ») Pensemble des % € D(A) vérifiant (2.24). Diverses
propriétés de S(f, ¢, ») établies en [9] seront rappelées en temps utile.

2.4. Structure analytique de S(f, @, v).

D’aprés [9] (cf. Remarque 1.2), I’ensemble S(f, ¢, ») reste borné dans
H*(Q), lorsque f et ¢ parcourent un ensemble borné de H x H}(I") et
y>v,> 0. Plus précisément si

lfl<re, lolatay<ra, v>n,
alors

(2.25) "A%| < 0y(r1, 72y o)

ol g, est croissante en r,, r,, décroissante en v,.
Nous pouvons écrire (2.24) sous la forme (2.5); nous prenons & = H,
A=A, E=HxHYI')XR, avec 0= {f,p,v}€5. L'ouvert O est l'en-
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semble des 6 = {f, p, v} tels que

(2.26) fl<r, lplmay<re, v>n

et nous prenons r = 6,71, 72, %), P = Pn, @ = Q. o1 m sera précisé ulté-
rieurement et:

(2.27) B@, 0) = v1(f — B@ + Ag)) .

Comme & la Remarque 2.1, nous considérons la forme complexifiée
de (2.24); Hg, A¢, Po, Qo, Sy sont définis comme & la Remarque 2.1. Pré-
cisons O, et Gc:

Oc = {0 = (f, p,v), |f|Hc < Ty |‘P|il§(1")< Ty |v] > ”0} ’
Bo(@, 0) = v~*(f — Bo(uw + Aep))
ot A, et B, sont les prolongements de A et B en opérateurs linéaires et

bilinéaires continus.
En vue d’utiliser les résultats de la section 2.2, il reste & vérifier (2.9):

Go(& + 5’7 0) — Gol(§ + 6’ 6) = 1’_l(Bc(é: + 0 + Ac'(P) - Bc(f -+ 5"‘[‘ /1099))
=7 (Bold + § + 4op, 8 — 8) +
4 Bo(d— &', 8+ £ + Aop) -

D’aprés (2.13) et (2.19), pour Oe Og, |AE|<r, |Acd|<r, |A:d'| < r, nOUs
avons ()

Bl + 8, 0)— Bylé -+ 8, 0)| <205 ey(2r, + [A]r)18 — 8], )
< (par interpolation cf. [23])
<ey(2r, + [ A|ry) |8 — 0'*6 — &3
< (par (2.13))
<eg(2r; + [ Afr;) |8 — 8 Ag(8 — o).

(®) Nous notons encore |:| la norme de H,.

(*) ||4]| = norme de A dans ﬁ(I'I3/2(1‘),I'f2(Q)), et de A, dans les espaces com-
plexifiés.

4 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa



50 C. FOIAS - R. TEMAM
Pour tout 6, € Q@ D(A),
(2.28) 16,1 <A,1,]46,],
et cela nous permet de majorer la derniére quantité ci-dessus par
eg(2ry + [|A|ro) At 466 — 8]
La condition (2.9) est réalisée avec ¢ = 1, dés que m est assez grand pour que
cg(@r;y + |A|r) A%, <3
(2.29) Ami1> (205020, + | A4]7,)*.
En conclusion, quand (2.29) a lieu quand 0 = (f,p,v)€ O (cf. (2.26)),
(e P,H, €Q,D(A), |AE|<r, |Ad|<r (r = 0y(r1, 12y %), cf. (2.25)), I'équa-
tion
(2.30) vAd + QuB(§ + 0 + Ap) = Quf,

définit uniquement ¢ comme une fonction analytique de &, f, ¢, ». Par ail-
leurs #w = £ + 0 est solution de (2.24) si et seulement si, £ € P, H vérifie

(2.31) vAE + PeB(& 4 0§, 0) + Ag) = Pnf,
0 = {f, p, v}. Posons pour éc P, H, 6 O:
(2.32) (€, 0) = vAE + P,B(& + 0(£,0) + Ap) — Pnf.

La fonction w,, est analytique réelle sur P, H x O, & valeurs dans P, H = R™.
Nous obtenons (cf. [2], [9], [25]) le

THEOREME 2.1. On suppose que 2 c R", n = 2 ou 3 vérifie (1.1) et (1.2),
que f est donné dans H et ¢ est donné dans )iy (I"), et que m est assez grand pour
que (2.29) ait lieu.

Alors P, est injectif sur S(f,,v), dinverse Pp'&=§& 4 (& 0) et
P,8(f, p,v) est un ensemble C-analytique réel compact.

Nous en déduisons le corollaire ci-aprés qu’il est intéressant de comparer
aux résultats de [9]:

COROLLATRE 2.1. Sous les hypothéses de Théoréme 2.1, Vensemble S(f, ¢, v)
est formé d>un mombre fini de points isolés, ou autrement il comprend aw moins
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une vartété analytique réguliére de dimension >1 et en particulier aw moins
un arc analytique de solutions.

DEMONSTRATION. Soit Z = {§ € P, H, w,(&,0) = 0}. Comme Z est un
ensemble C-analytique réel, le Théoréme de stratification de Bruhat-Whitney

(cf. [2]), entraine que

Z=7Z,U..UZ,,
ou chaque Z, est une variété analytique non vide, réguliére de dimension d,
aveec d,<<d,..<<d, Le résultat est établi si k>1 ou si k=1 et

dimZ,>0; 8si k=1 et dim Z, = 0, alors Z, est formé d’un nombre fini
de points isolés.

REMARQUE 2.5. Ce Corollaire montre en particulier que S(f, ¢, ») ne peut
étre formé par exemple d’une suite infinie de points. |

REMARQUE 2.6. Si 0 parcourt O N E, ou Z,; est un sous espace de dimen-
sion finie de Z, alors l’équation w,(&, ) = 0, définit dans P, H X 5, une
variété C-analytique réelle (cf. §3). [ |
2.5. Comparaison de la régularité de deux différentielles.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat technique: comparaison
des régularités des différentielles N_(w@, 6) et w..(&, 6), o w, est défini
en (2.32) et

(2.33) N, 0) = vAu + B(@ + A¢), &= P,u.

LEMME 2.3. N.(%@, 0) est injectif si et seulement si w, (&, 0) est injectif,
&= P,u.

DEMONSTRATION. Nous avons

N_(@,0)v=vAv + B(v,% + Ag) + B@ + Agp, )

Qn 3@, 0) g = vAQ,v + Q,(B(v, % + Ap) + B@ + Ag, v))
w,,(§,0) = P,[N(& -+ d(,0),0) —f]

Wre(§, 0) 1 = Py, [N3(& + 8(5, 0), 6) - (n + 0(&, 0)n)] -

Alors #il existe neP, H, 0, tel que w,,(£ 0)n =0, posant
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v=m1n-+ 6;(6, 0)neP,D(A) DQ,D(A), nous voyons que v = 0 et que
NL@, 6) (n + 04(& 6) 1) = P, N1, 0)-0 + QN.(@, 0)-v = 0.
Réciproquement, par différentiation en & de (2.30) nous voyons que
(2.34) A8 + Q,B(E + 6 + Ap,n + 6,n) +
+ QuB + 8:m, €+ 6+ Ag) =0,

ol 8 = 8(§,0), ;- = 04(&,0)n, 6= (f, p,v). En outre par une remarque
faite & la section 2.1, pour tout # fixé, il existe y unique dans @, D(A4)
tel que

vAy + QB¢+ 6+ Ap,n + x) + @By + 3, &+ 6 + Ap) =0

et y = 52(5, 0)-n.

Si alors il existe ve D(A4), v==0 tel que Né(ﬁ, 0)-v = 0, en posant
n = P,v, nous voyons que Q,v= 6;(5, 0)-n (£ = P,u). Il s’ensuit que
7 # 0 sans quoi v serait nul, et égalité w,.( 0)-n = 0 s’obtient sim-

plement en appliquant P,, & Dégalité N.(%,0)-(n + 64(&,60)n) = 0.

3. — Généricité et bifurcation.

3.1. Propriétés génériques de S(f, @, ).

Dans [9], nous avons établi deux propriétés génériques de S(f, ¢, »):

(3.1) Pour tout »> 0, il existe R = R(») fermé rare de H x HY(I"), et
pour tout {f, ¢} € H x H(I'\R, S8(f, p,») est fini.

(3.2) Pour tout » >0, et ¢ fixé dans H}(I"), il existe R = R(g, ), fermé
rare de H, tel que pour tout fe H\R, S(f, ¢, ) est fini.

Nous nous proposons de préciser ces résultats. Nous faisons usage du
Lemme ci-aprés que nous devons & N. Boboc (%).

LemMME 3.1. Sotent X un espace topologique séparable métrisable et ¥ un
espace de Baire; soit F une partie fermée de X X Y. Soit D = {we X, F, est

(5) Communication personnelle.



REMARQUES SUR LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ETC. 53

rare dans Y} ou:
F,={ye¥, (v,y)eF}, VexeX
F,={xecX,(x,y)eF}, Vyel¥.

Supposons que D soit dense dans X. Alors il ewiste G, un G, partout dense
de Y, tel que pour tout yc @, F, soit rare et fermé dans X.

DEMONSTRATION. Comme X est séparable et métrisable, il existe une
partie D, dénombrable de D qui est dense dans X. Par hypothése, pour
x € D,, F, est rare et fermé et G, = Y\ F, est un ouvert dense de Y. Soit

G=6G.;

x€D,

comme Y est un espace de Baire, G est un G; dense de Y et si ye @,
XN\F,, qui est ouvert dans X est dense puisqu’il contient D,; ainsi F, est
rare dans X, tout ye@. |

THEOREME 3.1. Nous supposons que 2 c R* (n = 2, 3) vérifie (1.1) et (1.2).
Soit X une partie quelconque de HY(I"). Alors powr tout v > 0, il existe un G,
dense de H, G, = G(X,v), et pour tout f € G, S8(f, p, v) est fini pour tous les ¢

2\

de X qui w’appartiennent pas d une partie rare et fermée de X.

DEMONSTRATION. Nous remarquons que pour w € H?(8), il existe % € D(4)
etpe H!(I'") uniques tels que % = u + Agp et u > {#, ¢} est un isomorphisme
de H(Q) sur D(A)x HYT).

Nous appliquons le Lemme 3.1 avec ’ensemble X donné dans I’énoneé,
Y = H et F Dlensemble des valeurs singuliéres de 1’application

Nyt w = {@, ¢} — (N (@, ¢), ¢}

ot N(@, @) =vAu + B(w + Ag¢) (cf. section 2.5; la dépendance de N en »
n’est pas explicitée). La différentielle N { de N, étant égale &

(Né N;)
0 I
{f, 9} est valeur réguliére de N, si et seulement si f est valeur réguli¢re de

%> N(u, p). L’ensemble F est fermé et d’aprés [9], pour tout ¢ de X
(ou tout ¢ de H(I"), F, est rare dans H. 1l existe donc G, G, dense de H
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tel que, pour tout fe &, F, soit rare dans X. Si p e X\ F,, alors {f, ¢} est
une valeur réguliere de N,, et on sait dans ce cas que S(f, p,») est fini
(cf. [9]). Le résultat suit. |

Voici 4 présent un autre résultat de ce type

THEOREME 3.2. Nous supposons que 2 c R* (n = 2, 3) vérifie (1.1) et (1.2).
Soit ¢ fivé dans HY(I).

Alors il existe un G, dense de H, soit G, = Gy(), et pour tout fe Gy(p),
8(f, p,v) est fini pour tous les v > 0 qui n’appartiennent pas d un ensemble
rare et fermé de R, .

DEMONSTRATION. Nous appliquons le Lemme 3.1, avec X =R, Y = H
et F I’ensemble (fermé) des valeurs singuliéres de N,:

Ny: {u’ ’V} = {ﬁ, ‘Pﬂ’} = {N(’E, @5 7), "’}7

N@, ¢,v) =v Au + B(u + Agp). L’ensemble F est fermé puisque N, est
Fredholm et propre (cf. J. C. Saut[32]). La différentielle N, de N, est

N; N,
( 0 I )
et cet opérateur est surjectif si et seulement si N 1; est surjectif, c’est-a-dire f est
une valeur réguliére de %> N (%, ¢). Ainsi par [9], F, est rare dans H,
pour tout » de B, . Par le Lemme 3.1, il existe un G, dense de H, soit G,(p),
et pour tout fe Gy(p), F, est un ensemble fermé et rare de R, . Si v >0,

v¢ Fyy {f,v} ¢ F, et f est une valeur réguliére de @ N (%, ¢, »); ’ensemble
8(f, ¢, v) est donc fini d’aprés [9]. ]

REMARQUE 3.1. i) Le Théoreme 3.1 répond partiellement & une question
posée par J. Leray et H. Lewy: pour tout f et » 'ensemble S(f, ¢, ») serait-il
en général fini (i.e. fini sauf pour les ¢ d’un ensemble rare de H¥(I")).

ii) De maniére analogue nous ignorons si le résultat énoncé dans le
Théoréme 3.2 est vrai pour tout f et ¢.

iii) Nous renvoyons & une remarque de [9] et &4 Gh. Minéa [24] pour
le caractére optimal de ce type de résultat.

3.2. Phénoménes successifs de bifurcation.

Soit ¢, fixé dans HY(I'). Nous congidérons Péquation de Navier Stokes
non homogeéne

(3.3) N, @y,v) =,
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ou N(@, ) =v AU+ B(@+ Ag,), %= -+ Ap,€ H¥Q). Soit f, fixé
dans H et n’appartenant pas & l’ensemble exceptionnel G,(¢,) décrit dans
I’énoncé du Théoréme 3.2. Il existe alors un ensemble E(f,) rare et fermé
dans R, et pour tout we D(A) et v > 0, v ¢ E(f,), tels que N(u, ¢,,») = f,,
Vopérateur N_(%, ¢,,») est surjectif et donc aussi injectif puisque cet opé-
rateur est de Fredholm d’indice 0.

Choisissons 7, et 7., 7. > |fy| et || > |@o|msqy, eb soit v, > 0 arbitraire.
Si m est assez grand pour que (2.29) ait lieu, alors u est solution de (3.3)
(avec f=f,) si et seulement si &= P,u, vérifie w,(§, ¢,7)=0 ol
(cf. (2.32)):

(3.4) Wn (&, fo’ ‘Por"’) =yAf 4 PmB(E + 6(5’ f09 (P07"’) -+ A‘P) —Pu.f,.

D’aprés le lemme 2.3, la matrice w;,be(E, fos @0, v) est réguliere pour tout &
et v tels que w,(&, fo, o, ¥) = 0 et v ¢ E(f,). Soit &, v, un tel couple. Dans
un voisinage de £=¢&,, v = vy, f = fo, I’équation

(3.5) Wn(s 1, @o,v) =0

peut, par le théoreme des fonctions implicites, étre résolue en £, et devient
équivalente & une équation

(3.6) &= y(f, @0, 7).

L’ensemble w,,(&, fo, @0, ») = 0 définit une variété C-analytique réelle Z
dans R™ X I(v,), I(v,) = {» > »,}. D’aprés le Théoréme de Bruhat-Whitney [2],

Z=12,U..UZ%,

ol Z, est une variété analytique réelle réguliére de dimension d,, d, < d, <
< ..<d,. Pour tout j tel que d,> 1, nZ; est inclus dans H(f,), = étant
Popérateur de projection {£,»}+>». S'il en était autrement on pourrait
alors appliquer (3.6) avec v, ¢ E(f,), et v, € nZ,; (3.6) entrainerait que Z est
au voisinage de (£, v4) € Z, une variété de dimension 1, en contradiction
avec I’hypothese Z,c Z et dim Z,> 1.

Pour d; > 1, ’ensemble nZ; est donc rare et on vérifie alors qu’il est
uniquement formé de points isolés. Par la propriété (P;) de [9], pour tout
v assez grand, v > ¢;04(ry, 75, ¥) (%), ensemble S(f,, @, v) est réduit & un
point ce qui entraine que nZ; est borné et donc fini (pour Yj tel que d; > 1).
Soient maintenant Z, et Z, les composantes de Z de dimension 0 et 1.
L’ensemble Z, est discret et utilisant encore une forme un peu plus précise
de la propriété (P,) de [9], pour v assez grand, 'unique élément u de

(®) D’aprés la Remarque 1.2 de [9], o4(ry, 7y, 7) décroit lorsque » croit; en con-
sequence v > ¢,0y(ry, 75, 1) + 1 entraine v > ¢,04(ry, 72, ).
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8(fo, o, v) est une fonction analytique de » correspondant & l’'unique com-
posante & » infini de Z et Z,; dans ces conditions nZ, est fini lui aussi.
Enfin les valeurs singuliéres de n|, forment, d’aprés le Théoreme de Sard
un ensemble de mesure nulle. Cet ensemble est nécessairement discret;
comme précédemment il ne s’accumule pas & l'infini et il est donc fini.
Finalement pour tout »,> 0, il existe un nombre fini de valeurs dans
v > v, tels que S(f,, o, ») soit infini (c’est alors une variété C-analytique
de dimension >1, cf. Théoréme 2.1). L’ensemble complémentaire dans
U 8(fo, @0, v) est ’ensemble Z, U Z,: il est formé d’une variété analytique

>,

de dimension 1 et éventuellement d’un nombre fini de points isolés.
Pour terminer, notons que, lorsque » varie, les phénomenes de bifurcation

de solution stationnaires (cf. [28]) se produisent pour des valeurs de » ap-

partenant & nZ,, et donc en nombre fini & droite de v,, v, > 0 quelconque.
En résumé on a le

THEOREME 3.3. Les hypothéses sont celles du Théoréme 3.2. Pour tout
f€ Gy(p) (ensemble G5 dense de H), le continuum de solutions

8(f, ¢) = U 8(f, @, 7)

>0
est de la forme suivante:

1) il comprend des points isolés et des variétés C-analytiques isolées situédes
au-dessus de certaines valeurs de v qui sont en nombre fini d droite de tout
nombre vy > 0;

2) il comprend une (ou des) variété(s) analytique(s) de dimension 1 dont
la projection sur DPaxe des v s’étend de 0 4 + oo. L’ensemble des points sin-
guliers de ce continuum (et done I’ensemble de toutes les valeurs v de bifurca-
tion) est fini a droite de tout mombre v, > 0.

|«
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3.3. Probléme de Taylor et de Bénard.

Tout ce qui précéde s’étend avec peu de modifications au cas des écoule-
ments de Taylor et de Bénard. Dans ce qui suit nous indiquons brievement
le principe de cette extension, et le type de résultats que l’on obtient.

Ecoulement de Taylor.

IL’espace R® est rapporté soit aux coordonnées cartésiennes (., &, @)
soit aux coordonnées cylindriques d’axe Ow;, c’est-a-dire r = (2% + xd)t
0,2 = x;. On considére dans R?® le domaine cylindrique £,

(3.7) nlr<r, 0<z<ll,

ou 7, 7,, et L sont donnés, 0 <7, <1, 0 < L.
Nous définissons des espaces analogues aux espaces VU, V, H (cf. Lailly[15])

V, = {(Pe :D(Q—)s’ supp @ C Iry, 1, dive = 0},
V, (vesp. H,) = adhérence de VU, dans Hj,(£2) (resp. L3(Q)) ou

HY(Q) = {uwe HY(Q), u(z,, 2, L) = u(®,, ©,, 0)},

H{ () = {ue H|(RQ), ux) =0 si ze 2},

Zi={wedQ, vt ai =1}, T=2,UZ,et H(Q) = [Hi(2)T, H3,1(Q) =
=H (1,’1(0)3. En procédant comme dans la Section 2.3, il est possible de voir que

(3.8) V,cH,cVy,

les injections étant continues et chaque espace étant dense dans le suivant.
Soit A, l'isomorphisme canonique de V,sur V; et D(4,)=(A,) 'H,. Il est
possible également de définir B,, en posant

{(By(u, v), w)y = b(w, v, w), Vu,veH}(Q), Vwe V,,
et

B,(u,v)e Vy, B(u)= B,(u,u).
Les propriétés de A, et B, sont analogues a celles de A et B.

Nous considérons & présent le groupe R des rotations d’axe Oxz et nous
désignons par V, et H,, le quotient de V, et H, par R, et d’autre part 4,, B,,
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sont les analogues de A4, et B, sur les espaces quotients. L’écoulement de
Taylor est ’étude de 1’écoulement d’un fluide incompressible dans un cylindre
infini limité par les parois solides r = r, et r = 7, qui sont animées de rota-
tions uniformes de vitesses angulaires w, et w,. Il est naturel (cf. [35]) de
chercher des solutions invariantes par le groupe R et qui sont périodiques
en z; en appelant L la période, nous sommes conduits & un probléme dont
nous allons donner la formulation fonctionnelle. La fonction vitesse u est
de la forme @ - ¢, ou (cf. Velte [37], Temam [35]) ¢ est de la forme:

Y= {'— % Vo(7), mf'”o(r), 0} ’
vy(r) = a/r + Br, avec

_ (rawy —7T10,) 117y o, — 70,
o= 2 2 ’ ﬁ - 2 2
Yo—7; To— Ty

Nous noterons aussi ¢ = w,p; + w,p,, ol @; (resp. ¢,) correspond a
w,; = 0 et w, = 1 (resp. w; = 0 et w, = 1). Le probléme pour % 8’écrit, avec
ce qui précede:

(3.9) vA,u + By(w +¢)=1f.

L’ensemble des % solutions de (3.9) dépend de f, w = {w,, w,} € R?, »; il
est noté S(f, w,v). Il est facile de reprendre, avec peu de modifications,
les raisonnements de la section 2.4 et de la section 3.1. Nous obtenons un
résultat analogue au Théoréeme 3.2.

THEOREME 3.4. Sous les hypothéses précédents, il ewiste un G, dense de H,,
noté G, et pour tout fe G, Vensemble S(f, w,v) est fini pour tous les v > 0 et
w;, w, € R, qui ne sont pas dans un ensemble rare et fermé de R, X B2

DEMONSTRATION. Nous appliquons le Lemme 3.1 avec X = R, XR?,
Y = H, et F l’ensemble fermé des valeurs singuliéres de N

{#@, w, v} — {vA, % + B,(% + ¢), w,7}.

N est un opérateur C, de Fredholm d’indice 0 et N’ est surjectif si et seule-
ment si la différentielle de %> v4,% + B,(% + @) D'est. Par un raisonne-
ment analogue & celui de [9], nous voyons que F, . est rare dans H, pour
tout {w, v} € R* X R, et alors, par le Lemme 3.1 il existe un G, dense de H,,
soit G tel que pour tout fe G, F, est un ensemble fermé rare de R*xR,.
Si {0, v} € (R* X R,)\F,, f est une valeur réguliére de % +> 4,% - B,(u + ¢),
et I’ensemble S(f, w,») est done fini.
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REMARQUE 3.2. i) Nous ignorons si G peut étre pris égal & H dans le
Théoréme 3.4. En particulier pour ’écoulement de Taylor il faudrait faire
f =0, alors que le résultat acquis ci-dessus vaut seulement pour des f
arbitrairement petits.

ii) Nous pouvons biensfir obtenir des résultats analogues pour w ou
y fixés.

iii) I’ensemble S(f, w,») et l’ensemble S = |J S(f, w,») possédent
bienstir une structure analytique. «v

iv) Il est possible aussi d’obtenir des résultats de généricité par rap-
port & L.

Relativement aux phénomenes successifs de bifurcation, nous avons des
résultats analogues & ceux du Théoréme 3.3, pour I'un quelconque des para-
metres w,, w,, v. Par exemple

THEOREME 3.5. Les hypothéses sont celles du Théoréme 3.4, w,€ R, ve R,
sont fiwés. Il ewiste un G, dense de H,, soit G(w,,v) et pour tout f € G(w,,»),
le continuum de solutions

S = U S(f, Wiy Way ),

w,ER

est de la forme suivante:

1) 4l comprend des points isolés et des variétés C-analytiques isolées situées
au-dessus de certaines valeurs de w, qui forment une suite discréte dans R;

2) il comprend une (ou des) variété(s) analytique(s) de dimension 1 dont
la projection sur Paxe des w,, s’étend de — oo & + co. L’ensemble des points
singuliers de ce continuum (et done ’ensemble de toutes les valeurs w, de
bifurcation) est discret.

Ecoulement de Bénard.

Il g’agit d’étudier ’écoulement d’un fluide visqueux incompressible
conducteur de chaleur, et compris entre les deux plans horizontaux
@, = — h et #; = h. Le plan inférieur est maintenu & une température T,
le plan supérieur est maintenu & une température 7,, T, > T,. Les solutions
cherchées sont celles qui sont périodiques en x, (période 2a) et qui sont
indépendantes de x,.

Suivant Rabinowitz [27] et Velte [38] (cf. aussi Temam [35]), le probléme
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est réduit & la détermination de deux fonctions ¢ et 0 qui vérifient:

2 o(4e, 9) 9_0 .
(3.10) o “(“m awz)—"’
. (6, 9) 00 .
_A0+l(/3 8(401,902) —a—wz) -——0,

dans 2 = (—1, +1)X(—a,a) (h =1 pour simplifier).

Par ailleurs o(f, g)/0(x;, «,) est le Jacobien de f et g par rapport & , et
%,, f=v/u (rapport des coefficients de viscosité et de conductivité, 1=
= (T, — Ty)/2w)?). Enfin

To—Tlmio
2 I ’

To_Tl ¥ Tl_To
F:((_—‘?lu”ll})?” T= B} (@, + 1)+ T+

sont respectivement le potentiel des vitesses et la température du probléme
physique.
Les conditions aux limites s’écrivent

0
(1, 2) =0, 2 (+1,@)=0, 0(+1,2,) =0,

0%,
0@y, %+ a)  dp(x,, v — a)
(3.11) éx; = 12;77%2 ’ j=0,..,3,
o PY —
0(m,,m2+a): (@, 2,— a) j=0,..,3

ox] ox} ’

Nous considérons en fait une variante non homogéne de (3.10)-(3.11),
(3.10) étant remplacé par

2 o(4e, @) LAY
(3.12) 4 4 +l(— 0@y, 25) 5972)—9,
' . (6, 9) 99\ _
46+ l(ﬁ 0(@y, @) ——55;)_6’

ol g, o€ L) sont donnés.
Nous notons, pour j entier >1,

7 ; o'u ou .
2(2) = uEH(Q%é‘wZ(%’%‘}‘“):w (#1y 22— @), 0<I<j— 17,
1

. o
H (Q)= {ueH,’,(.Q), —aa:f (£1,2)=0,0<I<j— 1} .
1
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Nous introduisons Pespace V = HZ (2) X Hg,(2), qui, grice a I'inégalité de
Poincaré est de Hilbert pour le produit scalaire

((u, w) =f(Aq> ‘A’ + grad 0-grad 0') do

Q2

u = {p, 0}, v = {¢p',0’}. Nous posons

Bu, u’)={— A, ¢) g 20, g”')}, B(w) = B(u, ),

0(@1, @,) ! (@1, @5)
00 op
C(u) = {3—392, —%;} .

Le probleme (3.11)-(3.12) prend alors la forme
(3.13) Au + AB(u) 4 ACu = f,

ol A est lisomorphisme canonique de V sur V' et f = {p, o} € L¥Q)
On pose D(A) = A7Y(L*R2)?), qui est de Hilbert pour la norme |Au|.

On adapte sans difficulté le travail effectué & la section 2.4. I’ensemble
des solutions de (3.13) est noté S(f, 4).

THEOREME 3.6. Sous les hypothéses précédentes, il existe un G, dense de
L2(2)? noté G, et pour tout f € G, Vensemble S(f, A) est fini pour tous les A > 0
qui ne sont pas dans un ensemble rare de R, .

THEOREME 3.7. Les hypothéses sont celles du Théoréme 3.6 et les différents
paramétres, Ty, T, u, v, autres que i sont fiwés. Il existe un @, dense de
L2(Q)2 soit G et pour tout fe G, le continuum de solutions

8=US( 1)

>0

est de la forme suivante:

1) il comprend des points isolés et des variétés C-analytiques isolées situées
au-dessus de certaines valeurs de A qui forment une suite diseréte dans [0, + o0);

2) il comprend une (ou des) variété(s) analytique(s) de dimenston 1 dont
la projection sur Vaxe des A s'étend de 0 & +oco. L’ensemble des points sin-
guliers de ce continuum (et donc ’ensemble de toutes les valeurs A de bifur-
cation) est discret.
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Note ajoutée & la correction des épreuves.

On peut obtenir des résultats voising des Théorémes 3.3, 3.5 et 3.6, en appli-
quant le théoréme de Sard-Smale avec des opérateurs de Fredholm d’indice non

nul.

Par exemple dans les conditions du Théoréme 3.3, on peut appliquer le théo-

réme de Smale 4 l’application

{77’ P, 1!} = {N('ﬁ’ P> '”)’ (P}

et on obtient ainsi que S(f, p) est une variété analytique de dimension 1, pour tout
f, @ appartenant & un ouvert dense de H x H¥(I'). Cette remarque et son incidence
sur la théorie de la bifurcation sera précisée dans un travail ultérieur.



