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Sur Pexistence et unicité de solutions d’un modéle approximé
des équations d’évolution tridimensionnelles
d’un cristal liquide nématique.

JOAO-PAULO DIAS (*)
dédié o Jean Leray

Summary. — In [2] it was presented a simplified model for the evolution equations
of an incompressible nematic liquid crystal submitted to a strong homogeneous mag-
netic field and discussed the two dimensional case. In this paper we study the
important three dimensional case where the magnetic and director fields are two
dimensional, but the velocity field may be three dimensional. We show that, if the
variation with time of the director field is very small, there ewists an unique strong
solution.

1. — Introduction et énoncé des résultats.

Soit 2 un ouvert borné de R® de frontiére I' qu’on suppose réguliére.
L’ouvert 2 est occupé par un cristal liquide nématique incompressible
lequel est soumis, pendant lintervalle de temps [0, T], 0 < T < + oo, &
laction d’un champ magnétique homogéne he € ([0, T]; R?). Soient
v = v(, t) le champ de vitesses du fluide, » = n(x, t) le champ du directeur,
o, 1 =1,2,...,6, les viscosités caractéristiques, = = n(x, t) la pression,

| = 3[F12(AiV 1) + Kap(n -TOL 1)? + Kgg(n XTOE N)2 — ¥, (- D)?]
la densité de 1’énergie libre, ou les k;;, ¢ =1, 2, 3, sont des constantes élas-

tiques et y, > 0 est la partie anisotrope de la susceptibilité magnétique par

(*) Faculté des Sciences de Lisbonne et C.F.M.C.
Pervenuto alla Redazione il 20 Ottobre 1976.
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unité de volume. Posons

ov

‘ 1 1
Vi = 7—y Ay(@) = b} (V5,5 v54) B;(v) =5

’U-i—— i .
o, 5 (V5 V)

En négligeant ’inértie d’orientation moléculaire (ce qui est raisonable
dans le cas ol » varie lentement avec le temps), les équations d’évolution
du cristal liquide (cf. [3], [8] et [10]) s’écrivent (avec la notation d’Rinstein):

’v,-,,-= 0 [}

0v;
e (—a—t— + v; Ui,i) = Oji,jy

0=y¢+(a—f)j,

on;,;

(1.0)

n| = (nin;)t=1,

plus des conditions initiales et aux limites pour v et »n et avec p masse
volumique du fluide,

of ,
05 =—m0;;— F s + O
&,

' on;
O = 0 App(V) Ny 5 My 4 0t [W + Ve + Bik(v)nk] n; +

on;
+ o [H + vy + Bi(0) nk] N+ oy A;5(0) + o5 A (V) My + ot A () MMy y

of

on,

/

on,;
g: = In;— — "N [‘5{ S Bik(’v)”k] — o A (V)N

ol 4 = Az, t) est la tension d’orientation, y, =o;—o0,>0 et y, = g —; =
= o, + a5 (cf. [13]).

Supposons maintenant que n dépend uniquement du temps (hypothése
qui sera physiquement acceptable seulement si le champ magnétique homo-
géne h est assez intense et qui entraine, en particulier, qu’on néglige l’in-
fluence des parois sur l'orientation de n dans une mince couche du fluide
qui lui est voisine) et posons (cf. [9] et aussi[7] pour la notion de solution
turbulente) :

V = {ue (Hy£))3|div u = 0 dans 2},

avec le produit scalaire ((u,v))=[u, v, ,do et norme associée |- |,
Q2
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H = {ue (L2))*|dive = 0 dans 2 ety -u = 0 sur I, ol v est la normalea I'},
avec le produit scalaire (u,v) = f u;v,dr et norme associée |-|,
Q

a(n; v, w) = oy | A;5(v) A 5(w) dz -+ (“1_72)fAkp(”)nk”»A¢j(w)”inida'/'
Q Q
"'— 2“6 A;k(’v)nkA”(’w)’n;dw + 2“3J.Btk(v)nkAu(w) nidm ’
Q Q
b(u, v, w) = U v w, do .
Q

Dans [2] on a vu que v et n solutions de (1.0) devaient alors vérifier le
systéme

(1.1) veL0,T; V),

(1.2) 0 d% ®, w) + a(n; v, w) - ob(w, v, w) =0  dans 10, T[, Ywe V,
(1.3) 2(0) = v, ,

(1.4) 7 I guneByn znWh, dans [0, T,

(1.5) n| =1 dans [0, T'],

(1.6) n(0) = n, avec |no| =1.

Le systéme (1.4), (1.5), (1.6) admet (pour h continu) une unique solu-
tion ne 01 ([0, IT; R?) (cf. [1]).

De plus, si h(t) = (hy(t), hy(t), 0) dans [0, T] et n, = (%1, Ngs, 0) alors
ny(t) = 0 dans [0, 7']. Dans la suite nous nous placerons dans ce cas, qui
est le plus intéressant du point de vue physique, et ainsi nous supposerons
toujours

1.7) hy(t) =0 dans [0, 7] et nys=20.
Le but de ce travail est de démontrer les résultats suivants:

THEOREME 1. Supposons «; <0, ag<0 et o + o5 + 2g=>0. Alors on a,
sous la condition (1.7),

(1.8) a(n; w, w)>ofulz, VueV, Vie[0,T],

avec

(1.9) o= 3(og+ g+ ) > 0.
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REMARQUE 1. Les hypothéses a; <0 et «s<0 sont vérifiées dans la ma-
jorité des cas usuels (cf. [4], [10], [12], [14]). L’inégalité o; + o5 + ot >0
est aussi vraisemblablement vérifie dans les cas usuels (cf. [11]).

Ajoutons que, dans le cas ol n(t) = (1, 0, 0) dans [0, T'] (qui correspond
& h(t) = (M(?),0,0) dans [0, T] et n, = (1,0,0)) on peut remplacer l'iné-
galité oy + a5 + x>0 (que ’on peut aussi écrire a; — y, > — 2a,), par I'iné-
galité plus faible o, —9,>0, dans les hypothéses du théoréme 1. L’inéga-
lité (o5 + oty + o) > 0 est déduite par des considérations thermodynamiques
(ct., par ex., [5], chap. 5).

Posons
, \ dn

(1.10) M = max |n'(t)|, ou n'= s

t€[0,T] t

3 3
(1.11) a = sup [( f|u|2dm) /( f|grad u]zdw) ] ,
ueH(2),u#0
Q Q
. d
(1.12) b= sup _ [max| % a((u(t; v, o) | 3r1] Jol],
u,veV, u,v#0 Ltel0,T]

8i M50 (si M =0 on pose b=0).

REMARQUE 2. D’aprés ’inégalité de Poincaré on sait que a < 1121@,i£13(|p,-!2|),

ou |p; 2| est le diamétre de la projection de Q2 sur l'axe des ;.

THEOREME 2. Supposons vérifides les conditions (1.7) et (1.8) pour un
certain o> 0 et admettons qu’on a

(1.13) p== >0.

Soit v,e W=V N (H*(RQ))? tel que
0 i
(1.14) u—c (; |wo] d) >0,

ol d = (1/0)cs||ve] + €| vl €t e1y sy ¢; sont des constantes positives, dépen-
dant de Q et des «;, & preciser dans la démonstration.

Alors il existe une unique solution v de (1.1), (1.2), (1.3) telle que

(1.15) v = %eLZ(o, T; V)N L0, T; H) .
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REMARQUE 3. La solution » de (1.1), (1.2), (1.3) vérifiant (1.15) va ap-
partenir & C([0, T]; V) et donc, par le théoréeme de Sobolev, on aura
vE L’(O, T; (L"(Q))a), Vp e[1, o], Vge[1,6]. Alors, comme dans le cas
des équations de Navier-Stokes (cf. [9], chap. 1, théoréme 6.9) cette solu-
tion est unique dans la classe
[Z20, T; V) " L°(0, T5 H) N 12(0, T; (Le(2))?)] -
a€l4,61,2/p+8la=1

REMARQUE 4. Regardons la condition (1.13) avec o donné par (1.9):
la constante « est alors de lordre de 10—2 (unités C.G.S.), o ~1 et
b<16(4|o;— ys| + 3|otg| + 2|a5]) ~10. Done, pour que x soit positif, le pro-
duit Ma2 doit étre au maximum, de I’ordre de 105 (unités C.G.S.), autre-
ment dit, trés petit. En dehors de ces conditions on risque de ne plus avoir
unicité (mais seulement existence d’une solution faible ve L0, T; V)N
N L*(0, T; H), comme dans le cas des équations de Navier-Stokes).

Ajoutons qu’on déduit facilement de (1.4), (1.5),

T
(L16) 0] < gy n-BlIR < ay7? (100 ROBIO) + 2 |0l a2 -
0 T
-exp (2xAy1‘1f|h|2 dt) .
(1]

D’autre part, la constante y,y; ' est de I'ordre de 0,2 x10~° (unités C.G.S.)

et max |h(t)] =~ 10%.

Je remercie MM. A. F. Martins, N. A. Pedro Vaz et E. Marques de Sa
pour leurs utiles suggestions.

2. — Démonstration des résultats.
Nous commengons par établir le

LEMME 1. On a

(2.1) f.A,,(’v)Ai,(’v) dw == % ’vi’,»’v;’,dm 9 V'v € V .
Q 2

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Puisque 1’ensemble
B = {uec(D(R))3|divu =0 dans 2}
est dense dans V il suffit de démontrer (2.1) pour v E. En effet, on a

J‘vl,gvz,ldx = —| 01,210, 48 = — |V, 1,0, AT =J‘vl,lvz,2dw
Q Q2 Q
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et, de méme,

fvl’ava,l Ao = |v, 10, 3d2, j”z,a”s,z Az =) 0,505 5dw
Q2 Q Q
d’ou

(2.2) f('vl,z'vzg + 01,3051+ V2,305 ) dw =f('vl,1'02,2 + 011055 + 03505 5) A .
Q Q2

D’autre part, on a

2 2 2 2
0= (v3,; + Va0 + V33)" = V11 + Voo + V33 + 2011055 + 20, 1055 + 20,5035,
d’ou
2 2 2
(2.3) 03,1022 T V1,10s3 T V0055 = — (V7 + V35 + V5) -

Il vient, de (2.2) et (2.3),

f(vl,zvz,l + 01,3051 + Vp,3050) d® = — %f('”il + "73,2 + ”3,3)‘1‘” .
I o)

Ainsi,
f Ay (0) Ay (v) do =
2

(2 2 2 2 2 2 —
—‘f('vl,l + Vg0 + V55 + 3010+ $01s + F0 5 A V1 00p F V1 aVs T Vps050) dE =
o
= }|v,0,;d2,
p)

ce qui acheéve la démonstration du lemme.
Nous pouvons maintenant passer & la

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Soit ve V, 4,; = 4,,(v), B;; = B;(v),
Yi= (A n; 4 24, ,m,m, + Agyn3)?,
& = (Ayyny + Ayyny)® 4 (Agymy + Agymy)® + (Agymy + Agp 1),

W = BiyNy(A11m1 + A1275) + ByyMy(Apny + Asamy) +
4 (Ba11y + BgaMa)(Aginy - Agey) .
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On a

(2.4) a(n;v,v)=o,|A;A4,;dc+ (t1— 7, fgﬁdx + 20:422 dx + 20, | w dx
0 Q2

Q

= %“:}f 5,505, 0% + (o — 2 fyzdm + 2och?dw + 20c3fwdm,

par le lemme 1.
Nous allons prouver:

(2.5) (0 —p2)Y? + 20622 > 0 A1 A5,
(2.6) W<}, ;0.
Compte tenu du lemme 1 et du fait que «, <0, le théoréme est une con-
sequence de (2.4), (2.5) et (2.6).
Commengons par la démonstration de (2.5):
Puisque, par hypothése, on a o, 4 o5 + 05>0 et done a; — y,> — 24, il
vient
(01— ) Y® + 20422 > otg(— 292 + 222) .
Alors, si ’on démontre
(2.7) — 2y 4 222°<A;A,,
il viendra, puisque «;<0,
(s — ¥2) Y2 + 200422 > arg(— 292 4 222) >0 A ;A4 -
Il nous suffit done d’établir (2.7). Il vient
—2y% = —24% n} — 242,04 — 842, nPn2 —84,, A,,ndn, —
— 84, Ajpmyny — 44, Ayyning,
24% = 2A% n} + 44, A omymy + 242,02 + 242,02 +
+ 44, Apyn g + 245,15 + 24507 +
+ 44,5 Apynymy + 2455 <
<2450} + 44, A 0 my 243, + 44,4, ,n,m, +
+245n; + 24507 + 24%ym; + 245,n; + 245,n0% =
=243 n} 4 24%,n% + 247 + 44, A,y ny +
+ 445, 4,,nm, 4 245 4 243,
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Posons n, = cos¢, n, =sing. Il vient alors

—2y% + 22— 243, — 24}, — 242, <

< 242 031 —n?) 4 242, n3(L —n3) + 44, 4,0, ny(1 — 2nF) +
+ 44,5, A,m my(1 — 207) — 843, nini —4A,, Ayning <

< 3 A% sin’2¢p + 3 A2, sin®2p — 24, A, sin 2¢ cos 2¢ +
+ 24,,4,,8in 2¢ cos 29 — 243, 8in®2p — 4, 4,, 8in* 2p <

< A2 sin?2¢ 4 3 A2, sin®2¢ 4 A% cos®2¢ - A%, sin®2¢
+ A2, cos®2¢ + A2, sin®2¢p — 243, 5in*2¢ + } A% sin®2¢ 4
1+ }AZ sin?2p = A2, 1 A%, dolt (2.7).

Démontrons maintenant (2.6). Posons

Wy = Byy(Ayy — Agy) gy + By Ap(ny — i),
Wy = W — w; = (By; My + Byoy)(Agy 0y + Agpny)

I1 vient, avec n, = cos¢p, n, = sing,

= (Vg — 0, 5) (V11 — V3 ) 8IN 29 — F(Vy 1 —V; 5)(V5; + 0, 5) COS 2 <
< $(0y; — 0y 5)7 SIN7 20 4 §(0; 3 — 0y 5)* + F(0,; — 0, 5)* €O8% 2 +
+ 50, + v, =
(0,1 — V1,0)" + 8051 + 010)" + 5033 —0,)°<
<305, v+ 07, 4 05s)
= (0] 3 —v5,1)n] + 2053 —v50)n3 +
+ 10,8 —05,1) (V5,5 + V5.0) My My + 1V 53— V5) (015 + Vg1) My M =
= i(”%,s - ”§,1)'”'? + i(”g,s - ’Ug,z)”'g + 30,3053 — V313,2) Ny My <
< i(’”is - "’g,l)”% + 1‘(”3,3 - ”g,z)”g + i’”isng +
+ 1oggm] + 1o5um] + fogan; = 10075 4 05,),
d’ou

ml'-'

I

w=w1-|-w2<iv” Byd 7

ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.
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Nous aurons besoin du
LEMME 2 (cf. [6], chap. 1, lemme 2). On a

(2.8) 0]l 2oy < \/2“”"}1,'(9) lgrad»

fLi(g))a, V’UGH;(Q) .
REMARQUE 5. De (1.11) et (2.8) on déduit
(2.9) “’U“L.(Q)<’\/§a%“gl‘a:d ’v“(Lg(g))x ) VUEH(I)(.Q) .

Obsérvons encore qu’il existe, par le théoreme de Sobolev, une constante
¢, = ¢,(2) >0 telle que

(2.10) ”v“L‘(Q)<00"/v"H‘(9)7 V'UEHI(.Q) .
Ceci étant nous allons passer & la

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On utilise la méthode de démonstra-
tion du théoréme 6.8 du chapitre 1 de [9]. Pour appliquer la méthode de
Galerkin on prend une base {w,} de W=V N (H*2))% Puisque, par
hypotheése, v,€ W on peut choisir v, €[w,, ..., w;] (espace engendré par
Wy, ..., w,) tel que |vo,;c|< %y |Volw < |Volw €6 Vo 55 v, dans W.

On prend v,(t) = D gmi(t)wn, tel que les g,.(¢) vérifient le systéme

m=1
(2.11) (v,:(t),wm)+1@a(n<t);vk(t>,wm)+b(vk(t>,vk<t), we) =0, l<m<k,

(2.12) :(0) = Vo .

On déduit de (2.11),

1d 1
3 dt [ox(?)|2 - 'é a,(n(t); V(2), ’Uk(t)) =0,
d’ou, par (1.8),

(2.13) 3 5 Iml+ £ <0

v

D’ici on déduit facilement que les g,.(!) sont définis dans [0, 7] et que
la suite {v,} est dans un borné de L0, T; V)N L*(0, T; H).
On déduit de (2.11), (2.12),

(2.14) [0:(0)]2 = — %a(n(O); Doiey V4(0)) — B(Vorey Vorey 0:(0)) .
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D’autre part on a, par intégration par parties,
! ! Y
|2 (n(0); vory v(0)] < €[ Ve | [0:(0)],  OU € = €,(R2, ),

et, par I'inégalité de Holder, (2.9) et (2.10), ]

! a 14
|6(Vox y Vor s '”k(o))| <0 ”/vok“(L‘(.O))'g 5;{(’”01:):‘ L‘(Q)l”k(oﬂ <

<o V]| vkl [02(0)] < €5 Dor |7 [0:(0)] ol ¢y = 6y(92) .

On peut donc écrire, compte tenu de (2.14),

I”llc(o)|2<% 3|19l [0£(0) | + 4]V |7 |0£(0) ]
d’ou

(2.15) [0x(0)| < o 02”"’o||w + elvllw=a .

Dérivons (2.11) en ¢. On obtient, avec oc; = 0ty — Y,

(vk t)) wm) —l_ ( t)? ’Uk(t), wm) + [ f sp(’vk(t))n;npAii(wm) n;n; dﬂ') +
Q

+ ‘x; A”,(’Uk(t)) nsnzI)Aii(wm) n;n; dx +
Q

+ GC{ A”,(’Uk(t)) nsnmAif(wm) nzl n; dm +
Q

+ d{ Aw(’vk(t)) ”s'npA-ii(wm) ’I’&i’ﬂ; dm +
Q

+ 2“efAis(’0k(t)) Ny A (W) 0y da + 204 Ais(vk(t)) Ny A (W) nj da 4
2 .

Q
+ 2“3fBis(vk(t)) Ny A (W) n;de + 2“3;[Bia(’vk(t)) Ny A 5 (W) N d“'/'] +
Q Q
+ b(vi(t), Vil2), W) + b(V(t), Vi(t), wm) =0 .

Multiplions 1’égalité antérieure par g;nk(t) et sommonsen m. Il vient, compte
tenu qu’on a b(v,(t), v(f), v,(t)) = 0, et avec M et b définis par (1.10) et (1.12),
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respectivement,
1 d 14 22 I bM A I 14
(216) 5 Z o)+ 7 TP <=~ o o) + P00, vult); )]

D’autre part on a, par 'inégalité d’Holder, le lemme 2 et (2.9),

[B(0x(1), 0(®), 2(0)) | < 05| 02(®) | Fuscayye 2 O] <

<eolv o), on o= e,(2).

On a aussi, par (2.13),
(2.17) g loa(t) | 2< — (va(t), 24(0)) < |oal®)] [040)]

et, done, par (1.11)
Sl <aou0)] [0,
d’ou
(2.18) Jou] <2 i)
Ainsi on déduit de (2.16),

bMa?
el LUV EERPA CAOTRI ENOTR

1d o
! 2 — 4 2
et done, avec yu = a/p —bMa?/o>0 par (1.13),

d

(2.19) Z

[N-F

[oi®)]2 + (1 — x| oa®) ) oa) |2 <0 -
De (2.13) on déduit (d/dt)|v.(t)]*<0 et done
[0:(8)] < [04(0)] = [voz| <o ,
ce qui entraine, compte tenu de (2.17),
> o< o] )]

Jostt)] < [Q oo |v'<t>|]*
k =~ o 0 k

11
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et done

3
(2.20) p—alout®1 > — a | ol ]|
En particulier, pour { =0 on a, par (2.15),
4 ot 1 e t
n—ec [& 00| |vk(0)|] >pu—o (; | wo] d) =606>0, par (1.14).

Supposons qu’il existe ¢, €10, T'] tel que
pu—o v @] >0 dans [0,t[ et p—e v )| =0.

Par (2.19) on a d/dt|v,(t)|>< 0, Vt € [0, t,[, et done |v,(t)] < |v,(0)], V¢ € [0, &,
ce qui entraine, par (2.20),

3
u—cifv(t) | >pu—e [% o] ‘”1’:(0)1] >0, Vie[0, [,

ce qui donne y — ¢;||v,(t,)] >0 > 0 ce qui est absurde. Donc u — ¢ f|v.(t)| >0,
Vte[0, T], et ainsi

1 d! 14 !
(2.21) 3 @ 0P+ 0l <0, Vie[o, T].

On en déduit que la suite {v,} est dans un borné de L0, T; V)N
NL*0,T; H).

La démonstration de ’existence d’une solution » de (1.1), (1.2), (1.3)
vérifiant (1.15) se fait maintenant comme dans le théoréme 6.8 du
chapitre 1 de [9].

Pour établir I’unicité on procéde comme dans le cas des équations de
Navier-Stokes en suivant la technique de démonstration du théoréme 6.9
du chapitre 1 de [9] (cf. la remarque 3).
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