ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

A.BENSOUSSAN
J.-L.LIONS

Problemes de temps d’arrét optimal pour les systemes
distribués stochastiques

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 4° série, tome 5,n° 1

(1978), p. 181-213
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1978 4 5 1_181_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1978_4_5_1_181_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Problémes de temps d’arrét optimal
pour les systémes distribués stochastiques.

A. BENSOUSSAN (¥) - J.-L. LIONS (**)

dédié o Jean Leray

Introduction.

Congidérons d’abord un systéme gouverné par une équation différentielle
stochastique en dimension finie; 1’état est donné, pour ¢> 0, par la solu-
tion de:

1) dy = g(y) @ + o(y) dw(t), ¢>0
oll w est un processus de Wiener a valeurs dans R» et ou dans (1)
(2) 9(0) = he R~.

Soit y,(t) la solution de (1) (2) (sous des hypotheses convenables sur ¢ et o).
On considére, pour tout temps d’arrét 6, la fonction cofit:

/]
(3) Jn(6) = B| [exp [— atl L(ya(t)) dt + 1(y»(6) exp [— o]
0

avec L et 1 fonctions données sur R*, puis le probléeme de conirdle de temps
d’arrét optimal: trowver

(4) w(h) = inf J,(6)
0
(*) Université Paris IX.

(**) Collége de France.
Pervenuto alla Redazione il 1° Giugno 1977.
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et, admettant w trouwvé, en dédwire un temps darrét optimal § (dont on monire
en méme temps Uexistence).

Nous avons montré dans des travaux antérieurs (Bensoussan-Lions [1] [2])
que ce probléme équivaut & la résolution d*une Inéquation variationnelle (1.V)
(cf. Lions-Stampacchia [1] pour les I.V. stationnaires et d’évolution).

Notre objet est ici d’aborder 1’étude de ce probleme lorsque (1) est rem-
placée par une équation aux dérivées partielles stochastiques.

Il y a ici deux types de difficultés principales:

(i) Pextension (si possible) de la théorie de Ito aux équations aux
dérivées partielles;

(ii) Pextension, sous une forme convenable, de la théorie des I.V.
en dimension infinie.

L’étude de (i) a été abordée de fagon de plus en plus systématique par
Bensoussan-Temam [1], Pardoux [1], Viot [1]. Pour éviter une longueur
excessive & cet article, nous nous bornons & un cas particulier trés simple
(le plus simple possible en fait) d’équation aux dérivées partielles stochas-
tiques, cas particulier ot une solution directe simple est possible; si O est

un ouvert de R, de frontiére I', on considére:
dy(t) = (dy) dt + F(y) dw(),
Yy =y tow),
y=0 sur 2 = I"x]0, 4 oo[ ,
Y@, 0,w) = h(z),

(3)

ou:
_(6) he H = L*0),

ou A désigne le Laplacien en x, ou F est une fonction (convenable) de
H — (H; H) (cf. hypothése au n. 1.2) et olt w est un processus de Wiener
a valeurs dans H.

On montre que, dans un sens convenable, il existe une solution y, et une
seule de (5).

Si maintenant L et ! sont des fonctions données sur H-espace qui rem-
place Rr-alors on peut définir (3) et ensuite (4).

Notre probléme est alors:

Peut-on « caractériser » u(h) et peut-on en déduire-supposant u(h) connu-
Dexistence d’un contréle optimal et sa construction?
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Nous apportons ici quelques éléments de réponse.
Nous montrons essentiellement:

(j) que u peut étre caractérisée comme Uélément maximum de Uensemble
de fonctions vérifiant:

w<l,

7 t
@ w< |exp [— as]@(s) Lds 4 exp [— at]ld(t)w  Vi=0

0

ol P(t) est le semi-groupe défini sur une fonction f mesurable et bornée
sur H par:

(8) (2O (k) = Ef(ya(t)) 5

(jj) qu'un contrdle optimal est donné, pour b fixé, par:

) B, = inf {tlu(ya(t) = Lya(0))} -

=0

Notons que ’élément maximum de ’ensemble (7) est solution en dimension
finie et si 1 est assez réguliére d’une 1.V. pour un opérateur elliptique du
2éme ordre; méme en dimension finie si ! est seulement continue, cela est
peut étre la seule forme raisonnable d’une « Inéquation Variationnelle » pour
des opérateurs du 2¢me ordre sous forme mon divergence; il n’est donc pas
déraisonnable de considérer (j) comme une solution d’une I.V. en dimension
infinie, mais il est clair qu’il s’agit 13 seulement d’un premier pas et que de
nombreux problémes restent & résoudre dans ces directions.

Le plan est le suivant:

1. — Un modéle de systéme distribué stochastique

1.1. Notations. Intégrale stochastique hilbertienne.
1.2. E.D.P. stochastique.

2. — Démonstration du théoréme 1.1.

2.1. Etude de ’équation linéaire.
2.2. Méthode itérative.
2.3. Unicité.

3. — Propriétés markoviennes de la solution

3.1. Notations.
3.2. Démonstration des propriétés (3.3e) et (3.3f).
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4. — Résolution d’un probléme de temps d’arrét optimal

4.1. Notations. Le probléme.
4.2. Démonstration du théoréme 4.1.
4.3. Remarques diverses.

Bibliographie

1. — Un modéle de systéme distribué stochastique.

1.1. Notations. Intégrale stochastique hilbertienne.

Soit O un ouvert borné de R". On pose H = L20), V = H}O),
V' = H-Y(9Q). Soit (£, #, P) un espace de probabilité. On se donne un
processus de Wiener & valeurs dans H, d’opérateur de covariance @, i.e., un

a

processus w(t), a valeurs dans H tel que:

(1.1) V¢, Vhe H, (w(t), k) est une V.A. réelle gaussienne de moyenne 0,

E(w(t), hy) (w(s), hs) = (Qhy, hy) min(t, s), Yh,, hy€ H ol

(1.2)
Qef(H; H), >0, Q = @*, @ est un opérateur nucléaire ().

On notera ! la o algébre engendrée par w(s), 0<s<t. Soit «(f, ) un
processus a valeurs dans H, adapté a F* tel que:

T
Ef;a(t, w)|2dt < oco.

0

I1 est facile de définir 1’intégrale stochastique:

T

I—= f (alty ), duo(t))

0

par extension du cas de la dimension finie.
On peut, par exemple, procéder par approximation. Soit en effet, &,

(1) Ce qui se caractérise en particulier par le fait que:

> Qs by) < o0, Y h, base orthonormée de H

(cf. Gelfand-Vilenkin [1]).
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hyy ...y b ... une base orthonormée de H. On pose:

Wi(t) = z (w(t), hi) h;
i=1

qui est donec un processus de Wiener m dimensionnel (naturellement non
standard). On pose:

T
I, = f 3 (), b dutt), b)
0

dont la définition ne pose aucun probleme, puisque 1’on est en dimension
finije. On a pour m>p + 1:

T

Br.—1y =E| [ 3 (@0,n)awo,n)|

0

:E“ M(f(a(t),h)d(w(t h))(J(a(t), ) d(w(?), ,))

— J.(oc(t )y hi) ((2), B;)(Qsy by) dE =

ig= p+1
T
f[Q z (c(®)y B by D (ex(2), By) h;]dt-»O lorsque p, m—> -4 oo,
- i=p+1 i=p+1

done I,, — I dans L*(Q, £, P) et I est par définition, I'intégrale stochastique.
On vérifie aisément toutes les propriétés des intégrales stochastiques.

1.2. E.D.P. stochastique.

Soit F une application de H — £L(H, H) telle que:

(1.3) [ E(R)lga.my<C
(1.4) | F(hy) — F(hs) g,y < Clby — ho|y YRy, by € H .

Pour h € H donné, on s’intéresse a I’équation aux dérivées partielles sto-
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chastique, écrite pour le moment de maniére un peu formelle:

dy(t) — Ay at = F(y) dw(?)
(1.5) yX=0, X=020x10,1[
?/(0) = h7

ol A désigne l'opérateur de Laplace. On a de maniére précise le

THEOREME 1.1. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), il existe un
processus et un seul y(t) tel que:

ye L0, TxQ,dt®dP, V),

(1.6)
y e I3(Q, 4, P, C(0, T; H)) N 0(0, T; L¥RQ, #, P, H))

1.7) y(t) est adapté @ F! (comme processus & valeurs dans H);

t [
(1.8) p.s. y(t) — f Ayds = h + J' F(y)dw(s), Vte[0,T].
0 0

2. — Démonstration du théoréme 1.1.

2.1. Etude de Véquation linéaire.

On commence par étudier ’équation:
3 3
2.1) y(t) — f Ayds = h + f o(s) duw(s)
0 [\]
ol «(s) est un processus adapté & valeurs dans £(H, H) tel que:
|o(8) ey < C -
Montrons que (2.1) posséde une solution et une seule-vérifiant les condi-

tions de régularité (1.6). L’unicité est immédiate. En effet, si y, et y, sont
deux solutions, on a:

[
p.s. 3O — 5O —[ A — g ds =0 Ve
0

et donc p.s. (d/dt)(y, — y.) € LA(V'), d’out p.s. 4,(t) = y.(¢) Vi, par des calculs
classiques du cas déterministe.
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Pour démontrer l’existence, on note ¥, la solution de ’équation diffé-
rentielle stochastique:

| Bya(®) — Anynlt) @t = aa(t) duon(t)

m

(2.2) ‘ Yn(0) = 3 (k, B,

i=1
ou:
m .
ym(t) = Z h’i?/:n(t) ’
i=1

i=

Amz = z hi(Az, hl) Vz = z zihi, 2; € R

i=1 i=1

et ou la base (hy, ..., b, ...) orthonormée de H est supposée composée d’élé-
ments de V (ce qui est toujours possible sans perte de généralité). Enfin:

An(t)2 = % hi(x(®)2, b)) Vz= zh;.
i-1

La formule de Ito nous donne 1’égalité de 1’énergie:
13 11
1 1
@3) 5 10O = 5 10alO = [(A, 9185 + [ ()", Bnl0) +
0 0

_|_

RO| =

t
Z Z Zk:f(th B) (oe(8)* Psy Poy) (2(8)* sy hy) ds
’ 0
d’ol ’on déduit aisément les estimations & priori:

T
(2.4) B[y} dt<C, Ba®h<0C.
0

On peut donc supposer, aprés extraction de sous suite, que l'on a:

Ym —y dans L2((0, T)x 2, dt ®dP; V) faible
Ym -y dans L®(0, T; L¥Q, 4, P; H)) faible étoile

done aussi dans L2(0, T x 2, dt ® dP; H) ce qui implique que y est un pro-
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cessus adapté & F¢. Soit p eV, ¢ = h;, ¢ fixé; on déduit de (2.2) que 1’on
a, pour m>i:

(Ym(®), @) — (¥m(0), @) +f (Um(s), @) ds = f (5 An(8) deo(s))
ou si @y, €V

o, 0
@1y o) = (— A%,%)—Ef g

0x; ax,

En passant & la limite faible, on obtient:

(¥n(t), @) > (b, ) +f(Ay ), 9) ds +f(w, (5) duo(s))

dans LR, A, P) faible Vi.
Donc puisque y, —y dans L>(0, T; LR, #, P; H)) faible:

] ¢
(2.5)  (y(®), @) = (hy ) +f(A?/(3)’ ¢) ds —I"f((P’ a(s)dw(s))  p.p.t, ps.o V.
0 0

En modifiant y(f) sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, on
définit:

(2.6) wye 0(0, T; L¥Q, £, P; V')) N Lm(O, T; L¥(Q, £, P; H)) N
N Lz(O, T; L¥Q, #, P; V))

tel que:
t t
(2.6), y(t) = h -+ f Ay(s) ds + f a(s)dw(s) Wi, ps.o.
1] (1]

Notons qu’il existe un processus et un seul tel que I’on ait (2.6), (2.6),.
Par ailleurs, on déduit de (2.3) que:

¢ ¢
Hym®1* — [ (AYm, y) ds — 3h]? +f (9(5), a6) dw(s)) + 4 tr[o(s) Qu*(s) ds
0 0

dans L2(£, £, P) faible, ¥t. Donc, en utilisant la semi-continuité inférieure
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faible de la norme, on obtient:

[ |
@7 3BYOIP— B[(dy, y)ds <3l + 1B tr[a(s)Qu(s) ds

0
Il nmous reste d montrer que
y e Lx(Q, #£, P; 0(0, T; H)) N 0(0, T; Lx(2, £, P; H)) .
Pour cela, on suppose maintenant que k... h, ... est une base ortho-
normée de H formée d’éléments de D(— A) (ceci peut toujours étre supposé
sans perte de généralité). On note:

om(t) = Ilna(t)

ou I7,, est le projecteur sur 1’espace vectoriel engendré par (hy, ..., h,). On
désigne alors par z,(f) la solution de

t t
on(t) — b = [ A2,(5) ds + [ata(s) duon(s)
0 0

qui est définie de maniére unique comme précédemment en utilisant (2.6),
(2.6), (avec «,, au lieu de « et w,, au lieu de w). On peut alors donner un ré-
sultat de régularité supplémentaire sur la solution. Posons:

t t
En(t) = [on(s) dwn(s) =TT, [o(s) dwon(s)
0 0

17
Comme ¢ —[a(s) dw,(s) € L2(R2, £, P; C(0, T; H)), il est clair que ¢t —&a(t) €
0
€ L*(2, #, P; (0, T; D(— 4))). Mais 2, — £, = 0,, est solution de:

13 t
0,0(8) — b — f Nb,(s) ds + f Nen(s)ds .
0 0

Or, ¢ — A&a(t) € L2(2, £, P; C(0, T; H)). Mais alors p.s.w on voit que
t—0,(t) € C(0, T; D(— A4)), et méme en utilisant la formule de représentation:

t
0.() = G(t)h + f G(t — 7) A& (7) d
0
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ol G(t) est Vopérateur de Green, on voit que
O(t) € L2 (2, £, P; C(0, T; D(— A4)) .
De sorte que lon a le résultat de régularité supplémentaire
(2.8) om € L3(R, #, P; C(0, T; D(— 4))).

On va utiliser ce résultat de régularité pour établir une égalité de U'énergie
stochastique.
Soit p € V; on a:
¢ ¢

(em(®), @) = (b, @) + [ (42n(s), 9) ds + [ (9, tn(s) dw0n(s)
0

0

I1 est alors possible d’appliquer la formule de Ito au processus scalaire
(#m(t), ) qui posséde une différentielle stochastique au sens ordinaire
(puisque w, est de dimension finie).

On obtient:

t
Hem(t)y 9)* = 30, 9 + [ (A2n(s), ) (2nls), ¢) ds +
0

13

[ (nls), ) (pr 2als) dn(s) +
0
&

+ 3] (tn(5) Qe )9, ) ds
0
ou @, = I1,QI1,.
On prend ¢ = h; et on additionne pour ¢=1... N. Pour ¢ fixé, on
voit que:

M=

(2m(?), B5)2 — |2m(®)]? D.8.

I
-

i

i=1

t
Z (A2m(8), B3) (2m(s), hs) ds —>J.(Az,,.(s), Zm(8)) ds D.8.,
0

Ct—_ .

ce dernier résultat étant vrai grice & la régularité de z,.
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Mais alors, passant & la limite en N, on obtient:
¢
2.9)  $ald] = Hhl2 + [ (Aan(s), 2n(s)) ds +
0

t

t
[ emls)y p(8) 10, (5)) + o7 0, Q) s
0

0

L’égalité (2.9) est vraie Vi, p.s. et grice & la continuité des processus des
membres de gauche et de droite de (2.9), p.s. Vi.

On va faire maintenant tendre m — - oo.

Pour cela, soit z;,, 22, les solutions respectives de:
t 11
A (t) = f A2k (s)ds + f () (duw,(5) — duw(s))
0 0

t t
2(t) = f At (s)ds + f (0,(8) — x(8)) dw, (s) -
0 1]
On voit que:
en(t) — y(t) = 25,(t) + 25(1) .

Mais 1’inégalité de 1’énergie (2.7) nous donne:

t t
VB0 — B[ (4, ) ds <3 Btr [w(s)I — IT,)Q — IT,,)a*(s) ds
1]

0
t t
1B — B f (42, 2)ds<iBtr f (o, (8) — ou(8)) I, (@, — ot) ds
0 0
et done
2h(t), 22() -0 dans L0, TxQ,dt® dP; V) et C(0, T; L*(Q2, £, P; H)) .
Mais alors:
tm—y -0 dans L0, TxQ, dt @dP; V) et C(0, T; L¥Q, 4, P; H))

fortement.
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On peut done, quitte & extraire une sous-suite, passer & la limite
p.s. dans (2.9). On obtient ainsi:

(2.10)  Hly(t)[* = 3[A +f Ay(s), y(s) ds +f(y<s als) dw(s)) +

+1 f tra(s)Qu(s)* ds, Vte[o, T, p.s. .

Mais (2.10) montre aussitdt que ¢ — |y(¢)|? est p.s. continue, ce qui, joint
4 la continuité dans V' du processus y(t) (cf. (2.6),), démontre que y(t) est
un processus continu & valeurs dans H.

Nous allons montrer par ailleurs, que 'on a:

(2.11) E sup

o<i<T

f(y oe(s) dw(s < O’Ef(aro* 8), y(s)) ds .

En effet, si M>N 41, on a d’aprés des estimations classiques sur les
intégrales stochastiques en dimension finie:

T
<CE E (Qhiy hy)-

Gwi=N+1

E sup

o<I<T

t
f(f’/(s)y o(8) A(wy — wN)(s))

“(y(s), o(8) k) (y(s), o(8) hy) ds — O lorsque M, N — + oo.

Comme pour tout ¢

1 i

[(s), (6 dw0u(s)) ~[(w(6), a(9)dw(s)) ~ dans L@, 4, P)

0 0

on voit que
]

E sup f(y(s), o(8) d(wy — w)(8)) ’ —0 lorsque M — -+ oo.

o<i<T

Or, on a:

E sup

O<I<T

i
f ((s), a(s) duow(s))| <

T
0B f (Quo*(5) (5), o*(s)(s)) ds
0

d’oui, en passant & la limite, ’on déduit (2.11).



PROBLEMES DE TEMPS D’ARRET OPTIMAL ETC. 193
Mais (2.10) implique alors (puisque (dy, y)<0):

E sup [y@)]*<C.

o<i<T

Done, y € L2, #, P; C(0, T'; H)) et nous avons déja vu que y € C(0, T';
LR, #, P; H)).
Ceci compléte ’étude de ’équation (2.1).

2.2. Méthode itérative.

Il g’agit d’étudier maintenant 1’équation non linéaire (1.8).
On utilise pour cela une méthode itérative. Soit y, la solution de

i
(2.12) Yolt) — j Ayods = h
0
et ynt+1(t) définie & partir de y=(f) par:
t t
(2.13) YD) — f Aym+i(s)ds — b+ f F(y™) duw(s) .
0 0
On a:

t i
Y ) — yn(t) — [ Ay — g ds =[ (B — Fly) duw(s).
0 0

On peut alors appliquer 1’égalité de 1’énergie stochastique (2.10) d’out
VPon déduit:

3
214) 3y — g0 = [ (Al — g, g — y7) ds +
0
t

+ (= 7 (Pl — Fly=)) dw +

0

t
+ [t (Fym) — Fy) Q(F(ym) — Fly—)*ds.
0
En prenant P’espérance mathématique, il en résulte aisément:
t
Bly=0) — g0 < O lyr(s) — ys)*ds
0

13 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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soit, en itérant

Tn
Bly»(t) — yt)* <0 = -

On déduit également de (2.15):

t
f(y"“ —y (Fy") — F(y™)) d@v‘ +

sup |y*+i(t) — y"(¢)|>°< sup

o<i<T o<i<T
t
+ Cfly" —yrds .
0

De maniére analogue a (2.11), on obtient:

o<i<T

T
B sup |y™i(0) — yn(0)*< C {E f @(F@") — Py *y1—ym) ,
0

Tn Trnt+1 Tn
(Fym) — Fly~1)*(y~+*—ym) ds + m}< ¢ { + (n————i_)'} :

n!

On voit alors que la série y° + > (y™+(t) — y"(t)) converge dans H uni-

n=0
formément en ¢, pour presque tout w.
Or, de légalité:

1
Hym(0)[* = 3BI2 + [ (dyr+2(s), 1)) ds +
0
11

t
+[(yms), iy du) + 3 [t Flym)QF(yryds
) 0

0

on déduit que:
T
B[ |ym(s)|}ds <0
0

done, on a:

y**1 >y dans L0, Tx 2, dt ®dP; V) faible
y*1 >y dans C(0, T; H) fort p.s..
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On peut alors passer & la limite dans (2.13) d’out Pon déduit aisément
que ¥(t) est solution de (1.8).

Les résultats de régularité sont alors conséquence de ceux établis pour
Péquation (2.1).

2.3. Unicité.

Soient %,, y, deux solutions de (1.8). On a:

11 i
9(®) — alt) — [ A0, — 9 ds = [ (F(y) — () dwo
0 0
d’ou:

t -
3 By (t) — yz@)lk%f@’(@h) — F(y)(Q(F(y:) — F(y,))* ds .
0

En utilisant la propriété de Lipschitz de F et I’inégalité de Gronwall,
on voit aisément que:

By, (t) — 95()]* = 0

et done:

ps. () =w(t)  Vi.
Le Théoréme 1.1 est complétement démontré. m

REMARQUE 2.1. Naturellement, P’opérateur — A avec une condition de
Dirichlet n’est qu’un exemple. Le Théoréme 1.1 g’étend sans changement
au cas des équations aux dérivées partielles entrant dans le cadre de la for-
mulation variationnelle des problémes aux limites (Cf. Lions [1]). On peut
méme remplacer — A par un opérateur monotone (Cf. Bensoussan-Temam [1],
E. Pardoux[1]). m

REMARQUE 2.2. On a défini y(t) = y,(t) sur lintervalle [0, T]. Comme T
est arbitraire, on a en fait défini y,(t) sur 0, co. La trajectoire appartient &
C(0, co; H) muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout in-
tervalle compact. ®

REMARQUE 2.3. On peut également étudier les équations de Navier
Stokes selon les méthodes inaugurées dans Leray [1], [2], [3], mais avec
un ¢ bruit blanc» au 2éme membre, Cf. M. VioT[1]. =
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3. — Propriétés markoviennes de la solution.

3.1. Notations.

Soit y,() 1la solution de (1.8) correspondant & la donnée initiale h.
On pose pour I borélien de H:

(3.1) P, t;T)=Py(t)eT).

Soit B 'espace de Banach des fonctionnelles sur H mesurables et bornées.
Si feB .
(3.2) $(t) f(h) = Bf(ya(t)) -

On va démontrer que ¢(t) est un semi-groupe de Markov sur B, plus
précisément:

(3.3) a) si feV, f>0, alors ¢(t)f>0
b) [0 lem<1
¢) ¢(t)=1
a) ¢(0)=1I
€) ¢t + s) = (t)¢(s)
H ¢@):C—0,

ou C = espace des fonctionnelles continues et bornées sur H.

3.2. Démonstration de (3.3).

Les propriétés a, b, ¢, d, sont évidentes. Montrons d’abord la propriété f.
Soit fe 0. On a:

¢ ¢
alt) — 1a(8) — [A(92(5) — 9(5)) ds = [ (B(ya) — i) dw + h— W
0 1]
et donec, utilisant 'égalité de 1'émergie stochastique (cf. (2.10)), il vient:
t
HIb O — 9 = 3b— W[2 -+ [ (Aa— ), 10— ) ds +
0

i [
[ (13— vy (B (@) — Flaw) dn) + b [tr (P — Pln) Q(F ) — Fign)*ds
0 0



PROBLEMES DE TEMPS D’ARRET OPTIMAL ETC. 197

Done:

i
Blystt) — yw (O < |h— W'[* + Bds tx(F(ys) — Pluw) QFyr — Fyw)*
0

t
<h—Hp+ OEfly;.(S) — Yw(s)|?ds .
[\]

Par conséquent, d’aprés P’inégalité de Gronwall, on obtient:
(3.4) Blya(t) — yu®P < Clh— 1|2,
Soit donc une suite h, — b dans H. D’apres (3.4) on voit que, pour ¢
fixé, on a:
Y,, (1) = ya(t) dans LXQ, £, P; H),
done:
P(ly,, (1) — wa(t)| =€) >0  Ve>0 fixé.
Soit é fixé, on peut trouver & (5) tel que:
19, (8) — wa®)| <ex(0) = |f(yn, (1) — F(va(t)) |< 6.
Mais alors:
[B(t(n,®) — 10n0)| <8 + CP(1n,(0) — 1a0)|>e1(0)) -
On a done:

tim sup [B(f(y,0) — f(5s(t)| <

n—>+ oo

et comme § est arbitraire, on a bien:
Ef(f‘/h,,(t)) - Ef(ﬁ'/h(t)) )

ce qui démontre bien que ¢(¢) applique C — C.
Reste & vérifier la propriété (3.3) e), i.e.

(3.5) Pt + 5) = (1) B(s) -
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Soit fe B, posons: g = ¢(s)f. Il s’agit de montrer que l'on a:

(3.6) P+ 8)f = d(t)g.

Il nous suffit de vérifier (3.6) en supposant de plus fe C.

En effet, ’ensemble des f mesurables et bornées pour lesquelles (3.6)
est vérifiée, est un £-systéme de fonctions, c’est-a-dire en appelant J€ ’ensemble
des fonctions f pour lesquelles (3.6) est vérifiée, les propriétés suivantes sont
vraies pour JC:

(3.7 a) 1eX;
b) sif,, e et O, C; sont des réels alors:

O + C.f:€ X
c) si f,ed, 0<f,|f et est bornée,

alors fe J.

Les assertions (3.7)-a) et b) sont évidentes. Démontrons (3.7)-c).
On pose:

9n = $(8)fn
soit
ga(h) = Bfu(ya(s)) -
On a donec:
ga(R)>H(h) = Bf(ya(s)) -
Egalement:
$(t)9n = Bgn(ys(t) 1 Bg(ya(t)) 5
Gt + 8) fo = Bfu(yalt + )1 Ef(yalt + 9)) -
Mais
fn€ 3 = Efu(ya(t + 5)) = Bga(ya(t))

et done, on a:

Ef(ya(t + 8)) = Eg(va(t))

ce qui prouve bien (3.7)-c).
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Or, (cf. Dynkin [1], p. 222) si un £ systéme de fonctions 3 sur un espace
topologique mesurable, muni de sa o-algébre de Borel, contient toutes les fonctions
continues et bornées, il contient toutes les fonctions mesurables et bornées.

Il suffit donc de vérifier (3.6) pour fe C.

On va démontrer (3.6) & partir d’'une approximation en dimension finie.

Soit toujours h,, ..., k,, ... une base orthonormée de H formée d’éléments
de V. On pose pour he H:

m

(I)'mh’ = E (h; hi) hi

i=1
ce qui définit un opérateur @, e £(H; V) (1). On pose également

— -
D, = &} Ady ,

F,=X.FI,.
On note y.(t) la solution de I’équation

d’!/m(t) - Hmym(t) at = Fm(ym) dw
(3.8)
Yu(0) =12 = 2, .

On remarquera que la solution y,, de (3.8) existe et est définie de maniére
unique, par exemple en appliquant dans un cadre trés simplifié le résultat
du Théoréme 1.1. Comme visiblement y,(!) appartient a I’espace vectoriel
engendré par h,, ..., h,, le processus y,({) peut étre considéré comme solu-
tion d’une équation différentielle stochastique ordinaire, & savoir:

ay,, — I, Y dt =11, F(I1,.yn) QW
ol

Wy, = I, w
et done y,(t) est un processus de Markov. Ceci, joint au résultat d’approxi-
mation:

(3.9) lim Ely.¢) —y@)2 =0 Vi

m—>oo

nous permettra d’obtenir (3.6).

(!) On écrit @, et non I7, car on considére ®,cL(H;V) et non eL(H; H).
Naturellement, I7,, = i®,,, ol 4 =injection de V — H.
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Démontrons tout d’abord (3.9).
Posons:

M = L°(0, T; Ly«H))

espace des processus stochastiques &(f) & valeurs dans H, adaptés & F¢ et
tels que:

1613 = sup EJ§@t)|z <+ oo.
te[0.71

Muni de la norme ||y, 'espace M est un espace de Banach.
On définit alors une application z = §(&) de M — M, en posant:

dz — Azt = F(£)dw
(3.10)

2(0) = h

dont la solution existe, est définie de maniére unique dans M N L2(0, T x 2,
dt ®dP; V), d’apreés la premiére partie de la démonstration du Théoréme 1.1.
On définit de méme z,, = §,(£), application de M — M, en posant:

dz, = D, 2, dt — F(&)dw
(3.11)

2m(0) = hy, .

Soient £, &2 deux éléments de M et 2}, 22, les solutions correspondantes
de (3.11). On a:

d(zy, — 22) — D, (2}, — 22) dt = (F,(&Y) — F, (&%) dw, (2}, —22)(0) =0.

Done, d’aprés ’égalité de I’énergie stochastique, on obtient:
t

Lo (8) — 2282 =f(ﬂm(z}n —22), 2}, —22)ds +
0

i
[ (= 530 () — Fate) aw) +
0

t
3 f tr(Fn(€)) — Fn(&2) Q(Fm(EY) — Ful(82)* ds .
0
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Mais:
(Dm(z,ln - zfn)’ zwln - z?n) = (A (zyln — z?n)’ z:n - zﬁz) <0

done:
t
B0 — 20 < O[Bles) — g9 ds
0
La constante C ne dépendant pas de m, soit encore:
¢
(3.12) B|8n(E) () — Su(E)@)P<C f Etg(s) — &(s)t*ds .
0

Naturellement, on a la méme estimation pour 8.
Mais alors, tenant compte de

Yu(t) — Y() = Sn(¥Ym)(t) — 8@ (F) = Sn(¥m)(t) — Sn@)(t) + Suly)(@) — SH)(Q@),
Blyut) — y(t) 2<2E|8n(ym)(t) — Suy)(?)|? + 2B|8.(y) () — S(y)(®)|?

i
<20[Blya(s) — y(5)[2ds + 2B|S.(w)(0) — SO
0
ce qui implique d’aprés l’inégalité de Gronwall:

3.13)  Elym) — y®)[*<2E[8.(y)() — S(y)@®)|* +
¢

+ 4C|exp [20(t— )1 B|8.(y)(s) — S(y)(s)|*ds .

0

Done, (3.9) sera une conséquence de:

E|8.(y)t)— S8@®))r— o0 Vi,
(3.14:) m—>+ oo
sup B|8,.(y)(#)[?<C .
0<I<T
On pose:
Zm(t) = Su(y)(?)
done:
d2,,(t) — D2 @t = Fo(y) dw
(3.15)
ZM(O) = b,

et, naturellement y = S(y).
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On a:
t 4
(3.16) 3 Blen()|*— B[(A2n, n) ds = 3]t + 1 B[tx Foly) QF}(y) ds
o 0
d’ot1 on déduit:

sup Elz.()|2<C,

o<I<T

(3.17) r
Bleas) <0
0

Comme au Théoréme 1.1, on vérifie que:

2m—1vy dans L2(0, TxQ,dt ®dP; V) faible et
(3.18)
L2(0, T; L2(R2, #, P; H)) faible étoile .

Nous allons également montrer le résultat suivant utile pour la suite:
(3.19) E(z2a(t), y(t)) — Ely@®)|* Ve

En effet, soit: yy(t) = dyy(t). On a d’aprés (3.15):

t t

(em(®)s 90(1) = (T, 95(0) + (%[ Aen(s) s, 35(®) + ([ Fnly) dwo, (1))

0 0

et pour m > N
t t
= (my 95(t)) + ([ Aem(s) ds, yn(t)) +([Futr) dw, yx0)
0 0
Or, (3.18) implique:
¢ ¢
f Aen(s) ds _>f Ay(s)ds  dans L¥Q, &, P; V')
1] 0
faible et donc faisant tendre m — 4+ oo, on obtient:

i
(3:20)  B(ea(t), yu(®) - B(hy yat) + B [Ay(s) ds, yu(t)) +
0

+E ( f F(y) dw, yN(t)) = BE(y(t), y~(?)) -
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Mais
(3.21) |E(za(t), y(1) — yn(1) | < C(Ely(®) — yn()[?)?
et (3.20), (3.21) impliquent aisément (3.19).

On peut alors compléter la démonstration de (3.9). La relation (3.16)
montre que l’on a:

i i
(3.22)  3Bla(0)* — B[ (d2n, 2n) ds > bh]* + 1 B[tr F(y)QF*(y) ds
0 0

13
= 1By — B[ (dy, y)ds.
0

Mais alors:
i
1 Blent) — y(t)— B[ (Aen— ), tn—y) ds =
0
t t
= 3 Blen()|*— B[ (42, 2n) ds + L Bly(0)*— B (4y, y) ds —
0 0

¢

— B(en(t), y(0) + 2B(dy, 2) ds
0

—~0  grace & (3.22) et (3.19).

On a done bien démontré (3.9). On peut aussi en déduire le résultat com-
plémentaire:

T
(3.23) B lyat) — y®)]2@ 0.
(1]
En effet, de la relation:
t t
(824)  ABlyn(®)* — B[(Aym, ya)ds = 3] + 1 E[tx Folya) QF(y,)* ds
0 0

on déduit que ¥, demeure dans un borné de L0, T xQ2,dt ®dP; V) et
donc puisque:

Yn(t) —y(t) dans Lx(Q, £, P; H) Vi,
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on a aussi:

Ym —y dans L20, T X2, dt ®dP; V) faible.

Or, (3.24) implique encore toujours grace & (3.9):
11 |
L Elyn(®)— B[ (Ayn, ya)ds — 3] + 1 B[t F(y)QF(y)* ds =
0 0

i
=1 BlyO)— B[ (4y, ) ds,
(1}

ce qui, en reprenant le raisonnement fait & la suite de (3.22) implique
bien (3.23).

Avant de compléter la démonstration de la propriété markovienne (3.6)
on peut noter que ’on a obtenu un résultat intéressant en lui-méme, & savoir
la convergence forte de ’approximation du type Galerkin de 1’équation (1.8).

En effet, on remarque que 4,, = &% 4, II,, = &f Ad,, et done 4, et D,
coincident sur l’espace vectoriel engendré par (h,, ..., h,).

Par conséquent, si 'on pose:

(3.25) Ym(t) = 2 YLk
i=1

les processus ¥ (f) sont solutions de 1’équation de Ito vectorielle

(3.26) @, (t) + § a(hyy b))y, (t) dt = (hu F(g ks y,(t) ) dw,,(t))

Y(0) = h; = (by hy) .
On peut donc énoncer le

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 1.1 le processus Yu(t)
défini par (3.25) et (3.26) converge vers le processus y(t) solution de (1.8) au
sens de (3.9) et (3.23). [

Démontrons maintenant (3.6). Posons, en notant ¥, (s) = y.(s) pour
expliciter la dépendance en h:

gm(h) = Ef(ym,h(’g)) .
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Puisque f est continu et borné, il est clair que (3.9) implique

(3.27) gn(h) —>g(h) VYheH.
La propriété markovienne du processus ¥,,(f) implique

(3.28) Ef(Yma(t 4 8)) = Egn(yYma(®) -

Or, si h, est une suite quelconque telle que h, — h dans H (*), on voit
aisément que:

E|Ymn(8) — Yn(s) < Ol — h|2 4 E|Ymn(s) — ya(s)|2 — 0
et donec:
In(hm) — g(h) .

Or, de (3.9), on déduit qu’il existe une sous-suite y...(t) telle que:

Ymp(t) = yu()  p.s. dans H
done:

I (Y a(®) = g(¥a())  DS. .

D’apres le théoréme de Lebesgue, tenant compte de ce que g, est uni-
formément bornée, on voit que le second membre de (3.28) converge vers
Eg(ya(t)). On déduit aisément de (3.28) que 'on a:

Ef(ﬁ'/h(t + 3)) = Eg(?/h(t))

ce qui n’est autre que (3.6).
On a ainsi démontré le

THEOREME 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 1.1, la famille ¢(t)
d’opérateurs définie par (3.2), o0&t yu(t) est la solution de (1.8) correspondant
a la donnée initiale h, est un semi-groupe de Markov qui vérifie les pro-
priétés (3.3). |

() Naturellement h, ne désigne pas ici la suite I, h.
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4. — Résolution d’un probléme de temps d’arrét optimal.

4.1. Notations. Le probléme.

On se donne deux fonctionnelles L et I vérifiant

(4.1) Le(, i.e. L est une fonctionnelle continue et bornée sur H,

(4.2) 1 est uniformément continue sur V' et bornée.

On pose alors pour 0 temps d’arrét de 5!, a >0,

0

(43)  5(0) = B[ [exp[— at] L{us(t)) dt + Uya(6) exp[— 6] -

0

THEOREME 4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 1.1, ainsi que (4.1) (4.2)
la fonctionnelle

wu(h) = Inf J,(0)
[]
appartient & C et est Uélément maximum de Vensemble des w vérifiant:

wel, w<l
(4.4) !
w< |exp[— as]d(s) Lds + exp [—at]p(t)w, Vi>0.

0

De plus, il existe un temps d’arrét optimal O, donné par

(4.5) 6 = Int 1{tlu(ya(®)) = 1un0)} -

4.2, Démonstration du Théoréme 4.1.

C’est une adaptation de méthodes déja employées en dimension finie
(cf. A. Bensoussan - J. L. Lions [1], chap. 3, §3, Théoréme 3.13), avec
quelques variantes.
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Démontrons tout d’abord la propriété:

} Crl

P su — (0 ot <
(4.6) {SE[O‘P' [%2(s) — ya(61) v > 5
pour tous temps d’arrét 0<0,<0,<T tels que 0, — 0, <4, p.s.P.(})

I1 nous suffit évidemment de démontrer:

FE su 8) —
@1 ' sup. lI:l/h( ) — ¥l
0+l<1‘

Or, on a, pour se[0,0 + 4]

Us(8) — 1a(0) = [ Aya(t) &t + [ ys(t)) duo(t) .
6 6

Done,

lya(s) — ya(0) 5 < 2 ( f I 4ya(t) |, dt)z +
‘]
+2| f Flyt)du)], <
]
2(s—0) f | 4ya(®) |7 dt +
7]

+ 2| [Enaa]:
0

et donc, puisque 4 e £(V; V') on a:

sup llyn(S) — )7 < fF(yh(t))dw(t) r}
0

0<<s<<6+2

0<s<<6+4

T
{1 f lun®12dt + sup
0

() La propriété naturelle & introduire serait (par analogie avec la dimension

finie)
CA
P{ sup |ya(s) —yu(6y)|z > 6} <5
$€[0,041

Nous ignorons si cette propriété est vraie. Pour la suite (4.6) suffit, grice &
Ihypothése (4.2), plus forte que I’hypothése naturelle ot V' serait remplacé par H.
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Mais on voit aisément, comme au Théoréme 1.1, que l'on a:

0+
E sup <EJtrFQF*dt<0,1.
[’]

2
0<s<O+4 }:4

fF(yh(t)) dw(t) ‘
6

T
Comme FE f lya(t)||7 d¢ < C, on a bien démontré (4.7).
o

On se contente maintenant d’esquisser la démonstration, en dévelop-
pant simplement les points ou le fait que la variable soit de dimension in-
finie intervient explicitement.

On munit B de la topologie faible (cf. Dynkin [1]).

(4.8) fon —1 dans B faible <= f,(h) —f(h) YVhe H et |f,]| est bornée.

On considére le générateur infinitésimal faible de ¢(f) (en fait son op-
posé), i.e.

(4.9) A — lim faible =201

tlo

et on note:

(4.10) D,=domaine de A=-ensemble des f pour lesquels la limite (4.9)
existe .

On appelle équation pénalisée attachée au probléme 1’équation:

€ 0N Dy,

(4‘11) Aus + AUUe +% (ue— l)+ = L, E> 0 .

Le probleme (4.11) posséde une solution et une seule. Tout d’abord,
remarquons que si fe C, alors ¢(¢)f —f dans B faible, grice a la con-
tinuité du processus y,(¢). Il en résulte (cf. Dynkin [1]), que Yo > 0, ’équation

Aw +ou="f,
(4.12)
ueCND,,

possede une solution et une seule donnée par:

(4.13) ° = f exp [— at]p(t)f dt .
1]
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Soit alors, ¢ € C; on considére #z solution de:

’ 1 1 1

Azt oz +—2=L—=(p—1)+ 4=

(4.14) + oz + - (@ +59
zeCND,,

qui possede une solution unique, d’aprés (4.12), (4.13) puisque (1/e)p -+
+ L— (/e)(p—1U+teC. On a de plus:

(4.15) 2 =fexp [-— (oc -+ —i—) t] o(?) [L + % @ -——1— (p— l)+] dte C.
0

Par (4.15), on a défini une application ¢ —2z = S(¢p) de ¢ — C. Mon-
trons que S est une contraction. Soient ¢,, ¢, € C et 2,, 2, les solutions cor-
respondantes; on a:

oo

(4.16) 2 — 2, = | exp [— (oc -+ %) t] ()
0

1 1 1
’ [g (‘Pl’—‘Pz)"‘z (. — U+ + P (pa— l)+]dt .

Soit X la quantité entre crochets au second membre de (4.16).
On a:

1 . 1
X=Zlp—l— (=) — - (= 1— (=) =
1 1
=3 (pr— U~ + z (p— 1)~
et done:
1
X< lor— el -
Par conséquent, d’apres (4.16):

oo

= ala< s —galay [exp|— (x4 3)t] @ = o I — gl

Done, Papplication 8 posséde un point fixe, ce qui prouve l’existence
d’une solution de (4.11) (1). L’unicité résulte de ce que toute solution de (4.11)
est point fixe de l’application S.

() Dans un contexte différent, ce genre de technique a été utilisé par Kryrov [1].
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On a par ailleurs Pinterprétation swivante du probléme pénalisé:

6

(4.17) us(h) = Il}f Ji(v)

ol v(f) est un processus scalaire adapté a F* et compris entre 0 et 1, et:

(4.18) J(v) = Ej:odt [L(y,.(t)) + % L(ya(t)) v(t)] [exp [— (at + % f v(s)ds)]] .
0 0

Le résultat (4.17) (4.18) se démontre comme dans Bensoussan-Lions,
(loc. cit). On montre ensuite que u; — « uniformément (donc « € 0). En
effet, grace & Pinterprétation probabiliste, on a

(4.19) Ue>U .

Pour obtenir une estimation en sens contraire, il nous faut pour 6 temps
d’arrét, estimer la quantité Ji(v,) — Ja(0), (o1 ve(t) = 0 8i t < 0 et 1 si t>0).

On voit aisément que cette différence s’écrit I 4+ II ou |I|<Ce et II
est donné par:

(=]

II =E [fgl (vx(t)) exp [— af] exp [—— %] (t — 0)dt — 1(ya(0)) exp [— «f]| =
’ = EX,.
On écriti:

IT = EX, yo<riz + EXefoz12<
<EX¢xo<r2 + Cexp ["“g] (o C ne dépend pas de ¢€).

On a ensuite si k>0, k< T2,

EX,x0<mje = Beyo<2
0+Fk
: [ f Lexp [~ attexp [— - 0)] dt — 1(yx(0)) exp [— ael] 1

6
+ oo

4 1 k
+ Eyxo<r2 : exp [— ot] exp [— z t— 0)] dt<II, + Cexp [— E]
0+k
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et:
IL<OBfo<nsz SUp [L(ya()) — Uya(6))| + C exp [“ g] '
Si Pon pose:
0(6) = Esup [1(&) — UEN|
le-¢&ll<o
on a:

111<0[ (sup 1)~ va@) 1 >4t et 6.< 3) + othh) + exp [ ’-‘]]<
<i<6+

<C[ (o<§1<1p ln(®) — yh(9)1|v">k*) + o(k?) + exp [— %“”
0+lc<1'

et d’apres (4.7) on obtient:

I,< Okt 4 C (g(k*) + exp [_ '5])

et donc, finalement on a:

II<Ork* + 0(9(70*) + exp [—- 7—0]) + O exp [— 2‘22] .

Faisant tendre successivement &, puis k¥ vers 0, puis 7 vers oo, on en
déduit aisément la convergence uniforme de ue — u.
On vérifie ensuite que:

Ue< |€xXp [— as]P(s) Lds + exp [— ab]P(t) ue
0

de sorte que, par passage & la limite en &, u satisfait & la deuxiéme inéga-
lité (4.4). Comme on a évidemment u<, on voit que u vérifie (4.4).
On montre ensuite, comme dans Bensoussan-Lions, loc. cit., que si w
vérifie (4.4), alors:
w<dy0) VO

d’ot1 résulte que: w<u, d’ot la premiére partie du Théoréme 4.1.
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Le fait que 6, donné par (4.5) soit contrdle optimal est montré comme
dans le travail cité des 4. m

4.3. Remarques diverses.

REMARQUE 4.1. L’ensemble de H ou u(h) <1 est P’ensemble de continua-
tion (terminologie justifiée par (4.5)), la frontiére de ’ensemble de continua-
tion jouant le role d’ume surface libre.

REMARQUE 4.2. On peut considérer également, dans un cadre analogue:

— les problémes d’évolution,

— les problémes sur un ouvert O de H (ce dernier aspect conduisant d’ail-
leurs &4 un grand nombre de problémes apparemment nouveaux non
encore résolus).

Quoi qu’il en soit, compte tenu de I'équivalence entre les problémes
analogues d’évolution et le probléme de Stefan lorsque h € R», on est aussi
conduit & l’introduction d’un probléme de Stefan en dimension infinie.

REMARQUE 4.3. Formellement, u est solution d’une I.V. en dimension
infinie, qui s’écrit:

1, o ou

— _ *-— — —_— =
- ztrathQF (ah’ Ah)-|—ocu L=X<0,
(4.20) u—1<0,

X(u—1)=0.

Mais la justification de cette écriture n’est pas faite et peut étre, des
hypothéses trés fortes — par exemple sur L — sont elles alors indispensables.
(Cf. pour le cas des équations, Daletskii[1]).
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