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Sur la résolubilité locale des opérateurs bi-invariants.

FRANCOIS ROUVIERE (*)

dédié & Hans Lewy

Soit P un opérateur différentiel linéaire sur une variété G. P est dit
localement résoluble sur G si tout point de G admet un voisinage ouvert U
tel que PD'(U) > D(U) (ot D'(U) est le dual de ’espace D(U) des fonctions O
4 support compact dans U). Si @ est un groupe de Lie, et P invariant 4 gauche
sur @, il suffit de rechercher 8’il y a résolubilité locale au voisinage de 1’61é-
ment neutre. Divers résultats ont été publiés sur ce probléme (cf. [1] [2]
[3] [7]): 1a réponse est en général négative pour des opérateurs invariants 3
gauche quelconques (Cerezo et Rouviére [1]), mais elle est affirmative pour
tous les opérateurs bi-invariants (non nuls) sur un groupe de Lie nilpotent
(Rais [7]), semi-simple (Helgason [3]), et résoluble (Duflo et Rais [2]).
Nous renvoyons & [2] § 6 pour un examen détaillé de tous ces résultats.

Le résultat essentiel de cet article s’énonce ainsi (théoréme II): pour
que tout opérateur bi-invariant (non nul) soit localement résoluble sur un
groupe de Lie, il suffit que I’on ait la méme propriété pour le groupe dérivé.
L’application aux groupes résolubles est immédiate, et redonne le résultat
mentionné ci-dessus ; on obtient aussi une solution élémentaire sur tout ouvert
relativement compact, dans le cas ou G est résoluble simplement connexe
(corollaire du théoréme II) (*). Nous donnons enfin un résultat d’existence
de solutions dans L2 (proposition 3).

La méthode de démonstration est tout-a-fait indépendante de I’analyse
harmonique sur le groupe considéré, outil essentiel dans [2] et [7]. Elle con-
siste & généraliser & un groupe de Lie I'inégalité de Hormander ([5] §2.3)
des opérateurs a coefficients constants sur R": pour tout opérateur P bi-
invariant sur un groupe de Lie G, on peut construire un opérateur Q bi-inva-

(*) I.M.S.P. Mathématiques, Parc Valrose - 06034 Nice, Cedex.
(*) C’est M. Duflo qui a attiré mon attention sur ce point, je I’en remercie.
Pervenuto alla Redazione il 17 Ottobre 1975.
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riant sur le groupe dérivé DG, @ #0 si P+ 0, tel que I'on ait 'inégalité
entre normes L2
lQul <[ Pu] .

pour % O® sur G 3 support suffisamment petit (théoréme I). La construction
de @ se fait par abaissement progressif du degré de P au moyen de dériva-
tions de 1’algébre enveloppante (proposition 1).

1. — Notations.

R, C, et N désignent I’ensemble des nombres réels, complexes, et entiers
>0 respectivement.

Dans tout cet article, nous ne considérons que des groupes et algébres
de Lie réels.

Si G est un groupe de Lie, nous notons e, g, exp, respectivement, 1’él1ément
neutre, I’algébre de Lie, et ’application exponentielle de G. Soit U(g) 1’alge-
bre enveloppante complexifiée de g, de centre Z(g); les éléments de U(g) sont
identifiés & des opérateurs différentiels invariants d gauche sur @; pour X € g,
feC(@), ge@

d
Xf(g9) = d_tf(g°exp 1X)=0,

et ceux de Z(g) aux opérateurs bi-invariants sur G.

Si § est une sous-algébre de Lie de g, nous identifions U(}) 4 une sous-
algébre de U(g); on a U(h) N Z(g) = Z(H) N Z(g). On note Dg l’idéal dé-
rivé de g, i.e. ’espace vectoriel engendré par les [X, Y], X, Yeg, et DG
le sous-groupe connexe de G d’algébre Dg.

Si U est un ouvert de G, ’espace D(U) des fonctions ¢ & support com-
pact dans U sera muni de sa topologie habituelle de limite inductive; soit
D’(TU) son dual, et {, ) le crochet de dualité. On note 4, ou 8, pour préciser,
la mesure de Dirac & 1’élément neutre de G. Prenons des mesures de Haar
4 gauche d,g, et & droite, d,g, de G liées par le relation d,9 = 4(g)d,g,
ol 4 est la fonction modulaire. Notons (, ) le produit scalaire de L*(U, d,g),
I, ou | |, pour préciser, sa norme. Nous prendrons ici f+>f-d,g pour
injection de D(U) dans D'(T).

Soit Diff(U) ’algébre des opérateurs différentiels & coefficients C* sur U.
Pour PeDiff(U) on définit I’adjoint P* et le transposé ‘P par

(P*u,v) = (u, Pv)  ('PT,uy = <T, Pu,
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u, ve DU), Te D(U). U(g) et Z(g) sont stables par * et * car X*=
=*!X =—X pour Xeg (c’est pourquoi nous avons pris une mesure de
Haar 3 droite), et [P*, X]* =[P, X] = [P, X] pour Pe U(g).

Enfin nous utiliserons des espaces de Sobolev définis comme suit: si U
est un ouvert de @G, m un entier >0, et X, ..., X, une base de g, H™(U)
est Pespace des u tels que X*we L*U, d,g) pour oec N7, |al<m, X*=
= X7 ... X;»; H»(U) sera muni de la norme

fulno=( 3 1Eoul3)}

H}U) est la fermeture de D(U) dans H*(U), et H—(U) c D'(U) le dual de
H3(U), muni de la norme duale.

2. — Une généralisation de P'inégalité de Hormander.

Soient g une algébre de Lie et X,, ..., X, une base de g obtenue par com-
plétion d’une base X,,, ..., X, de Dg (0<r<n). On sait que les X* forment
une base de U(g); pour 1<j<n, nous définissons les endomorphismes 0,
de U(g) par

a, An\ __ V% (I 3—1 Yoy (-
By(XE o Xom) = X o X7, X Xy X005

ces endomorphismes commutent entre eux. Pour Pe U(g), 0;P est nul si
et seulement si X, ne figure pas dans ’écriture de P dans la base des X©.

PROPOSITION 1. 0, est une dérivation de Valgébre U(g) si et seulement si X,
n'appartient pas & Dg.
La proposition résultera du

LeMME 1. Soit G un groupe de Lie connewe et simplement connexe, dont
Dalgébre de Lie g est somme directe de deux sous-espaces: g = RX,® g'. Pour
qu’il existe une fonction fe C°(G) (réelle) telle que Xof =1, et X'f =0 pour
X'eg’, il faut et il suffit que Dgcg’.

DEMONSTRATION DU LEMME 1. a) Condition nécessaire: on doit avoir
[X, Y]f = 0 pour tous X, Y eq; la différentielle de f en e est donc une
forme linéaire nulle sur Dg, sur g’, et prenant la valeur 1 sur X,, d’oit Dgcg’.

b) Condition suffisante: Si Dgcg’, ¢’ est un idéal de g, par suite le
sous-groupe connexe G' correspondant est fermé dans G et simplement con-
nexe (cf. Hochschild [4], theorem XTI.1.2). Soit R-@' le produit semi-direct
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de R par @' pour Paction exp (— tX,)g-exptX, de te R sur ge G'; alors
P’application de R-G' sur G

(t, 9) —>exptX,-g
est un isomorphisme local, donc global, de groupes de Lie. Définissons f

sur @ par f(exptX,-g) =1t; f est invariante 4 droite par G, d’out X'f =0
pour X'eg’; de plus f est manifestement centrale, d’out

d d
X,f(exptX,-g) = Esjf(exp tX, g-exp sXy)e= = a}f(eXP (t+ S)Xo'g)s=o =1,
ce qui démontre le lemme 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. a) Condition mécessaire: Si 0,
est une dérivation de U(g), alors pour X, Yeg

3[X, Y1 =[0,X, Y] +[X, 3,¥] =0

puisque 0,X et 0;Y sont des scalaires. Done 0; s’annule sur Dg, ce qui
équivaut & X, ¢ Dg:

b) Condition suffisante: Si X ;¢ Dg, appliquons le lemme 1 en prenant
X,= X; et pour g’ le sous-espace engendré par les X, k5=j; il donne une
fonction f;, C* sur le groupe G connexe et simplement connexe d’algébre g,
telle que

.X,f,'=1, kaj=0 Si k;éj.
En utilisant le crochet de I’algébre associative Diff (G) on a
(X, fl=e Xy,  [Xpf]=0 pour k#j;

par suite, pour Pe U(g),
aj-P = [Pr f!] H

ceci entraine que 0, est une dérivation de U(g), d’oi la proposition 1.

TaEOREME I. Soit G un groupe de Lie dalgébre g. Pour tout P € Z(g),
P 0, il existe Qe Z(Dg) N Z(g), @ #0, tel que Vinégalité:

(1) pour tout entier k>0 et tout ueD(U) |Qu|, o< C|Pul,q



SUR LA RESOLUBILITE LOCALE DES OPERATEURS BI-INVARIANTS 235

ait liew dans chacune des situations suivantes:
i) 1 existe un voisinage U de e dans G tel que (1) soit vérifiée avec C = 1

ii) st P ¢ Z(Dg), pour tout C> 0 il existe un voisinage U de e dans @
tel que (1) soit vérifide;

iii) st G est simplement connexe, pour tout ouvert relativement compact U
de @, il existe C > 0 tel que (1) soit vérifiée.

REMARQUE. Si P est exprimé au moyen d’une base X,, ..., X, choisie
comme ci-dessus, on peut prendre pour @ toute dérivée en X, ..., X, (au
sens de la proposition 1), non nulle d’ordre maximum, de P.

DXMONSTRATION DU THEOREME I. Nous allons traiter simultanément
les trois cas i), ii) et iii).

Notre point de départ est l'identité générale suivante, que ’on vérifie
sang difficulté:

@) |P'u|®=— (P'u, {Pu) + (P*u, f(P')*u) — ,
— (P*u, (P")*u) + ([P*, P']u, fu) ,

ou U est un ouvert de @, u € D(U), f € C*(U), réelle, P € Diff(U), P'= [P, f],
et P"=[P,f].

Soit X, ¢ Dg (notations du début de ce paragraphe). Le lemme 1, appliqué
avec X,= X, et g’ engendré par les X,, k= j, donne une fonction f, réelle,
C au voisinage de ¢ 8i @ est quelconque, C° partout si G est connexe et sim-
plement connexe, telle que

fey=0, X;f=1, Xif=0 (k+j).

Soit U un ouvert relativement compact de @, contenant e et contenu dans
le domaine de définition de f. Si P appartient & Z(g), alors il en est de méme
de P'= 0;P et P"= 0}P grice a la proposition 1, ainsi que de leurs adjoints;
donc le dernier terme de (2) disparait ici, et

| Pull = (& P*u]  a=0,1,2,..

puisque 0f P commute & son adjoint. On déduit alors de (2) avec ces choix
de U, f, et P:

(3) 19; Pu*< | Pul (20,8, Pu| + [ 3] Pu])
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pour u € D(U), our O, est la borne supérieure de |f| sur U. Par récurrence sur
Pordre m de P on en déduit

4) 10;Pul| <2mCy|Pu|, wueDU).

En effet, si m =1, on a 0j P =0, et (4) résulte de (3). Si P est d’ordre
m + 1, alors 0,P est d’ordre m au plus, d’olt

165 Pu| <2mCy [0, Pul|
par Ihypothése de récurrence, ce qui reporté dans (3) donne
|0;Pu] <2(m + 1) Cp| Pul .

Soit @ une dérivée non nulle d’ordre maximum a de P en X,, ..., X,:
On a Q € Z(g) par la proposition 1, et @ € U(Dg) car 9,Q = 0 pour 1<j<r;
done Q€ Z(Dg) N Z(g). De plus

|Qu] <(@mCp)*| Pul, weD(U),

par applications répétées de 1'inégalité (4). Comme P et @ sont bi-invariants
sur G

lQX*u| = |X*Qu|, |PX*u|= |X*Pu|
pour x€ N», d’olt pour tout entier k>0
1Qu]l;e<(2mCy)*|Pul, g, ueD),

avec (= sup |f|. Le théoréme résulte de cette inégalité: dans le cas iii),

on se rameéne aussitdt par translation & droite & raisonner sur la composante
connexe de ¢, i.e. & supposer G connexe et simplement connexe, et on peut
alors prendre pour U un ouvert relativement compact arbitraire de G; si
P ¢ Z(Dg), alors a>1, done (2mC,)* est arbitrairement petit pourvu que U
soit assez petit (cas ii); enfin si P e Z(Dg), I'inégalité a lieu trivialement
avec a =0, @ = P (cas i).

3. — Application a la résolubilité locale.

PRrOPOSITION 2. Soient G un groupe de Lie et P un opérateur bi-invariant
sur G. Les propriétés suivantes sont équivalentes (U désignamt toujours un
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voisinage ouvert de ¢ dans Q)
i) 4l existe U tel que PD'(U)> D(U) (résolubilité locale);

ii) il existe U et EcD'(U) tels que PE =6 sur U (solution élémen-
taire locale);

iii) 41 existe U tel que PC~(U) > D(U).

La méthode de démonstration est tout-a-fait standard. D’abord nous
démontrons le

LeMME 2. Soit G un groupe de Lie (de dimension n). Il existe un voisinage
owvert U de e dans G, et pour tout entier k>0 un opérateur A € U(g) (dordre
n(k + 2)) et une fonction fe C*(U) tels que Af =8 sur U.

Si G est résoluble simplement connexe, on peut prendre U = G.

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Soit X, ..., X, une base de g. L’appli-
cation

t= (tyy e, ty) > g(t) = expt, X, ... exp 1, X,

est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans R” sur un voisinage U de e
dans G. Pour we D(U), ke N, on a:

+00 +o00

k42 tk“ 0 \*t+2 ta
an ’“(g(tu 1tn)) (k+ 1)' dts f(a_tn) (g( )) (k+ 1)'

0
= (—1)ku(g(t1’ ceey by 0)) ’
d’ou aisément:
tk+1 tk+1

fxﬁn__,X'{+2u(g(t))(k+1)! Ty e = (DUl

£1220,...,852>0

Soient j la fonetion C® sur U définie par

at, ... dt,=j(g)d,g,

et fla fonction C* sur U définie par

(ty... ta)* i
f(g(t) = W‘H(tl) . H(t,)j(g®) ,
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ou H est la fonction de Heaviside; il vient

ule) = (— )™ | X7 . X1 u(g) f(9)drg, weD(T),

<]
goit

X2 XHE 5

Si G est résoluble simplement connexe, et connexe (on se raméne aussitdt
& ce cas), alors pour un choix convenable de la base X, ..., X, application
t+>g(t) est un difféomorphisme global de R» sur @& (cf. Hochschild [4], theo-
rem XII.2.2); on peut donc prendre U = @, ce qui achéve la démonstra-
tion du lemme 2.

Donnons tout de suite une conséquence du lemme 2 qui servira un peu
plus loin:

LeMME 3. Soit G un groupe de Lie (de dimension n). Il existe un voisinage V

de e dans G et, pour tout e € N*, une constante C > 0 telle que, pour u € D(V)

sSup IX"‘u(g)I < Olluulal+2n .
<@

8t G est résoluble simplement connexe, on peut prendre pour V un ouvert rela-
tivement compact arbitraire de @Q.

REMARQUES: a) D’aprés ce lemme, on peut indifféremment se servir
des semi-normes sup|X®u|, «€ N* ou |u|s, k€N, dans la définition de la
topologie de D(V). b) La méthode de démonstration utilisée permet en fait
de remplacer |x|-+ 2n par |¢|+ n dans l'inégalité ci-dessus.

DEMONSTRATION DU LEMME 3. Le lemme 2, avec k¥ =0, donne U, A,
et fe 0°(U) tels que u(e) = {Af, u)> = {f,'4du) pour we D(U). Soient U’

et V deux voisinages de e dans G tels que U’ soit relativement compact dans U
et V-1. VcU'. Pour u € D(V), g€V, u, (@) = u(gr), on a u,€ D(U’'), par suite

u(g) = [f)' A(w,)@) &0 = [f(o) Auign) d,a,

d’ott
sup [u] < Ifl. (| I4u(go)|*d,a)? .

Si ’on repasse & la mesure de Haar & gauche d,2 = A4(x) d,x, cette derniére
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intégrale s’écrit:
ﬂ‘Au(gw)l"’A(w)‘ld,w<sup A7 |MAu(@)|Pd iz <
o
v’ U’

<sup A7 |[tAu(x)|*A(») dx <sup A~1-sup A- [ *Au|?.
[/ d v’ v’

/4

Finalement, pour »e D(V),

sup |u| < [f|s-sup 4~*-sup A% |*Au] .
v v’

En appliquant cette inégalité 4 X*u, et en exprimant *A X< dans la base
des X’ on en déduit le lemme 3.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2. i) implique ii): Supposons
PD'(U)>D(U); en diminuant au besoin U, on peut supposer que c’est
aussi 'ouvert du lemme 2. Si V est un voisinage ouvert de e relative-
ment compact dans U, nous montrons que P admet une solution élémentaire
sur V. D’abord il existe un entier k>0 tel que pour tout f € C*(U) il existe
ue D'(U) tel que Pu = fsur V. Rappelons briévement ’argument d’analyse
fonctionnelle qui donne ce résultat (cf. Hormander [6] proposition 3.3.2):
Phypothése PD'(U)> D(U) implique que la forme bilinéaire (f, v) > f f-v-d.g

]

est séparément continue sur C°(U) X D(V) si 'on prend pour f la topologie
usuelle de C*(U) et pour v la topologie l1a moins fine qui rende continue 1’ap-
plication »+*Pv de D(V) dans C°(U). Donc cette forme est continue
(Banach-Steinhaus), i.e. il existe ¢ > 0, des entiers &, I >0, et un compact K
de U tels que

(<, v>1< 0 sup |X#](g)| sup |X#Po(g)],

OER, || 9EE, [Pl
pour fe C°(U), ve D(V). L’inégalité se prolonge & f € C*(U) et montre que
Papplication *Pv+> {f, v> est continue pour la topologie induite sur *PD(V)
par C°(U); on en déduit (Hahn-Banach) qu’il existe v € D'(U) tel que Pu = f
sur V, comme annoncé. Il suffit maintenant de prendre pour f la fonction
donnée par le lemme 2, et de poser £ = Aue D'(U) pour avoir:

PE =PAu=APyu=Af=4¢ sur V.

il) ¢mplique iii). Soient E € D'(U) une solution élémentaire de P sur U,
et V un voisinage ouvert de ¢ tel que V-1-V c U; alors PC®(V) > D(V).
En effet pour feD(V) la fonction

u(g) = <E,, f(gz~1))
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(ot lindice indique sur quelle variable porte l'opération) est C* sur V;
d’autre part, pour ¢ € D(T),

PLp(@), f(gz=)> = P Lp(@g), fl@™))
= (Po(xg), f(x~1)> (P invariant & gauche)

= (Py(x), f(gz™*)> ;
cette formule §’étend au cas ou ¢ € D'(U), et montre que

Pu(g) = (PE,, f(g9=~*)> = (9) ,

d’ou la proposition 2.

THEOREME II. — Soit G un groupe de Lie, @algébre g et de groupe dérivé D@Q.
Les propriétés swivantes sont équivalentes:

i) tout élément mon nul de Z(g) est localement résoluble sur G

ii) tout élément non nul de Z(Dg) N Z(g) est localement résoluble sur DG.

DEMONSTRATION DU THEOREME II. Le théoréme est local, on peut done
supposer @ connexe et simplement connexe. Alors DG est une sous-variété
fermée de G, simplement connexe, et il existe un relévement p de la projec-
tion canonique 7: @ — G/DG tel que 'application ¢: (x, y) —xp(y) soit un
difféomorphisme de DG x (G/D@) sur @ (cf. Hochschild [4] theorem XTI.1.2);
on peut évidemment supposer que g(n(e)) = e, d’olt @(e, n(e)) = e.

Remarquons que les opérateurs @ € Z(Dg) N Z(g) sont invariants par ¢,
au sens suivant: pour fe C*(G@), et ¢*f = fop, on a

¢*(@f) = (@, ®1)(@*),

puisque @ commute & la translation & droite par p(y) dans ¢. Pour étudier
la résolubilité locale de @ au voisinage de e¢ dans @, on peut done aussi bien
raisonner au voisinage de (e, zw(¢)) dans DG X (G/DG).

i) implique ii): Soit Q € Z(Dg) N Z(g), @ 0. D’aprés ’hypothése i) et
la proposition 2, il existe un voisinage U de ¢ dans G tel que QC*(U) > D(U).
En passant & DG X (G[DG) par ¢~ et en prenant les traces sur la sous-variété
y = m(e), on en déduit gréce aux remarques ci-dessus qu’il existe un voisi-
nage V de e dans DG tel que QC*(V)> D(V).

ii) ¢mplique i): Soient Pe Z(g), P+#0, et Qe Z(Dg) N Z(g), @ 0, un
opérateur associé & *P par le théoréme I. D’aprés I’hypothése ii) et la propo-
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sition 2, il existe un voisinage ouvert V de e dans D@, et F € D'(V), tels que
'QF = 0,, sur V. Alors

(tQ ® 1)(F ® 63/1)6) = 61)6 ® 60/1)0 = 6110)( (@/D&)

(en prenant le point z(e) pour origine dans G/DG); cette égalité, transportée
par le difféomorphisme ¢, montre que 'Q admet sur G une solution élémentaire
locale. En exprimant la continuité de cette distribution on voit grice au
lemme 3 qu'il existe ¢ > 0, un entier k>0 et un voisinage U de ¢ dans ¢
tels que
lu(e)| <C|Qul,qe, weD),
d’ou
lu(e)| < C*Puq

par le théoréme I (cas i)). Par suite la forme linéaire *Pu > u(e) est con-
tinue sur ‘PD(U) pour la topologie induite par HE(U); soit Ee H *(U) un
prolongement continu de cette forme linéaire:

(PE,uy =<B,'Pu)d =u(e), uecDU)

done E est une solution élémentaire locale de P, ce qui démontre le théo-
réme II.

COROLLATIRE. Sur un groupe de Lie résoluble tout opérateur bi-invariant non
nul est localement résoluble, et de plus admet une solution élémentaire sur tout
ouvert relativement compact si le groupe est résoluble simplement connexe.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. — Par applications répétées du théo-
reme II, il suffit de vérifier que tout opérateur bi-invariant non nul est loca-
lement résoluble sur 'un des groupes dérivés successifs D@, D*@, ..., D*@, ...:
Or 'un d’eux est réduit & 1’élément neutre, et le probléme y est trivial.

La deuxiéme assertion du corollaire s’obtient en reprenant la démon-
stration de la partie «ii) implique i) » du théoréme IT au moyen de la version
globale du théoréme I (cas iii)) et du lemme 3; on raméne ainsi le probléme
de G & DG, puis DG étant & nouveau résoluble simplement connexe, aux
groupes dérivés successifs jusqu’au cas trivial D*G = {e}.

Dans la démonstration du théoréme II, nous avons remonté de DG & G
une solution élémentaire. Si, au lieu de cela, on cherche & remonter des iné-
galités L2, on obtient la

PROPOSITION 3. — Soient G un groupe de Lie résoluble, P un opérateur bi-
tnvariant non nul sur Q. Il existe un voisinage ouvert U de e dans @, ¢t C > 0,
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tels que pour k entier >0, ue D(U),

[l < Cl P -

8i G est résoluble simplement connexe, on peut prendre pour U un ouvert rela-
tivement compact arbitraire de Q.

CONSEQUENCES. a) On a PH*(U) c H*(U) (avec les notations de la pro-
position 3), en particulier PL2*(U)> L*(U). En effet I'inégalité appliquée
4 ‘P entraine

1<y w| <[l [wle < Clf | - |*Pe]s

pour f € H*(U), u € D(U); par un argument déji utilisé plus haut, il existe
done T'e H*(U) tel que

(PT,u):(T,‘Pu):(i,u), ueﬁ)(U),
soit PT = f.

b) P admet une solution élémentaire dans H-*(U), ou n est la dimen-
sion de G. En effet d, appartient & H-*(U) d’aprés le lemme 3 (cf. remar-
que b), et b) résulte de a).

¢) Si @ est résoluble simplement connexe, P bi-invariant non nul sur @,
et ue D(G), alors Pu =0 entraine u = 0.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3. Comme P est Dbi-invariant,
X2 Py = PX%u, et il suffira de démonstrer I’inégalité pour k¥ = 0. D’autre part
il suffit de démontrer 1’assertion de la proposition 3 concernant un groupe
résoluble simplement connexe, puisqu’un groupe résoluble quelconque est
localement isomorphe & un tel groupe. Nous allons montrer que cette asser-
tion pour le groupe G est conséquence de l’assertion correspondante pour
le groupe D@; de proche en proche, on sera ainsi ramené au cas trivial
d’un groupe réduit & e.

Supposons done que G est connexe et simplement connexe (il en sera alors
de méme de D@G), et que pour tout @ € Z(Dg), @ #0, et tout ouvert rela-
tivement compact V de DG, il existe C > 0 tel que, pour ve D(V)

() 0] 56< C1€0] 56 -

Soit U un ouvert relativement compact de G; prenons V relativement
compact dans D@, et contenant (U-!-U)N DG. Pour uwecDU), ge U,
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u,(x) = u(gr), on a w,€ D(V) et, d’aprés (5)

[lugo)rd.0< o[ Q) @) a0

e D@

Q est invariant & gauche sur @, donc Q(u,)(x) = Qu(gz); DG est unimodu-
laire, car nilpotent, et il vient

(6) [ o< iQugo)rdia, ge T, ueD(V).

bé

Soient 7 la projection canonique de @ sur G/D@, et dy une mesure de Haar
(& gauche et & droite) de G/DG, normalisée pour que

[i@ g = [ay[1gnae, 1eD©) @y =n().

é/D@ DG

En intégrant ’inégalité (6) sur #(U) avec la mesure dy, on obtient:

f lu(g)[*dig < C*] [Qu(g)|*dug -

[
Revenons & la mesure de Haar & droite d,.g = A(g)-1d,g.

@) inf4-[ult<C*sup A-[Quly,  weDD).
U U

Soit maintenant Pe Z(g), P # 0. D’aprés le théoreme I, cas iii), il existe
Qe Z(Dg), Q+0, et C'>0 tels que

|Qule<C'|Puls, ueD(U).
Cette inégalité, jointe & (7), donne
lule<C"|Pulq,

et achéve la démonstration de la proposition 3.
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