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Quelques propriétés de solutions d’équations
et d’inéquations d’évolution paraboliques non linéaires.

JACQUES SIMON (*)

0. — Introduction.

On g’intéresse dans ce travail aux solutions d’équations aux dérivées
partielles d’évolution, paraboliques, fortement non linéaires. On utilisera
comme exemple type la variante suivante de I’équation de la chaleur, de
solution réelle u = u(x, ) o € 2, 2 étant un ouvert de R", et ol ¢ est réel.

n —2
w39 ( ou |? 6_u) =f au sens des distributions dans 2x1I,
1) ot Sy 0w, \| ox, ox;

=0 sur o2xI.

ou f=f(x,t) est donnée, et ol I sera successivement (0, 7),)— oo, + oo
et (0, oo).
Nous allons établir deux propriétés spécifiques du cas p>2:
— la solution «(T), T étant donné, du probléeme de Cauchy sur (0, T') est
bornée indépendemment de la donnée initiale u(0) (});
— il existe une et une seule solution « de ’équation (1) définie pour tout t e R.

(*) Université Paris VI, Laboratoire Analyse Numérique.
(*) On en déduira des résultats de non existence ou d’explosion des solutions
du probléme de Cauchy rétrograde, donc du probléme équivalent
ou

ou n 9
at e
=0 sur 02x[0,T]

%w(0) = u, .
Pervenuto alla Redazione 1’11 Marzo 1975.

-2 3
a—:-) =/f au sens des distributions dans QX [0, T]
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Nous établirons également des résultats sur le comportement & l'infini
de la solution du probléme de Cauchy sur (0, co(, qui sont vrais pour tout p,
1< p < oo, principalement:

si f(¢) admet une limite f quand ¢ — oo, alors u(?) tend vers la solu-
tion % du probléme stationnaire relatif a f.

On s’intéressera ensuite aux solutions de ’équation & coefficients dé-
pendant du temps

g oo
(2) ot i=1 a$,' @ 3.’1/';
u=0 sur 02xI,

-2 Oy
o,

)= f au sens des distributions dans 2x1I,

ou les fonctions a@; sont strictement positives et majorées localement en
temps, le comportement pour ¢ — 4 oo des fonctions a,(z, t) étant & priori
quelconque.

On montrera que quand p>2 existe une et une seule solution de (2)
définie pour tout ¢ € R si les a; ne sont pas trop petits au voisinage de — oo,
plus précisément, en notant

0

i=1..n
ze

a(t)=inf a,(z,t) , si fa(t)dt: +oco.
0

Nous donnerons des résultats sur le comportement & ’infini de la solu-
tion u(f) du probléme de Cauchy sur )0, oo( pour 1’équation (2). Plus pré-
cisement

— si pour tout ¢>0, [f(?)||<e a(f), alors w(f) reste borné quand #—> oco;

— 8i |f(?)]/a(?) >0 quand ?— oo, alors () tend vers 0 quand ¢ — oo (les
normes de f(f) et u(f) étant prises dans des espaces convenables).

Enfin nous donnerons des classes d’équations ou d’inéquations pour
lesquelles ces résultats, ou du moins certains d’entre eux, s’étendent. Nous
citerons en particulier une équation intervenant dans 1’étude des glaciers
et des variantes des équations de Navier-Stokes et de Schrodinger.

L’essentiel de ces résultats ont été annoneés dans deux notes,
ef. Simon [1], [2].

De trés nombreux résultats analogues ont été établis, principalement
sur les solutions d’équations non linéaires du type

3) w'(t) + Au(t) + p(u(t)) = 1)

ou A estlinéaire coercif et ¢ est une fonction réelle, non linéaire, par exemple
@(r) = |r|*—*r; sous des hypotheéses convenables elles vérifient les mémes
majorations que les solutions d’équations fortement non linéaires.
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C. Bardos et L. Tartar [1],[2] ont donné un résultat de bornage indé-
pendemment de la donnée initiale des solutions d’une équation parabolique
du type (3) & second membre uniformément borné en temps et en espace,
et ont étudié les relations avec des probléms d’unicité rétrograde.

De nombreux auteurs ont établi des résultats d’existence ou d’unicité
de solutions bornées d’équations sur tout K en supposant le second membre,
ici f, borné et en particulier périodique ou presque périodique: pour les
équations paraboliques non linéaires du type (1) ef. L. Amerio et G. Prouse
[1], M. Biroli[1], J. L. Lions [1] chap. 4.8, G. Prouse [1] et J. Simon [1];
pour les équations paraboliques non linéaires du type (3) cf. F. E. Browder
[1]1,[2] et G. Prodi [1], [2].

Le résultat qu’on donne ici présente la particularité d’étre établi sans
hypothéses globales (en temps) sur f ou u, c’est & dire sans restriction sur
le comportement de f(f) et () quand ¢ — 4 oo, et pour des opérateurs
dépendant du temps sans hypothéses uniformes sur ceux-ci; dans Simon [1]
on donne d’autres résultats sans hypotheéses globales.

La convergence & l’infini qui est liée 4 la stabilité de la solution du pro-
bleme stationnaire, a suscité de nombreux travaux. Nous n’en connaissons
pas pour les équations non linéaires du type (1); pour les équations du type (3)
cf. A. Friedman [1], [2], [3], [4], H. Fujita [2], O. P. Oleinik [1], J. P. Puel [1]
et D. H. Sattinger [1]; pour les équations linéaires on renvoie & S. Agmon et
L. Nirenberg [1] §18, ou il ést donné un développement asymptotique des
solutions. Enfin A. Friedman [6] étudie le comportement & ’infini de solu-
tions d’équations linéaires avec des conditions aux limites non linéaires.

La majoration & l'infini de la solution du probléme de Cauchy sur )0, co(
pour I’équation (2) que nous donnons ici généralise (aux équations a coeffi-
cients & comportement quelconque & 1’infini) un résultat de L. Amerio et
G. Prouse, cf. également Lions [1], Chap. 4.8, qui estrappelé alaremarque 11.

Nous suivrons le plan:

Cadre fonctionnel.

Bornage de la solution du probléme de Cauchy.

Solution sur R.

Convergence & 'infini de la solution du probléme de Cauchy.
Solution sur R d’une équation & coefficients dépendant du temps.

\

Comportement & l’infini des solutions d’une équation a coefficients dé-
pendant du temps.

S Tk W b

7. Extension des résultats.
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1. — Cadre fonctionnel.

Soit 2 un ouvert borné de R* de point générique z = (x4, ...,x,), de fron-

tiére 0Q2. Etant donné 1<p<oco on note

qu’

et

WoP(Q) = {v t.q. v, a%%, ey -?wﬂ-eL”(.Q) et v =0 sur 69}

on munit de la norme

Iol = (¥

_62
ox

?2\ 1/p
- 9
%

W-1'(Q), ot 1/p+1/p’=1, est son dual, qu’on munit de la norme

duale |v] .

Enfin on note [v| la norme dans L*(2) et (v, w) le crochet de dualité

entre Wi?(2) et W~1?(2). On a

4)

l|<k|v] VYveWy?(R).

On est en mesure d’énoncer le résultat d’existence et d'unicité d’une solu-
tion du probléme de Cauchy établi dans Lions [1]:

ProrosiTION 1. Soit T> 0; étant donnés

wel(Q) e feL”(0,T; W' Q),

il existe une et une seule fonction w vérifiant

(5)

(6)

™

U 60(0, T; Lz(g)) N Lo, T; W(I)'D('Q))

, 2 0 (|ow . |>20u . 1w
/(1) —‘_Zl 8m.~(87.~(t)| %;(t)) =f(t) p.p. en t, dans W12 (Q),
w(0) = u,

Notons
20 [|lov|?ov
w=-3 (% =)
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L’opérateur A est coercif sur Wi?(2), en effet
(8) (4o, v) = v|®?, Vve Wy"(RQ).

Tartar [1] a montré que cet opérateur est fortement monotone quand p >2 (*)
au sens

9) (Av— Au,v—u)>|vo—ul®, Vu,ve W(Q),
inégalité qui résulte de 'inégalité réelle
(10) (lef-2o—lyl*y)@—y)>lo—y*, Vo,yeR.

Pour établir (10) on se raméne par homogénéité au cas y =1, |[r|< 1 etil
ne reste qu’a minorer la fonction réelle

I

2. — Bornage de la solution du probléme de Cauchy.
On va démontrer le

THEOREME 1. Quand p > 2 lensemble Uy, parcouru par la solution u(T)
définie par la proposition 1 quand u, parcourt L*(R2), est borné dans L*(£2).

REMARQUE 1. En général la solution u(T) n’appartient pas & Wg?(2)
de sorte que I’ensemble U, n’est pas borné dans cet espace, mais il résulte
du théoréme 1 et de la majoration (12) que, étant donnés 0 < T < T', Pen-
semble U, parcouru par la restriction de « & (T, T') quand u, parcourt
L*(9), est borné dans L?(T, T, Wi?(R)).

REMARQUE 2. Ces résultats sont spécifiques du cas p>2. En effet
quand p =2, i.e. pour I’équation de la chaleur, ’application %, —>u est
linéaire et quand 1 <<p < 2 considérons ’exemple suivant: supposons qu’il

(® La majoration (9) implique que A-! est Héldérien d’ordre 1/(p —1); elle
ne peut donc étre vérifiée que pour p >2.
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existe une fonction g vérifiant (°)

geWs"(2), g+#0,
no9 og |20
Ag +,§1 ( 29 J

a.’],‘ ‘ 3w < 8:0 i

(11)

):0, o A>0.

et soit r la fonction de classe C'(0, co) définie par »(0)>0 et

r(0)2-?
A2—p)’
r(t) =10 sinon .

r(t) = (rO)?— A2 —p)t)'en i<

Alors u(t) = r(t)g est solution de la proposition 1 relative & f=0 et &
u, = 1(0)g, et on constate que, T étant fixé, |u(T)| - oo quand »(0) — oo.

REMARQUE 3. Le probléme rétrograde, c.a.d. la recherche d’une fonc-
tion « vérifiant

D (o, tow |
W () —z%( o <t>’ Pw) =t . dans o, 10,
w(T) = up

we IP(0, T; W ()

ol u, est donné dans L3({2) admet une solution si et seulement si u,€ Ug:

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Multiplions 1’équation (5) par «(z),
il vient avec (8)

% g—t [w@[* + [u @) = (1), w(@) <[]« [

(3) Pour établir I’existence d’une telle fonction en dimension 1 on introduit
une fonction y de classe C! solution de

dy
dz

7(0)=0, (0)=1;

()

d
v(®) + Tz ( .

p—z@(w)):o V23>0,

on montre que y s’annule et un point « > 0, et étant donné Q = lx,, x,[, la fonction
o

p—-1

définie par g(x) =y (a x—wl) est solution de (11) avee A=
Ly — Ty,

Ly — &y
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et en majorant le second membre par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

1 .
(12) 3 GO+l @l < 1ol
et avec (4)
a s 2 o 2 o .
(13) G OF oS @< IfOF pp. dans )05 7(

Le lemme 1 ci-apres avec ¢(t) = |u(t)|* montre alors que

T
—92 \—20-2 9 ,
(14) Iu(T)I2<(p T) +2 fllf(a)llzdo
0

p'y?
ce qui établit le théoréme.
I1 nous reste & établir le

LEMME 1. Soit ¢ une fonction réelle, continue, positive, p.p. dérivable sur
un segment ICR, et telle que

(15) &' (1) + ed(t)?2<k(t) p.p. dans I

ol p>2, ¢>0 et k est positif et intégradble sur I.
Alors pour tout 0, t dans I tels que 0<t on a

t
(16) )< (1” 2_2 c(t—ﬁ))_m)_m—i— f k(o) do .
0

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Si ¢(0) = 0 il suffit d’intégrer (15) de 0
4 ¢, supposons done ¢(6)>0. On définit la fonction réelle yp dans (0, t) par

—2/(p—2)
(17) 'P(T)=(¢(9) ~o-np g P2 O(T-— )) +f (0)do .

Elle y vérifie

v =—o (300 + 22 ow—0) " ki),

— —2/(p—2)
P 20(1—0)) ’

p(ape (3(0)-on
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de sorte que

(18) ¥'(0) + cy(o)?*=k(c) p.p. dans (6,1),
et enfin
(19) v(0) = ¢(09).

On déduit de (15), (18), et (19) que
(20) (1) <e(?)

d’ol le lemme puisque (17) montre que

(21) wor< (252 ee—0) """+ [kora0
6

On remarque que la majoration (20) est également vraie si 1<p<<2
mais la majoration (21) n’est plus vérifiée.

REMARQUE 4. En utilisant la propriété (9) on majore la différence de
deux solutions u, et u, de la proposition 1 associées 4 des valeurs initiales
distinctes de fagon analogue & (14), quand p > 2, par

—92 \—2(r-2)
Jua(T) — un(T) |* < (’—'y— T)

donc I’ensemble U, défini dans I’énoncé du théoréme 1 est inclus dans une
boule de rayon (((p—2)/yP) T)‘l’(”“z’, qui décroit vers 0 and T croit vers
Pinfini.

REMARQUE 5. En posant v(t) = u(T —1) le probléme rétrograde posé a
la remarque 3 s’écrit:

+28w,<

9(0) = v5(= u,) ,

ve L2(0, T; Wi(R)) .

. 0 l o) =g) (=—fT—1) pp. dans )0, 2(,

(22)

En majorant % avec (20) au lieu de (16) on compléte le résultat de non
existence globale par le résultat de croissance et d’explosion suivant: toute
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solution de (22) vérifie, quand p> 2,

13
—(p—2) _— —1/(p—-2)
l”(t)|>((|”o|2"§7 f Ilg(a)lle'do) P 2t) e
0

p'y?

tant que ¢ est assez petit pour que le second membre soit défini:

si 0 est fixé, pour v, assez grand en fonction de 0, toute solution de (22)
explose, i.e. devient infinie dans L%*(£), au plus tard quand ¢—0_.

En particulier si g=0, on a

—92 \-Ve-2
lwm>(erﬂ—ﬁf—0 -
D y?

On trouvera d’autres résultats de non existence globale ou d’explosion de
solutions d’équations paraboliques dans A. Friedman [5], M. Fujita [1], [2],
S. Ito[1], S. Kaplan [1], M. A. Levine [1] et J. L. Lions [1], chap. 1.2.

3. — Solution sur R.
Etant donné un espace de Banach X, on note
L? (R, X)={v, v defini sur R, t.q. veL*(T, T', X), YT <T' finis}.
On va démontrer le
THEOREME 2. On suppose p>2. Etant donné
feLi(B, W ()
il existe une et une seule fonction u vérifiant
(23) weC(R,L*Q) nLﬂm(R, W?(02))

( )l za_“ (1) ) f(t) p.p. dans R, dans W—12'(Q) .

! 2 a
DEMONSTRATION DE L’UNICITE DANS LE THEOREME 2. Soient u et 4
deux solutions de (23), (24). Soustrayons les équations (24) relatives a «
et uy et multiplions par () — us(l):

&lg,

|u(t — ux(?)|® + (Au(t) — Aus(t), u(t) —ug(t)) =0 p.p. dans R;

NI
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avec (9) il vient
(25) 22 u) — walt)lf + ) — sl <0

et avec (4),
d 2
(26) 7 ]u(t)—u*(t)lz—l—;;Iu(t)—u*(t)|'<0 p.p. dans R.

Le lemme 1 montre alors que pour tout 0, ¢ tels que 6<¢?, on a

p—2 —2/(p—2)
27 ) _6
@7) [u(t) — w4 0) <( - )

et en faisant 0 - — co on obtient
u(t) —ux() =0, Vi.

DEMONSTRATION D’EXISTENCE DANS LE THEOREME 2. Etant donné n
entier on définit u, dans LI (R, Wi?(R2)) par

U(t)=0 Vi<—n,

N . (

&1 0,

(28) o |72 Bu,

%(t)' aw—,.(t))=f(t) p.p. dans (—mn, oo(.

Soient T et T’ donnés, et m et n tels que —m<—n<T<T'. En sous-
trayant les équations (28) relatives & w, et u, sur (—mn,?) on obtient de
facon analogue & (27)

— —2/(p—
wn—und<(P=2+m) . Vt>—n
y?
d’ol

p—2 —1/(p—2)
(29) fta— tmimazvn < (P (T + m)

On a de fagon analogue & (25)

1d

Y [n(£) — Um(®) |2+ [[%n(t) —un(t)|?<0  p.p. dans )—n, oo

et en intégrant de T & T"

-

— —2/(p—2

60 [lue)—uuto)lrdo < uni —wmm< (L5 @ )
T
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Les majorations (29) et (30) montrent que les u, forment une suite de Cauchy
dans O(R; L*(R2)) (") N L2 (R; Wy?(2)), et convergent vers un élément u
dans ces espaces. Le passage & la limite dans I’équation (28) sur tout in-

tervalle fini (T, T") est immédiat, ce qui montre que u est solution de (24).

REMARQUE 6. Si p =2 il n’y a pas unicité des solutions de (23) et (24):
si u est une solution de (24), et si g est un vecteur propre de — 4 associé &
la valeur propre A, i.e. —Ag=1g, geHy(R2), la fonction définie par
v(?) = u(t) + g exp [— At] est également solution de (23) et (24); en effect on a

v'(t) — Av(t) = w'(t) — Au(t) — (g + Ag) exp [— M] = (1) .

4. — Convergence a linfini de la solution du probléme de Cauchy.
Soit X un espace de Banach, on note ici
L} (0, 003 X)={v, v défini sur (0, oo t.q. ve L?(0, T'; X), VT fini}.
Etant donnés

(31) feIb,(0, co; W17(Q)) et u,e L¥(RQ),

loc

la proposition 1 montre qu’il existe une et une seule fonction » vérifiant

(32)  weC(0, oo, L*(2)) N Li,(0, co; W5”(2)),

2 U

ou L
E(t)l %—i(t))=f(t) p.p. dans )0, oo,

L
33) wm—X 5(

i=1

34)  u(0)=u,.
On va donner une condition sur f pour que #(t) ait une limite quand ¢ — co.

THEOREME 3. 8i f, défini par (31), admet une limite f dans W7 (Q)
au sens

t+1

(35) [lie)—flR s >0  quand t oo,
11

(*) Muni de la topologie de la convergence uniforme sut tout intervalle borné.

40 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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la solution u(t) de (32), (33) et (34) converge dans L*(Q2) quand t — oo vers
la solution unique u du probléme stationnaire.

ue Wi'(Q),
0) 32 (|
<1 o, \ | Ow,

p—2 92) _s.

ox;

REMARQUE 7. L’hypothése (35) est évidemment réalisée si f est continu
dans W% (Q) avec f(t) >f quand t — co.

REMARQUE 8. La solution # n’étant pas continue dans Wi?(2), u(f) ne
converge en général pas dans cet espace, mais il résulte du théoréme 3 et
de la majoration (38) que

t+1

(37) f]lu(a)— ul|*do -0 quand ¢ oco.
t

DEMONSTRATION DU THEOREME 3 QUAND p>>2. Soustrayons les éga-
lités (33) et (36), et multiplions par u(t) —u; avec (9) il vient

2 jut)— uft+ Jut)—ul> < (fO—Ff, vi)—u),

N

et en majorant le second membre par l'inégalité de Cauchy Schwartz

1d ., 1 o1 _ple
(38) 5 a v —ul 4+ Jut) —ule< 5 I —f17
et avec (4)

a . 2 b2 T
(39) @ O —ul o ) —uP <G IO £ -

Soit >0 donné. Le lemme 1 montre alors que pour tout £>¢ on a

(40) () — m[2< (p;2

\2o-2) t ,
)"+ i1z ao
i—1

et I’hypothése (35) entraine

— 92 \-2—2)
lim sup |u(t) —u|*< (p " i)
t—>o0



QUELQUES PROPRIETES DE SOLUTIONS D’EQUATIONS ET D'INEQUATIONS ETC. 597
d’ou le théoréme puisque cette majoration est vérifiée pour tout <.

REMARQUE 9. Si f(t) =f, V¢, le second membre de (38) est nul et la
majoration (20) s’éerit quand p > 2

(41) |u(t)—ul< ( + p—2 t)—-ll(p._z) '

%o — w72 »*

L’exemple de la remarque 2, qui est également valable pour p>2,
montre dans le cas ou f=0, u =0 que la majoration (41) est la meilleure
possible; on n’a done pas décroissance exponentielle comme dans le cas
linéaire.

REMARQUE 10. Quand p =2, la majoration des solutions de 1’inéga-
lité (39) est classique,

o—1t\

fu(t) — 1] < futo— u] exp (—yi) + ( | H’ﬂo)—fllzexp( = )da)*

et le théoréme 3 en résulte aisément.
Quand 1 <p<2 la propriété (9) est remplacée, cf. note (2), par

lo—u]®

lul*= + Jo]*-

(Av— Au, v—u)> Yu, ve Wi*(2)

ce qui complique notablement la démonstration, que nous ne donnerons pasici.

REMARQUE 11. La majoration (40) relative & f=0 et u=0 (ce qui
n’utilise alors pas la propriété (9) mais seulement la coercivité de 4, i.e. (8))
permet de retrouver la condition pour qu’une solution soit bornée donnée
par L. Amerio et G. Prouse:

Si

t+1

f If(0)|% do<cte  Vt>0
t

alors
t+1

weL®(0, co; L)) et f||u(a)]|”da<cte, Vi>0.
t

Le Th. 3 s’étend aisément aux solutions d’équations & coefficients dépen
dant du temps, uniformément minorés et majorés: soient a;, t=1,...,n



598 JACQUES SIMON
des fonctions mesurables telles que
(42) 0<a<a;z,t)<b<<oo p.p. dans 2x)0, oof.

et soient fe L2 (0, co; W™17(Q)) et u,e LA(R).
Si f et les a, admettent des limites f et @; au sens

t+1
(43) f If(6) —f |E do -0 quand ¢ > oo
12
(44) lim sup Ia,(t) _ailL‘D(g) =0 9 Vi
t—co

alors la solution u(t) de

n —2
%—2 82 (ai Z: ’ 8_u) =f au sens des distributions
i=1 i i
(45) dans £ x)0, oco( ,
u€ C(0, co; L2(2)) N Li(0, co; We™(2)),
w(0) = u, ,

converge dans L*(2) quand ¢ — oo vers la solution u du probléme stationnaire

~2 oy
) =1

ou

or;

no9
%%ﬁ"

ue Wg?(Q).

Pour établir ce résultat on se raméne a une équation & coefficients constants
en écrivant I’équation (45) ainsi:

) u  |*20
o) w)—3 7o (a0 30 =) -

L]
=mp;%ﬂ

=2 gy
a0 2,0)
et on utilise le théoreme 3; il suffit donc de vérifier que le second membre
de (46) converge vers f au sens (35).

5. — Solution sur R d’une équation coefficients dépendant du temps.

On se propose de généraliser le résultat d’existence et d’unicité du § 3
aux équations i coefficients dépendant du temps. Cette généralisation est
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triviale si les coefficients vérifient des conditions uniformes en temps, mais
on ne va faire 4 priori que I’hypothése locale suivante: soient a;, t=1,...,n

des fonctions mesurables dans 2 X R et t.q.

47) O0<arp<ayzr,t<bp<<oo p.p. dans 2x)—T, 4 T( pour tout T fini .

On note

(48) a(t) = inf a,(x, 1) .
i=1l.n
xeQ

On a alors de fagon analogue & (9)
(49) (A@)v—A@)u, v—u) >a(t)|v—ul?, Vu,ve Wy?(2).
On généralise le Th. 2 par le

THEOREME 4. On suppose p > 2, Phypothése (47) vérifiée et (°)

oo

(50) a(o)do = + oo}

Se

Etant donné
feLp (R, W '7'(Q))

il existe une et une seule fonction w vérifiant

LN}
61 w)— 590—(

i=1

p—2
t)’ du t)) =f(t) p.p.dans R,
(52) ue O(R, L¥(Q)) N Li, (R, W5"(Q)) .
DEMONSTRATION DE L’UNICITE DANS LE THEOREME 4. Reprenons la

démonstration d’unicité du théoréme 2; la différence de deux solutions est
majorée de fagon analogue a (26) par

2
(63)  GIO— O+ a@u@O—u(OP<0  Dp. dans B

(5) Si I’hypothése (50) n’est pas vérifiée, on démontre par une méthode de
compacité qu’il existe encore une solution de (51) et (52), cf. Simon [1], mais il
n’y a plus unicité.
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Le lemme 2 ci-aprés montre alors que pour tout 0, ¢ tels que 0<¢, on a

i
—2/(p—2)
2fa(a) do‘) ’
0

N

et en faisant 0 —— oo on obtient grice a I’hypothése (50),

|u(t) —us(t) < (p —
Y

w(t)—us(t) =0, Vi.

On généralise de méme la démonstration d’existence.
Il nous reste a établir la généralisation suivante du lemme 1:

LEMME 2. Soit ¢ une fonction réelle, continue, positive, p.p. dérivable sur
un segment ICR, et t.q.

(54) $'(1)+ e <k(t) p.p. dans T

ot p>2, ¢>0 et k est intégrable sur I; alors pour tout 0, t dans I tels que
0<t, on a

t t
(55) $(t) < (p ;2 f c(a)do)—2/w—2>+ k(o) do .
[’] ']

Le lemme 2 se démontre comme le lemme 1, nous en laissons le soin au
lecteur.

6. — Comportement a Dinfini des solutions d’une équation a coefficients
dépendant du temps.

On se propose de généraliser aux équations & coefficients dépendant
du temps les conditions données au § 4 pour qu’une solution soit uniformé-
ment bornée ou nulle 4 I’'infini. On ne va faire que I’hypothése locale suivante
sur les coefficients: soient a;, ¢ =1,...,n des fonctions mesurables dans
£2%)0, oo t.q.

(56) O0<ap<az,t)<bp<oo p.p. dans 2x)0, T( pour tout 7 fini,

on note encore

(57) a(t) = inf a,(x, 1) .
i=1l.n
z€Q
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La généralisation de la proposition 1 pour un opérateur dépendant du temps
montre que, étant donnés

(58) feIr (0, 00; W% (Q)) et w,eL2(RQ)
il existe une et une seule fonction % vérifiant

-2 Jy

LN’
(59) u'(t)—_zé-;(ai(n ) 0)=f0 . dans )0, oo(,

=1

(60) u € 0(0, 005 L*(Q)) N L0, 00; Wy (2))

(61) w(0) = u, .

Donnons une condition pour que cette solution soit uniformément bornée:

THEOREME 5. On suppose Uhypothése (56) vérifiée. Si f défini par (58)
et a défini par (57) vérifient

il existe une suite {¢,}, n €N, croissant vers ’infini avec = t.q.,
tn+y

fa(o)do‘>cte Vn ,

(62) tn

tn+y ,
I#(o)]2

a(o-) '/

do<cte Vn,

n

alors la solution w de (59), (60) et (61) est uniformément borné dans L*(L),
1.e.

(63) ueL(0, oo, L*(Q)).

REMARQUE 12. L’hypothése (62) est en particulier réalisée si

o

ﬁ@@=+m
0

et si f est localement borné dans W% (Q) avec ||f(¢)|«< c.a(t), V¢>0.

REMARQUE 13. On retrouve le résultat rappelé & la remarque 11 en
prenant i, = n.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 5 QUAND p>2. Multiplions 1’équa-
tion (59) par u(?),

[+ a@]u@)|? < (f0), w(®))

[ SR
:49..

et en majorant le second membre par ’inégalité de Cauchy-Schwartz

. a()
3 3o+ 2 el < o ol
et avec (4)
2 D
(64) 2 mor+ ““’ S oP< ”ﬁ;ﬂ,p

Soit te (¢, tny1), n>1. Le lemme 2 avec 0 =1t,_; donne

. t
- -0 2 Lf(o)|z
2 p—3 Il BIASYAES
]u(t)l <(p’y” ja(o')dd) +p/ a(o‘)”'/p dU,
o tn—y
tn

tn
—2 —2/(p-2) 9 2’
(65) Iu(t)lk(z;, ; fa(a)dc) +o —IL’C((G"))JL do

tn-q tn-g

et ’hypothese (62) montre done que |u(t)| est borné indépendemment de n
ce qui établit (63).
REMARQUE 14. Quand _fa(a)da< oo I’hypothése (62) ne peut pas étre

0
verifiée par une suite infinie {¢,}, mais il suffit qu’elle soit vérifiée parla
suite {#; = 0,1, = oo} i.e. que

[ lr)z 1% ;

a(o )plv do < oo

0

On va donner maintenant une condition pour que la solution # soit nulle &
Pinfini.

THEOREME 6. On suppose Uhypothése (56) vérifide. Si f défini par (58)
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et a défini par (57) vérifient

il existe une suite {t,}, n» €N, croissant vers I’infini avee » t.q.,
tn+y
a(c)de — oo quand n—co,
(66) 1| ¢
tn+1
lf@|%
Wda’-»() quand n—>oo,
tn

alors la solution wu(t) de (59), (60) et (61) tend vers 0 dans L*($2) quand t tend
vers Dinfini.

REMARQUE 15. L’hypothése (66) est en particulier réalisée si

oo

ﬁmwz+m

0
et si f est localement borné dans W~'7'(2) avec ||f(t)|«/a(t) — 0 quant ¢ — co.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6 QUAND p>2. L’hypothése (66)
montre que le second membre de (65) tend vers 0 quand n — oo, i.e.

Sup |u()]?*—0 quand n—oo
tn <t<tgsy

ce qui établit le th. puisque t; — co avec n.

PRINCIPE DES DEMONSTRATIONS QUAND 1<p<2. Quand p =2 liné-
galité (64) entraine que u est majoré par

¢ |1 t
e {1 ICTEREEY PP
Jo () ]2 < |uo] exp( yzofa(a)da)—i—o a(s) exp( yzo a(c)do) ds

majoration qui permet d’établir les résultats annoncés au théoréme 5 et 6.
Quand 1< p <2, il nous faut d’abord une majoration analogue au lemme 2.

LeMME 3. Soit ¢ une fonction réelle, continue, positive, p.p. dérivable sur
un segment I C R, et telle que

#'(t)+ e(t)p(t)”><k(t) p.p. dans I
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ot 1<p<2, ¢>0 et k est intégrable sur I.
Alors pour tout 0, t dans I tels que 0<%t on a

11 t 3
— 3 ) — —1/p
2 2p fc(a)da) ; (p 3 2fc(a)da) ' }+fk(a)do‘
] [} [}

DEMONSTRATION DU LEMME 3. On démontre de fagcon analogue & la
$(t) <Sup {0; P(0)-»ir—

majoration (20) du lemme 1 que
t i
2 . f o(o) da}w—m + f k(o) do
; 0 0

on pose z = ((2— 1))/2)J~ (0)do et on majore, pour 0<z<@p(@)* 2
0

#(t) <Sup {¢(9) - (

(¢(0)(2—v)/p _ m)2/(2—z») <¢(0)— ¢(0)1— 2/(2—1)
car le premier membre est convexe en x, et on le majore finalement par

$(0) —at si ¢(0)2x>at

dO)<z™?  si g0)Pw<at.

= $(6) —$(6)""x < [

DEMONSTRATION DES THEOREMES 5 ET 6 QUAND 1<p<2. Comme
quand p>2 on a, cf. (64)

@y + 229 gy < 2 1O

(67) altI | p'y* P at)yp’

Le lemme 3 avec 0 =1, et ¢ =1t,,, montre que
(68) [w(t, 1) P <Sup{|u(t,)| _“m P
ou

tnss

oy = 2 ;pfa(a) do ,

tn

IIf(Cr 1%

’/n
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et pour établir les théorémes 5 et 6 il ne reste au lecteur qu’a montrer que

— sia,>a>0 et ¢, <@ < oo, Vn, alors toute suite vérifiant (68) est bornée;

— 8i @y —> + oo et ¢, -0 quand n — oo, alors toute suite vérifiant (68)
tend vers 0 quand n — co.

et & utiliser 1a majoration (67) pour estimer |u()|* sur (s, tns1)-

7. — Extension des résultats.

7.1. Equations monotones.

Les résultats de ce travail s’étendent aux solutions d’équations para-
boliques fortement monotones d’ordre p, i.e. aux équations du type

(69) w' (1) + Mut) = f(2)

ol M est un opérateur, ou une somme d’opérateurs, tel que dans un espace
convenable on ait

(Mv— Mu,v—u)>clv—ul* avec ¢>0

et ou f est dans un espace convenable X.
En effet la différence de deux solutions u et u, relatives a f et f, vérifie
alors une majoration du type

[u(t) — ws(t) |2+ e|u(t) — ust) P <c'|f() — F(D)[%

DO | =t
&l

(70)

majoration & partir de laquelle on a établi les résultats de ce travail (pour
certain résultats on considere le cas fx =0 et uy = 0).

On peut aingi étendre ces résultats aux solutions d’une variante non linéaire
des équations de Schrodinger étudiée dans Lions [1],

w'(t) —idu(t) + |u(t) [u(t) = f(?)
u(t)=0 sur 0Q

équations & valeurs complexes olt i =4/—1 et ol p est réel positif.
On peut également étendre les résultats de ce travail aux solutions de
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I’équation
o' () — div (|Va(t) "2 Vu@)) =1 dans Q,

|Vu(t)|"—2%: W=f sur 09,

ou Vo= (ov/ox,, ..., Ov[ox,), et f assez régulier, équation dont le modéle
stationnaire est introduit par M. C. Pelissier et 1. Reynaud [1] pour I’étude
de I’écoulement des glaciers.

7.2. Equations coercives.

La plupart des résultats s’étendent également aux solutions d’équations
paraboliques coercives d’ordre p, i.e. aux équations du type (69) ou M est
un opérateur ou une somme d’opérateurs, tel que dans un espace conve-
nable on ait

(Mv, v)>c|vjr avec ¢>0

et ol f est donné dans un espace convenable X.
En effet toute solution de (69) vérifie alors une majoration du type

4

(1) at

[

[u(@)|*+ elu®) P <c'[f(t)[x

majoration & partir de laquelle on a établi les résultats de bornage et d’ex-
plosion du § 2 et les résultats sur les solutions bornées ou nulles &4 I’infini du § 6.

On peut également étendre les résultats d’existence d’une solution sur B
des § 3 et 5 (mais il ny a plus unicité) moyennant certaines hypothéses de
compacité (cf. Simon [1]) qui permettent le passage & la limite dans 1’équa-
tion approchée analogue & (28), I’inégalité (71) ne permettant pas de montrer
que les solutions approchées u, forment une suite de Cauchy mais seulement
qu’ils forment une suite bornée.

Les seuls résultats qu’on ne sache pas étendre sont ceux de convergence
4 Vinfini du §4.

On obtient par exemple des résultats pour la variante suivante des équa-
tions de Navier-Stokes étudiée dans Lions [1] (Chap. 3, §5), équations en
w="{t, ..., u,} et ¢:

ou L] ou o ou
—_— _ -2 = f—
o vzl o, (|Vu[1’ Bxi) +,~§1u' %, f—gradq dans QxI,
dive=0 dans 0QxI,
u=0 sur 0QxI,
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ol
ou, |2
ox;

Vo =3

4i=1

7.3. Inequations avec contraintes.

Les résultats des chapitres précédents s’étendent aux solutions des pro-
blémes unilatéraux, avec contrainte du type u(?) € K, associés aux équa-
tions étudiées. En effet ces solutions vérifient les méme majorations que les

solutions des équations correspondantes.
Ainsi étant donné K un convexe fermé de Wy?(f2) contenant 0 on a,

cf. Simon [1], le résultat suivant:
Etant donné
f € Lin(R, W™17(9))

il existe une et une seule fonction % vérifiant

uwe O(R; L*(Q2)) N L2 (R, W?(R2))
u(t)e K p.p. dans R

f(v'(t :Z (

=2 gy,

5, (t)) — (), v(t) — u(t)) >

ou
600,

> 2 (Jo(T) — (")~ [o(T) —u(D)]?)

pour tout intervalle borné (T, T') et pour tout » vérifiant
vel? (R, WaP(R2)), v'eIl(R; W '"(Q) et ov({)eK p.p..

Les autres résultats s’étendent de fagon analogue.
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