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Quelques propriétés quantitatives
des ensembles semi-algébriques.

JACEK BOCHNAK (*)

1. — Introduction.

Il semble étre intuitivement clair que le nombre des extremums locaux
stricts d’un polyndme feR[z,,...,x,] de degré <k, est borné par un
nombre ! dépendant uniquement de n et k. La démonstration précise de
ce fait n’est pas cependant facile et resulte du théoréme suivant dii a Milnor-

Thom [1], [4]: Si V= Nf;7%0), ot f,eR[z,, ..., »,] sont des polyndmes de
i=1

degré <k, alors la somme des nombres de Betti de I’ensemble algebrique V'
est <k(2k—1)" .

Comme I’ensemble A, des points ol le polynome f de degré <k atteint
un extremum strict est contenu dans l’ensemble de points isolés de

V,= N (0f/0w;)~*(0), le nombre d’éléments de A, est donc toujours
i=1

<(k—1)(2k— 3) .

Considérons maintenant le probléme suivant un peu plus général: soit
M c R* un engsemble semi-algebrique; montrer que le nombre d’extremums
stricts de la restriction & 1’ensemble M d’un polyndme f de degré <k, ne
dépend que de M et k. (I1ne semble pas que I’application directe du théoréme
de Milnor-Thom puisse donner la solution de ce probléme, comme c’était
le cas pour M = R»).

Il y a plusieurs problemes de ce genre; grosso modo il s’agit de montrer
que le nombre de certains objects « de nature semi-algebrique », associés a
un ensemble semi-algebrique donné, est majoré par un nombre dépendant
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uniquement du nombre et des degrés des polyndms définissant le probléme
et non pas de leur nature particuliére. U serait utile de connaitre aussi des
majorations effectives.

Cette question n’est évidemment pas nouvelle; par exemple le théoréme
classique de Bezout, le théoréme de Milnor-Thom en sont la preuve. Ilsemble
cependant que jusqu’a présent on n’a pas formulé de théorémes généraux
concernant ce probléme.

L’expérience montre que dans la définition de ces « objects semi-alge-
briques » apparaissent souvent les projections des ensembles semi-algebriques
sur un espace de dimension inférieure. Il serait donc intéressant d’étudier
les propriétés numériques des projections des ensembles semi-algebriques.

Rappelons [2], [3] que ’ensemble M est appelé semi-algebrique, §’il existe
des polynémes f;;, t=1,...,8, j=1,..., k;, de n variables réeles tels que

M= {“'ER”: fi,-(w)esﬁ, j:]., weey k,‘},

Cm

i=1

ou 8;={0}, ou 8;;=R, = {teR:t>0} ou S;;=R_={teR:t1<0}. On
dit alors que les polynomes f;; decrivent ’ensemble M.

Notons par A(R®) la famille de tous les ensembles semi-algebriques
dans R~

Cette famille, & c6té de celle des variétés différentiables et des ensembles
sous-analytique (qui contiennent les ensembles semi-algebriques) est 1'une
des plus importantes utilisées dans I’analyse et la topologie.

Pour des raisons qui apparaitront plus loin il est commode d’introduire
la définition suivante:

DErFINITION. L’ensemble M € A(R®) est de type A,(m, p) (ce qu’on notera
M € A,(m, p)) sile nombre d’éléments différents de la famille des polyndmes f;
décrivant M est <m et les degrés de polyndémes f,; sont <p.

Evidemment A(R*)= U A,(m,p) i A,(m,p)cA,(m +k, p+1) pour
I, k>0. mp=1

Pour des raisons que nous avons signalées ci-dessus il serait utile de for-
muler «le théoréme de Tarski-Seidenberg avec majoration »: la projection
d’un ensemble M € A ,(m, p) sur Pespace R* (k<<n) est un ensemble du type
A (m', p'), ayant au plus ¢ composants connexes, ol ¢, m’ et p’ ne dependent
que de n, k, m et p.

On peut considérer ce théoreme comme une sorte de « making theorem
machine ». On va illustrer cette observation en démontrant & 1’aide de ce
théoréme quelques corollaires dont 'un concerne le probleme des extremums
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de polyndémes dont nous avons déja parlé et Pautre consideére la décomposi-
tion «avec majoration » d’un ensemble algébrique en réunion disjointe de
sous-variété analytiques, connexés et semi-algébriques.

Les estimations des nombres ¢, m’, p’ sont effectives. La démonstration
s’appuie d'une facon essentielle sur la description de la structure des en-
sembles semi-algébriques due & S. Lojasiewicz.

2. — Resultats.

L’application f: M — M’ d’un ensemble Mec A(R*) dans M e A(R")
est dite semi-algébriqgue si son graphe est un ensemble semi-algébrique
dans R"xR".

Bien siir, les applications polyndmiales sont semi-algébriques. Un autre
exemple important d’applications semi-algébriques est donné par les appli-
cations de Nash [2], [8]. Les applications semi-algébriques apparaissent d’une
facon naturelle dans ’étude des ensembles semi-algébriques. On peut montrer
par exemple la finitude des typestopologiques semi-algébriques des ensembles
semi-algébriques de type A.(m, p) n, m et p étant fixés, [5], [7] (c’est-a-dire:
il existe une famille finie d’ensembles semi-algébriques M,, ..., M,, tels que
pour chaque M e A,(m,p) il existe un homéomorphisme semi-algébrique
@: (R*y M) — (R», M,) pour un certain ¢, i=1,...,8).

THEOREME 1 (théoréme de Tarski-Seidenberg avec majoration). Soit
f: M — M’ une application semi-algébrique de M e A, (m,p) dans M'e A, (m, p),
telle que le graphe de fe A, ..(m,p). Alors Pimage f(M)ec A,.(m',p') et pos-
séde au plus q composantes connexes, o les nombres q, m' et p’ dépendent uni-
quement de n, n', m et p. Les nombres q, m' et p' peuvent étre exprimés expli-
citement en fonction de m, n', m et p.

REMARQUE 1. Dans le cas ou f est une application identique et M
est de la forme particuliere M = {xeR": f;(x)>0, i=1, ..., p}, Desti-
mation de ¢ déduite du théoréme de Milnor-Thom est meilleure que la
notre.

REMARQUE 2. La condition graphe fe A, .(m,p), exprime intuitive-
ment la condition «degré de f est <p». Notons que si f est un polynéme
de n variables de degré <p, alors graph feA4,,,(1, p).

Nous allons montrer maintenant comment on-peut utiliser ce théoréme.

COROLLAIRE 1. Soit f: M — R une application semi-algébrique. Suppo-
sons, que M € A,(m,p) et graphe fe A, ,(m,p). Alors le nombre d’éléments
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de Vensemble E des points ot f atteint un maximum local stricts est toujours <gq,
o g est un entier positif dépendant uniquement de n, m et p. Le nombre q
s’exprime explicitément en fonction de n, m et p.

DEMONSTRATION. Posons A, = {(z, u, ¥, v) € (M X R)*: (2, w, y, v) € (gra-
phe f)?, w—v>0}. Notons par n: (M XR)* - M2, n,: M*xRe (z,y, 6) —
—(2,0)e M xR et m,: M xR — M les projections naturelles. Evidemment

{(@,y) € M*: f(2) —[(y) > 0} = n(4,) = 4,.

Posons A = A, xR, et B={(»,y,0)e M*XR,:0< [x—y| < d}. Observons
que 1’ensemble

C={(x,0)e M xR : (%, y,0)eB =(2,y,0)€ A},

est de la forme ¢ = M xR N\, ,(B\A4) et que bien sir E = 7x,(0). D’apres
le théoréme 1 nous pouvons majorer successivement les types des m(4,),
7w, (B\A4) et n,(C), et par conséquent nous pouvons majorer le nombre de
composantes connexes de l’ensemble F (égal au nombre de ses éléments).

DfrFiniTION. Un point 2 appartenant au bord d’un ensemble M c R»
est appelé point extremal, §’il existe une hypersurface affine H c R», telle que
HNOM = {x}. Les points extremaux isolés dans oM sont appelés forte-
ment extremaus.

COROLLAIRE 2. L’ensemble de points fortement extremaux d’un ensemble
M e A,(m, p) contient au plus q élements, ow q ne dépend que de n, m et p.

La démonstration de ce corollaire se fait de facon analoque a celle du
corollaire precédent.

COROLLAIRE 3 (sur la décomposition avec majoration). Tout ensemble

semi-algébrique M € A, (m, p) admet une décomposition M = U M, en réunion
13

disjointe de sous-variétés amalytiques connexes, dont le nombre est <q et dont
chacune est un ensemble semi-algébrique appartenant & A, (m',p’). Les nom-
bres q, m' et p' dépendent uniquement de n, m et p.

REMARQUE 3. L’énoncé du Corollaire 3 sur la décomposition sans majora-
tion est bien connu [2], [6] et sa démonstration s’appuie sur un raisonnement
différent du notre. Nous utilisons le Corollaire 3 sous sa forme généralisée,
dans notre étude concernant la classification des fonctions polyndmiales
(article & paraitre).

Les démonstrations du Théoréme 1 et du Corollaire 3 sont contenues
dans le § 4.
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3. — Décomposition en chaine d’un ensemble semi-algébrique.

A. La description suivante de la structure des ensembles semi-algébriques
due & 8. Lojasiewicz ([2], lemme 3, page 108-109) joue un role essentiel
dans notre étude. Nous allons la rappeler ici car le travail original est dif-
ficilement accessible.

Al. Soit M c R*** un ensemble semi-algébrique de type A4, ,(m, p),
décrit par des polyndémes f,, ..., f, des variables (z,t)e R*xXR, fi(x,t)=

= Ea,,(w '), a; € R[@y, ..., 1,]. Posons @;,= 0°f;/0*, j=1,...,my, § =0, ...,p

et pour Qc2=4{,..,m}x{0,..,p} posons y,=]]¢;,: Evidemment
deg ypo<u = u(m, p) = Fmp(p +1). e
Soit, pour k= 0,1, ..., %, oo,
M,,={zeR": yy(»,t) = 0 a exactement k racines complexes différentes}.
Puisque I’ensemble
BZ(C)-—{(aO,. ya,)eC il Ea =0 & exactement k racines complexes
différentes
est un ensemble constructible de C**! (c¢’est-a-dire est une réunion finie
d’ensembles de la forme AN\B, ou A et B sont des ensembles algébriques
complexes dans C**!), M,, est donc ensemble un semi-algébrique, comme
image reciproque de I’ensemble B}(C) par Papplication

Rrex — (a(®), ..., a,(x)) e C**1,

ol y,= Ea @)t
i=0
Pour chaque Q c 2 fixé, la famille {M,,}, ., . est une décomposi-

tion de R" en ensembles semi-algébriques disjoints. Cela implique que la
famille d’intersections AG,(M) ={ﬂ MQ_,C},(:M_m_u_.>° est aussi une décomposi-
e

tion de R" en ensembles semi-algébriques disjoints. On appelle AG (M) la
décomposition de R* associde & ’ensemble M.

La famille des composantes connexes d’éléments de la decomposition
Mo, (M) forme évidement une décomposition plus fine de ’espace R". Notons
cette derniére par A, (M).

A2. Pour A€M, (M) posons @ =@, = {(j, s) € 2: ¢;;]A x R~ 0}.
L’ensemble @ peut étre vide. Si @+ 0, il résulte de la construction de
Mp(M) que pour chaque xe A, ’équation yol@, ) = 0 a toujours le méme
nombre de racines réelles différentes, que nous notons k,<u.
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On sait [2], [7] que dans cette situation il existe des fonctions
E,00 AR, & (m)<&y, (@), i=1,..,k,, continues, telles que

ka
{(w7 t)e AXR: Yo(@, 1) = 0}: U grapheé , ;.

i=1

A3. Posons &, (@)= —oo et &,, . ()= +oco. On vérifie que pour
chaque A € G (M), tout ensemble de la forme

(L) {mt)e AXR: &, (w)<t<& (@)}, i=1,..,k,+1,
ou de la forme

(Ly) {@,H)c AxR:t=E&, (@)}, i=1,..,k,,

m D
estun ensemble de la forme N N {(z,?)€ A X R: ¢;, () € 8;,}, o §;,= {0},
j=18=1
ou 8;;,= R, ou 8;,=R_. Les ensembles de la forme (I,) et (L,) sont
done semi-algébriques, connexes, et forment une décomposition de R~
On montre [2] que cette décomposition est compatible avec ’ensemble M
en ce sens que chaque elément de cette decomposition est ou bien contenu
dans une des composantes connexes de M ou bien disjoint de M (on vérifie
notamment que sur chaque ensemble de la forme (L) ou (L,), et pour chaque
indice j, le polynéme f;, ou bien s’annule identiquement ou bien est stricte-
ment positif ou bien strictement négatit).

B. Le lemme suivant a un caractére purement technique:

s
, LEMME 1. (a) 8i M;cA,(m,p), i=1,..,s, alors | M,c A, (ms,p) et
UM, e A,(ms, p). =t

i=1

(b) S'l: MeAn(m7p)7 fiER[mly -.-,ws]7 degfi<q’ /,:217 c) n et f: (fl’ ""‘f")
alors f~}(M)e A,(m, pq).

(¢) 8t M e A,(m,p), alors R\ M € A,(m, p).
(d) 8¢ AeA.(m,p), p.cR[x,,..,2,,1], degp,<q, t=1,...,8 alors
M=N{x1tcAXR: gi(x,t) €S} A,,(m +s, max(p, q));

i=1

S8;=R, ou 8;=R_ ou 8;={0}.
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(e) Si M e A,(m,p), alors M a au plus m(p + 1) composantes connexes.

(f) Soit

n
BY(R)={(¢cy, ..., ¢,)eR™1: ¥ ¢;i"1 =0 a exactement
i-0

k racines complexes différentes}.

Alors BYR)€ A,,,(4(n +1), 271(n!)?); k=0,1, ..., n, co.

(9) Soit f;€ R[@,, ..., @n, t], degfi<p, j=1,...,m, € @;s= a’f,-/at',

§=0,..,p. Pour QcQ={1,..,m}x{0,..,p} posons vy, =(1:[ Qis =
3.8)€Q

= > a;(®)t* % o u=u(m,p)=imp(p + 1).
i=0
Soit w = (ay, ..., a,): R* > R ¢t M,, = w (BYR)), k=0,1, ..., u, co:
Alors

(91) Myy€ An(4(u +1), 2 u(u!)?);

(9.) Chagque ensemble de la famille {nMQ.kq}kq=0.l.....u.00’ est de type
A”(2M'm+2(u _|_1), 2u+1u(u!)2); QcQ

(9:) La famille {0 My, } contient au plus (u +2)*"" elements.

DEMONSTRATION. (a), (b), (¢) et (d) sont triviaux. On démontre (¢) par
recurrence sur m. On deduit (g,) et (g,) de (f), (a) et (b) et de la définition
de M,,.

(g;) est une simple remarque de nature combinatoire. On va démontrer
maint enant (f) (comp. [7]). Fixons 1<k<n (les cask =0 et k= oo etant
triviaux; B?%(R)={0}). L’ensemble

n
Ur= {(01, vy ) EC": 2" + Y ¢,2" ' =0 a au plus
i=1

K3

k racines complexes différentes}
est 'image de I’ensemble
17;;—_— {xe C": ensemble {w,,...,s,} a au plus k elements différents}
par Papplication symeétrique o: C"—C", ot ¢ (x) = (0, (), ... , 0,(%)), 0; étant

le i-éme polyndéme symetrique fondamental de n variables.
L’ensemble U? peut étre décrit de la fagon suivant: soit g la famille

k
des systémes de nombres naturels {I,, ..., L}, 1<l <... <l, <n, 2 l,=mn.
i=1
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La famille ¥ posséde au plus 2 éléments. On associe & un systéme T e E
Iensemble U, c C* defini par n—k—1 équations linéaires:

Up={@eC 1 (®)=0,..,1,_,_,x)=0},

ou {l,,} est la famille des n—k—1 forms lineaires I, ;(¢) =&, —®;,, j=
=1,..,n—1, j£lL, L+l .., L+ +b T=~,..., 1).
Pour une permutation xe€ 8, de ensemble {1, ..., n} notons

lm(T)(wl, vy ) = li_,_,,(m,(l), weey o)

et posons
Uyry={weCm: 1l p@=0,i=1,..,n—k—1}.
Evidemment
Ur=UUyp= n ( II li(a.r).a(r))“l(o)-
a€eSn 1<i(a.T)<n—k— 1\ («.T)ESR X E
TeE (. T)ESa X E

Cela implique la relation U%= N ¢;%(0), olt g; est un polyndéme de n varia-
i€l

bles de degré <m! 2", et I est un ensemble fini d’indices. Posons, pour

€ 8ny §:0(®) = g,(@yys -+ » Tyy) €6 motons W,.,.=6jo(gi‘%, oy Gig,)y OUEE L,

1<j<n! et ou 6, denote le j-éme polyndme symetrique fondamental de n!

variables. Les polynémes W“, j=1,...,n!, ie I sont symétriques, de degré

<(n!)2-2% et U" n W“ ). Soit W, le polyndme de n» variables pour
lequel W,; = W,.oa Ev1demment Ut = ﬂ W;;1(0) et deg W, <(n!)2-27. Cela

implique que ’ensemble Uj; N R™ peut etre défini comme l’ensemble des
zéros d’un polynéme réel q):_k de degré <2nti-(n!)2
L’ensemble
n
Cr=1{(Cy ..y x) ER"1: Y ¢,5"= 0 a au plus
i=0

k racines complexes différentes}

est done réunion d’ensembles de la forme

0,','—{OER”+1 ¢ #0, (p,,k(cl } ’—c—”)z }U
Co Co,

U{ceR”“: Co=0, ¢ #0, @r_,. (zz very z—”) =0} U...u
1

Co Cn
U{OER”+1: c‘): ...=6,,..k_2=0, Cp—r—1 #O, ¢;:+1‘k (c nk g eeey ): O}U

U{{ceRm:¢p=...=Cpp1=0} N {R*+1\{0}}} .
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On voit facilement que chaque ensemble de cette réunion est contenu dans
A,(n +1, (n!)2-271) done Che A, (2(n +1), (n!)2-27+1),
11 en résulte que By = Op\Op_ € A, (4(n +1), (n!)2-27+1),

C. Décomposition en chaine d’un ensemble semi-algebrique.
Pour des entiers positifs m et p fixés definissons:

u=u(m,p)=3m-p-(p+1), o(m,p)=2"""u+1),

Bu(m, p) = 2*F u(ul)®,  p(m,p)= (u + 2)2”“” .
Définissons maintenant par récurrence les nombres

o (m, p) = “1(°Ck—1(m’ D)y Br_a(m, p)) y  Brlmyp)= ﬂl(“k-l(m, D)y Bre_r(m, p)) y

yao(my p) = y(m, p),  ye(m, p) = yr_.(m, p) '7(“16-2(””’ D) Br_z(m, p)) .

Dans ce qui suit nous allons noter oy, fi, ¥» au lieu de oy (m, p), ete.

Pour un ensemble M€ A, ,(m,p) prenons la décomposition M,(M) de
R~ agsociée & Pensemble M (comp. 3A). Nous obtenons ainsi (grice au
lemme 1(g;)) p(m,p) ensembles disjoints, semi-algébriques M, ..., M0
(certains parmi eux peuvent étre vides); tout ensemble M, est du type
A,(o, 1) (lemme 1 (gy)). Pour chaque ensemble M; € M>,(M) nous pouvons
prendre la décomposition A, _,(M,) de R** associée & M, et nous obtiendrons
ainsi y, décompositions {{Ab;};~1. (s .p)i=1..,; 1l €8t clair que chaque dé-
compositions Ab,_,(M;) contient au plus y(x,, f;) ensembles. Tous les en-
sembles M,; sont du type A, (o, f).

On peut continuer ce processus pour les ensembles M,;, etc., en
obtenant & chaque étape de nouvelles décompositions des espaces R»-2,
Rr3, Rv* k=2,3,...,n—1. Le nombre des décompositions ainsi que le
type des ensembles obtenus peuvent étre controlés & chaque étape (comp.
tableau 1 et figure 1).

Nombre Nombre des ensembles

Niveau des dans chaque Type d’ensemble
décompositions décomposition

R» y=1 y(m, p) A (s Br)

R V2 P(oy5 By) Apy(aty, Bs)

R Vn—r+1 V(nt> Br—r) A tprr1s Bn-rr)

R Yn V(%15 Bn-1) A (otns Br)
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4. — Démonstrations.

Le lemme suivant est conséquence immédiate du § 3A.

LEMME 2. 8¢ M€ Ay(m, p) et si la décomposition Mo_,(M) associée ¢ M
a 1 éléments, dont chacun est dans A,_,(m',p'), alors la décomposition de R*
en ensembles de la forme (Ly) ow (Ii,) posséde aw plus I(p(p +1)-m +1) en-
sembles connewes dont chacun est dans Ai(m'+ mp, max (p, ).

Mais ’ensemble M est compatible avec cette décomposition, donec M a
au plus I-p(p + 1) m composantes, dont chacune est dans A((m'+ pm)l-
-p(p +1)m, max(p, p').

DEMONSTRATION DU TEOREME 1. Fixons un ensemble M € 4, ,(m, p). Ob-
servons que le lemme 1(¢) et le fait que M; ; € 4,(an, 3,), impliquent que
chaque ensemble M, . posséde au plus x,= % (n + 1, m, p) = ay(m, p):
“(Ba(m, p) +1) = a,(f. +1) composantes connexes, dont chacune est dans
A(ay, b)), o1 a; =2, b,=1.

Lemme 2 et la construction des ensembles M

ir..ip 1Mpliquent (pour
chaque s, 2<s<n +1) que si chacun des ensembles 4, ,  posseéde au
plus », , composantes connexes, dont chacune est dans 4, ;(a,_,, b,_,), alors
chaque ensemble 4; ;, ~a au plus x», composantes, dont chacune est
dans A(a,, b,), ou %, = x,(n +1, m, p) = Koy P(Cn_sy1s ﬁn_s+1)'0‘n_s+1‘/3n_s+1'
(Ba_syr 1)y ag=ayn 41, m, p) = (as_y + n_s11°Bn_sy1) %y be=max(bs_,,
Br_si1). On voit facilement que b,=1 et f,>p;, i=1,..., » impliquent
b,= B, pour s>2.

Enfin, comme 'ensembles nf*}(M) (ol n?+1: R"**1x R¥ — R est la pro-
jection naturelle), est une réunion de certaines des composantes connexes
des ensembles A, , = on peut affimer que a}*'(M)e Ai(ms, f.) et que
le nombre de composantes connexes de i} "(M) est <gx, ot les nombres my,
¢ sont explicitement calculables; notamment

my = x,(n +1, m, p)ax(n +1,m,p), ¢ =xn-+1,mp).

Le théoréme 1 résulte directement de la derniére observation et de la formule
f(M) = n(graphe fN\ M x M'), oit 7: R*x R"— R*" est la projection.

REMARQUE 4. En réalité nous avons démontré que non seulement f(M)
mais aussi toutes les composantes connexes sont dans A, (m',p').

DXMONSTRATION DU COROLLAIRE 3 par récurrence sur le nombre n des
variables. Le cas d’une variable est trivial. Supposons donc que le théoréme
soit vrai pour n variables et supposons que M € A4, ,,(m, p). En utilisant
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la notation du § 3, M est réunion d’ensembles de la forme (IL,) ou (I,) dont
le nombre est connu. Ilsuffit donc de démontrer que chacun de ces ensembles
est une réunion disjointe de ¢’ sous-variétés analytiques au plus, chacune
d’entre elles étant dans A4, ,(m',p’); les nombres ¢, m' et p’ dépendant
uniquement de m, n et p.

La projection (M) de M dans R" est une réunion disjointe d’ensembles
appartenant & JG,(M). En s’appuyant sur la remarque 4 et sur ’hypothése
de recurrence on peut décomposer chaque ensemble A eJK):(M ) en réunion
A=A,V ..U A4, de sous-varietés analytiques, disjointes et semi-algébriques
dans R». Chaque sous-varieté A4, est dans A4,(m’,p") et leur nombre est
borné par ¢", ou ¢, m” et p” dépendent uniquement de n, m et p.

La démonstration sera terminée si nous montrons que la restriction de
chaque fonetion &,,, 1=1,...,k,, & ’ensemble 4;, j=1,..., s, est analy-
tique. Dans ce cas chaque ensemble M de la forme (L,) ou (L,) sera une reu-
nion disjointe de sous-varietés analytiques connexes et semi-algebriques

8
I = U (I N (4;%xR)), dont chacune est dans A, (m’, p').

i=1
Nous allons donc démontrer 'analyticité de &,,|4;: Soit

ﬂo_kz {xe C: yy(,t) =0 a exactement

k racines complexes différents},

k=0,1,..,u, co. Les ensembles JTIQ‘,C sont evidemment constructibles. La
famille d’intersections .ﬁ)z{ﬂ j{o,k}k=o.1.....u. constitue une décomposition
Q

(o]

de Cr en ensembles constructibles. Bien sur chaque ensemble A € G, (M)
est contenu dans un seul ensemble We M précis. Notons enfin que le
graphe &, ; est contenu dans ’ensemble analytique complexe p;'(0) et que
pour chaque xe W, I’équation y,(z,?)= 0 a toujours le méme nombre de
racines complexes différentes. L’analycité de &, A4, resulte done du lemme
suivant:

LEMME 3. Soit ac AcWcCr ouw A est un germe d’une varieté analy-
tigue réelle et W un germe d’ensemble constructible. Supposons que
Pz, t): C*x C — C soit un polyndéme de n -+ 1 variables, tel que le nombre
de racines différentes de Uéquation P(x,t) = 0 est toujours le méme pour chaque
zeW. 8i &: A —R est une fonction continue, dont le graphe est contenue
dans P-%(0), alors & est analytique.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité on peut supposer que W est
un ensemble analytique complexe. Le germe A* du complexifié de A est
un germe de variété analytique complexe et A*c W. Il résulte de I’hypo-
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thése que dans un voisinage de a suffisamment petit, il existe une extention
continue &*: A* -~ C de & dont le graphe est également contenu dans
P-1(0). Ilestalorsfacile de voir que &* est analytique (en utilisant par exemple
le théoréme de Riemann sur ’élimination des singularités).
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