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Alternative de Fredholm relative au probléme de Dirichlet
dans un polyedre.

P. GRISVARD (*)

Sunto. — Estensione al caso di pit dimensioni det risultati ottenuti im [4]: cioé stu-
dio della regolarita della soluzione del problema di Dirichlet non omogeneo in un
dominio tridimensionale con frontiera poliedrale.

Introduction.

Dans Grisvard [4] on a établi le résultat suivant ou £ désigne un ouvert
borné de R* a frontiére polygonale dont les ouvertures des angles aux sommets
(vers lintérieur de ) sont notées w,, ..., w,. L’opérateur de Laplace 4
considéré de H*'3(Q)N Hy(2) dans H(Q2) a une image fermée si et seule-
ment si aucun des w; n’est de la forme

I

s LEN lEs 1),

Lorsque cette condition est réalisée, I'image de A est de codimension finie
égale &

N
sz(wi)

i=1

ol »(w) est le plus grand entier k< (w/m)(s +1). En particulier 4 est
surjectif si on a:

;<<

T
1<j<N.

s11’ <)I<

(*) Université de Nice.

(**) Ici s est entier > 0.

Pervenuto alla Redazione il 18 Settembre 1974.
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On remarque que pour s= 0, la condition est que 2 soit convexe; pour
s=1, la condition est w;<m/2, qui n’est vérifiée que par un triangle dont
tous les angles sont <<z/2. Enfin, pour s>2, la condition n’est jamais
vérifiée (elle le serait cependant si on admettait les polygdnes curvilignes).

Dans ce travail on montrera que si £ est un ouvert borné de R3? & fron-
tiére polyedrale dont les ouvertures des angles des diédres (vers l'intérieur
de ) sont notées w,,, le résultat correspondant au précédent s’énonce
comme suit: 4 considéré de H**%(2) N Hi(2) dans H*({2) a une image fermée
8i et seulement si aucun des w;; n’est de la forme:

ln
m, ZEN,I?’:8+1.

Lorsque celte condition est réalisée A est surjectif si on a:

T

3+1’ v;’.,k

W<
et sinon I'image de 4 est de codimension infinie. C’est ce dernier phénomene
qui différentie le cas polyédral du cas polygonal, & savoir que dans le cas
polyedral, si A n’est pas surjectif, il n’est pas non plus « 4 indice ».

Dans un autre travail (Grisvard [5]) consacré au cas ou £ a une fron-
tiere conique, on a aussi vu que 4 est soit surjectif, soit & indice lorsque son
image est fermée; ceci conduit naturellement & la conjecture suivante:
8i 4 de H*™*(Q) N Hy(2) dans H*(2) est & image fermée et non surjectif,
alors 'image de A est de codimension finie si et seulement si ’ensemble des
points non réguliers de I'= 02 est fini.

Il résulte entre autres du résultat énoncé plus haut que A est un iso-
morphisme de H*(2) N Hj(2) sur L¥(R2), dés que 2 est un polyédre convexe.
‘Comme on établit également une inégalité a priori correspondant & ce résultat,
ol on précise la dépendance des constantes par rapport & £, un procédé
de passage a la limite typique des méthodes utilisées en analyse numérique
permet d’étendre le résultat au cas ou 2 est un convexe borné quelconque
de R? (ou de R" par les mémes méthodes). Ce fait a déja été prouvé dans
Kadlec [8]. Les résultats de ce travail ont été annoncés dans une note
(Grisvard [7]).

On a regroupé dans un paragraphe spécial (le § 2), les théorémes con-
cernant la régularité des dérivées secondes qui sont techniquement plus
simples & établir et susceptibles d’extension au cas ol 2 est seulement
convexe, comme il a été indiqué plus haut.

Les paragraphes 3 et 4 conduisent & la démonstration des majorations
& priori des dérivées d’ordre supérieur 4 deux; ces démonstrations sont dif-
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férentes de celles de Grisvard [4] relatives au cas bidimensionnel, ¢’est pour-
quoi, on les a données en détail. Par contre, dans les paragraphes 5 et 6,
dans un souci de briéveté, on n’a pas répété les démonstrations relatives au
cas bidimensionnel, dont P’extension n’offre pas de difficulté.

1. — Expaces de Sobolev dans un polyedre.

Dans toute la suite on utilisera les notations suivantes: £ est un ouvert
N
borné de R® & frontiére I' polyédrale, c’est-a-dire que I'= I ol les I}
i=1
sont des ouverts plans, deux 4 deux disjoints, £ étant d’un seul coté de I
Les I'; sont donc des ouverts bornés & deux dimensions et & frontiere
polygonale. On notera 4;,, I'aréte commune & I et I, c’est & dire que

3

A;,=T,nT,, 1<j, k<¥N, j=k.

Enfin, on notera w,, ’angle de I'; avec I, (c’est & dire 'ouverture du diedre
formé par I'; et I';) vers intérieur de £2; on suppose bien stir que w,, 7 (*).

Les ouverts Q et I';, 1<j< N ayant évidemment la propriété du pro-
longement, on définit H*(Q) (resp. H*I;)) comme espace des restrictions
a Q (vesp. I';) des fonctions de H*(R?®) (resp. de H*(w;) olt &; désigne le plan
qui porte I';) ot comme d’habitude H*(R") désigne I’espace des u telles que

(11— A" ue L*R").

Pour s entier, il revient au méme de définir H*(2) comme espace des u
velles que

D*ueI*(2), |x|<s.

Tous ces espaces sont munis des normes usuelles.

L’opérateur de dérivation dans la direction normale & I'; (vers Pextérieur
de ) sera noté N;, 1<j<N.

Ceci posé, les traces sur la frontiére des fonctions de H*(£2) sont carac-
térisées par le:

THEOREME 1.1. L’application
w = {(fix= N5ulp) e, sm1im12..5

(*) On ne considérera bien entendu que les couples j, k tels que A4;, # 0.
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est linéaire continue de He(Q) sur le sous-espace de

N -1
H (H Hs—k——%(pj))
i=1 ‘k=0
défini par les conditions suivantes: Pour tout opérateur différentiel L & coef-
ficients constants d’ordre <s—1, on a:

Lt

8—2

(1) sz,k ZQ frg sur A;; si d*L<s—2

: drdy

(i) lo—y[*

szf:/k Zmeml(y) <+OO

Iy I
st d*L=s—1, o Py, 0<k<s—2 (resp. Qn, 0<m<s—2) sont les opéra-
teurs tangentiels & I'; (resp. I',) tels que:
s—1 s—1
k=0 m=0
1<j,I<N, j#1, T;NIT,%#0 (s est entier).

L’espace des opérateurs différentiels de degré <s—1 étant de dimen-
sion finie et le nombre des arétes A, étant également fini, les conditions (i)
et (ii) sont en nombre fini. Ce résultat est démontré dans Grisvard [6].

On définit également Hy(22) comme fermeture de Cg°(2) dans H*(Q);
comme {2 a la propriété du segment (*), c’est aussi Pespace des restrictions
4 Q des fonctions e H'(R®) nulles hors de 2. En utilisant le théoréme
précédent, on voit que c’est aussi le sous-espace de H*(Q2) défini par les
conditions aux limites

Neu|p,=0, k=0,1,..,8—1,j=1,2,..,N.

2. — Regularite des derivees secondes.
On considére u e Hy(£2) solution (variationnelle) de
Au=17f dans Q,

avee feL*(Q2) donné. On se propose de chercher les conditions sur £ pour
que ue H3(0).

(*) Pour les propriétés de cones et de segments c.f. p. ex. Agmon [1].
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On introduit ’espace W(Q)= H*(Q)N Hy2) o on cherche w. Pour
commencer on démontre une inégalité a priori pour ue W(£2).

THEOREME 2.1. On a:

ID3ul® + | Dju|? + | Diu|®+ 2| D,D,u|* + 2| D, D,u|*+

pour ue W(Q).
(La norme sans indice sera toujours celle de L*(£2)).

DEMONSTRATION. On calcule explicitement |du|?; il vient

|Au|* = | Diu+ Dyu 4 Diul?
= | DZu|®+ | Diu|®+ | Diu|® 4 2(Diu; Diu)+ 2(Diu; Diu)+ 2(Diu; Diu).

Il suffit de montrer que
(DZu; Dyu) = | D, D,u|*

aingi que des identités analogues pour chacun des autres couples de variables.
Explicitement on a:

(Diu; Diu) = jDiuD?,udwdy dz.
Q

On note Q, intersection de Q avec le plan de hauteur z fixée; pour presque
tout 2 fixé on a:

we HA(Q,) N HY(Q,)

et comme 2, est a frontiére polygonale on a d’apres les lemmes 2.2 et 2.3 de
Grivard [4], ’identité

fD:qu,u dz dy :f|Dx D, ul dzdy

Q; 2,
pour presque tout 2 fixé; on en déduit le résultat désiré en intégrant
en z. C.QF.D.

L’existence d’une constante C, (dépendant de Q) telle que

[l + 1 Dul*+ | Dyul®*+ | Dul*< Cyf dul?
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résulte de la majoration variationnelle de u et de I'inégalité de Poincaré.
On en déduit Pinégalité:
lull.< O] Au]

ol |u], désigne la norme de u dans H*(£).

Cette derniére inégalité montre que I'image de W(L2) par A est fermée
dans L3(£2). On désignera dans ce qui suit cette image par R(Q2) c’est &
dire que:

R(2)={fe L¥Q); = Au, uec W(RQ)} .

On va chercher 3 déterminer N(£2) I'orthogonal de R(2) dans L*2).
11 est clair que les éléments de N(£2) sont des fonctions de L?*({2) qui sont
harmoniques; elles vérifient aussi une condition de Dirichlet au bord de £
grice 4 ce qui suit: On désignera par D({£2) D’espace

D(Q)= {ve L*(Q); Ave [}(Q)}.
THEOREME 2.2. H3(2) est dense dans D(£2). L’application
>0
qui est bien définie pour ve H2(2) se prolonge par continuité en une appli-
cation y de D(R2) dans X(I')* dual de Vespace X(I") décrit par {N,u, ..., Nyu}
lorsque u déerit W(£2). De plus on a:
(Au; v) — (u; Av) = ({N,u, ..., Nyu}; po>

pour ue W(Q) et ve D(Q).

D£MONSTRATION. La densité de H*(2) dans D(£2) se démontre exacte-

ment comme dans Lions-Magenes [9] (§ 6, chap. II). La suite est une con-
séquence facile du fait (évident) que

w, v > (Au; v) — (u; Au)
est bilinéaire continu sur W(2)xD(2). C.QF.D.
On en déduit que si ve N(2) on a (du,v)=0 pour tout ue W(£2) et

ceci est équivalent & yv=0 dans X(I")*:

N(Q)={veI*(Q); Av=0, ds Q, yo=0}.



ALTERNATIVE DE FREDHOLM RELATIVE AU PROBLEME DE DIRICHLET ETC. 365
On va maintenant déterminer la dimension de N(Q):

THEOREME 2.3.
(i) N(R2)= {0} si Q est convexe.
(ii) dimN(2)= + oo si Q est non convexe.

La démonstration du point (i) est basée sur le
LEMME 2.4. N(Q)CH*(Q) si Q est convexe.

DEMONSTRATION. Il est bien connu que v est analytique dans 2 et jusque
sur les parties planes de la frontiére, (cela se démontre facilement par
la méthode de réflexion); il reste donc a prouver que pour tout xeAd

N _ —
(01‘1A: U4, est ’ensemble des sommets et des arétes de .Q), il existe
idke=1

un voisinage V de x dans R® tel que ve H3(Q2 N V) dés que ve N(2). On
translate le point x considéré en 0 (ce qui ne change rien au probléme) et
on suppose que V est une boule de centre 0 et de rayon R assez petit pour
QN V soit un trone de cone (de hauteur R) sous-tendu par 'ouvert G de S
(la sphére unité de R?):

2NV ={w=ro; 0<r<R, weG}.

Il est clair que G est & frontiére lipschitzienne dans S2; on considérera
Popérateur de Laplace-Beltrami L sur G avee conditions de Dirichlet (c’est
4 dire pour fixer les idées L réalisé comme isomorphisme de Hy(G) sur H-(G)).
La compacité de Vinjection de Hj(G) dans L*(G) permet de diagonaliser L
dans L%*(@): il existe une base orthonormale w,, k=1, 2, ... de L*(@) formée
de fonctions propres de L donc telle que

w,e HY(G), k>1
Lw,= — 4w, , k>1

avee 0 << A, < A, < ...y Ay — -+ oco.
Soit alors ve N (L), on a ve L*(G) pour presque tout r € 0, R[ fixé, donc

o(ro) =Y ¢ (rw(w), 0<r<R, weG

k=1

avec

c,(r) :fv(rw)wk(w) dow .
¢



366 P. GRISVARD

On va calculer ¢, en utilisant 1’équation dont v est solution:

gr_+2 a”+ In=0, 0<r<R, we@.

Du fait de la convexité de 2 on sait (cf. Appendice) que w, € H*(G), alors si
@€ D(10, R[) il est facile de voir que la fonction w, définie par

(1) wi(w) 0<r<R, we@
wi(re) = 0 sinon

est dans W(Q). De la définition de N(£2) il résulte que v est orthogonal a
Au,, pour tout k:

R
ffv(rw)Auk(rw)rz drdw =0
(e
= fv(rw { (r) —I— 77 "(r)— —2<P( )} wi(w)r*dr do

R
= f{r2 @" (1) + 20" (r) — Aup(r)} () dr

= {r*ey; <P”> +2{re; "> — A ler; @
= {(r*e)" —2(rer)' — A i @)
= (el + 200, — Juox; @

comme Didentité ci-dessus est vérifie pour toute @€ D(]0, R[) on a
r2¢, + 2re, — e, = 0 dans 10, B[
au sens des distributions, donc

u(r) = a1 + b rP

— 14+ V1442, —1— V1444
s =y

oy =



ALTERNATIVE DE FREDHOLM RELATIVE AU PROBLEME DE DIRICHLET ETC. 367

et a; et b, sont des constantes arbitraires telles que l'on ait

[iro)rdo =3 el pp.
& k=1
done

R
fl”(W)I2M = Zl flck(r)lzrzdr< + o0
0

AV k=

puisque ve L*}(2). On voit immédiatement que b,= 0 dés que:

R
fr2+2ﬁtd1-= + oo

0

c’est & dire que A,>$. Pour conclure on admet provisoirement le lemme
suivant:

LEMME 2.5. Si G est contenu dans une demi-sphére, on a A,>3.
Il en résulte immédiatement dans le cas ou 2 est convexe que b,=0
pour tout k, done

v(row) = a,r*w,(w)
k>1

avec
[lotro)2do = 3 |asjsre=
a k=1
don
¢ 20
R3+2x
v(@)|Pde> D |ag* | r22dr = D |ay|? o——5— .
[ sz 5 o [reear = 3 i Zo
0

Il est maintenant aisé de vérifier que ve H? au voisinage de zéro, c’est a

dire que
@ i re2dr -+ Jg ,81)
or? Q) or
0

pour g assez petit. En effet on a 20;,>1 grice au lemme 2.5 donc

o

J

0

2

[]
dr
dr+ f o]0 22 < + oo
HY(®) ; r

(4 4
f i ridr = |a? oo — 1) | r2%—2dr = > |a|* oy (ot — 1)? ot
07* L@ =R T 204, —1

k=1
0 0

25 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa



368 P. GRISVARD

Compte tenu du fait que A,~ Kk lorsque k — 4 co (cf. p. ex. Courant-
Hilbert [2]). On en déduit que

(o — 1)2 p2—1 N (K k)32e2VEE

o~ VEKEk et Py 3

et aussi

R3+2a 1—— RV

3+ 20 oVEE

done pour o< R on a

o4 (ot — 1)2e2=—1 _ R3+2e
20, —1 3+ 2,

) sy, k—>+4 o0
ceci prouve la convergence de la derniére série écrite. Pour estimer les autres
intégrales, on utilise I’inégalité & priori
2 2
[ || zyey < || Lew ”L'(G)
done
2 2 2
[l i@ <e 2 lal*r* A
k=1
et

20— 1

e
dr 2 O
2 - 2 92 S
[0l <o 3 w2t 2
0

avec 1’équivalence

0211:—'1 ( Kk)*

2
& 204, — 1 2

92\/3_1:

d’ol la convergence de la série. On majore la troisiéme intégrale de la méme
maniére. '

DEMONSTRATION DU LEMME 2.5. On utilise les coordonnées sphériques
sur S2:
2 = sin @ cos 0
y=singsinf

Z = cosQp
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avee 0<0<2m, 0<@p<m. La mesure dw s’écrit alors
dw = [sing|dpdl
et Popérateur de Laplace-Beltrami s’écrit

1 , 1,
w = mD¢(Sln (qu;?IJ)+ mDaw .

Comme G est contenu dans une demi-sphére on peut choisir les axes de co-
ordonnées de maniére que Gc @, ou

G, ={wes 0<0<a}

avec a<<sm. D’aprés le résultat prouvé en appendice, L est autoadjoint
dans L*(G) avec pour domaine D, = H* Q)N Hy(G). On introduit aussi M
fermeture de I’opérateur.

w > Diw
défini sur D,. Il est clair que M est autoadjoint et que
L<M

dans le sens de ’ordre des opérateurs autoadjoints dans L*(G) car on a
évidemment '

(Law; w) < (Mw; w)
pour tout weD;. On en déduit que si — A, est la plus grande valeur

propre de L et —pu, la plus grande valeur propre de M, alors A,>u,.
Un caleul élémentaire montre que u, = n%[a? done

72
ll>;*2>1

si a<<m. Ceci démontre le lemme 2.5.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. Point (i): A présent pour ve N(Q)
on sait que

ve H*(Q)
yo =20
Av=0 dans Q.
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11 est facile de vérifier que 'opérateur y défini par le théoréme 2.2, restreint
a H*(2) coincide avec l'opérateur usuel de traces sur H?(2) donc ve W(Q)
et unicité variationnelle implique que v =0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. Point (ii): On raisonne par ’ab-
surde en supposant que dim N(£2)=v» <+ oco. On choisit une aréte non
convexe d’ouverture a>m de £ et par un choix convenable des axes de
coordonnées, on peut supposer cette aréte portée par 'axe Oz. On note £,
Pintersection de £ avec le plan z= 0; c’est un polygone plan non convexe
et d’aprés Grisvard [4] on sait qu’il existe u, & support dans un voisinage
de zéro, tel que

u, € Hy(2y), Auy,=focL*(2,) et u,¢H¥(Q,).

Comme £ est ouvert on peut choisir un intervalle I = (a, b) tel que s8i peD(I)
la fonction # définie par

u(@, ¥, 2) = (@, y)@(2)
est & support dans £2. On a donc uweHy(R2) et
Au= fo(@, )p(2) + Ul )" (2) = 1 .
Soit {v;,...,v,} une base de N(£); on sait que si
{fiv=0, j=1,2,...,»

alors we H*(R2) et si p==0 cela implique u,€ H?*(£2,) ce qui est impossible.
Cependant on a évidemment <{f;v,>) = 0 8si{p, F;> =0 ol F; est la distri-
bution définie par

F,(2) = [fo(o, 9)0,(x, 3, 2) dody + DE[uo@, )vi(a, y, 2) dody
2

2

o 2, est I'intersection de 2 avec le plan de hauteur z. Il est clair que D(I)
étant de dimension infinie, on peut trouver ¢ 0 telle que {¢; F,> =0 pour
j=1,2,..,v, ce qui est contradictoire.

En particulier, il résulte du théoréme 2.3 que A est un isomorphisme de
W(RQ) sur L*(Q) dés que 2 est convexe puisque d’aprés le lemme 2.5, on a
A, > 2 pour tout point de A. On peut en déduire le résultat suivant déja
démontré par Kadlec [8]:

THEOREME 2.6. Soit Q2 un ouvert convexe borné de R* (n =2, 3) alors A4
est un isomorphisme de H*(Q2) N Hy(2) sur L*(Q).



ALTERNATIVE DE FREDHOLM RELATIVE AU PROBLEME DE DIRICHLET ETC. 371

DEMONSTRATION. On doit seulement prouver P’existence de ueH?(£2)N
N HY(R2) solution de Au=f pour fe L*£2) donné puisque l'unicité (varia-
tionnelle) est connue. Pour cela on considére une suite croissante £2,,
y=1,2,... douverts & frontiére polyédrale (polygonale si » = 2) telle que

e=U9,.

=1
D’aprés ce qui préceéde, il existe u, € H*(2,) N H}(L2,) solution de

Adu,=f dansQ,.

(4

De plus, d’apres le théoreme 2.1 et inégalité de Poincaré (qui est uniforme
pour les £,) on a

”uv”H’(Q,,)<c”f" y v=12,..

ol ¢ ne dépend pas de ». On pose alors

v

u, dans 0,
0 dans 0,.

Du fait que u,€ Hy(R,), on a i, H(R") et le support des i, est contenu
dans Q pour tout ». De plus on a

I, | gmmy<elfl, »=1,2,..
et

”D?quv”L’(R")< Ifl, d, ke{l,..,n}, »=1,2,...

Comme HY(R®) et L*(R") sont des espaces de Hilbert, il existe wec H*(R")
4 support dans Q et v;, € L*(R*) tels que (quitte & remplacer £, par une
sous-suite)

4, — U dans HY(R®)

v

——

Diu,—>v, dans L*R%), jyke{l,2, ...,n}.

11 est clair que we Hy(2) car 2 étant convexe done a frontiére lipschit-
zienne, H}(Q) s’identifie au sous-espace de H'(R") des w a support dans Q
(ceci résulte par exemple de Gagliardo [3] ou Nécas[10]). On a aussi
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Auw=1f dans Q car pour peD(R2), il existe v, tel que £, contienne le
support de ¢ et par conséquent on a:

{Au; @) = {u; Ap) =|ulpdw

2

=lim |4, Apde=1lim |u,Apdx
v—*oog v—>00 Y

=lim jAu,quwz {fy o>
Q'

Enfin v;; = D;,u, ce qui prouve que ue H3(Q); en effet

{Djru; @y = (u; D}y @y = lim (i, ; D, @)

©

=lim |u,Djrpdr=1lim |D} u,¢dr
y—>00 Q Y—>00
v id

=lm (D] %,; 9> = {V;; ) -

»—>00

Le théoréme 2.6 est ainsi complétement démontré.

3. — Etude d’un espace fonctionnel.

Pour étendre les résultats précédents au cas des dérivées d’ordre supé-
rieur & 2, on est conduit & considérer ’espace suivant qui généralise I’espace
W(Q) introduit au § 2: Pour s entier >0 on pose

W,(Q2) = {ue H**(Q) N HYQ); Aue HY(Q)};
cet espace est fermé dans H**2(Q), c’est pourquoi on le munit de la norme
induite par H**2(0). Il sera utile de connaitre les traces de cet espace:
A priori, d’aprés le théoréme 1.1 pour we H***(), on peut considérer les
fonctions

o= Niul, e H* "I, O0<k<s+1, 1<j<N.

L’hypothése ue Hy(f2), implique f;,=0, 1<j<N. Ensuite la condition
Aue Hy(2) s’écrit:

N;Aulp,=0, 0<l<s—1, 1<j<N.
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Si pour chaque j on note 4, 'opérateur de Laplace dans les dérivées tangen-
tielles & I';, on a

4= N%+ Ai
d’ou
NP2l + A, Njul,=0, 0<l<s—1,1<j<N
soit

fiavet+ 40,=10, 0<I<s—1, 1<j<N.

On en déduit que f;,, = 0 pour k pair et que
8 .
fioepr=(—A) 15 0<k< [’2‘] y 1<j<N.

Ceci montre qu’on peut décrire toutes les traces de u € W,(£2) & partir des f; .

THEOREME 3.1. L’image de W,(2) par Uapplication

u—>{f;,= N5“|n}i=1.2._..w

N
est Vespace X,(I') =TI Hi NI pourvu qwaucun des angles w;,, 1<j<N,
i=1

1<k<N ne soit de la forme

In

m-+41’

IlmeN, 1<m<s, l #m-+1.

DEMONSTRATION. On va expliciter les conditions aux limites vérifiées
par f,, sur Varéte 4,;, de I';. On choisit le systéme d’axes de coordonnées
de fagon que A,, soit porté par 'axe oz et I'; par le plan # o z; la face I
est alors portée par le plan d’équation

Yy=rtgw,,.

Soit alors u e W,(2), d’aprés le théoréeme 1.1 les conditions qui relient f;,
et f,, sont les suivantes (écrites en tenant compte des remarques ci-dessus):
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Pour tout opérateur L d’ordre <s-1 écrit sous la forme:

s+1 8+1

L= :S'Emlvg:: :S‘leV?
k=0 m=0

(i) z P2k+1( 4; )k :1 E QZm-H l)mfl.l sur Ai.l

k<Is/2] m<[s/2]
si d*L<s

 ded

(ii) f f S Pupal— 4)Hia@) — 3 Qumpr(— 4 f1ay)| s < 400

k<I[s/2] m<I[s/2} e — vl

IyxIy

si d*L=s-41.

Compte tenu du choix particulier des coordonnées on a

N,=—D,

i v?

N, = —sinw,;; D, 4 cosw;; D, .

Dans ce qui suit, on écrira w aulieu de w;;. On désignera par T; opérateur D,
(qui est tangent & I;) et T, Popérateur (tangent & I7) défini par

T=—coswD,—sinwD,.

On a alors les relations

N,= —sinwT;— coswN;
N,= sinwT,—coswN,

On va expliciter les relations (i) et (ii) en prenant pour opérateur L les.
puissances de N, et de N, successivement:
Si L= N}, on a

D
L=N;=Y (p)(_ 1)msin?—"w cos™w Ty " N}
m=0 \M

et si p<s la relation (i) s’écrit comme suit: Si p est impair (p=2¢-+ 1):

(1) (—A)fi = z (22q _:_1) sin2(@—m) ¢ cog2m+ ¢ Tyae=m(—Ay)mfosur 4;,.
m<a
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Si p est pair (p=2¢):

. 2 .
(i) 0=-3 (Zm—ql— 1) sin2@=m=-1¢) cog2m+1 T2@-m+1(_ A )mf, . sur A,,.
m<q

De méme si p= s+ 1 la relation (ii) s’écrit comme suit: Si p est impair
(p=2q+1):

(i)’ J.J‘ l(" A)fia (@) 4+ 3 (2q+ 1) sin%e—m ¢ cos?mtiy -

om -+ 1
o
2 dedy
. P2(a—m)( m g .
Si p est pair (p=2¢):
(ii)” ff > ( 24 )sinz‘q—""“leosm“wT%“’“”"“(—Az)"‘fz 1(?/)2‘
2m -+ 1 ’
o In<a +
dzdy
o
lz—yl*

Ensuite si L= N7, on a les relations analogues du fait que
P e (P .
L=N;=(—1)y> ( ) sin?~" cos™w T7 " N7
m=0 \M
done si p=2¢g+ 1<s, (i) s’écrit

2 1
()" (=A)fiy=— §<: (23{:_ 1) sin%e=mg cosm i T7™(—A,)mf; . sur 4;,
m<aq

et si p=2q<s

2 .
(iii)” 0= (2mfl|— 1) sinXe=m—1¢ cog?mil e T2e—m~1(_ Ajymf, . sur A;,
m<q

et si p=2¢+1=s-+1, (il) s’écrit

1v)/ . 2q + 1 in2(a—m) 2m+1 2(q—m)( m .

(iv) ffl( A () +,,éq (2m i ]) sin  COS wl: (—A))
Iy I

dz dy

“fin (@) To—yF

<+ o0
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et si p=2¢=s-41, (ii) 8’écrit

@iv)” jf
IyI

2q
sin2e—m-1¢) cosmt1  TX-™-Y— A )m-
méq (2m + 1) ® WL ( ;)

: drdy

— .
lo—y[s =T

“fia(@)

Les relations précédentes sont banales pour p=0. Des relations corre-
spondant & p=1, on tire

[ fiat+ coswf,, =0
cos ofyy 4 fi, =0

sur A;; d’ou f;, =f,, =0 sur A;, puisque [cosw| 1.
Les relations correspondant & p =2 sont

{ sinwcoswT,f,; =0

sinw coswT;f;; =0

sur A;; dou Tf,, = T;f,;,=0 sur A;, puisque sinwcosw+#0 (i.e. w~n[2).
Ensuite les relations correspondant a p =3 sont

{ A;f;1 = 3sin*w cos oT7 f,, + cos® w(— A) f,,

Af,=3sin*w cos wTs f;, + cos* w(— 4)) f;,

sur A;;. Comme on a A,=1T%4+ D% A,=T:+ D> et d’aprés ce qui
précede
Dif,=Df,=0 sur 4

ces relations s’écrivent encore
_ in2 3 2
{ T%f;, = {3 sin* o cos  — cos®* 0} T f,

T5f,1 = {3 sin’ w cos  — cos® w} T*f; |

sur A, d’ou T%f, = T%f,, sur A;; car |3sin2wcosw—cos®w|£1. On
prouve ainsi par récurrence sur p que

I iy =177y =0  sur 4;

)
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pour p=1,...,s. Pour p=s-+1 on obtient si s est impair (s=2q—1)

2q ) - _ * dody
sin2e-m-1¢ cog2mti(— 1) T%-1f; (@) | 5 <<+ oo
pfr Zlomts © OB @] Ty R
PN}
<car
da dy da
T2(q—m)~—11)§m (@ 2__~__<0J‘T2(q—-m)~l_pgm ()2 —m—m— < fore)
Ijlfl I f.l( )l "w_yug ; ] 2 fl.l( )l d(ﬂ?; Ai,l) +
3 I ]

pour m>1 car TX™=1j —0 sur A;, d’aprés ce qui précéde. Vu les
hypotheéses sur w, cela implique

dx dy
T fia(@)|* 1 <+ o0
Ifl Jf.(m)! "Q’)——y":’ +

d’ou

s 2 ——— < oo
flTifi.l(w)‘ d(w; Aj'l)< .
Iy

On montre de la méme maniére que

d
f|T:fi.1(?/)|2 E@%m <4 o0

I

Des raisonnement analogues conduisent au méme résultat lorsque s est pair.

Si on remarque que T, est la dérivée normale au morceau de fontiére 4,
: s+%

de I'; on voit que f; , Hoo*(I).

J
Réciproquement partant de f]..ler)_}‘f(l’,.), 1<j< N donnés, on vérifie
qu’il existe ueW,(2) tel que f;;, = N;u|,, 1<j<N en vérifiant les rela-
tions (i) et (ii). Ces relations sont évidentes puisque par hypothése on a

I} fia=T7f,u=0 sur 4;

0<p<s—1 et aussi

dx
3 B
J.|Tif1.1(w)| d(x; A;,;) =

Iy
dy
T3f,a(y)[? :
lfl lfl.l(y)] d(.’l); Aj.l) <o

Une conséquence importante du théoréme 3.1 est la suivante
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COROLLAIRE 3.2. Le sous-espacc de W,(2) formé des ue O (), tels que
D*u=0 sur A pour tout o tel que |x|<s-+ 1, est dense dans W,(2).

D¥MONSTRATION. On désigne par W,(.Q) le sous-espace dont on veut
prouver la densité: Soit F une forme linéaire continue sur W,(£2), nulle
sur W,(22); comme W,(2) est fermé dans H**%(RQ), il existe TeH * 2(R®)
4 support dans Q tel que F(u) = {T; V) ou Ve H***R®) vérifie V|, = u.
Comme F(u)=0 pour uecD(R), on a {(T; U)>=0 pour VU € D (R?) & sup-
port dans £2; ceci prouve que 7' a son support dans I', done que ' ne dépend
que des traces de u. On peut donec écrire

N
u) =Y {8;; N;u)
i=1

ou 8;e H*}I;) = {Hy M (I)}*, 1<j<XN. On va montrer que les §; sont nuls.
(done aussi F); en effet si ¢, D) il est facile de construire ueW(Q)
tel que

Nau=¢,;, surl;, 1<j<N

on a donec F(u)=0 i.e. z< 5y ;> =0, pour tout ¢@;eD(}). Comme
i=1
D(I;) est dense dans HiH(I}), ceci prouve que 8;=0.
On a ainsi prouvé que toute forme F linéaire continue sur W,(£2), nulle sur
W;(Q) est nulle sur tout W,(2), ¢’est a dire que WS(Q) est dense dans W,(£2).
Un autre résultat utile dans ce qui suit, concernant ’espace W,(Q2) est
donné par le

THEOREME 3.3. Soit ue W(2) et v= Du avec |a|=s; v vérifie sur I}
une condition aux limites de la forme

Dwv=1T,;,fs, t=12,..,n

ot T';; est un opérateur différentiel homogéne a coefficients constants d’ordre |s|,
tangentwl a I et f;; = Nulp,.

i
8+1

DEMONSTRATION. L’opérateur D,D* s’écrit évidemment > P, N% o P,
k=0
est opérateur tangentiel & I'; d’ordre s+ 1—%. On en déduit que

s$+1
Do = D;D*u= EP fix= 2 Popis(—=4)f;; sur I
p<I[s/2]
d’apreés les relations établies au début de ce §. On obtient le résultat en
posant
T:;= Z Popia(— 4,

p<[s/2]
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4. — Inegalites a priori.
Le but de ce § est de prouver l'existence de C, tel que

] < Ol Aul,

pour tout uwe W, (L), s entier >0. On a déja prouvé ce résultat pour s =0
au § 2, il suffira donc d’établir I’inégalité

1D5o) + 1 D5o|* + | Dio|* + 2| D,D,v|* + 2D, D,v|* + 2| D,D,v[*< | Av]?®
pour v = D*u, |a|==s, ucW,(2). Cela résultera du

LEMME 4.1. Soit v= D*u, |a|=3s avec ucC°(Q)NW,(Q) e¢ DPu=0
sur A pour tout B tel que |B|<s- 1; alors Dinégalité ci-dessus est vérifiée.

DEMONSTRATION. On développe |[4v|* de la méme maniére que dans la
démonstration du théoréme 2.1; on obtient ainsi

|4v]*= | Dio|* + | Djo|*+ | Div|*+ 2D, D,v|*+ 2| D, D,o|*
12D, D,v|?+ 2fvade'vA e+ 2nyvdDz17/\ dw -+ 2sz@de@/\ dy .

Ir r r
Il reste & vérifier que les intégrales de b®rd sont nulles; elles sont sommes
des intégrales correspondantes sur les I';. On va évaluer la contribution d’une
face I'; e: Par un changement de base on se raméne au cas ou I'; est paralléle

4 Phyperplan z; = 0 (en notant & présent les coordonnées dans R®: z,, =,, «,
au lieu de z, ¥, 2). On a done & calculer une combinaison linéaire des

kav dDwA dax,
r

avec 1<k, I, m<3 et naturellement m <3 puisque do; =0 sur I;. On va
maintenant utiliser les conditions aux limites vérifiées par v sur I;. On a
en posant ¢ =f;; d’aprés le théoréme 3.3

Dyv="Ty,p, Dv=T,,p

et par conséquent f DvdDpwA dx,, est combinaison linéaire d’intégrales de
la forme: I

fDi‘D'3<pdD¥DZ<P/\dwm, m=1ou2 atf=y+d=p

Iy



380 P. GRISVARD

i.e. ou bien
I"—_fD:Dg‘PD{HDg‘Pd‘”l A da,
I

ou

I'= _fD:Dg¢D¥Dg+l¢d‘”1 Nde,.
Iy

Ces intégrales sont identiques si on échange les roles de x, et x,; on va montrer
qu’elles sont nulles. Apres un nombre fini d’intégrations par parties on a
(au signe pres)

I'= ﬂ:J‘D? DipD} " Dyg day N\ dwy = + %fpl[DfD;-Dz‘PFdwl N da,
byt

Ty

aveec a+y=2u f+ 0=2v si e+ y est pair et

I'= & [D{* ' DipDy* Dy pday \dw, = + § [ DD} Dy de, N do,
Iy Iy

avec a+y=2u+1, f+ 0 =2v+4 1, si -+ y est impair car les intégrales
sur oI'; sont toutes nulles puisque f)ar hypothése les dérivées jusqu’a Pordre s
de @ (qui sont des dérivées d’ordre <s- 1 de u) sont nulles sur ol';c A.
Dans les deux cas I’ s’intégre complétement et on a I'= 0. Le lemme est
ainsi complétement démontré.

Utilisant le corollaire 3.2, on en déduit le

THEOREME 4.2. Il ewiste C, tel que
]l ase < Cuf| Au],

pour tout ueW,(£2), @ condition quwaucun des w;,, 1<j<N, 1<k<N ne
soit de la forme:

ln
m, l,mEN, 1<m<8, l#m-l—l.
Il ne sera pas nécéssaire dans la suite de démontrer ’inégalité 4 priori sans
restriction sur les angles.
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5. — Alternative de Fredholm.

Dans tout ce qui suit on suppose vérifiées les conditions sur les angles w; ;.
contenues dans les hypothéses du théoréme 4.2. On sait alors que A est
injectif et & image fermée de W,(22) dans Hy(f2); on va maintenant essayer
d’en déterminer l’orthogonal c’est a dire

N(2)= {ve H*(Q); {du;v) =0 YuecW,(Q2)}.

L’idée essentielle consiste & utiliser le fait que » est solution du probleme
de Dirichlet homogéne:

Av=0 dans 0

et v|,= 0 dans un sens faible, qu’on pourrait préciser comme au §2, en
utilisant les techniques de Lions Magenes [9]. On va prouver le:

THEOREME 5.1. (i) N(2)=0 8 w;,<zm/(s+1), 1<j<N, 1<k<N.
(i) dAim N, (2) =+ oo si un des w,; est >m[(s+1).

Pour démontrer le point (i) on part du

LEMME 5.2. 8i w;.<zfs+ 1), 1<j<N, 1<k<N, alors N,(2)C H?*(9).

DEMONSTRATION. Le cas s= 0 a déja été examiné au §2 (Lemme 2.4).
Comme il n’existe pas de polyédre Q vérifiant la condition w;;<<z/3 pour
tout j et tout k, il reste seulement 4 examiner le cas ou s =1, ¢’est & dire
qu’on suppose w;;<m/2, 1<j<N, 1<k<N.

Raisonnant comme dans la démonstration du lemme 2.4, on vérifie
facilement que ve N,(Q) est en fait analytique dans Q2 — A; il suffira done
de vérifier la régularité H? de v au voisinage de tout point xe A. Rame-
nant # en 0 par translation et choisissant pour V une boule de centre 0 et
de rayon assez petit, on a

2NV={&=r0; 0<r<R, we@}

ol G est un polygone curviligne de 82 dont tous les angles sont inférieurs & /2.
On sait alors (d’aprés I’appendice) que les fonctions propres w, de 1’opéra-
teur de Laplace-Beltrami sur G (mémes notations que dans le lemme 2.4)
avec conditions de Dirichlet sur oG sont dans H3(@).

Soit donc ve N,(2), on a dans QNV

v(rw) =3 6 (r)wy(w)
k
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avec

c(r) = ((ro); wg (%) .
On trouve I’équation dont ¢, est solution en écrivant que
(v; Auy =0

avec

{?’(T)wk(w), 0<r<R, we@
u(ro) =

0 sinon,
ol peD (10, R[). Du fait que w, € H¥(G), on vérifie aisément que u € H¥RQ);

il est clair que u|,= 0 car w;|,;, = 0; enfin on a l'identité

2 A
A — ‘P"(”)*i——r‘P'(")—r-:‘P(r)wk(w), 0<r<R, we@

0 sinon

qui assure que Au|,=0 donc que we W'(2). L'équation <(v; Au)=0,
implique que

26, -+ 2re, — A6, = 0
d’ou comme dans la démonstration du lemme 2.4.

v(rw) = Y (a1 4 b, ) wy()

k

—14+V1+ 42, —1—V1+42,
B=——g s b=y

Pour terminer cette démonstration on admet provisoirement le

LeMME 5.3. 8¢ G est contenu dans un quart de sphére 82, on a A;>4.
On en déduit que Bi<(—1—+V17)/2 < —§. La technique du lemme 3.10

(*) En réalité, puisque ve H-2, on peut écrire v = ov,/or + V—L v, avec v,
v, € L?; les fonctions v, et v, sont développables en séries de w, d’oir

0 _
c(r) = o oy (rw) ; Wedg + VA vy (rw) 5 widg -
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de Grisvard [4] montre que
Pw, e H-Y(QN V)

si et seulement si f>—35 et par conséquent le fait que ve H-1(L) im-
plique que

o(rw) = @ w, (o) .
k

Ensuite toujours grice & la condition ve H-1(£2), on peut estimer la crois-
sance des a,: la fonction

pwi(w), 0<r<R, we@
U(ro) =

sinon

avec @€ D(]0, R[) est dans Hy(Q) et sa norme est

B R
el < 0([1 + lk]flqo(r)|2r2dr +f|¢'(r)|2r2dr)* :
0 0
par ailleurs on a
R
[<o3 01 = laxreg ] < ol
o

d’ou

R R
(+ h]gItp(r)]?r?dr +£|¢'(r)‘z rtdr)t

x| < O] 7
| fresep(r) r* dr|
0

Compte tenu du fait que A,~ Kk et par conséquent o~/ Kk on voit
qu’il existe O’ et ¢>0 tels que

it
7
lax| < C'

On est & présent en mesure de prouver que N,(Q2)C H?(£2); comme on sait
déja que N (2)= N(2)C H*(Q) d’apres le lemme 2.4, il suffit de vérifier
que N,(2)CN,(L2) i.e. que N, (2)cL*}(2): Dans 2NV on a

R

202 dr doo — 2 | p2axt2 gy — 2
f|v(rw)| ridrdow Zk:lakl r dr Zk:lak| e 13
NV 0

R2exts

26 - Annait dewa Scuota Norm. Sup. di Pisa



384 P. GRISVARD
et le terme général de cette série est asymptotiquement majoré par

k* RevE
evE i

4 une constante pres; la série est done convergente si R <<e. Le lemme 5.2
est démontré.

DEMONSTRATION DU LEMME 5.3. Comme il est connu que A, décroit
lorsque @ croit, il suffit de considérer le cas ou G est un quart de sphere:
Si on utilise les mémes coordonnées que dans la démonstration du lemme 2.5,
on peut choisir les coordonnées de maniére que G =G, ,:

G,,,2={w682; 0<0<7—2t}.

Dans ce domaine, on a 4,>pu, ol y, est la premiére valeur propre de — Dj
dans G, ie. u,=4.
On déduit du lemme 5.2 que

N(Q) S {ue H¥Q); Au=0,u|,,=0,j=1,2,.., N}

ceci démontre le point (i) du théoréme 5.1. Il reste 4 démontrer le point (ii)
du théoréme 5.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1 (ii). L’idée est que supposer
dim N,(£2) < 4 oo contredirait les résultats obtenus lorsque n =2 dans
Grisvard [4]. Supposons que 4, ; soit porté par I’axe 0z, ce qui est toujours
possible en changeant éventuellement de systéme d’axes de coordonnées;
or peut aussi se ramener au cas ou I; est porté par le plan 20z et I, par
le plan défini par ¥y = wtgw, .. Soit alors I un intervalle de I'axe Oz tel
que IcA?, et soit o> 0 tel que

{@ 9y,2); 2€1, 2+ y*< g (v,9)e2}CQ
ou X désigne le secteur plan infini (dans le plan z0y) d’ouverture w; ;. et s’ap-
puyant sur ’axe Ox. On va étudier la régularité de ue Hy(X) solution de
Au = fe Hy(X) avee I’hypothése que » est & support dans{(z, y): x> + y* < 9%} .

On se rameéne au cas & trois dimensions en considérant

w(z, g, 2) = u(@, P)pe)  (noté w=1u®p)
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avec peD(I). Il est clair que
we Hy(2)
et que

Aw=FRp+uR¢ cHy2)

au moins si s=0 ou 1.
Soit V,, ..., V une base de N, () supposé de dimension finie. On aura
we H*2(Q) si (Aw;v;> =0, 1<j<N i.e.

JRe; Vo+@w®e;V)y=0, 1<j<N.

Comme u et f sont fixées et pe D(I) est quelconque, les N identités ci-
dessus sont N conditions linéaires sur ¢. La dimension de D(I) étant infinie,
on peut trouver peD(I), g~ 0 telle que les identités soient satisfaites et
par conséquent we H**%(Q), d’ou puisque peD(I), ue H**X). Ce raison-
nement prouve que toute ue€ Hy(X), vérifiant Adue H(X), & support dans
2+ y> < p® est automatiquement dans H*'%(X); comme w,,>m/(s+ 1),
ceci contredit le corollaire 3.8 de Grisvard [4].
La démonstration lorsque s > 2 suit les mémes idées.

6. — Epilogue.

Les résultats des § précédents concernent les solutions de Adu=f avec
feHy(82) c’est a dire que f vérifie des conditions aux limites superflues dont
il faut se débarasser lorsque s>1. On utilisera pour cela les théorémes de
traces.

Plus précisement on consideére P’application

Py u—{Au; ul, 1<j<N} .

C’est naturellement une application de H***(2) dans

(@) < TLET) 3

i=1
de plus on a nécessairement (d’aprés le théoreme 1.1)

gi=0i SUr A;, si A;,#¢.
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Par conséquent, il est naturel de considérer P§, de H**3(2) dans I*(£) sous-

N

espace de H*(Q)xT[H* ¥(I';) défini par les conditions g, = g, sur A4, ,.
i=1
On va prouver le

THEOREME 6.1. (@) P%, est bijectif de H**2(Q) sur I*(2) sion a w; x<m(s+1)
pour tout couple j, k tel que A, .~ ¢; (b) Vimage de H***(Q2) par P%, dans
I3(82) est fermée et de codimension infinie dans I(2) si aucun des w;; m'est
de la forme lm[(m+1), L, meN, 1<m<s, l#=m+1 e Pun des w;, est

> /(s +1).

On déduira ce théoréme des résultats de § précédents et du

THEOREME 6.2. Soit {f; gy, ..., gy} € I*(Q), on suppose qwaucun des w;,i
n'est de la forme Ix/(m+1), I,meN, 1<m<s, ls=m-+1; alors il ewiste
we H*"2(Q) solution de

wy,=¢;, 1<j<N

Aw—feHy(£2).

La démonstration du théoréme 6.2 est basée sur I'utilisation du théoréme 1.1.

II est clair que le théoréme 6.2 permet de ramener la démonstration du
théoréme 6.1 a D'application du théoréme 5.1: les techniques utilisées sont
les mémes que celles du §4 de Grisvard [4].

REMARQUE 6.3. On pourrait préciser le résultat lorsqu’un des angles w;
de 2 est de la forme Iz/(m-+1). On montrerait que siaucun des w,; n’est
de la forme Izn/(s 4 1), 'image de P{, dans I°({2) est encore fermée ce qui
n’est vrai lorsque 'un des w;; est de la forme In/(s4+1) ({eN). On ne
donnera pas le détail des démonstrations (d’ailleurs semblables & celles de
Grisvard [4]) pour des raisons de briéveté.

Appendice.

On a regroupé ici deux résultats utilisés dans les §§ 2 et 5 respectivement
et qui sont relatifs & des problémes bidimensionnels done plus liés 2
Grisvard [4].

On note L 'opérateur de Laplace-Beltrami sur S? (la sphére unité de R3)
et @ un ouvert de S* de la forme particuliére suivante: 0G est formé d'un

nombre fini d’arcs de grands cercles qu’on notera §;, 1<j<N. En d’autres
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termes @ est Pintersection avec 8% d’un cone polyédral 22 de sommet 0; £2 est
limité par ses faces I'; et 8;= 82N I;. On notera w; I’angle que font les
tangentes & S; et & S,.; en leurs points de rencontre, c’est a dire 1’angle
de I'; avee I';, (vers l'intérieur de Q).

THEOREME. Si w;<<m pour ftout j alors L est wun isomorphisme de
H*G) N HY(G) sur LXGQ) et si w;<m|2 pour tout j alors L est un isomor-
phisme de H* Q) N HYG) sur HY(G).

I1 en résulte que si w,€ Hy(G) est fonction propre de L i.e.

Lw,=— Aw, dans G

alors w,e H* @) 8i w;<<m pour tout j (c’est le résultat utilisé dans la
démonstration du lemme 2.4) et w,e H3@) si w; <m[2 pour tout j (c’est
le résultat utilisé dans la démonstration du lemme 5.2).

DEMONSTRATION. Il §’agit d’un résultat de régularité qui compte tenu
de Pellipticité de L, est évident 4 I'intérieur de G et au voisinage des ares S;;
il n’y a de probléme qu’au voisinage des sommets. Il suffit donc de consi-
dérer le cas ol la fonction « dont on veut prouver la régularité, est & support
au voisinage d’un des sommets. En coordonnée locales on est ramené au
probléme suivant:

G est le secteur plan limité par ’axe Oz et la demi-droite qui fait avec Oz

un angle w; dans le sens-direct, € Hy(G), est & support borné et de plus u
est solution de

Lu = fe L¥}@)

ou L= > a,z;y)D>D} avec a, fonction réguliére telle que
lol<2

a,4(0,0)=1, @,(0,0)=1, a,5(0,0)=a,,(0,0)=0.

On a donc
Auw=f-+ Au - Bu
ol B est un opérateur du premier ordre et 4 un opérateur du second ordre

dont les coefficients s’annullent en zéro.
Si fe L*@G) on a

g=Au— Aue L*G).
On peut trouver un triangle coincidant avec G au voisinage de 0 et contenant

le support de u. Soit 4, la restriction de 4 & Hy(L2,); d’apres la remarque 3.11
de Grisvard [4] on sait que A, est un isomorphisme de H*(2,) N Hy(2,)
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sur L(R,). Comme les coefficients de A tendent vers zéro lorsqu’on diminue £,
on voit que si 2, est assez petit 4,4+ A est encore un isomorphisme de
H*Q,) N HY(Q,) sur I*(Q,). Il en résulte que

w= (A, A)ge HG).

Si tous les w; sont < /2, on utilise un triangle £, dont tous les angles sont
< 7/2 et alors d’aprés le théoréme 4.2 de Grisvard [4] on sait que 4, est un
isomorphisme de H3(Q,) N HXQ,) sur g'(£;) et le méme raisonnement que
ci-dessus montre que ue H3(@).
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