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Sul modulo di continuita alla frontiera della soluzione
del problema di Dirichlet relativo
ad una classe di operatori parabolici.

ERMANNO LANCONELLI (*) (**)

Summary. — In this paper, we estimale the modulus of continuity of the solution of
Dirichlet problem in the boundary points for a class of linear parabolic operators
of the second order in divergence form with measurable coefficients.

Introduzione.

Sia Q un aperto limitato dello spazio euclideo R" xR e sia @€ C(092);
in una nota precedente ([8]) utilizzando risultati di Aronson ([1]), Tru-
dinger ([10]) e Bauer ([3]) abbiamo provato Uesistenza di una soluzione gene-
ralizzata (nel senso di Perron-Wiener) del problema di Dirichlet

(D) { Lu=0 in 2

u[0Q =g
essendo L un operatore parabolico del tipo seguente

»noofa ou LA ou
) =323 o]+ 303

Nella nota suddetta abbiamo inoltre caratterizzato i punti parabolicamente
regolari della frontiera di Q, cioé i punti 2,€ 0f2 per i quali, indicando con
LH;’ la soluzione generalizzata del problema (D), riesce

lim ZH9(2) = @(2,)

22,
(*) Istituto Matematico - Bologna.
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per ogni pe C(0L2) e per ogni L del tipo (1) (verificante le ipotesi che pre-
ciseremo fra poco).

In questo lavoro utilizzando una tecnica dovuta sostanzialmente a
Kellog (*) otteniamo una stima del modulo di continuita di LH;) nei punti
parabolicamente regolari di 0Q.

Tale stima generalizza al caso di aperti arbitrari un risultato dimostrato
da Trudinger ([10]) nell'ipotesi di aperti verificanti la « condizione (A4)»
di Ladyzenskaja e Ural'ceva ([6], pag. 9).

Valutazioni analoghe a quelle provate nella presente nota ma relative
ad una classe di operatori ellittici in forma non variazionale sono state
ottenute recentemente da Novrusov ([9]).

Concludiamo il paragrafo precisando le ipotesi sui coefficienti di L ed
introducendo le notazioni delle quali faremo uso sistematico nel seguito.
R*x R & lo spazio euclideo delle (n-+ 1)-ple ordinate di numeri reali; po-

niamo ||[]|| = (Jz[*+ )} e || = (é””?)%'

L, (R*xR) ¢ lo spazio delle (classi di) funzioni » misurabili su R*xR
e tali che

([, 9); LoRYlray)™ se g< oo
oo Ju; LW<R"><R>||=< i
supess u(-, 1); LRY)|  se g— oo

(Ly(R") & lo spazio di Lebesgue delle (classi di) funzioni di p-esima potenza
sommabile su R* con la consueta norma).
Sui coefficienti dell’operatore L facciamo le seguenti ipotesi:

(I) ¢,;=¢;;€e L (R*"XR), t,j=1, ..., n ed esiste r> 0 tale che

rE|r< S i(2)E:E,<r|€]?, VeeR"xR, VEeRr.

=1
(I1) ¢;y die L, (R*xR), i=1,...,n, con 2<p, g<oo, n2p+ 1/g<};
ecL, ,(R"XR) con 1<p,, ¢;<o0, n/2p,+ 1/q; <1.
(IIT) Esiste P> 0 tale che Lu = Au— ou/oy nell’aperto {ze R"XR;

lll2]l|>P}; A & Poperatore di Laplace in R".

(*) Cfr. [5]: precisamente la dimostrazione del criterio di Wiener sulla rego-
laritd dei punti di frontiera per I'operatore di Laplace.
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Se L ¢ un operatore del tipo (1), verificante quindi (I)-(I1I), poniamo

[E1= 7+ 3 (o + 1) + fel + P + 0

dove |e.l, |d.], |e]l indicano le norme dei coefficienti nei rispettivi spazi
e 6 & un numero positivo tale che 1—0>2/p, n/p+ 2/q, n/2p,+ 1/q.,
2/q, 1/p1s 1/q;.

Diremo che ue 0(2), 2 aperto di R*, & L-parabolica in 2 se essa e solu-
zione debole dell’equazione Lu= 0 in £.

Un aperto limitato £ si dice L-regolare se, per ogni ¢e C(002) esiste
una ed una sola funzione LH;’ L-parabolica in 2 e tale che

lim LH2(z) = @(2,) Ve2,€0Q.

2—>24

Una funzione % di dominio un aperto £, di R* xR si dice super L-parabo-
lica se:
i) —oco<u< + oo, <<+ oo su di un sottoinsieme denso in 0Q,;
ii) » & inferiormente semicontinua;
iii) per ogni aperto regolare 2 tale che 2c Q,, se p€(02) e p<u/[0R,
allora “H? <w in Q.

Cid posto, se £ & un aperto limitato di R*xR, la soluzione generalizzata
del problema (D) é la funzione

LH? = inf{v; v super L-parabolica in 2, lim v(2)>@((), Vi€ 02};
2=

essa & L-parabolica, e quindi continua, in Q (cfr. [3], [8]); nel seguito seri-
veremo sempre Hﬁ anzicheé LHf .
Indichiamo poi con K, a> 0, la funzione

n/2—1 —nf2 _ “x”2
a (47ty)—"% exp a4y , sey>0,

K@(z)=
0, se y< 0.

Per ogni compatto F c R* x R denotiamo con At (F) Pinsieme delle misure
di Radon non negative col supporto contenuto in F e poniamo

CG(F):sup{m(R"xR); m € MH(F), fK(")(z—C)dm(C)<1 VzeR”XR};
R"xR
se a= 1 scriveremo C anziche C,.
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1. — Risultati principali ed esempi.

D’ora in poi indicheremo con £ un aperto limitato di R*xR.
Se 2z,= (1,, ¥,) € 02 col simbolo Q,:_k(zo; A) indichiamo l’insieme

Onalzo; A) = {(w, Y) R’ A<y, —y<A¥ AMI<exp lfy— j"l/l) < /1—"}
0

con h, ke N e A€]0,1].

exp % = A"

2
exp —“llj&ﬂy = )1

Fig. 1.

Per ogni ze R"x R e per ogni a e b positivi poniamo

C(Ql:.k(zo; 1))

(2) Hc%(“ %) = Sup 2k(mi2)—ha *)

M=1 h<HM ké[z]l—M

dove [2],=In|||z — 2||[?/In 4.

(*) Conveniamo di attribuire il valore zero alla somma indicata se [¢];— M < 1.
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Sia e 0(02) e sia H, ;? la soluzione generalizzata del problema di Dirichlet

Lu =0 in 2,
u[0R =g,

essendo L un operatore del tipo (1). Posto
o(p, ) = Sup{[(p(z)—(p(é')]; &, €082, |llz—all|<t, IHZ;_‘zo”I<t}

vale il seguente

TEOREMA. [Fissata A€ 10, 1], esistono ¢, o, «, f, a e b positive e dipendenti
solo da |L| e da A, tali che:

(B) [HZ(z)— ¢(zo)l<ctei]1;f[{w(% 1)+ sup || t*+ sup |p|t-eexp [— BH(2; )]}

per ogni z€ L.

Questo Teorema, la cui dimostrazione e rinviata al paragrafo 3, costituisce
il principale risultato del presente lavoro.

A chiarimento della (3) facciamo la seguente osservazione; ricordiamo
che il punto z, si dice L-regolare per 2 se il lzl_l):% Hf(z):qa(zo) per ogni
pe C(082); d’altra parte, in [8], abbiamo provato che z, & L-regolare per
ogni operatore del tipo (1) (brevemente: parabolicamente regolare) se e solo
se la serie
G(Qi:‘k(zﬁ 2))

lk(n/2)—ha
¢ divergente per ogni a>0; ma allora (cfr. (2)):
exp [— HR(2; 20)]5=—~0, Va,b>0,

229

se ¢ solo se z, é parabolicamente regolare per L.
Nel caso che @ sia holderiana in z,, (g, t)<e(@)® (0<d<1), dalla (3)
si deduce

(3")  |HJ(2) — p(zo)| <¢'(c(p) + sup |¢]) exp [— yH(252)]  Vee L,

con y = min {0, o} B/(0 -+ p); basta infatti osservare che, comunque si pren-
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dano ¢, ¢,, ed E costanti positive, E<min {4, a}/e, risulta

inf (¢, 8’ + ¢, 1%+ ¢, Bt-2) < (¢, + ¢,) inf ($mint} | Fi-e)—
t€10.1[ t€10,1[
= (6, + &) e(9, o, @) BV, (*)

Mostriamo adesso alecuni esempi di applicazione dei risultati sopra esposti.

EsEMPIO 1. Sia 2z, = (2, ¥,) € 02 ed esista o> 0 tale che

(4) M, (20 {(m, y)eR*XR; o —m|2<r, 0<yo—y<r})>0rn/a41
Vre]o, 1[

(M, & la misura di Lebesgue in R x R); per la funzione H)(z; 2,) vale allora
la valutazione

1

1
—-—le_%Hl—E] Vze R xR, ||lz—2]||<1,

(3) Ht(lll))(z7 2)>f, [ln

essendo 8, = f,(0, a, b, 1) (la dimostrazione di (5) & svolta nel paragrafo 2);
cid, a causa della (3), implica

|H7(2) — p(20)| < ¢ {w(@, 1) + sup |p|t* + sup o[t~ ||z — 2|7}

per ogni t€]0,1[ e per ogni z€ L.
Ora, per ogni fissato z€ £, con |||z —2]||| <1, scegliamo t= |||z —z,|||"
con y = ff,[/(x+ p); riesce allora
(6)  [HJ(2) — p(zo)| <26 {0(g, |llz — 2| |I") + sup [g] [||s — |||} Vze R,
[lle—2ll] <1.

Questo risultato si deve a Trudinger ([10], Teorema 4.2).
EsemMpIO 2. Siano g:]0,1] —[2, + oo[ una funzione non crescente e
2o = (%, ¥o) € R* X R; chiamiamo g-cono di vertice 2, ogni insieme del tipo
seguente
P,= {(wy Y)ERXR; 0<y,—y<1, co(y,—y)<exp [@1( 0”)]<0(%— f’/)} y
0<e<1.

(*) Con ¢(-, ..., -) indicheremo sempre delle costanti positive dipendenti solo
dalle variabili indicate ed, eventualmente, da n e dal diametro di Q.
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#= (0, 0)

\\\\\\\\\ Ild/‘”
\\\\\\/‘“XP ==y

AN
\\
\\ N\
Q
PN O
Fig. 2.

Sia ora 2,€0%2 ed esista un p-cono di vertice z,, P,, tale che
ma({we R*; (@, y) € PN Q'})>0ly — yo|"*(In o(yo — y)) >

per ogni y € [¥, — 1, Y[, essendo ¢ una costante positiva indipendente da y
(questa condizione & sicuramente soddisfatta se P,c Q'; m, & la misura di
Lebesgue in R"). Esiste allora una costante positiva 8, = f,(o, a, b, 1) tale che

1
1 n/2—1
(7) He(lfl;(z;zo)>ﬂ1 [“[z;[m% dt_%] ’ ”lz_zolll<1

(anche questa disuguaglianza sara provata nel paragrafo 2).

Se poniamo
1

1 1) )r/2—1
ha(2 — 2) = (In ||]z — z°H|_1)“l (_%(Qé(—g)a— ’
[1lz—zolll

riesce exp [— H®)(2; 2,)1<e(By)]|[e — 2| |[***~* e quindi, per la (3),

[HJ(2) — p(20)| <¢'{o(@, 1) + sup ||t sup |p[t™[[[e — 2|~}
Yte10,1[ e Vze 2, ||lz—z|||<1.

Ora, per ogni z€f con |||z¢—z|||<1 scegliamo t= |||z —z2,||["* * con
Ya(2 — %) = Bprha(2 — 20)/(x + @); allora

(8)  [HJ(2) — p(z0)| <26 {w(@, [lle — 2] |[“¢7*) + sup || [||e — 2| [~} ,
Vze 2, ||lz—=]||<1.

In particolare, se p & costante anche y, & costante e la (8) coincide con la (6).
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2. — Alcune proprieta della funzione H).

Osserviamo anzitutto che il comportamento di HY) & indipendente da 2.
Infatti, se, per brevita, poniamo

C(R(z05 2))

Zop(M, A) = Akniz—na !

h<<OM k<[z]1—M
risulta

ProPOSIZIONE 1. Per ogni a>0 ¢ per ogni A, u€ 10, 1[ esiste una costante
positiva ¢ = ¢(e, a, 4, u) tale che

sup Z,p(M, 2) <c[§lgp Zasl3, ) +1]

M=>1

D1MOSTRAZIONE. Esiste una costante positiva ¢, = ¢,(4, u) tale che
M, <X, (M, u)+1] VM>1

(cid si prova esattamente come la proposizione 1.2 di [7]).
Se «<1 non vi & altro da dimostrare.

Siano ora M>1 e >0 e valutiamo X, (M -+ B, u); riesce:

Za.b(M+ ﬂ’ lu): z z e

R<HM+B) k<[zl,—M h<b(M+B) [al,—M—p<k<I[zl,~M

> 2 (M, p) — ey 3 B pen

h=1
(l’ultima disuguaglianza segue dal fatto che C(£; ,(20; p)) ™ F @+ < ¢, h"2 e

essendo ¢, una costante positiva dipendente solo da » e da u: cfr. [7] pro-
posizione 6.1); allora si ha

2, (M, Dy ) {2, + B, )+ 0 SR
h=1
e quindi P’asserto.

PROPOSIZIONE 2. FEsiste una costante positiva ¢=c(a, b, 1) tale che

H)(z; 20) <e[In [[Je —zo| ||+ 1], 0<[|le—2l]|<1.



SUL MODULO DI CONTINUITA ALLA FRONTIERA ECC. 343

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 6.1 di [7] risulta C(£24(%; A))<
<6 (A 2 o quindi, se [2],> 0, cioé se |||z —2|||<1, si ha

SolM,N<a() S S hEpec(ele(d) S ki —
h=1

h<bM k<I;—M
2¢,(4, a)

WIHIHZ—%HI_I

= (4, a)[z]s =

per ogni M >1. Da cid segue asserto.
Per ogni 7€ R poniamo ora

2 C(Qhx(20; A
spm—3 39 ,1:——£fl(:fh., ),

k<t h=1

a>0.(%

Ebbene si ha:

PROPOSIZIONE 3. [Esiste una costante positiva ¢= c(a, b, 1) tale che

(9) H{)z—2)>8P(3[) — o
per ogni ze R* X R.

DIMOSTRAZIONE. Figsiamo un numero naturale k,= ky(a, b, ) tale che
Vi>k, risulti ab|lnAjt>4Int.

Prendiamo ad arbitrio ze R* X R; se [2],<k, la (9) & vera.

Supponiamo allora [2],> k,. Posto per brevita oy, ,— C(2; (2o A)) A~ KD +ha,
dalla definizione di HY) si trae

1
HA(z52)> Y S o, con M(z)=2 nlel,
k<al;— M(z) h<bM(2) ab|ln A|

Ora

oo

E Oy e = Z E o+ 2 E Oy g 3
k<[d3—M(z) k=1 k<[2y— M(z) h<bM(z) k<[2l;— M(z) h>bM(z)
2 A 2

d’altra parte, poicheé o, < e (4)h"2A™,

z ah.k<01(}h)([2]z— M(z)) z hn/2}'ah<
k<[zl;— M(z) h=bM(z) =
<ea, Dely S AM2<oy(a, D[], M2 — o(a, ).
h=bM(z)
In definitiva

(-]
A
(10) HR#52)> 3 So—0.
k<[z];—M(z) h=1

(*) Conveniamo di porre S(r) =0 se 7< 1.
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Osserviamo adesso che la scelta di k, assicura che
[2],— M(2)>3[z], se [z];>Fo;
allora dalla (10) si ricava
Hf,’}g(z; 2y) > z gth_k — G = Sff)(%[z]z) — ¢

k<}lz]y h=1

e quindi ’asserto.

Con Pausilio di questa proposizione proviamo adesso la (7) e la (5) del
precedente paragrafo.

Nelle ipotesi assunte nell’esempio 2, posto Pp= {xeR"; (x,y,— A*)€
eP,NQ'}, riesce m,(P;)>0A""?(Ing(2))"* ' e quindi (cfr. [7] proposi-
zione 5.1)

C(Pi {yo — A4}) = ma(Pr) > 2P (In o(24)"2 715

d’altra parte, se xe P,, risulta

09(£")<eXp =I* ” - <o(4%);

siano ora h'(k) ed A"(k) i numeri interi rispettivamente pitt grande e piu
piccolo, per i quali riesce

l—h'(k)+l<oe(lk)<g(lk)<l_h"(lc);

R'(K)
ovviamente P,{y,— A< U Q,','k(z.,; A) e W'(k)—h'(k)<e, = ¢4, ¢).

h=0'(k)h=>1
Allora, per ogni ¢>1, si ha

KO C(Qialeo; 1) o
: grremwae( U Qs )=
Ak(n/2)—ha k§<:t h=R A1 0) =

N GED)

k<t h=n'(k).h=>1

nf2—
> Z Ak 2R (k) C(Pk X {Yo — lk}) Z p (ln 9(}"0)) L >

K<t E<t (o(2%))®

Ak 1

(In (7)) f(lne(r»"““ — 62
R ) D A)L et O

Questa disuguaglianza, unitamente alla Proposizione 3, prova la (7).
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OSSERVAZIONE. La disuguaglianza precedente & valida nell’ipotesi meno
restrittiva: per ogni ke N esiste ye [y, — A¥, yo— A¥*1] tale che m,({we R";
(@, ¥) € NPY)>o0lyo—y|"*(Inp(yo— y))">* con o>0 indipendente da k.

Mostriamo adesso la (5) del paragrafo 1.

Sia o(t)= M per ogni te]0,1], essendo M un’opportuna costante che,
per il momento, supponiamo >e. Poniamo

. 2
PM:{(m, PNeR*XR; 0<y,—y<1, exp H<M} .
0

Riesce (cfr. (4))

M ya(Q'N Py O (R X [yo — 7y %)) >

>mu (2N {(@, y) R XR; o —m[2<ry, 0<y,—y<r})—

—mn+1(Q’r\{(w, Y)ERXR; |o —m, |2 <, 0<yp— y <71, exp L °:B) M})>
0

> 0-7"‘/24-1 —

“’M L Yrelo, 1],
essendo o> 0 dipendente solo da »n. Di qui si trae

’mr.+1(~Q’ NPy (R X [y, — A%, %])) - mn+1(Ql NPy N (R X [y, — Ax+Y, ?/o])) >

w
> (6 — —— ) Axtniz0 g (In M) AkHD241) —
In M)

2 @ 9 2
= Akn/2+D) [O’ _ in M — wl(ln M)n/. anl..—fl] ;

B possibile scegliere M>e e A€]0,1[ tali che

q

n/2 Jnf2+1 —
Y M — wy(In M2 4 5
esiste allora y e[y, — A%, y, — A**1] tale che

ma(2'0 P (R X {y})) > Iy Yol

-cid, a causa dell’osservazione precedente e della (7) prova che esiste
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¢=c(a, b, A, 6) per cui, se |||z—z||| <1, riesce

1
1 1
(A) Zdt—==cl
Hy(2; 20) > tdt p cln
Hle=zlll

1 1
llz—=2oll| ¢

che ¢ la (5).

3. — Dimostrazione del teorema.

Nel corso del paragrafo supporremo sempre 2,= 0 = (0, 0); indicheremo
inoltre con X = R»x J¢,, t,[ una striscia di R" xR contenente Q.
Sia L un operatore a coefficienti di classe € e del tipo seguente

o
oy’

i=1 =1

n 0 n
(1,) Lu:z o, I;E Ha ]+zd'8::,

Pequazione Lu =0 ammette in X una soluzione fondamentale ¢ verificante
le disuguaglianze

(11) 7K@ —0)<gle— O <pEw)(2—0) ValeX,

dove y,, y; e ay, a; sono costanti positive dipendenti solo da |L| e da X ([1]).
Per ogni ¢t ed MeR, 0<t<<1l ed M >¢, poniamo

B(M, )= {(z,y) eR*xR; [y| <1, |o|*<4tIn M} (*)

Per te]0, 1[ indichiamo con I, I’operatore

n n ouw ou
Y (ten)—— .
Ltu_tz1 %, [,Z c:;(t:2) P ] +i§1t d,(t-z) 20, 3y

dove, se z=(z,y), t-z2= (t'x, ty). Si osservi che riesce |L,|<|L| per ogni
telo, 1.

Indichiamo con G(z; £) 1a funzione di Green di I, relativamente al cilindro
B(M, 1) e poniamo

G(M,t;2,0) =Gt 12 t0)t2 Ve, Ce B(M,1).

(*) Non & restrittivo supporre, come faremo sempre, X 2 B(M,t), VM >e,
vte o, 1.
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Fissata (e B(M,¢) la funzione z — Q(M,t;2,() & L-parabolica nell’aperto
B(M, t)\{¢}. Osserviamo inoltre che G(M, t; 2, {) = 0 se z€ 0, B(M, t) oppure
se L€ 9,B(M,t) (6,B(M,t)={(z,y)eR"xR; |z|*= 4tIn M, |y|<{t}; inoltre
G(M,t;2,0)=0 se 2= (1, 9), {=(&n) ed y<n.

LeMMA 1. Sia 1€]0,274] ¢ siano t€10,1[ ed M €[e, + oo[. Esistono due
costanti positive y, ed a, dipendenti solo da |L| tali che

(12) KM, t;2,0)>n, K —L) Ve, leB(M, A)

DIMOSTRAZIONE. Per ogni 2, { € B(M, At) poniamo 2'=1¢"1-z e {'=1"1-{.
Allora 2' e {'e B(M, ) e

(13) G(M,t;2,0)=G(, L)tz
Poniamo adesso B'= {(2", y")e R*XR; |y'|<1, |#"|*=2(1+ A)In M}.
Osserviamo allora che per ogni {'= (&', n') € B(M, A) e per ogni (2", y") e B”
riesce
[6'—a"|>(2(1 + A)In M)} — (4Aln M) > (In M)} (1 —A) =d

analogamente per ogni 2'= (2',y’')e B(M, A) e per ogni (2",%")e B" riesce
lo'—a"| >d.

Riesce poi d?/8 =1In M(1— 2)?/8> A.

D’altra parte, per ogni (2”,y")eB(M,1) con ||[2"|||= (41n M)* e per
ogni (z",y")e B’, riesce

|#"— 2" | >4 In M)} — (21 + HIn M) > (In M2 —v3)>2 —v3=9.
Allora, per il Teorema 8 di [1] risulta
(14) G, L) > K@) V', (e B(M, 2)
essendo y, = y,(|L, 0) ed a,=ay(|L],8); ma |L|<|L|; possiamo quindi
ritenere y, = y,(|L|) ed a,= a,(|L|).

Poiché K('— (') ="Kz —() da (13) e (14) segue Dlasserto.

Per ogni t€]0,1[ e per ogni compatto F c B(M,t) poniamo

C(M, t; F) = sup {m(F); m € Mo+(F), f (M, t; 2, C)am(0) <1 Vee B(M, 1)} .
F
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Ebbene:

LEMMA 2. Per ogni t€0,1[, per ogni A€ 10,274 e per ogni F c B(M, At)
esiste una costante positiva ¢ dipendente solo da |L| tale che

C(F)<cC(M, t; F)

DIMOSTRAZIONE. Poiché G & la funzione di Green di I, relativamente a
B(M, 1) e poiché |L,|<|L| in forza della (11) riesce

G, )<y, K)o, {'eB(M, 1),
e quindi, poiché K@)(t-1-(z —()) = "2 K®) (2 — {), risulta
(15) G(M, t;2,0) <y, K2 —0) Ve, (e B(M, 1);
d’altra parte se me MH(F) ed FcB(M,t) risulta

K@) Eme)(z_ Hydm(Z)<1 VeeR"xR

R"xR

se e solo se K“(z)<1 Vee B(M,t).
Allora dalle definizioni di C(M,t; F) e di C, (F) si trae

C,(F)<y;'C(M,t; F);

essendo C, equivalente a C ([8], proposizione 2) questa disuguaglianza prova
Passerto.

Se F & sottoinsieme compatto di B(M,t), t€]0,1[, esiste una misura
v EMH(F) tale che »(F)= C(M,t; F) (cfr. [4]); diremo allora che

o(M, t;2) = f (M, ;2 0)d(E), eeB(M, 1)
F

¢ un potenziale di equilibrio di I relativamente a B(M, t).

LEMMA 3. Hsistono due costanti positive o ¢ o, dipendenti solo da |L|,
tali che, comunque si prenda un compatto F contenuto nell’insieme

1£]®
— 4y

t M
{(C, n)EB (Myi); 1<exp <M, 77<—-T[-}
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con te]0,1[, A€]0,2-4, Me[e, + oo ¢ T€]0,c M~ °[, riesce
o(M,t;2)>Lv(M,¢;0) VeeB(M, At).

DI1MOSTRAZIONE. Poniamo

L JG(M 8, 0)
R—lnf{G(—Mm, ZEB(M, lt), ZEF} .

Allora, per ogni ze B(M, it)

(16) oM, 85.2) =[G, t; 2, £) do(&)> Ro( M, 15 0).
F

Valutiamo R. Figsato (e F indichiamo con w la funzione

G(M,t;20) .
TGM,1;0,0)

u & L-parabolica in {z, y)e B(M,t); y > 7}, (¢=(& 7)) e quindi anche in
B(M, |5|/2). Se v<} riesce B(M, At)c B(M, |n|/2) in quanto m<tn|;
inoltre, in forza della (15) e della (12),

— —n/2
sup wu(?) <12 sup (u) exXpa ” & 7/2 M AR
2eB(M.|n|/2) Y1 zeB(M|nli)\ — 1 77)

Allora, per il Teorema 4 di [2] (h6lderianitd interna delle soluzioni), per ogni
2eB(M, At) si ottiene

ot2) O <o 2 2 apozee (EEEL o) o (B

<¢'(|L]) Me(In MY 79,

dove & & una certa costante positiva dipendente solo da |L].
Di qui si ricava

R> inf [4(0)— [u(z) — u(0)|]>1— ¢’ Ma(ln M)® z*
2€B(M,At)

e quindi B>} se 7<(2¢' M"*)"" —gM 2 Cid, per la (16), completa la
dimostrazione.
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Fissati 1€10,24 ed M e[e, 4 oo[ poniamo

Fl(cl)(M) = Q,nB(M, }.k) N {(5, n)eRnXR 1<exp ”5"2

<M, |E[2<, n<—/1"+1}, lew .

Siano poi v, MH(I'O(M)) tale che v (I'V(M)) = C(M, 4,15 TP(M)) e

00(2) = v(M, 11; 2) = f G(M, 152, ) dn(l), 2€B(M, 1),
Ivi:l)(”)

un potenziale di equilibrio di l"',‘c’)(M ) relativamente a B(M, A*-1). Poniamo
inoltre
Q=20 {@,y)eR xR; 0<—y<X, |z]*<2}

@, = {v; v super L-parabolica in X, v>0, v>1 su Q};
a7 W,=inf{v; ve P;};
Vil)=1lm W,(2), CeX.
2L

Passiamo ora alla dimostrazione vera e propria del Teorema.
Procederemo a tappe.

A) Esiste una costante positiva D = D(|L|, 1) tale che, posto

. .IlnM
p = parte intera di -

riesce

WD(2)>100(0) VzeB(M, A0+ D-1)

(qui, e nelle successive tappe B, C, D, E ed F, supponiamo L del tipo (1')
e a coefficienti ).
Infatti

ran | m e BOF, 79 1<ex g 1

( ) < M’ n<— lpk—l—l}
od anche, posto 7= A?"%

Apk—1
94

I"(l)(M) C{(E ( ) "5" p},mﬁ— } .
ok Ci(é,n)eB|M, 1<exp <M, n<— 4 ;

4(—n) =

P’affermazione discende allora dal Lemma 3.
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B) Esiste j=1, ..., p tale che
2 Vpi;=1(0) Z %"(0);
m+a>l
non & restrittivo supporre j= p; allora
S 0> S,
;i>l
C) Per ogni ze B(M, ***V=1) yigsce
2
(18) Vi(2)>1—TI (1 —$20)(0) (*).

i=1
pi=

S,
-~

Per semplicitd supponiamo p>1 cosicché la (18) diventa

(18 IkI( $00(0)) -

i=1

Proviamo anzitutto che riesce V,>'vg) su B(M, 2771).
Sia ve @,; poiché v’ & L-parabolica in B(M, i»-1) N (I'P(M))' = VU, la
funzione v —+{¥) & super L-parabolica in <V,; inoltre

lim [v(2) — v (2)]1>0  VZe€(0V,) N {(&n); n< A1

=L

in quanto su I'" & v>1 e v <1 mentre se {€(0B(M, 27-1)) N {(&,n); n< A1}
e m'v(z)>0 (v & sempre >0) e lin%'v(’)(z)=0 (G(M,t;2,0)=0 in ogni
punto 2,  della frontiera « parabolica» di B(M, t)).

Allora per il principio di minimo (cfr. [8], Lemma 3.4) risulta 'v>v("
su VU, e quindi su tutto B(M, 4*7?) in quanto v>1>4P su I'V(M).

Data Darbitrarietd di v in @, cid prova che W,>vY e quindi, poiché v{’ &
inferiormente semicontinua, V;>v{® (cfr. (17)). Per quanto provato in A
riesce allora

(19) V,>109(0)  su B(M, A1),
(*) Se I/[p >k conveniamo di attribuire il valore 1 al prodotto indicato; allora,
in questo caso, la disuguaglianza & ovvia.

24 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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Proviamo che &

V.i— }oi(0)
——i——%‘TvTITO)‘ >’D(22 su B(M, 2.27_1) .

Sia ve ®,; poiché v{) & L-parabolica in B(M, 1*-1) N (I')(M)) = V,, la
funzione (v —}vY(0 )/( — 349(0)) — o) = w,, — o) & super L-parabolica
in U,; inoltre

lim w,,(2) — v5(2) >0 V2 € (9VU,) N {(§ n); < A1}

=

in quanto su I''Y(M) & w,,>1 e v))<1 mentre su (dB(M, A1) N {(§, n);
n<A 1 & o) =0 e w,,>0 (cfr. (19)).

Allora, per il principio di minimo, risulta w,, —v{)>0 su U, e quindi
su tutto B(M, A*»-1), Poiche v & un arbitrario elemento di @, da quanto pre-
cede si trae (V,— 3oP(0)(/(1 — 39(0)) >0 su B(M, 2>v-).

Per quanto provato in A riesce allora

@)
.l%vqfl)((o(;) - ’U“’(O) su B(M, lapml)

od anche, equivalentemente,
2

(20) Vi>1—TI (1—}090)).

=1
Ora, esattamente come sopra, si pud provare che riesce

—(1—TI(—3o00)

el >of)  su B(M, A1)

T (1 — 398(0))

i=1

e quindi, per quanto provato in 4,

V,— (1 — f[ (- %—vL?(O)))

i=1

LT (1— 3o(0))

i=1

>3 U0) s BOM, ),

od anche

Vi>1—TI (1 —3290)) su B(M, i),

Iterando il procedimento sopra deseritto si ottiene la (18').



SUL MOD ULO DI CONTINUITA ALLA FRONTIERA ECC. 353

D) Esistono a, b, § e ¢ positive ¢ dipendenti solo da |L| e da 2 tali che
(21) 1— Vy(2)< exp[— HN(z;20)+ ¢l] Vee X, VleN.
Sia he N tale che A "< M <A™ Per i Lemmi 1 e 2 risulta

ol(0) = [G(M, 2715 0, £) avi(8) > [ Ko~ £) dni(0)

rian riVan
o TOM)) (M, 2 TP, G (M)
17 2inl)-ha, =N in/2)-na, =71 Ain/D=ha,  °

D’altra parte, se i€a, = {ic N; 44h/InA|<A} riesce Q) .(z, )< I'O(M);
allora ,,(io(o) > ?’,1’ c( QI:.i(zoi y A)) AT H0E)Hhas,

Scegliamo ora a> a,; utilizzando la B ed osservando che ¢ i>1 se ica,,
8i ha:

2 ,v(l)

2k C(2ni(20; 1)) |ln l| Momay = By &
l + e—a) 270 - a—a (0

Ai(n/2)—ha (h 1) A lnM < }'1 2’ t=l§n‘>lvm( ) ’

i=1i€ay
¢ quindi, per la (18),
k k
In(1-Vie)< 3 In(1—3ui0)<—33v0(0)<

i=1pi>l i=1 ,
Ah(al o vk (3( .QM(%; ﬂ.))
b i-fe, AR

<}’1

per ogni ze€ B(M, A7*+V-1),

Si osservi ora che, essendo p = parte intera di In M/D, risulta
B(M', #* "N B(M, 7%+ DY) ge p <p' e k>k,= =|In A|/D; inoltre, poiché
la precedente disuguaglianza & valida per ogni M >e¢ in essa possiamo sosti-
tuire M con A~/ per j=1,...,h—1; dopo di cid, sommando in j si ottiene
Aoed % C(LQi(=05 1))
Ai(ﬂ/f)‘?a

(22] )1n(1—~ V,(z))<*ﬁ:

per ogni ze B(M, 2***Y~1) e per ogni k> k,. Di qui, posto §'= {Z 27'/1('1_“‘”/)’/1”]_1’
81 trae !

]_Il(l . Vl(z))<_ﬂl 2 C(‘Qﬂ.l(zo;}'))

2L
i<M/|nd| i<pkiea; AP

per ogni ze B(M, ***V-1) k> k..
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D’altra parte esiste una costante ¢, = ¢,(4) tale che per ogni i ¢ a; risulta
i< e[l 4+ Injl; ricordando che C(£;;(z; A)) A~ WD Fi < ¢, "2 )7 riesce

C(Lii(z03 4))

itn/2)—ja <0 Z [l + lnj]j’n/2 AV 04l .
i=1

J<InM/|Ind| i<vk.i¢a;
Allora

C'Qal.t 0;1 ’
In(1—V,(z))<—p’ Z%—))—l—ﬂ 0ul

i<InM/|Ind] i<pk
per ogni ze B(M, ***V-1 k>F,.
Sia ora 2= (v, y) un arbitrario punto di X. Se esiste ke N, k>k,, tale
che 27E+A=1 || ||| P< AP risulta pk> [2];, + 1— 2p > [¢],— (2/D?) In M|In A| (*)
e quindi, per la disuguaglianza precedente,

C(2ji(203 4))

(22) W(1—V,())<— Tiio—a T B0

i<nM]|inA| i<lz],—(2/D*)nM|ind|

se |||z]|[>> A"~ 1riesce [2], — —(2/D*) In M|InA|<O0e
quindi la somma doppia al secondo membro sparisce; d’altra parte
In(1— V,(2)) <0 per ogni z€ X; possiamo quindi ritenere valida la (22)
anche in questo caso. In definitiva (22) ¢ vera per ogni 2z X e per ogni
M>1""; posto b= D?/2|In | riesce pertanto

C-Q'li 03 ;
In(1—Viz)<—p sup > > Llf('—ngm}-)—)-l-ﬁ c,!

T>2/D*Indls J<bT <[], —T
e quindi, per la Proposizione 1, ’asserto.

E) Poniamo

con d=2explc].

Poiché ogni V, & L-parabolica in £ ([3]) anche W & L-parabolica in Q
([81, Proposizione 1).
Si ha

oo

W(2)< exp [— BHU)(#; 2) E( ) = exp [— BH{)(2; 2,)]

per ogni ze X.

(*) Non & restrittivo supporre D < 1.
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F) Sia 2= (z,y)€ X e poniamo R = [|2]||; consideriamo poi V, per
A€ 10, R?/2[. Posto {= (0, —34) e ricordando che, per la soluzione fonda-
mentale g di Lu= 0 in X, vale la (11), riesce

inf g(¢; &) >y, inf K@)l — {)> ¢ 1 A2
CEQ; CEQ;

con ¢ indipendente da I; la funzione ¢ — eA™?g((, () &, pertanto, un
elemento di @,; allora V,<eA™?g(-, ) e quindi, ancora per (1.1)

_ _ 1\ n/2
Vi) < b Keala— By < 2o — B[ o Ron = o (22)

2
Dunque
A\ [[I=111®
Viz)<c (m) se A<
l IHI=111® 2 7
indichiamo con j(2) il pilt piccolo numero naturale per cui A'< [|[2]|[?/2 e
¢'(X[||2]]7)"*<1/2; se W & la funzione introdotta in E, si ha:

21—V & 1-—% Il=]]]°
W(z)> —_—— > >c
(=) z=5(2z):+1 a i=im+1 A Y1+ |l2][]e

per ogni ze X (¢, e p sono costanti positive che dipendono solo da |L| e da 1).

F') Sia ora L un operatore del tipo (1') a coefficienti misurabili; indi-
chiamo con L®, £€10, 1[, operatore che si ottiene da L mollificandone i
coefficienti mediante la funzione { —>e&"1J({/¢), essendo Je C(R"x R),
J>0, fJ (()dc=1. L® & un operatore a coefficienti O e, per ogni

R™"xR
£€10,1[, |L9) <1+ |L|. Se W® ¢& la funzione introdotta in E relativamente
ad L, esistono una funzione WL-parabolica in £ ed una successione sjiO
tali che W(z)= lim W®(2) VzeQ (cfr. [8], Lemma 3.2). Allora, per quanto
provato in E ed in F,

(23) o r_l!_%?m;< Wie)< exp[— fHG(z;2)] V2.

@) Sia pe 0(082) e sia W la funzione introdotta in F’. Fissato t€10,1[
poniamo:

M((p):zsggkp(é‘)—-q)(o)l, olp,t)= ose @, wlt)= inf W,

o2o{||lellI<t} Qo{llldli=>4
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Proviamo che riesce

(H2) — p(O) <olp, )+ 7 W) Ve, Vielo, 1.

La funzione z — u(2) = w(p, t) + @(0) + W(2) M(p)/w(t) ¢ L-parabolica in 0.
Per ogni €0 si ha

/‘P(0)+M(<P)>¢(C) se [[[E][|>¢,
lim u(2) >
2L

\w(tp,t)+¢(0)><p(é) se ||IC]]l <t.
Allora, per definizione di Hf;, Hf<u e quindi

0 M(p)
(24) Hy — ¢(0)<o(p, t) + wlt) w.
Analogamente ¢ H? + @(0)<w(— @, t)+ M(p) W/w(t) e quindi, poiché
H? =—H] e o(—g,t)= o)

L4

M
Y —p(0)> —olp, 0= 2 D W

Questa disuguaglianza e la (24) provano Passerto.

H) Quanto provato in F’ e G assicura che per ogni g€ C(0Q2) riesce
(25) [Hy(2) — 9(0)| <o (@, 1) + sup plt~¢ exp (— BH{Y(2; 20))]

per ogni ze 2 e per ogni t€]0,1[. In forza della Proposizione 1 la (25)
¢ valida per ogni A€]0, 1. ’

I) 11 procedimento adottato per provare la (25) nel caso di operatori
del tipo (1') si pud utilizzare, con alcune semplici modifiche, anche nel caso
di operatori del tipo (1).

Si osservi infatti che il procedimento suddetto non ¢ applicabile nel caso
di operatori del tipo (1), per il solo fatto che per essi le funzioni costanti non
sono L-paraboliche.

Basta allora scegliere una funzione s L-parabolica nella striscia X tale che
$, <8< 8, con 8, ed s, costanti positive dipendenti solo da |L| e da X, e ragio-
nare sulle funzioni u/s con u L-parabolica (abbiamo fatto ricorso allo stesso
espediente anche in [8], paragrafo 4).

Si puo allora provare che esiste una funzione W, L-parabolica in Q per
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la quale riesce

I[l]]1e R H W (e
(26) 02 1V+ “lzII|Q<W(Z)<Ol exp[ ﬁlHa.b(z7 zo)] VZE.Q ’

con ¢, ¢, f, e p dipendenti solo da |L| e da X.

Sia ora b una funzione L-parabolica in X tale che, se indichiamo rispet-
tivamente con m, ed n, gli estremi inferiore e superiore di h su £, risulti
1l/e>mn,>mn,>c¢> 0 essendo ¢ una costante dipendente solo da |L| e da X. Se
@ & un’arbitraria funzione continua su 0f2 poniamo, per ogni t€]0, 1[,

o) — 2 pe)l;

wit)= inf W e M(p)=sup 7(0)

Qofl|l]l=t teQ

consideriamo poi la funzione

#(0) W)
z—’”(z)z[“’( t) h(O)] W)+ M)y

(o ha il significato precisato in G).
La funzione # & L-parabolica in 2 ed inoltre, per ogni (e 0%,

yu_? w(z)>@(C) .

Allora, ragionando come in @, si ottiene

@ (0)  @(0) = W(2)
|H7(2) — @(0)| < [w (31 t) o)~ h‘(zS] h(z)+ M(p) wid)

per ogni ze€ £2; d’altra parte poiché h ¢ holderiana in X esistono ¢, ed «
dipendenti solo da |L| (e da X) tali che |h(z) — h(0)| <e,||[?]||* Ve 2; dalla
precedente disuguaglianza si trae pertanto

W(z)]

HE () — p(0)] <ex [w«p, 1)+ sup lgl(==+ [[lell) + (@)
o0 w(t)

per ogni z€ 9(03 = ¢4 |L|))
In definitiva, utilizzando la (26) ed il fatto che |||z|||* < ¢ exp [— yHY(2; 2,)],

risulta:

|Hy(2) — @(0)| < es{w (g, t) + sup |p[t* + sup |p|t ¢ exp [— FHI(2; 2,)T}

per ogni t€]0,1[ e per ogni z€ Q.
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