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THEOREMES DE SEPARATION ET DE FINITUDE
POUR I’'HOMOLOGIE ET LA OOHOMOLOGIE
DES ESPAOES (p, )-OONVEXES-OONCAVES

par J. P. RAMIS

A K. STEIN pour son 60%me anniversaire.

... cinire (rend convexes) les surfaoces....

FRrANCIS PONGER.

Introdunection.
On trouvera démontrés dans cet article les résultats suivants :

THEOREME 1. Soient Y un espace analytique complexe (de dimension
finie bornée et dénombrable & P’infini), X un ouvert de Y, relativement com-
pact dans Y, et p un entier positif. Soit F un Oy-module cohérent. 8i X
est fortement p-convere dans Y (i.e. fortement p-convexe dans Y en tout point
de sa frontiére §.X),

(i) Les espaces H*(X; F) sont de dimension finie pour p +1<k.

(ii) Les espaces H, (X; F) sont séparés pour k << profyx F—p et de .
dimension finie pour k << profyx F—p — 1.

La partie (i) de ce théordme est la généralisation (*) d’un résultat établi

Pervenuto alla Redazione il 9 Gennaio 1978.

(!) Compte tenu de la définition donnée ci-dessous (tout a € )X possdde un- voisinage
ouvert ¥ tel qu’il existe ¢ : ¥ + R de classe G et fortement p-convexe en a avec XN V=
= |{p < (a)]), on n’obtient qu'une généralisation partielle du résultat de Narasimhan
(p =0, mais ¢ oontinue), Toutefois nous déduirons le théorame 1 des théorames 2.1.7. et
2.1.8. (of. ci-dessous, page 971), et, d’aprds un résnltat de [8], ces théordmes entrainent
V’analogue du théordmeo 1, en sapposant senlement continues les fonctions @, ce qui généralise
oomplétement le théordme de Narasimhan. Signalons enfin que si 1’on renforce suffisamment
’hypoth3se de p-convexité locale du théordme 1 (par un peu plus de convexité aux points
singualiers de la frontidre), la technique employée par Narasimhan se généralise et on peut
alors employer les méthodes de [1] pour obtenir dans ce oas particulier le théordme 1
(ef. [16]).
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par R. Naragsimhan dans le cas O-convexe [20]. Quand X est une variété,
la partie (ii) se déduit d’un résultat de Malgrange [18].

THEOREME 2. Soit X un espace analytique (de dimension finie bornée
et dénombrable A Vinfini) fortement ( p, q)-convexe concave. Soit F un Ox-module
coheérent. Alors

(i) Les espaces H* (X ; F) sont séparés pour p + 1 <<k << profy F —
— g — 1 et de dimension finie pour p + 1 << k << profyx F— q — 2.

(ii) Les espaces H} (X 3 F) sont séparés pour ¢ + 2 <<k << profx F—p
et de dimension finie pour ¢ 4+ 2 << k << profy F—p — 1.

L’assertion de finitude de la partie (i) de ce théoréme est le résultat
fondamental établi dans [1] par A. Andreotti et H. Grauert (le passage des
cas p-convexe et g concave au cas mixte est facile); on constatera toutefois
que la démonstration que nous en donnons est assez différente de celle de
[1]). L’assertion de séparation en degré profy F— q-— 1 est je pense un
résultat nouveau (quand X est une variété sans singularités, il a été6 obtenu
indépendamment par A. Andreotti et A. Kas [3]). L’assertion (ii) généralise (%)
un résultat de [2].

THEOREME 3. Soient f: X— Y un morphisme fortement (p, q)-convexe-
oconcave d’espaces analytiques (de dimension finie bornée et dénombrables a
linfini) et ¢ X — R une fonction d’épuisemeunt correspondante (continue,
fortement p-convexe sur (¢, < ¢} et g-convexe sur {p << d,}, avec d, < ¢,).
Soit F un Ox-module cohdrent. Alors

(i) Pour tous d < dy < ¢y < ¢, le morphisme de Oy-modules
R*fAR Qtom (X; F Kz ) — R fi R 9om (X; 7, Kz ) est

tnjectif pour q -+ 3 —profx F< k<< —p —n et surjectif pour q-+4 2 —
—profx F<<k<—p—n—1.

(ii) Pour tous d < dy < ¢y < ¢, le morphisme de Oy-modules
RfAFoRATF  est injectif pour ¢4 3 <<k<Cprofy F—p—n
et surjectif pour ¢ + 2 <k < profx F—p—n —1,

(*) Comme il est indiqué dans [2], on peut démontrer V'assertion de finitude de (ii)
en utilisant les techniquos de [1] et [2]. La méthode proposée ici est assez voisine pour
le ocas concave mais trds différente dans le cas convexe,

Quand X est un espace analytique avec singularités, le résultat de séparation en
degré profy F —p est nouvean,
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On a noté n=dim Y et f. la restriction de f & X} =|d <p<ec)
14

Voici quelques indications sur nos méthodes de démonstration. On con-
statera que, outre les techniques classiques dans ces questions de convexité
(empruntées & [1], [2], et [18] essentiellement), les outils essentiels employés
sont les théorémes de dualité de [22] et les critéres de séparation de [24]
L’idée d’utiliser ces résultats pour redémontrer le théorémes de finitude de
[1] et les compldter par un théordme de séparation est due & B. Malgrange (3);
il Pa esquissée au cours de quelques exposés au « Séminaire clandestin de
Géométrie Analytique » en mars-avril 1968 a Orsay.

Modulo un théordme de dualité de [22] pour Vassertion (i), le théoréme 1
§e rameéne au

THEOREME 4. Dans les conditions du théordme 1.
(i) Les espaces Extf(X s % Kx) sont séparés pour k<< — p est de
dimension finie pour k<< — p — 1.
(ii) Les espaces ):fd (X ; F) sont séparés pour k << profyx F—p et de
dimension finie pour k << profyx F —p — 1.

Enfin le théordme 4 résulte, moyennant les théordmes de séparation de
[24] et le théoréme d’homomorphisme de L. Schwartz [25] du

THEOREME 5. Dans les conditions du théoréme 1 :
(i) @) Les limites inductives Ext*(X; # Kx) = Lim Ext! (X; % Kx)

K
sont essentiellement injectives pour k << — p.

b) Il existe un ouvert relativement compact X’ de X tel que les
appplications

Ext¥(X’; # Kx) — Ext}*(X; F Kx) soient surjectives pour
k<<—p—1,
(ii) @) Les limites inductives H¥(X; F)= Lim H} (X ; F) sont essen-
—
K

tiellement injectives pour k << profyx F— p.

b) 11 existe un ouvert relativement compact X’ de X tel que les
applications
HY (X';F)— H} (X 3 F) soient surjectives pour

k<<profyx F—p — 1.

(3) On la trouve dans [2] pour le cas des faisceaux localement libres sur une variété.
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Une fois traduite la condition de forte p-convexité en termes de stricte-
p-convexité (Cf. ci-dessous, page 943), ce théoréme s’obtient en recopiant
un argument de B. Malgrange [18].

Modulo un théoréme de dunalité de [22] pour D’assertion (i), le théordme 2
se déduit du

THEOREME 6. Dans les conditions du théordme 2

(i) Les espaces Ext!(X ;7 Kx) sont séparés pour g + 2 — profy F<
< k< —p et de dimension finie pour ¢ + 2 —profy F<k<< —p—1.

(ii) Les espaces H:(X; F) sont séparés pour q -+ 2<k< profx F—p
et de dimension finie pour ¢ + 2 <<k << profx ¥ — p — 1.

Ce théordme résulte lui méme, moyennant les théorémes de séparation
de [24] et le théoréme d’homomorphisme de Schwartz [25] du

THEOREME 7. Dans les conditions du théordme 2, 8i @:X— TR est
une fonction d’épuisement (continue, fortement p-convexe sur (¢, < ¢} et g-
convexe sur {d, < ¢}, avec d, < ¢,)

(i) Pour tous d < d;, < ¢, < ¢, 'application
Ext! (X2; F Ky — BExt(X 3 F Kx) est injective pour

q¢ + 3 — profy F <<k << — p et surjective pour ¢+ 2 — profx F<<k<{—p—1.
(ii) Pour tous d << d, < ¢, < ¢, I’application

H} (X F)— HE(X; F) est injective pour

g+ 3 < k< profy F—p et surjective pour ¢+ 2 <<k << profx F—p—1.
(On a posé Xo"= [d<ep<e))

On constante que ce théordme est un cas particulier du théordme 3
énoncé plus haut: Y réduit & un point (et ¢a ne cofite guére plus cher de
prouver le théordme 3). Pour l’établir, on commence 3 traiter séparément
le cas convexe pur et le cas concave pur. Le cas p-convexe est simple:
une fois introduite la notion de stable p-convexité (i.e. stricte p-convexité
stable par petites perturbations), on utilise la démonstration du théoréme 5;
il reste un passage & la limite qui est trés facile car nous travaillons avec
des supports compacts. Le cas concave est un peu plus délicat: n’ayant
pas & notre disposition ’analogue du théoréme 5, on est obligé de revenir
4 la méthode de la «bosse glissante » et d’employer un argument voisin de
celui de [2], ce qui pourra paraitre paradoxal aun lecteur de [1] (dans cet
article c’est au contraire le cas convexe qui est plus difficile).
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Signalons enfin qu’en reprenant un argument de [1] et en utilisant les
théordmes de dualité de [22], on peut prouver que, dans les conditions du
théordme 7, Vapplication Ext:(X,; F Kx) — Ext;(X ; %, Kx) est bijective
pour k == ¢ 4 2 — profx & et que Vapplication H f (Xcd § F)— H:(X s F) est
bijective pour k = q + 2. Ce résultat (que je n’utilise pas pour établir la
finitude) est le seul point pour lequel un travail direct sur la cohomologie
ou les Ext & supports compacts ne suffit pas. J’ignore #’il reste vrai dans
le cas relatif.

Les assertions (i) et (ii) des théordmes 4 et 6 se traduisent en résultats
de finitude et de séparation pour I’homologie & supports compacts (cf. [3]),
en utilisant la formule Exty (X; F Kx) = HZ,(X;F,) (od F, est le cofai-
sceau cohérent dual de &), que lon trouvera démontrée dans [3](%). Les
assertions (ii) des théordmes 1 et 2 fournissent, par dualité, des résulitats
de finitude et de séparation pour I’homologie & supports quelconques (en
utilisant la méme formule). On obtient les

THEOREME 8. Dans les conditions du théorédme 1,

(i) Les espaces HZ; (X ; F,) sont séparés pour k << — p et de dimension
Jinie pour k<< —p—1,

(ii) Les espaces H_; (X ; F,) sont séparés pour p — profyx F<<k et
de dimension finie pour p + 1 — profyx F< k.

TEOREME 9. Dans les conditions du thdoréme 2,

(i) Les espaces HZ, (X; F,) sont séparés pour q-+2— profx F<k<<—p
et de dimension finie pour ¢ + 2 — profx F<<k< —p — 1.

(ii) Les espaces H_; (X ; %) sont séparés pour p — profy F< k<
— q— 2 et de dimension finie pour p+ 1 —profy F<k << —q— 2.

Terminons- cette introduction par quelques remarques sur le théordme 3
et ses conséquences. Tout comme le théortme 7 entraine la finitude de cer-
tains espaces de cohomologie ou d’homologie & support compacts (en utilisant
la compacité de certaines applications et le théoréme d’homomorphisme de
Schwartz), d’odt Von déduit par les théordmes de dualité de [22] la finitude
de certains espaces d’homologie et de cohomologie, le théordme 7 entraine
la cohérence de certaines images directes a supports propres (en utilisant la
nucléarité relative de certaines applications et un théoréme de finitude

(%) La démonstration est valable méme sans hypoth2se de réduction sur X. L’idée de
considérer Ext; (X; % K%) comme uns homologie est déja dans [14],
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d’Houzel qui est ’une des versions relatives du théoréme d’homomorphisme
de Schwartz), d’ot I'on déduit par un théoréme de dualité relative de [23]
la cohérence de certaines images directes & supports quelconques. Pour des
raisons tenant & la méthode d’Houzel (récurrence descendante) on a moins
de chance que dans le cas absolu et on n’obtient ainsi des résultats que
dans le cas g-concave relatif (on trouvera ci dessous deux énoncés: théo-
réme 4.2.2, et conjecture 4.2.3.; le théoréme 4.2.2. (%) est prouvé dans (23],
la démonstration de la conjecture 4.2.3. est esquissée ici). Pour le cas
p convexe relatif on est obligé de revenir & un théoreme d’épuisement pour
les images directes A supports quelconques (6) (pour étre dans une situation
de récurrence descendante et pour une autre raison qui sera exposée plus
loin) : ¢’est la méthode utilisée par Knorr et Siegfried ([17] et [26]); repre-
nant cette méthode pour d’autres images directes, on peut en déduire un
théoréme de cohérence, puis par dualité relative un autre théoréme de
cohérence sur les images directes & supports propres (conjecture 5.2.3): la
démonstration est esquissée ci-dessous (7).

Nous avons rassemblé dans un appendice quelques indications sur les
résultats de séparation que l'on peut obtenir dans une situation de convexité
non stricte, par exemple le théoréme suivant démontré (mais non énoncé...)
dans [24]:

THEOREME 10. Si X est un espace analytique holomorphiquement convexe,
pour tout Ox-module cohdrent F et tout entier %, les espaces H*(X; F),

H}(X;F), H (X; %), et Hy (X; F,) sont séparés.

Il me reste & remercier ici B. Malgrange & qui sont dues les idées
initiales de cet article, J. Frisch qui m’a signalé sa démonstration des
critdres cohomologiques locaux de p-convexité et ¢ concavité (Cf. [11] et ci-
dessous : pages 948 et 952), G. Ruget avec qui j'ai longuement discuté du
cas relatif et F. Norguet qui m’a invité & exposer une premidre version de
ce travail & son séminaire [21].

(5) C’est & dire & une généralisation de la méthode de [1].

(°) Qui améliore un résultat de Y. T. 8in (of. [27]).

(") L’auteur donnera une version détaillée des démonstrations des conjectures 4.2.2.
et 5.2.3. dans un prochain article.
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Appendice.

Séparation et convexité non stricte.

0. Les théordmes de dualité et de séparation.

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ci-dessous les résultats
de [22] et [24] que nous utiliserons de maniére essentielle dans la suite.
Dans cette partie, on désigne par X un espace analytique dénombrable &
Pinfini, de dimension finie bornée.

Dans [22], on a associé & tout espace analytique X (vérifiant les con-
ditions ci-dessus) un complexe borné Kx de Ox-modules, & cohomologie
cohérente, et une forme linéaire T'x: H° (X ; Kx) — C, tels que soient vrais
les deux théordmes suivants

THEOREME 0.1. Pour tout Ox module cohérent < et pour tout entier p,
il existe sur H? (X ; ¥) une unique structure QFS et sur Ext,?(X; % Kx)
une unique structure QDFS telles que la forme T'x induise un accouplement
parfait entre les séparés associés de ces deux espaces. De plus, la séparation
de H? (X, F) est équivalente & celle de Ext;””(X; 7 Kx).

THEOREME.' 0.2. Pour tout Ox-module cohérent & et tout entier p, il
existe sur H (X; F) une unique structure QDFS et sur Ext™? (X; % Kx)
une unique structure QFS telles que la forme Tx induise un accouplement
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parfait entre les séparés associés de ces deux espaces. De plus, la sépara-
tion de HF (X, F) est équivalente A celle de Ext'—? (X ;¥ Kx).

Les topologies du théoréme 0.1. sont obtenues en utilisant un recou-
vrement localement fini Tl de X par des ouverts de Stein (suffisamment
petits). Les H? (X, F) sont les espaces de cohomologie du complexe d’espaces
FS (et méme FN) C* (W; H®(W; F)); les Ext] (X; F K;) sont les espaces
d’homologie du complexe d’espaces DFS (et méme DFN) ¢/ (W; Ext*(U; 7,Kx)).

Les topologies du théoréme 0.2. sont obtenues en utilisant un recou-
vrement localement fini IR de X par des compacts de Stein (suffisamment
petits). Les HZ (X, F) sont les espaces de cohomologie du complexe d’espaces
DFS (et méme DFN) 0. (R; H° (R; F)); les Ext?(X;% Kx) sont les
espaces d’homologie du complexe d’espaces FS (et méme FN) C. (R; Exty (X;
F Kx))-

Rappelons la

DEFINITION. Un systéme inductif ¢ — G; de groupes est dit

(i) essentiellement injectif si, pour tout indice j, il existe un indice j’,
Jj<j’y tel que tout élément de G; donnant O dans la limite inductive
lim @; donne déja O dans Gy.
__'—_+
(ii) essentiellement nul si, pour tout indice j, il existe un indice j’,
Jj<j’, tel que tout élément de G; donne O dans Gj.

Dans [24], on a prouvé les théorémes suivants :
THEOREMES 0.3. Soit # un Ox-module cohdrent. Soit p € I). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes
(i) L’espace H. (X ; F) est séparé.

(ii) Le systéme inductif K (compact de X)I— HE(X;F) est essen-
tiellement injectif.

THEOREME 0.4. Soit F un Ox-module cohérent. Soit. p € Z. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace Ext?(X; F Kx) est séparé.

(ii) Le systéme inductif K (compact de X)l— Extf(X; F Kx) est
essentiellement injectif.

Soient TR un recouvrement localement fini de X par des compacts de

Stein et Y un recouvrement localement fini de X par des ouverts de Stein.
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La démonstration de 0.3 et 0.4 utilise les suites spectrales suivantes (8)

B Y(J)=H?(R; Uk,) => HZ (X; F)
et
EP?(WJ)=H, (WU ; Cwt;(Us))=> ExtI " (Us; F,K3).

(Les notations sont celles de [24]: J est un ensemble fini d’indices du recou-
vrement, K;=jl‘JJK, , UJ=,9J Uj; Uk, et Cuti(Us) sont des systdmes de

coefficients, par exemple ¥k, : (55, , §p) > H}g,nx iy (K. iy ip T F).)

Pour terminer, nous nous proposons d’établir, & l’aide de ces suites
spectrales un «résultat utile » :

ProPOSITION 0.5. Soit J un Ox-module cohérent. Soit p € Z.

(i) 8’il existe un compact K de X tel que l’application H (X, F)—
— H? (X ; F) soit surjective, il existe un sous-ensemble fini J d’indices du
recouvrement 1R tel que Vapplication H} (R; H'(R; F)— HI (X; F) soit
surjective.

(ii) 8’il existe un compact K de X tel que I’application Exti (X; %Kz )
— Ext} (X; % Kyx) soit surjective, il existe un sous-ensemdle fini J d’indices
du recouvrement T tel que 1’application H;,’ (W ; Ext) (W; % Kx)) —
— Ext} (X ; F Kx) soit surjective.

Les démonstrations de (i) et (ii) étant voisines, nous nous contenterons
d’établir (i) (qui sera d’ailleurs la seule assertion de 0.5. utilisée dans la
suite).

(i) Pour tout k, on a une surjection Ey"° (J)— EL°(J). Si ¢==0, le
systdme inductif J — EZ 7 (J) est essentiellement nul (cf. [24]) et B?'?(J) =0
pour ¢ assez grand (indépendamment de J et p). On en déduit que, J (fini)

étant fixé, il existe J’ (fini) tel que V’image de gr, HKJ (X; F)= @ EZ9(J)
p4a=k

dans gr, Hg, (X; F)= @ E"'“(J’) soit 'image de EX °(J) dans EX°(J"),
+

donc Pimage de E; °(J) dans EL°(J’). On en déduit que ]es applications
Hi; (X3 F)— Hyp (X5 F) ot BY'(J) = H* (R; Uk,) = Hi,, (X5 F) ont

(8) Je profite de Yoccasion pour indiquer une petite erreur dans cette démonstration
[24] (pggo 275) : Ez‘" 9(J) n’est pas en général nul pour g =0, mais seulement essentiellement
nul; il faut modifier la démonstration en cons2quence, ce qui est élémentaire. Je remercie
C. Banioa de m’avoir signalé cette erreur,
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méme image. Supposons maintenant HZ (X ; F)— HY (X, F) surjective. On
choisit J tel que K c K, , et HE,(X; F) — H.(X, F) est surjective. On
déduit de ce qui précéde que H”(R;Nk,)— HY (X, F) est surjective. 11
existe J// (fini) tel que H?(K;Uk,) = HF(R; Hk,) et Papplication
B (R; Uk, )=HI(R; H (R; F))— HE (X ; F) est surjective.

19, Criteres locaux de p-convexité et g-concavité (°).

On désignera par € (X) Pespace des fonctions de classe C* sur un
espace analytique X.

I. Fonctions fortement p-convexes.

Dans tout ce qui suit, on désignera par p un entier = 0.

Soient V un voisinage ouvert de a dans ¢ et ¢: ¥V -— R une fonction
de classe C~. On pose z==(2,,...,%s). La formule de Taylor & ’ordre deux
en a §’écrit

2
PO =@ +2Re (3@ —a)+ 2 2 F

22 @e—w = a)+

2 - -
9 qp_(a)(z;—a;)(z,—aj)+e(z-—-a); avec (2 — a)EO0(||z—a|).
3%62]

+ 3
L%}

2 -
On sait (ef. par exemple [15]) que 3 86 ;p_ dz; A d2; est invariante par
$,§ 0% 25

changement analytique régulier de coordonnées. On pose

2 -
Lyp(u)=2 9 tp_(a)muj,

et on désigne par 9, ¢ la compesante C-linéaire de la dérivée de ¢ en a.

DEFINITION. Soient B un {-espace vectoriel de dimension finie, ¢ une
fonction @= & valeurs réelles définie au voisinage de « dans E. On dit que
@ est fortement p-convere (resp. réguliérement p convexe) en a, 8’il existe un

(?) Les parties I, II, et III sont inspirées de [11].

23 Annali della Seuola Norm. Sup. di Pisa.
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sous-espace vectoriel B’/ de E, de codimension p dans E, tel que L, ¢, g~ 8oit
définie positive (resp. que L, ¢ g~ soit définie positive et d, ¢| z» non nulle).
On dit que ¢ est fortement p-convexe (resp. régulidrement p-convexe) sur
un ouvert V de E, si elle ’est en tout point de cet ouvert.

La notion de fonction fortement p-convexe généralise celle de fonction
@~ et fortement plurisousharmonique (fortement O-convexe).

REMARQUE. Boit ¢ une fonction fortement p-convexe & lorigine de .E.
Soit B’ comme dans la définition ci-dessus et soit B’ un supplémentaire
de E’’ dans K. Il existe un polydisque ouvert U’ de centre O dans E’ et
un polydisque ouvert U’/ de centre O dans E’/, tels que, pour tout 2’€U’
fixé, la fonction ¢ (2/,2’) soit = et fortement plurisousharmonique sur U”’.

LeMME 1.1.1. (i) Soit ¢ une fonction réguliérement p-convexe & Dorigine
de E (dim E = n). Il existe une bijection analytique d’un voisinage V de O
dans E sur un voisinage W de O dans €%, telle que, modulo cette bijection,
@ 8%écrive

p)=0(0)+ Retpps + Q)+ &(¢) o Q(0,.c, Oytpi1y ey tn)
est définie positive et (1) 0 (| ¢|?®)

(ii) Soit @ une fonction fortement p-convere & Vorigine de E. Il existe
un voisinage ouvert V de O dans FE, un voisinage ouvert W de O dans
E® G, un plongement n: V— W, et une fonction y: W -— IR, de classe
©C= et régulidrement p-convexe en xn (0) tels que ¢ =y o m.

(i) Soit B” comme dans la définition, on choisit un supplémentaire

F' de B’ dans E. On prend des coordonnées dans E' et B': (2’ =2, ,..,2 )
op

az,.,.l

carte cherché en posant #; =z; pour t3=p 4 1 et {4, =9, ¢ (2) + Hy @ (2)

(od 'on a posé H, ¢ = partie (-bilinéaire de la dérivée seconde de ¢ en O).

(ii) I1 sufit da poser W=V P C, = (2) = (2, 0), et

et 8’ = (%11, ..., 25) telles que

(0) &= 0. On trouve le changement de

v(zt) =9+ Ret+ ||t]*

DEFINITION. Soient X un espace analytique complexe, a € X, et ¢ : X—+1R.
On dit que ¢ est fortement p-convexe en a, 8'il existe un voisinage ouvert
V de a dans X, un ouvert W de C* un plongement n: V—> W, et une
fonction y: W — R de classe C> et fortement p-convexe en b = x (a), tels
que ¢ = o x,
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On vérifile immédiatement que si X est une variété, cette définition
coincide avec la précédente. On remarque que la fonction y de la définition
peut, d’aprés ’assertion (ii) du lemme précédent, étre choisie régulidrement
p-convexe.

DEFINITION. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y et
a€5X. On dit que X est fortement p-convexe en a dans Y (resp. fortement
g concave en a dans Y), sg’il existe un voisinage ouvert V de a dans Y et
une application ¢ : V— IR continue et fortement p-convexe (resp. g-convexe)
en a tels que VA X = [z € V/p (x) < ¢ (a)} (resp. VN X = (z€V/p(a) < @ (2)}).

DEFINITION. Soient ¥ un espace analytique et X un ouvert de Y. On
dit que X est fortement p-convexe (resp. g¢-concave) dans ¥, s’il D’est en
tout point de sa frontidre 4X.

II. Quelques ingrédients.

On trouvera dans la partie II1 une démonstration inspirée de [11] des
critdres locaux de p-convexité et g¢-concavité d’Andreotti-Grauert. Le lecteur
familier avec [1] peut se dispenser de la lecture de II et II1: les théorémes
1.3.1 et 1.3.6. ci dessous pouvant respectivement étre remplacés par la pro-
position 11 page 217 et la proposition 12 page 222 de [1]. Nous aurions
évidlemment pu nous contenter d’une référence & [1], mais nous désirions
cet article autant que possible « self contained » et la démonstration de [11]
nous & parue intéressante. Nous avons rassemblé dans la partie A les quel-
ques ingrédients nécessaires & cette démonstration.

A. Cohomologie d’une limite projective.

On rappelle qu'un faiscean & de IR-espaces-vectoriels sur un espace
topologique paracompact X est dit « de Fréchet», si, pour tout ouvert U
de X, lespace F(U)=I'(U; ¥) est muni d’une structure de Fréohet, la
restriction F(U)— F (V) étant continue pour tout couple d’ouverts VeU.

ProrosiTioN 1.2.1. Soient X un espace topologique paracompact, F
un faisceau de groupes abéliens sur X et {Xm)my une suite exhaustive

d’ouverts (ou de fermés) de X, avec X Xm.,.l pour tout m € N. On désigne
par r: H'(X, ¥F)— Lim H (X, ; F) lapplication naturelle.
(.__._._

m
(i) Pour tout entier i, ’application r* est surjective.
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(ii) 8i < est un faisceau de Fréchet admettant une résolution molle
par des faisceaux de Fréchet, et si, pour tout m€ N, la restriction

Hi-1 (Xm+1 H 7) — H=)(Xp ; F)

est d’image dense, l'application »* est bijective. (La topologie sur les espaces
de cohomologie étant la topologie QF, cn général non séparée, provenant
de la résolution molle.)

(i) Soit W' une résolution molle de F. On a H¥(X ; F) = H*(N* (X)).
Soit #€ Lim Hf(Xn; F); on peut le représenter par une suite u,, €
—

m
€Z4 (WM (Xm)), AVEC Umi1 — Um = Ay, BUT X,y (A € N1 (X)) On cherche
vEH(X; F) tel que »(v)=u; ceci revient & construire une suite v, €
€Z4(NM (Xm) telle que Vg1 = ¥ BUT X et que ¥, — Upm = db, sur
Xon (bn € W1 (X))

On construit v par récurrence sur m. Supposons v, constrnit. On a
Unt1 — V= d (Gy — D,y) sUur X,,. Le faisceau (! étant mou, on peut
prolonger a,, et b, en des éléments a), et b, de N1 (Xm4i) et poser
V1l = Um4y — @ (@m — bm).

(ii) Soit M’ une résolution molle de F par des faisceaux de Fréchet.
Pour tous ¢ et m, on peut choisir une suite croissante ({| -] m,1lxen de
semi-normes sur lespace N(*(X,,) définissant la topologie de Fréchet de cet
espace, avec

" w' -xm "‘n m, k s II & ”‘l mvh , pour tout x € Cm‘ (Xm)7
ot
| d2 ||41), m, e < || 2 |lt,m, .,  pPOUr tout x€ W *(Xn).

La suite de semi-normes « |— || #x,, ||+, m, x €8t alors croissante et définit
la topologie de N (X).

Supposons maintenant vérifiées les conditions de densité de (ii). Soit
% €M4(X). On doit montrer que, 8i pour tout m € N, il existe vp € W (X,
tel que u, = Uz, = dvm, c’est qu’il existe w € Y(—!(X) tel que u == dw.

11 suffit pour cela de construire une suite w,, € N1 (X,,) telle que
| Wm41 — W ||it—1), m—1), (n—1) < 1/2™=1 ot Ay = u sUr Xpm_, .

On procdéde par récurrence sur m. Supposons la suite construite jusqu’a
W« On & @ (Vnyg — W) =0 sur Xp ;. On en déduit 'existence de Ui €
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Mi-1 (zm_,_l) eb bpyq € M2 (Xm.,_l) tels que da,y =0 et

| vmi1 — ®m — @mips — Abmys |-, m—), (m—1) < 1/2771

Il suffit alors de poser w4y == Vmys — Am — Abpy, .
B. Produits tensoriels topologiques.

ProrosiTiON 1.2.2. Si E, E’, B/, F sont des espaces de Fréchet, avec
E ou F nucléaive, et si la suite 0 — B — E— B’ — E — 0 est exacte
(les applications étant C-linéaires continues), la suite

0—+E’®F—+E®F——+ E"@F—>0 est également exacte.

(I1 est inutile de préciser de quel produit tensoriel topologique il s’agit,
puisque dans chaque produit Pun des facteurs est nucléaire.)
On trouvera la démonstration dans [13].

ProPoSITION 1.2.3. Soient F = Lim F; et F = Lim F; deux espaces
— —_—
i §

LFN (limite inductive dénombrable stricte no de Silva d’espaces FN). Alors
Papplication naturelle
Lim BEQF,—ERF
—_
i
est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques. (I1 est inutile de pré-
ciser le produit tensoriel F @) F puisque K et F sont nucléaires.)
En considérant les produits tensoriels comme @,, on voit que la topo-
logie induite par E@ F sur 'image de Lim .E'i®Fj coincide avec la topo-
5
logie limite inductive de Lim E;@@) F; (Cf. [12], proposition 14.I., page 76).
—_
L, §
Par ailleurs Lim E;@Fj est LFN au sens défini ci-dessus, donc complet,
0
et, de plus son image dans E’@F est dense.

C. La suite spectrale d’une application.

ProposITION 1.2.4, Si X et Y sont des espaces topologiques, f: X— ¥
une application continue et & un faisceau de groupes abéliens sur X, on



948 J. P. Ramis: Théorémes de séparation

& une suite spectrale (de Leray)
B = H?(Y; Rf, F)=> H* 1 (X; F).

On trouvera la démonstration par exemple dans [6] (c’est un cas par-
ticulier du théoréme 6.1.).

PROPOSITION 1.2.5. Dans les conditions de la proposition précédente,
8i f est propre, on a

(Rif, F)y=He(f*(y); F), pour tout y€ Y.

On trouvera la démonstration dans [6] (proposition 4.2).

III. Critéres locaux de forte p-convexité et g-concavité.

A. Oritéres locaux de p-convexité.

Soient Y un espace analytique et X un ouvert de Y. Voici une premiére
manidre de traduire la forte p-convexité de X dans Y en a€dX. Comme
nous ’avons annoncé plus haut ce résultat n’est pas autre chose que la
proposition 11 de [1]. Les seules assertions du théoréme ci-dessous que
nous utiliserons dans la suite sont (i) et la partie de (iii) relative a (i)
(Passertion (ii) intervient dans la méthode d’approximation de [1] que nous
évitons ici) (19).

THEOREME 1.3.1. Soient Y un espace analytique, €Y, ¢: ¥ — IR une
fonction fortement p-comvexe en a et X = [z € Y/p (x) << ¢ (a)}. Il existe un
systdme fondamental de voisinages ouverts de Stein {Vn)men de a dans X,
tel que, pour tout m € N et tout Or-module cokérent F, on ait

(i) H¥*(VaNX;F)=0 pour p+ 1<k

(ii) H? (Vs N X; F) est un espace topologique grossier si 1 <<p, et
Vapplication I'(Vy ; F)—>I'(Via N X; F) est d’image dense si p = 0.

(iii) Il existe une semi-norme ||.|| de £(Y), définie par plongement
dans un ouvert d’espace R", et un nombre réel ¢, > 0 tels que, pour tout
m€N et toute fonction & de £(Y) vérifiant ||« || <<¢,, les assertions (i) et
(ii) restent valables si I'on remplace X par Z, = (¢ € Y/p () + « (v) < ¢ (a)}.

(49) Cf. toutefois page 974,
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Les semi-normes sur ¢ (Y) définies par plongement sont les semi-normes

Il fllx, v, w,se=_Inf  Sup 8up |Diy(a(e)],
wfcf(no(K)) zeK |i|<k
p=yom

ot K est un compact (d’intérieur non vide) de Y, V un voisinage ouvert de K
dans Y, 7 : V — Wun plongement de V dans un ouvert W de " et k¥ un entier.
On verra dans la démonstration que ’on peut prendre k¥ = 2 pour la semi-norme
de (iii); en d’autres termes (iii) exprime la stabilité des critéres cohomolo-
giques (i) et (ii) par petites (au sens %) perturbations de ¢.

Compte tenu des définitions, il suffit de démontrer le théoréme quand
Y est un ouvert de C"et a = 0. De plus, il suffit alors de montrer le
théordme pour ¥ = Oy, come le prouve le

LeMME 1.3.2. Dans les conditions du théoréme, 8i Y est un ouvert
de C* et si le théordme est vrai pour F= Oy, il est vrai pour tout
Oy-module cohérent

Quitte & restreindre Y, on peut supposer que ¥ admet une résolution
libre '

0—OpF — .00 —F—0.

La décomposition en petites suites exactes de cette résolution fournit
0—Zt - 0F— Z'—o.
(i) 8i p4+ 1<k, on a H*(Vn X; Or) =0, donc H*(VN X; Z)=
= H*1(V n X; EtY), d’on
HY*(VNX;F)=H*(VNX;Z)=..= Ht(VYnX; ErH) = 0.
(ii) On a la suite exacte
H?»(VnX;0y)—>H?(VNX; F)— HH (VN X; Z)=0—0.

Ainsi, 8i 1 << p, H? (V n X; OF) est grossier, donc H? (VN X ; F) Pest aussi.
8i p =0 on a le diagramme commutatif

OF (V)— F(V)—0

\* N4
' N

O (VNnX)— FVnX)—0,

out les lignes sont exactes et I’application o« est demse; il' en résulte que
Papplication f est également dense.
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On choisit B’ comme dans la définition de la p-convexité, et un supplé-
mentaire E/ de E’/ dans E. Il existe alors un polydisque V produit des
polydisques V’ et V’/ de centre O respectivement dans E’ et B’/ tel que
les fonctions ¢ (2,2’’) soient fortement O-convexes sur V'’ quand 2z’ est
fix6 dans V.

On désigne par O’ et O’/ les faisceaux structuraux de E’ et E’’
respectivement, par £’®*¢ le faisceau des formes différentielles de bidegré

(0,1) & coefficients C® sur E’, par Y‘=_’ °"® O’’ le faisceau des formes
différentielles de degré i en les dz(j=1,..,p) & coefficients C* sur F
analytiques en 2z’/. On a une régolution du faisceau structural O de F

00— N — . > N2 — 0.

Prouvons maintenant que, quand Y est un ouvert de " et ¥ = Oy,
le théordme résulte du

LEMME 1.3.3. Avec les notations préctédentes, 80it {Z,)m¢y une suite
d’ouverts de V tels que, pour tout m € N et tout 2’€V’, Z, ()=
= (¢’ €V’ |(&/,2"") € Zn) soit de Rumge et de Stein dans V’/, et que
Zw € Zpyr. 81 Z =ml‘JN Z, , pour tout polydisque ouvert U de centre O
dans B, U=U’x U’ avec U’'c V' et U’c V’/, on a

(i) Pour tout 0 << et tout 1<k, H*(UNZ; N')= 0.

(ii) Pour tout 0 <4, Vapplication 9 (U)— N (UN Z) est d’image
dense.

(On vérifie facilement que ce lemme s’applique & Z = X en utilisant le

LEMME 1.3.4. Si W est un ouvert de Stein de €™ et w: W —1R une
fonction G et fortement plurisousharmonigque (ou O-convexe) sur W, louvert
{v < a} est, pour tout a€1R, de Runge et de Stein dans W.)

On trouvera une démonstration dans [5], par exemple.

L’assertion (i) du théoréme 1.3.1. résulte du théordme de De Rham
appliqué 4 la résolution ' de O. 8i 1 < p, ’assertion (ii) est claire si I’on
remarque que dans le diagramme commutatif ci-dessous, ol la premiére ligne
est exacte, les deux fléches verticales sont denses

N>~ (T) —> N*(U)— 0

.

N*-(UNX)— N2 (Un X).
La densité de O(U)— O (U N X) est évidente si p = 0.
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Enfin Passertion (iii) du théordme va de soi si ’on constate qu’en per-
turbant assez peu ¢, au sens de la norme (%, ¢ (2’,2’’) reste fortement

plurisousharmonique sur V’’, pour tout 2’ € V’.
Il reste & démontrer le lemme 1.3.3.:

Aassertion (ii).

Nons n’utiliserons pas les Z, et supposerons simplement que, pour
2’ €V’ Z(2') est de Runge et de Stein dans V’’.

Soit v €Y (TN Z). Soit K un compact de UN Z. On recouvre K par
une famille finie de polydisques ouverts W;= W;' X< W', avec W;' de
Runge dans U, Wy;c UNZ. On a %"(Wj)=C"’"(W,’)@O”(W,”) et
Ni (W) < U") = E'°¢ (Wy) & 0" (U"). La restriction O"(U")— O" (W}
étant d’image dense, il en est de méme de la restriction (W' < U”")—»
— Nt (W) (considérer @ comme @,, )- Soit alors, pour chaque j, une suite
vj* une guite d’éléments de (W, < U") dont les restrictions convergent
dans 9C'(W;) vers uw,;; une partition C> de l'unité au voisinage de la
projection de K sur U’, subordonnée au recouvrement (W'}, permet de

construire une suite {u™] d’6léments de N(U) telle que ujy,z converge
vers w dans QU (K).

Assertion (i).

Compte tenu de la proposition 1.2.1., cette assertion résulte du

LeMME 1.3.5. Soit T un fermé de V tel que, pour tout 2’ € V’, le fermé
T (2’) soit de Stein et de Runge dans V". Alors pour tout polydisque ouvert
U= U’ U", de centre O, tel que Uc V, on a H*(UN T; N)=0 pour
0<iet 1<F.

11 n’y a plus qu’a établir ce dernier résultat. Il suffit évidemment de
le prouver pour N° = Y. Désignons par E"<¢ le faisceau des germes de
formes différentielles de bidegré (O,1), a coefficients C>, sur H”, et par
N le faisceau des germes de formes différentielles de degré i en les

dzj(j=p-+1,..,n) 2 coefficients C> sur H.
On a Y= C"°"®6’. On a une résolution de N :

0—> W — M — ... — N2 —0.

Désignons par n la projection Un T — U’. On a la snite spectrale de
Leray (Cf. 1.2.4.) By = H'(U"; R® 7, N) => A (T n T; N). Comme Vap-
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plication n est propre, on a (Cf. 1,2.5.)
(Rim, N)y = HI({z’} X T(2); N).

Calculons Hi({2'}) <X T(2');N). Ona Hi({2’} <X T(?'); W)= Lim HI(W'X
—_

X W";N), ol W’ décrit un systdme fondamental de voisinages ouverts de
Stein de 2’ dans E’' et W” un systéme fondamental de voisinages ouverts
de Stein de T'(z') dans E”. Mais H/ (W' XW"; W)= HI (W (W' < W")
(les faisceaux M ° sont fins) et Y (W' X W")=¢&" °"(W")®C’(W’). De
HI(W";0")=HI(E" o (W") =0 pour 1<j, on déduit, en utilisant 1.2.2.s
que HI (W' < W”, %) =0 pour 1< j. Ainsi nous avons démontré que
Hi({Z} < T(2'); N)=0 pour 1< j; le faisceau R/n, ) est donec nul pour
1 < j, la suite spectrale de Leray est dégénérée et

By ®=Fy®e= H (U 57, N)=0

pour 1 <14, car n, N est un faisceau jfin. Finalement gr.H"(ﬁn T; N =
*

= @ EY=Ey"=0 pour 1<k, ce qui termine la démonstration.
14-f==k .

B. Oritéres locauxr de q-concavité.

Le théoréme suivant fournit une traduction cohomologique de 1la
g-concavité. Comme nous ’avons déja signalé, ce résultat n’est pas autre
chose que la proposition 12 de [1].

THEOREME 1.3.6. Soient ¥ un espace analytique, a Y, et ¢ : X — R
une fonction fortement g-convexe en a. Soit X = {2€ Y/p(a) < @ (x)}. 1l
existe un systéme fondamental de voisinages ouverts de Stein {Viylmen de a
dans Y tel que, pour tout m €N et tout Oy-module cokérent &, tel que
prof‘;m F=q-+4 2, on ait

(i) La restriction F(Vy,)— F(V, N X) est un isomorphisme.
(ii) H*(Vm N X; F)=0 pour 1 <<k << prof; F—gq —2.

(iii) I1 existe une semi-norme |-|| de &£(Y), définie par plongement
dans un ouvert d’espace IR™, et un nombre réel #, > 0 tels que, pour tout
m €N et toute fonction « € £(Y), vérifiant ||« | <t,, les assertions (i) et
(ii) restent valables si ’on remplace X par Z°¢ = (¢€Y/g (a) < ¢ («) + « (2)}.
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ProrosiTION 1,3.7, Dans les conditions du théordme précédent, si
a € E(Y) est positive, 4 support compact dans V., et si ||| <?¢, on a
XcZe =o€ Y/p(a) < @)+ «(x)] et la restriction

g%, Foe-t (Va0 Z;F)—> A%, F71 (VN X5 F) est injective.
Rappelons la cohomologie d’une « couronne » fermée :

PROPOSITION 1.3.8. Soient U un polydisque ouvert de C™ (m = 2) et
V un ouvert de Stein relativement compact dans U. On a

o) si k=0.

_ 0 i 1<k<m—2.
H*(U— V;0Ogm) =
' H™V;O) 8i k=m—1.

0 si m<k

On constate que O(T)et H.*(V;O) qui est le dual topologique de
£ (V) sont munis de topologie DFN (Cf. [22]). Tous les espaces de coho-
mologie d’une couronne fermée sont sépards.

On a une suite exacte de cohomologie
we— HY(V;0)— H*(U;0)— HYT — V;0)— B (V; 0) — ...

Mais H*(T;0)=0si 1<%k et O(U) si k=0, et HS(V;0)=0 si kskm
et est le dual de 2 (V) si k== m. ‘

Rappelons également la cohomologie d’une « couronne» ouverte:

PROPOSITION 1.3.9. Soient U un polydisque onvert de €™ (m = 2) et K
un compact de Stein de U. On a

O(U) si k=0.
0 gi 1<<k<m-—2,
HYU—K;0)=
Hg (U;0) si k=m—1

0 i m<k
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On constate que O (U) et H(U; ) qui est le dual topologique de
2 (K) sont munis de topologies FN (Cf. [22]). Tous les espaces de cohomo-
logie d’une couronne ouverte sont séparés. La démonstration se fait comme
dans le cas précédent. Qn utilise la suite exacte de cohomologie

w— HE(U;0)— HY(U;0)— HY(U— K;0)— HEP (U;0) — ...

DEMONSTRATION DU THROREME 1.3.6. Compte tcnu des définitions, il
suffit de prouver le théoréme quand Y est un ouvert de €% a =0, et,
compte tenu également du lemme 1.1.1. (ii), quand ¢ est rfguliérement
g-convexe en 0. De plus, il suffit alors de démontrer le théoréme pour
F = Oy comme le montre le

LEMME 1.3.10. Dans les conditions du théoréme, si ¥ est un ouvert
de C" et si le théordme est vrai pour F= Oy, il est vrai pour tout
Oy-module cohérent %

On procéde par récurrence descendante sur prof, % Le théoréme est
vrai pour prof, #=mn. Supposons le vrai pour prof, F=p. Quitte a restreindre
Y, on peut supposer que l’on a une suite exacte

0—>N—>L—>F—0,

ol .2 est libre de type fini et ) de profondeur =>p + 1 sur Y.

(i) On a le diagramme commutatif

0-—)%(VM)'—) B(Vm)'"") i’;(V,,J—* 0

Lol

00— W(VaNX)— LV X)—> F(Ve N X)—> 0.

Les deux premiéres fléches verticales étant des ¢somorphismes et les deux
lignes étant exactes, la troisidme fléche verticale est aussi un isomorphisme.

(ii) On a la suite exacte
H¥(VanNX; L)—> H¥ (Vo 0 X3 F)— H*1(V,, 0 X; N).

Si 1<k<p—q—2 le premier et le dernier termes sont nuls et
H¥ V(N X;F)=0,
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Revenons donc & la démonstration du théoréme pour Y ouvert de
C* a =0, ¢ régulitrement g-convexe en 0 et = Oy . Compte tenu du
lemme 1.1.1. (i), on peut supposer que Von a une décomposition £ = E’ @ E’’
et des coordonnées 2’ = (2, ,...,2) 6t 2" == (2441, ... ,%s) telles que

@ (2) = Re 2441 + Q (2) + 2 (2),

ol Q est une forme hermitienne dont la restriction & E'' est définie positive ‘
et (2)€o (] 2]®). '

On pose alors F'=F' P Cegyy 66 F'=Cey13D ... DT6n, ¥ =
== (2, y oy Zg41)y 86 87 = (%g43 5000 y 2n). (dim B" =n —q—1).

Onpose Z=Y— X, X(t')={t"€F"/(t',t")eX) et Z(t')= {t"€ F"[(¥',t") € Z},
pour t'€ F'.

Modulo un raisonnement élémentaire utilisant 1.2.1., tout sera terminé
quand nous aurons prouvé le

LEMME 1.3.11. Si V est un polydisque ouvert de centre 0 dans Y,
avee V=V'X<X V", V'cF' et V'cF", vérifiant les conditions

(@ Zn(V' <X FeV' x V",
(b) Pour tout ¢'€ V', 'ensemble Z (t') est ouvert de Stein et de Runge
dans V",

(00 W'={t'€V'/Retyy > 0} est tel que Z(¢') = ) si t'€ W/,
on a

(i) Si ¢+ 2 <=, la restriction O(V)—O(V n X) est un isomor-
phisme.

(i) Big+3<n HYVNX;0)=0pour l<k<n—gq—2.

(i) Oette assertion est facile & établir. On fait un développement en
série de Laurent de f€ O (V n X) suivant les puissances de ¢’ (3 coeffi-

cients dans O (V') convergent sur un voisinage ouvert de V' X V'”; la
série des puissances positives de ¢’ de ce développement fournit une fone-

tion g, analytique sur V et coincidant avec f sur louvert W’ > V*, done
sur ¥ nX. On a ainsi prouvé la surjectivité de la restriction O(-I;)—>
— O(V NnX), qui est évidemment injective, done D’assertion (i).

(iiy Supposons ¢ + 3 < n. Notons n: V n X — V' la projection. On
a la suite spectrale de Leray (cf. 1.2.4)

B} = B (V;R'n, O)=> B (Vn X;0)
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Et, comme Papplication = est propre, on a (cf. 1.2.5.)
(Bin, Oy =HI({t) < (X (¥)n V"); O).

On désigne respectivement par O’ et O” les faisceaux structuraux de
F' et F". On a

H([t) <X @#)nV");0)= Lim HIU{ < U";0),
—_—

k1

ot U est un polydisque ouvert de centre ¢’ dans F' et décrit un systdme
fondamental dénombrable de voisinages de ¢ dans F’, et U,’ une couronne
ouverts (au sens de 1.3.9.) et décrit un systéme fondamental dénombrable

de voisinages de la couronne fermée X (t') N V" dans F”.

L’espace O'(Uy) est naturellement muni d’une structure FN et les
espaces HJ(Uy'; O”) sont munis de structures FN d’aprds 1.3.9.. La pro-
position 1.2.2., compte tenu de la nullité des HJI(Uy;O') pour 1< j,
permet de montrer que

HI(U; x 0,";0)= 0 (Ux) @ H(U;"; O").
D’aprés la proposition 1.2.3., Papplication naturelle
Hi([t) < (X@)n V");0)=

= Lm O (T)QH!(U/;0")— Lim O (U)® Lim HI(U" ;0"
—_ —_ —_

k1 k 1
est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques. Mais

Lim O (U})= O
k

avec sa topologie DFN et

Lim HY(U'; 0" =H!(X{¥)n V";0")
1
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avec sa topologie DFN (cf. 1.3.8.). Finalement
Hi([t) < (X#)n7";0)=0 @ B X¥)n7";0)

(et est naturellement muni d’une topologie DFN). Utilisant les résultats de
1.3.8., on en déduit que :

O, ®0" (V") s j=0.
0 i 1<j<<n—q—3.
(R),O) = o j=n—gq
Or @ (Q"(Z )
0 Bi n—q—1<j.

i j=n—q— 2.

Ainsi, de Papplication
(@@ @)Y — @ (V"
déduite par transposition de la restriction
QV")—> Q"(Z (),
on déduit un morphisme de faisceaux de 0% -modules
T~ P
Rr—1-37, O — O7Q (2" (V")

(ce dernier faisceau pouvant étre considéré ([7]) comme le faiscean des germes
de fonctions analytiques sur V' & valeurs dans l’espace FN (2"(V”)y). La
restriction 2”(V") — Q"(Z (') est d’image dense (condition (b) de 1.3.11.),
8a transposée est donc injective et reste injective par tensorisation topologique
par Oy (considérer @ comme @, ). Ainsi, on peut considérer R*~?-3x, O
comme un sous-faisceau de OY- ® (2”(V")); d’aprés la condition (o) de
1.3.11,, ce sous-faisceau est nul sur l'ouvert non vide W', et il en résulte
que HO(V'; Rr—1~37, 0)=0.

Nous pouvons donc écrire le deuxidme étage de la suite spectrale
pe Leray
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al\
J

n—gqg—2| 0 | 1191,

0 0
0/|0(V) 0
0 i

On a alors B/ =F%' = gry A (V nX; O). Donc

gr. B97NX;0)= @ B!
$4-=0

se réduit & O(V) et H* (VN X;0)= O(V), ce qui redonne V’assertion (i).
D’autre part

KP-H"(?NE;O)=‘+§"E“=O pour l<k<n—q—2

et H*(VnX;0)=0 dans les mdmes conditions, ce qui termine la démon-
stration.

IV. Diverses notions de p-convexité et de q concavité.

En travaillant avec la cohomologie (ou les Ext) & supports quelconques,
les critdres locaux de p-convexité et q-concavité d’Andreotti-Grauert (1.3.1.
et 1.3.6.) conduisent par globalisation anx théordmes de finitude ([1]). Nous
désirons montrer ces théordmes en travaillant avec la cohomologie (ou les
Ext) & supports compacts; il nous faut donc une autre version des critdres
locaux. O’est Pobjet de la partie A, le résultat essentiel étant la proposition
1,4.2. On constatera ci-dessous ’analogie entre les nouveaux critdres locaux
obtenus et la notion de stricte-p-convexit¢ introduite par B. Malgrange
dans [18]('!). La partie B est consacrée aux rappels et compldments néces-

(44) On évitera de confondre la stricte p-convexité de Malgrange aveo celle de [4].
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saires sur la stricte p-convexité. On introduit dans C les notions de « stable
p-convexité » et « stable g-concavité » ; la proposition 1.4.2, se reformule alors
ainsi :
en un point fronti‘re d’un ouvert X d’un espace analytique Y,
La forte p convexité de X —> La forte p-concavit{ du complémentaire de
X => La stable p convexité de X ==> La stricte p-convewité de X, et

La forte g-concavité de X—> La forte q convexité du complémentaire de
X => La stable g-concavité de X.

Ce résultat nous permettra de travailler dans le cadre de la stricte
p-convexité pour établir le théoréme 1 et dans celui de la stable (p, q)-
convexité-concavité pour établir le théoréme 2.

A. Une autre version des critéres locaux de forte p-convexité et de forte
q-concavité.

LeMME 1.4.1. Soient Y un voisinage ouvert de O dans C*, ¢: Y — R
une fonetion C®, ¢{,> 0 un nombre réel, p et ¢ deux entiers positifs,
avec p + 2<n. On suppose que ¢ (0)=0; on pose

X, = (o€ Y/p(o) + (@) < 0]

Z,=(2€Y/0 < @ (%) + a(x)},

et

et on suppose que

02, = 60X, = (v € Y/p (x) + a (x) = 0}

pour || all; <t?, (|||l désigne la « norme» C* sur £(X)).

(i) 8l existe un systéme fondamental { V,)m¢x de voisinages ouverts
de Stein de O dans Y, et un nombre réel ¢,, 0 <?¢, <{,, tels que, pour
tout m et toute fonction « €€ (Y), avec |||, <?,, on ait

(a) 1a restriction I'(V,, ; Oy)—>I'(Vp 0 Z,; Oy) est un isomorphisme, et
by H¥ (VN Z,;0y) =0 pour 1 <<k<<n—p—2, on &

(¢) pour tout voisinage ouvert U de O dans Y, il existe un voisinage
ouvert U’ de O dans Y, U'c U, tel que P’application naturelle

H; (UN X,; Oy) — Hg, (U'n X,; Or)

ait une image nulle pour tout ¥ << n — p — 1 et toute « £ € (¥Y) telle que
llelly < 2

24 Annali della Seuola Norm. Sup. di Pisa.
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(if) 8l existe un systdme fondamental { Vs }m¢x de voisinages ouverts
de Stein de O dans Y, et un nombre réel ¢,, 0 <, <?,, tels que, pour
tout m et toute fonction a € (Y), avec ||al; <t?,, on ait

(a) H¥(V,, N X,;0y)=0 pour ¢4 1<k,
on a alors

(b) pour tout voisinage ouvert U de O dans Y, il existe un voisinage
ouvert U’ de O dans Y, U’ c U, tel que l'application naturelle

Hy, (U N Z,; Oy) — Hy, (U’ N Z,; Oy)

ait une image nulle pour tout ¢ + 2 <<k et toute a€E(Y) telle que
lalle <t .

Dans ce lemme, on a désigné par P, et ¥, les familles suivantes de
supports : pour tout ouvert W de ¥, ®,(W) est la famille des fermés de W
contenus dans X,n W et ¥, (W) la famille des fermés de W contenus dans
Z.n W. Les assertions (i) et (ii) se démontrant de manidre analogue, nous
nous contenterons d’établir (i).

Soit U uu voisinage ouvert de O dans Y. Notons Oy = O. On a la
suite exacte longue

0— I, (U;0)—T'(U;0)— I'(U— X4;0)— Hs, (U; O)—> ...
w—>H"U;0)— H* (U—X;0)— Hg"' (U;0) — B (U; 0) — ...
Si Pon suppose U de Stein, on obtient la suite exacte
0— Iy, (U;0)— I'(U;0)— I'(U— X.; 0)— Hs, (U; O) — 0,

et les isomorphismes H"(U— X,,0) — H::I(U; 0) pour 1 << k.
Compte tenu de UNZ,= U — X, , Dasgertion (i) est alors claire si 'on
remarque que les conditions (a) et (b) entrainent les conditions

(a’) pour tout voisinage ouvert U de O dans Y, il existe un voisinage
ouvert U’ de O dans Y, U’ c U, tel que l’application

rU';0—»I'((U'—X,;0)=I(UNZ;0)

goit un isomorphisme, et
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(b’) pour tout voisinage ouvert U de O dams Y, il existe un voisi-
nage ouvert U’ de O dans Y, U'ec U, tel que 'application

HYUNZ,;0)— H¥U'NnZ,; 0)

ait une image nulle pour 1<k<<n —p—2.
Du lemme 1.4.1,, on déduit immédiatement la

PROPOSITION 1.4.2. Soient Y un ouvert de C* et ¢: ¥ — IR une fono-
tion régulidrement p-convexe en O € Y, avec ¢ (0)= 0. Il existe un nombre
réel ¢t > 0, tel que, pour tout veisinage ouvert U de O dans Y, il existe
un voisinage ouvert U’ de O dans Y, U’'c U, tel que Papplication naturelle

H; (UN X,;0r) — Hs, (U0 X; Or)

ait une image nulle pour tout 1 <<k<<n—p —1 et toute a €£(Y), avec
|| «|lg <t et que 'application naturelle

H (UnZ,; Oy) — Hy, (U'NZ,;Op)

ait une image nulle pour tout g 4 2 <<k et toute « €£(Y), avee ||a|l; <.

Les conditions ainsi trouvées traduisent la forte p-convexité de X =
= (@ <0} en O ot la forte p-concavité de Z = ({0 < ¢] en 0. C’est sous
cette forme que nous allons utiliser dorénavant les hypothdses de forte
p-convexité ou forte g-concavité (12).

B. La stricte p-convexité.

Dans toute la suite, on désignera par (H) les hypothdses suivantes
sur X, Ox, Kx, % prof, F:

(H) X est un espace topologique, Ox un faisceau d’anneaux (commuta-
tifs unitaires) sur X, Kx un complexe localement borné de Ox-modules, F
un Ox-module et prof, ¥ une fonction définie sur X, & valeurs dans ),
semi-continue supérieurement, attachée 3 F: Ox, Kx seront des données

(12) On peut prouver l'assertion de 1.4.2. relative anx X, en utilisant le théordme
1.8.1., y compris Vassertion (ii), an lieu du théordme 1.3.6. C’était I'idée de B. Malgrange
quand il & introduit la stricte p-convexité [18], [19]. Une amélioration de cette méthode
permet d’obtenir le méme résultat en supposant seulement la fonction ¢ continue et « forte-
ment p-convexe » (en un sens qui va de soi): of. [8].
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attachées & X et & un faisceau variable. On désignera par (H') les hypo-
théses suivantes:

(H') X est un espace analytique, Ox le faisceau structural de X, Kx
est le complexe dualisant de X construit dans [22], ¥ un Ox-module cohérent
et prof, ¥ est la profondeur classique de ¥ en x€ X,

Chaque fois que dans la suite nous considérerons un espace analytique
X, nous nous placerons, sauf mention explicite du contraire, dans le cadre
des hypothdses (H'). Ce cadre est suffisant pour établir les théorémes 1 et 2.
Le cadre élargi des hypothéses (H) est indispensable pour établir le
théoréme 3.

DEFINITION. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y, a un
point de 60X et p €. On dira que X est strictement p-convexe en a dans
Y, #%l existe un voisinage onvert V de a dans ¥, un plongement n:
V— V', o V' est un ouvert de C"(n (a)=a'), et un sous-ouvert X' de
V', tels que

(i) = (XNV)=X'Nnxn(V), et
(ii) pour tout voisinage ouvert U de a' dans V’, il existe un voisi-
nage ouvert U’ de a', U'c U, tel que Vapplication naturelle

H; (Un X;0v)— H (U'n X;0v)

ait une image nulle pour ¥ <<n — p — 1. (On a noté @’ la famille de fermés
définie par @' (W)= fermés de l'ouvert W contenus dans W n X’).

DEFPINITION. Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y,
a€0X, ¥ un Ox-module, p €. On dira que

(i) X est Fstrictement p-convexe en a dans Y, si, pour tout voisi-
nage ouvert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert U’ de a, U'cU,
tel que ’application naturelle

Extz(UNnX; % Ky) — Exth (U'n X; % Ky)

ait une image nulle pour k¥ << —p — 1.

(ii) X est F,-strictement p-convexe en a dans Y, si, pour tout voi-
sinage onvert U de a dans Y, il existe un voisinage ouvert U’ de a,



ot de finitude pour l’homologie ete. 9638

U'cU, tel que ’application naturelle
H;(UnX;F)— Hy(U'nX;F)

ait une image nulle pour k << prof, F—p — 1.

(On g’est placé dans le cadre des hypothéses (H) et on a noté @ la
famille de fermés définie par @ (W)= fermés de l'ouvert W contenus dans
wWnX)

Ll’intéret de la Fstricte p convexité et de la %, -stricte p-convexité
provient de la

PROPOSITION 1.4.3. Soient ¥ un espace analytique, X un ouvert de Y,
a€d0X, et peIP. Si X est strictement p-convexe en a dans ¥, pour tout
Oy-module cohérent F, X est Fstrictement p-convexe et F,-strictement
p-convexe en a dans Y. (On s’est placé dans cet énoncé dans le cadre des
hypothéses (H').)

Dans les deux cas on se rameéne par plongement au cas lisse. Si 1’on
a un plongement n: V— V' € C* ol V est un voisinage ouvert de ¢ dans
Q™ avec n(a)=a et X'Na(V)==(VNIX), on a

H; ' (U)nX;F)=Hge(UNX'; n, F)
et
Exty (z (U)N X3 % Ky) =Exty (UN X'; =, 7, Ky-)

(la dernidre égalité provenant de P’isomorphisme de faisceaux
Exti (V5 F, Ki) — n* Cati (V' 57, F Ky

et d’un argument standard de suite spectrale). La question étant locale, on
peut donc supposer que Y est un ouvert de C" et que ¥ admet une syzygie
sur Y,

Nous nous contenterons de prouver la %,-stricte p-convexité (la démon-
stration de la & stricte p-convexité se recopiant assez aisdment sur
celle ci (13)). On raisonne par récurrence descentante sur la profondeur: le
résultat est vrai (si l'on a choisi convenablement le plongement n) pour
F = Oy, donc pour prof, F=n, d’aprés I'hypothdse de stricte p-convexité,
Supposons le résultat vrai pour prof; F=1-41 et prouvons le pour
prof, F=1:

(13) On procdde par réourrence ascendante sur Ientier k de Ext;.



964 J. P. RaMis: Théorémes de séparation

Soit ¥ un Oy-module cohérent avec prof, F= k. On peut supposer que
Pon a une suite exacte de Oy-modules 0 —G— Oy — F—> 0. D’aprds
Phypothdse de récurrence, le résultat est vrai pour G; soient alors U,U’,U"
des voisinages ouverts de a dans Y,U" " c U'c U, tels que les applications
naturelles

Hy(UNX;Q)— Hy(U'nX;Q) et HY(U'nX;0%)— H}(U"n X;0%7)

aient une image nulle pour j<<n—p—1 et ¢ <<profyfG—p—1. On a
un diagramme commutatif, dont les lignes sont exactes

> HE(UNX;03) > HEUNX; F)—> H7N(UNX;0) — ..

l Y v

w— Hy(U'n X;0%) > HE(UNX; F)— He?' (U'NX;Q) — ...

l v Y

v —>HHU'NX;0%) > HE(U'NX;F)— HEY' (U0 X;F)—> ..

On se propose de montrer que pour k<< profy F —p —1=1—p—1,
Papplication HE (UNX;F) — HE(U”N X; F) a une image nulle. On dési-
gne par r les applications de restriction de U a U", par »’ les applications
de restriction de U & U’ et par r” les applications de restriction de U’ a
U": r=1r"v.

On a prof, @ = prof, F+ 1 =14 1. Soit 2€HE(UNX; F) 3 on pose
v (¥) = y; y & une image nulle dans H;'“(U’nx;g) F+1<<l—p=
== prof, @ — p — 1) et est donc V’image d’un élément 2z de H(U'n X;Of);
ce dernier a une image nulle dans Hg (U n X;0%) (k <<n — p — 1), done
r’(y) =r (z) = 0.

REMARQUE. Si Y est liss¢ de dimension n au voisinage de a, X est
strictement p-convexe en a 8i et seulement si, pour tout voisinage ouvert
U de a, il existe un voisinage ouvert U’ de a, U'c U, tel que V’application

H;(UnX;0p)— HE(U'nX; Oy)

ait une image nulle pour k <<n —p — 1.
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DrFINITION. On dira que Pouvert X est strictement (resp. F-strictement,
resp. %-strictement) p-convexe dans Y, 8’il ’est en tout point de sa frontidre.

C. La stable p convexité et la stable g-concavité.

DEFINITION. Soient ¥ un espace analytique, X un ouvert de ¥, défini
par une inéquation X = {¢ <0}, ot @:Y—> 1R est une fonction continuue,
a un point de 40X et p € . On dira que (X, ¢) (i.e. X défini par ¢) est
stablement p convere en a dans Y, g'il existe un voisinage ouvert V de a
dans Y, un plongement n: V— V', ot V' est un ouvert de C* (= (a) = a’),
une fonction continue ¢': V' — IR, et un nombre réel ¢t > 0, tels que

(i) ¢ on=g, et

(ii) pour tout voisinage ouvert U de o' dans V', il existe un voisi-
nage ouvert U’ de a’, U’ c U, tel que I'application naturelle

Hg (UN X,; Oy)— Hp (U’ n X, ; Oy)

ait une image nulle pour tout k <<n — p — 1 et tout réel «, tel que || <¢,
(On a noté X, = {@ + a < 0} et P, la famille de fermés définie par D, (W) =
fermés de Vouvert W contenus dans W N X,).

DEFINITION, Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y défini
par X ={p < 0}, ol :Y — IR est une fonction continue, a un point de
8X, et pe . On dira que

(i) (X, ) est F-stablement p-convere en a dans Y, s’il existe un réel
t>0, tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un
voisinage ouvert U’ de a, U'cU, tel que Vapplication naturelle

Exty (U N X,;% Ky) — Exts (U’ 0 X, ;7 K%

ait une image nulle pour tout k << — p — 1 et tout réel «, tel que |a| < t.

(ii) (X, @) est F-stablement p-convewe en a dans Y, s'il existe un réel
t >0, tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans X, il existe un
voisinage ouvert U’ de a, U’'c U, tel que l'application naturelle

H; (UN Xa; F)— Hg (U’ Xa5 F)

ait une image nulle pour tout k¥ < prof, F — p — 1 et tout réel «, tel que
o] <t
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Comme pour la stricte p convexité, on prouve la

PROPOSITION 1.4.4. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y
défini par X = {p < ¢}, ol ¢: Y — R est une application continue, a€jyX,
ot p e M. Si (X, ¢) est stablement p-convere en a dans ¥, pour tout Oy-module
cohérent F, (X, p) est Fstablement et F,-stablement p-comvexe en a dans Y.
(On s’est placé dans cet énoncé dans le cadre des hypothéses (H ').)

DEFINITION. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y défini
par X = {0 <@}, ot ¢: Y — R est une fonction continue, a un point de
08X, et g€ ). On dira que (X, ¢) est stablement q-concave en a dans Y, s’il
existe un voisinage ouvert V de ¢ dans Y, un plongement n: V — V', o
V'’ est un ouvert de C* (n(a) = a'), une fonction continue ¢': V' — 1R, et
un nombre réel ¢ > 0, tels que

(i) @' on=n0, et

(ii) pour tout voisinage ouvert U de a' dans V', il existe un voisi-
nage ouvert U’ de a'y U’ = U, tel que l’application naturelle

H; (UNX,;0p)—>Hs (U'N X, ; Ov)

ait une image nulle pour tout ¢ 4 2 <<k et toute fonction «€ E(V'), avec
[e]lg <t (Onanoté X, ={0 < ¢+« et &, la famille de fermés définie
par @, (W) = fermés de Vouvert W contenus dans W N X,).

DEFINITION. Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y défini
par X = {0 < ¢}, ot ¢: Y— R est une fonction continue, a€sX, et gcip.
On dira que

(i) (X, ) est Fstablement g-concave en a dans Y, il existe un réel
t> 0, tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe un
voisinage ouvert U’ de a, U’'c U, tel que l'application naturelle

Extg, (U N X.; F Ky)— Exty (U'n X,; F Ky)

ait une image nulle pour tout ¢ + 2 — prof, # << k et toute fonction
a€E(Y), avee ||a]l; <t

(i) (X, @) est F stablement q-concave en a dans Y, &’il existe un
réel ¢+ > 0, tel que, pour tout voisinage ouvert U de a dans Y, il existe
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un voisinage ouvert U’ de a, U'cU, tel que 'application naturelle
H, (U0 X.;F)— Hp (U'N Xa5 F)

ait une image nulle pour tout ¢ 4 2 << % et toute fonction a €& (Y), avee
lally <.

Par un argument analogue a celui employé pour la stricte p-convexité,
on prouve la

PROPOSITION 1.4.5. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y
défini par X = {0 < ¢}, ot ¢: ¥Y—> 1R est une fonction continue, a€ §X,
et g €. Si (X;p) est stablement g-concave en a dans Y, (X, ) est F-stablement
et F-stablement q-concave en ¢ dans Y., (On s’est placé dans le cadre des
hypothdses (H').)

Nous pouvons maintenant traduire la proposition 1.4.2. (en perdant un
peu d’information dans le cas fortement p-convexe):

PROPOSITION 1.4.6. Soient Y un espace analytique, ¢: ¥ — 1R une
fonction continue, et p, q € M.

(i) Si @ est de classe C et fortement p-convere en a€ Y, avec
p(a)=0, (X={p < 0},p) est stablement p-convexe en a dans Y.

(i) Si @ est de classe C= et fortement g-convexe en a € Y, avec p(a)=0,
(Z=1{0 < ¢}, p) est stablement q concave en a dans Y.

DEFINITION. On dira que (X, p) est stablement (resp. Fstablement,
resp. %-stablement) p-convexe (resp. g-concave) dans Y, s’il l'est en tout
point de sa frontiére.

Un ouvert fortement p-convexe (resp. g-concave) est stablement p-convexe
(resp. g-concave).

2° Théortmes d’épuisement, de séparation et de finitude pour les ouverts
strictement p-convexes.

Les deux théordmes d’épuisement s’énoncent ainsi (cf. les hypothases
(H), page 976).

THEOREME 2.1.1. Soient ¥ un espace topologique, X un ouvert de ¥, ¥
un Ox-module, et p €. Si X est Fstrictement p-convexe dans ¥ et si la
frontidre 60X est compacte
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(i) Les limites inductives Exth (X; % Kx) Lim Extyk(X; % Kx)
Ked(X)

sont essentiecllement injectives pour k << — p.

(ii) I1 existe un ouvert X’ de X, avec X' € & (X), tel que Vapplica-
tion naturelle Exth(X'; % Kx/)— Extl(X;F Kx) soit surjective pour
k—p—1.

(On a noté P (X)= fermés de Y contenus dans X (1), &' (X') = fermés
de Yc X').

THEOREME 2.1.2. Soient Y un espace topologique, X un ouvert de Y,
F un Ox-module, et p€). Si X est F-strictement p-convere dans Y et si
la frontidre 6.X est compacte

(i) Les limites inductives HZF(X;F)= Lim Hg (X;F) sont

—>
Ked (X)
essenticllement injectives pour k < — p - profyx F.

(ii) I1 existe un ouvert X’ de X, avec X' € & (X), tel que Papplication
naturelle H (X' ; 7)— Hg (X, F) soit surjective pour k<< —p—1-+ profyx 4
Nous verrons plus loin que 8i ¥ est un espace analytique (ef. hypo-
théses (H'), page 975), on peut déduire des théordmes de séparation et

finitude des théorémes d’épuisement. Nous allons d’abord établir ces derniers.
On commence pour cela par démontrer les deux lemmes suivants

LeMME 2.1.3. Dans les conditions de 2.1.1.,, on désigne par U un

voisinage arbitraire de X dans Y. Pour tout fermé K de & (X), il existe
un fermé K’ de & (X ), K< K’, tel que V'application naturelle

Exty (U — K; 7 Ky) — Exth (U— K'; % Ky)

ait une image nulle pour k << — p — 1, (On désigne toujours par & la famille
de fermés définie par & (W)= fermés de ouvert W contenus dans W n X).

LeMME 2.1.4. Dans les conditions de 2.1.2., on désigne par U un voi-

sinage arbitraire de X dans Y. Pour tout fermé K¢ @ (X), il existe un
fermé K'€ & (X), K o K, tel que Papplication naturelle Hg (U — K; F)—>
—> Hy (U— K’ ;3 F) ait une image nulle pour ¥ << — p — 1 + profyx F.

(44) 8i X est relativement compact dans Y, P (X) == compacts de X.
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REMARQUE. Dans les conditions de 2.1.3 et 2.1.4., on peut trouver un
entier s, tel que, 8i {U'}ie1,...,{U})ie 1 sont des recouvrements ouverts finis
de 46X, avec Ule U,-"'1 et dans la situation des ouverts U’ et U interve-
nant dans la définition de la Fstricte ou % -stricte p-convexité (pour i€Ir
et j=2,..,8), et Kc:X—‘JEJI U}, on peut prendre pour K’ un fermé

contenant X— U U/ -
sel

Les démonstrations des deux lemmes étant pratiquement les mémes,
nous nous contenterons d’établir le premier. Il suffit pour cela de reprendre
la méthode de [18].

Désignons par J° une résolution injective de Ky (J° est localement
bornée 4 gauche), et posons ¢E" = Gfom (Y; F, I"); les £ sont les objects
d’un complexe localement borné i gauche évident de Oy-modules dont on
note d’ la différentielle. Les " sont des faisceaux jflasques, donc P-mous.
On note €3 le faisceau des germes de sections de £ A supports dans &.
Les €z sont les objets d’un complexe évident dont on note dz la différen-
tielle; on désigne par Zg le sous-faiscean de €z formé des germes de sec-
tions de bord nul.

Si W et W' sont deux recouvrements ouverts finis de X, T’ étant
plus fin que W, on désigne par r,, (T, T’) Papplication de restriction

oo H' (W; Zo)—H (W' ; o) -

Le lemme 2.1.3 se déduit alors du

LEuME 2.1.5. Etant donné un recouvrement ouvert fint T de §X, il
existe un recouvrement ouvert fini plus fin T’ de 6.X, tel que Vapplication
7¢,¢ (T, W’') sont d’image nulle pour t << —p —1 et 1 <<,

On peut énoncer ce lemme: «Le systdme inductif H**: W 1— H' (W; ZTs)
est nul au voisinage de 90X ».

Soit en effet W == {Ui}iez un recouvrement ouvert fini de 46X, avec
U;c U— K (i€I), et soit € C’;(U—K), k<< — p — 1. Quitte & remplacer
M par un recouvrement plus fin, indépendant de x, on peut supposer que,
pour tout i€ I, il existe €y (U tel que x=dg >y sur U; (hypothdse
de Fstricte p-convexité). Posons z; = y; —y; sur U; N Uj; (2y) est un 1-cocycle
de W & valeurs dans z’;r‘ . Utilisant alors 2.1.5.,, on peut trouver un
recouvrement ouvert Yl fini de 40X, plus fin que W (indépendant de x) tel
que le cocycle (2;) soit d’image nulle dans H '(m’;SZ:,"‘). On a alors
Zir §r = Ugr — Uy, BVOC u;:E&pr—l(U;’) et la collection des vy = xy — uy fournit
un éldment de €% '(u Us) dont le bord est la restriction de x. Il suffit de
prendre K'a2X —y Uy .
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1l reste maintenant & établir 2.1.5.. On va procéder par récurrence
descendante sur t (cette méthode conduit au résultat car les hypothéses de
Fstricte ou %, -stricte p-convexité assurent la nullité d’'une application de
restriction pour les indices k inférieurs & un entier donné; il est impossible
de traiter le cas concave par cette méthode).

Pour des valeurs «assez négatives » de ¢, le faiscean 5 est nul. Le
lemme 2.1.5. se déduit done, par récurrence descendante sur t, du

LEMME 2.1.6. Soient t << — p — 1 et 0 << s fixés. Pour tout recouvre-
ment fini ouvert Yl de X, il existe un recouvrement ouvert fini plus fin W’
de X, et un homomorphisme d,, (T, W): H'(W; Zs) — H*H (W ; Z5H,
possédant, si 1 < s, la propriété suivante :

Pour tout recouvrement ouvert fini T” de X, plus fin que U’, si

Yoy, o (M, W) dy, o (W, W)=10, alors r,,(TU, W) =0.

On remarque que si U est un voisinage ouvert de a€4X, il existe un

voisinage ouvert U’ de g, U'cU, tel que dg ! C;_l (U') contienne la restric-

tion & U’ de QE(U), pour k<< —p — 1. On construit ensuite d;, comme
un homomorphisme de connection :

Le recouvrement Ul étant donné, on construit T’ de telle sorte que
tout ouvert U’ de T’ svit contenu dans un ouvert U de T, Papplication
naturelle H*(U; ) — H*(U';Ep) étant nulle pour k<< —p — 1. Soit
alors z€ C* (W ; Z3); sa restriction r (¥) & C° (W’ ; Z;) est Pimage d’un éldment
y de 0'(‘(11’;E'§;’). Si # est un cycle (mEZ'(‘m;Zé)), Pimage de y dans
O (W' ; €Y est en fait dans Z'T'(W'; Z5"). En passant aux espaces de
cohomologie, on obtient une application indépendante des représentants
choisis qui répond 2 la question. (On vérifie que H* (U ; €5 = 0 pour 1<s).

Revenons maintenant i la démonstration des théordmes d’épuisement.
Les démonstrations étant analogues dans les deux cas, nous nous conten-
terons d’établir le théordme 2.1.1.. '

(i) Tl #’agit de prouver que, pour tout fermé K € & (X), il existe un
fermé K' € & (X), Ec K', tel que tout « € Exty (X; % Kx), dont I'image dans
BExth (X; F Kz) est nulle, ait déja une image nulle dans Extk (X; % Kz)
(8i k<—p).

On applique le lemme 2.1.3. au fermé K: on obtient une «enveloppe» K'.
On a un diagramme commutatif, dont les lignes sont exactes
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> Exts (U — E;F Ki) — Bxth (X; F Ki) — Exth (X; F, Ki) — Bxts (U—EK; FKz) — ..

" +

v U—K'; Kz) — Exti (X;F Kz) — Exté (X; % Kz) — Exty (C—K'; FKz) — ...

> Ext¢

Si x € Exty (X % Kx) a une image nulle dans Exthy (X ; %, Kx), il est I'image
d’un éldment y de Exty (U —K; % Kx). Si b —pk—1<—p—1),
Pimage de y dans Exty ' (U — K'; %, Kx) est nulle, il en est donc de méme

de Pimage de « dans Exts. (X;% Kx).

(ii) On applique le lemme 2.1.3.,, avec K= (k<< —p—1). On
prend ensuite pour X’ un voisinage ouvert d’adhérence dans @D (X) de
I« enveloppe» K' de @. En utilisant la suite exacte écrite plus haut, on
constate que Dlapplication Exty (X ; F Kx) — Exth(X; 7 Kx) est surjective
pour k<< — p — 1 (Papplication Exth (X; F Ki)— Exthy (U— K'; % Ki) a
une image nulle dans les mémes conditions).

Passons maintenant a diverses conséquences des théorémes d’épuisement
quand Y est un espace analytigue complexre et F un Oy-module cohérent
(on se place dans le cadre des hypothéses (H')).

THEOREME 2.,1.7. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de X,
a€5X, F un Oy-module cohérent, et p €. Si X est Fstrictement p-convexe
dans Y (en particulier 8i X est strictectement p-convere dans Y) et si X est
relativement compact

() Les espaces Ext¥(X ; % Kx) sont séparés pour k<< — p.

(i) Les espaces Ext!(X; % Ki) sont de dimension Jinie pour
k<< —p—1.

(iii) Les espaces H*(X; F) sont de dimension finie (séparés) pour
p+1<k

THEOREME 2.1.8. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de X’
a€9X, F un Ox-module cohérent, et p €. Si X est F,-sirictement p-convexe
dans Y (en particulier si X est strictement p-convexe dans Y) et si X est
relativement compact

(i) Les espaces H)(X; F) sont séparés pour k < profyx F—p.

(i) Les espaces H, (X;F) sont de dimension Jinie pour k <
<profgx F—p—1.
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(iii) Les espaces Ext*(X; # Kx) sont de dimension finie (86parés) pour
p+1—profyx F< k.

En appliquant les théorémes 0.3 et 0.4 et en tenant compte des asser-
tions (i) de 2.1.1. et 2.1.2., les assertions (i) de 2.1.7. et 2.1.8 sont immé
diates (15). Pour établir 2.1.7. (ii)) on pourrait raisonner comme nous le
ferons ci dessous pour 2.1.8 (ii) (en utilisant 0.5. (i)). Nous allons employer
un argument plus « élémentaire » inspiré de [1]:

8i k<< —p — 1, il existe un ouvert X' relativement compact dans X
tel que Ext;(X'; % Kx)— Extt(X; F Kx) soit surjective. Soient T = {Uilier
et W' = {U/})ier deux recouvrements localement finis de X par des ouverts
de Stein, avec U ec U;, pour tout 1€, et U;N X' £ ¥ pour un nombre
fini d’indices i. Soit VY = |Vj);cs un recouvrement localement fini de X' par
des ouverts de Stein, plus fin que X’'N U’. On choisit une application
¢:J — 1, telle que V;c Ugy(s; 2 cette application on associe 1’application
naturelle (prolongement par 0) C¢ (V) ; Ext] (V; % Kz) —C° (W; Extd (W; FKx)
qui est compacte (et méme nucléaire) : c’est la transposée de P’application
nucléaire

C:(W; H°(W; F)) — C-(V; HO(V; F)).
On en déduit le diagramme

Z;(\V; Exty(V; F Kx)

Oipy (W; Ext) (W; F Kx) 2 (W; Bxt (W; % Ki), ot Ima 4 Im f=Z (W; Bxtl(W; % Kx)

8i k<< ~—p — 1. Comme f est compacte; on en déduit [25] que « est d’image
fermée et de conoyau de dimension finie (tous les espaces sont DFN).

Passons & 2.1.8. (ii).

Soient TR = {Ki)ier et R’ = [K/'}; c 1 deux recouvrements localement finis
de X par des compacts de Stein, avec K, c 112.-, pour tout i€l Sik<<—p
—1+4profyx F il existe un compact K de X, tel que Hg (X; F)— H, (X;F)
soit surjective. On en déduit (0.5 (i)) qu’il existe un sous-ensemble fini J
de I, tel que D'application Hj(R; H® (R ;F)) — H}(X; F) soit surjective.

(#5) Iei & (X) = compacts de X, puisque X est compact dans Y,
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On a done un diagramme d’espace DFN
Z;(R;H KR ;)

8
v

=k HO(R; F) e Z! (R; H'(R; F)), ot Ima+Imp=2;(R;H "(R;F)).

Lapplication Cjf (R’ ; H° (R’ ; F)) — OF (R; H°('R; F)) est nucléaire, done
compacte, et B est compacte. On en déduit [25] que « est d’image fermée et
de conoyau de dimension finie.

Pour terminer, prouvons 2.1.7. (iii) (2.1.8. (iii) s’établirait de maniére
analogue).

Daprés 2.1.7. (i) et Passertion concernant la séparation dans 0.1., les
espaces H" (X; F) sont séparés pour p + 1<<k. Comme Ext’(X;F, Kx) est
séparé pour k << — p (et & fortiori pour k << — p — 1), les espaces H*(X;F)
et Ext;*(X; % Kx) sont en dualité pour p+1<k; les espaces Ext;” (X; % Kx)
étant de dimension finie pour p + 1<%, il en résulte que les espaces
H*(X;¥) sont de dimension finie dans les mémes conditions.

La démonstration des théorémes 2.1.7. et 2.1.8. est ainsi terminée.
Compte tenu de la proposition 1.4.6. (i) (et du fait que la stable p convexité
entraine la stricte p-convexité), on en déduit les théorémes 1 et 8 annoncés
dans lintroduction, En se reportant & [8], on constatera que l’on peut
méme en déduire une version remforcée de ces théorémes, qui permet de
retrouver et généraliser un résultat de R. Narasimhan (cf. [20] Theorem 1).

3% Théordmes d’épuisement, de séparation et de finitude pour les
espaces stablement ( p, g)-convexes-concaves et les espaces fortement
(p, g)-convexes-concaves.

Dans I et II on établit un théordme d’épuisement pour les espaces
stablement p convexes et un théordme d’épuisement pour les espaces stablement
g-concaves. On en déduit facilement, dans III, un théoréme d’épuisement pour
les espaces stablement ( p, q)-convexes-concaves, puis, dans le cadre des hypo-
théses (H') (page 984), des théordmes de séparation et de finitude pour ces
espaces. La proposition 1.4.6. permet de passer & des résultats analogues
pour les espaces fortement (p, q)-convexwes-concaves, qui sont énoncés dans IV
(cf. théordmes 2 et 9 de l’introduction).
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I. Espaces stablement p-convexves.

A. Ouverts stablement p-convexes.

On se place dans le cadre des hypothéses (H) (cf. page 976).

Si Y est un espace topologique localement compact (resp. analytique),
on a défini plas haut la notion d’ouvert Fstablement ou 9 -stablement
p-convexe (resp. stablement p convexe) dans Y.

Soient ¥ un espace topologique, X un ouvert de Y, ¢ : voisinage ouvert
de 60X —> IR une fonction continue telle que X soit défini dans ce voisinage
par ¢ < 0. On pose, pour a € R, X, = [p + a < 0} U X, et on suppose que
@ D'atteint pas de minimum relatif sur {0 < ¢)}.

Voici les principaux résultats (¥ est un Oy-module et p un entier = 0):

ProrosITIoN 3.1.1. 8i (X,qp) est Fstablement p convexe, et X compact, on &

(i) Pour tont fermé K€ &P (X) et tout entier k< — p, il existe un
réel strictement négatif e, tel que si x € Exty (X; % Kx) a une image nulle
dans Ext;. (X.; % Kz) il ait déja une image nulle dans Exth (X; F Kx).

(ii) Pour tout entier k¥ < — p — 1, il existe un réel strictement négatif
s, tel que Papplication naturelle

Exth (X; % Kz) — Ext';‘ (Xe3 K Ky)  soit surjective.

(P (X)==fermés de Y contenus dans X, &D,(X,) = fermés de Y contenus
dans X,).

ProPosITION 3.1.2. 8i (X, ¢) est F -stablement p-convexe, et X compact,
on 8

(i) Pour tout fermé K € @ (X) et tout entier k¥ << — p - profyx &F il
existe un réel strictement négatif e, tel que, si x€ H %(X; F) a une image
nulle dans H:g (X.; F), il ait déjd une image nulle dans Hg (X; F).

(ii) Pour tout entier k<< — p — 1 4 profyx & il existe un réel
strictement négatif e, tel que Vapplication naturelle

Hg (X;F)— Hp (X.; F)  soit surjective.

Les démonstrations des deux propositions étant voisines, nous nous con-
tenterons d’établir la premiére.
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Soient W' = (U Jiezs e, W™ = {U{"}ic1 des recouvrements ouvert finis
de 60X, avec U{ relativement compact, et toute paire d’ouverts (U; , UH")
satisfaisant aux conditions des ounverts U et U’ intervenant dans la défi-
nition de la stable p-convexité : Ut < U/ et les applications naturelles

Exte, (U7 N X,; 7 Ki) — Exth (077 n X.; F Ky)

ont une image nulle pour k<< —p—1 et |a| <t (¢t > 0)
Dans ces conditions U UY est un voisinage ouvert de 9.X, et on peut

trouver un réel 0 <t, <t tel que 9X, soit compacte et contenue dans ce
voisinage ouvert, pour tout « tel que — ¢, <a < 0.

(i) Le fermé K étant donné, on peut supposer que les recouvrements
ci dessus sont choisis de telle sorte que K X — ‘lEJI U!. Si m est assez

grand, la démonstration du théoréme 2.1.1. montre que, si K'€ @ (X) et
K'oX~— elejz U™, tout élément « € Extly(X;F Kx) qui donne 0 dans

Ext’,“;t (X,; % Ky) donne déja 0 dans Exty,(X; % Kx), done a fortiori dans

Exth (X; % Kx) (pour k<< — p): on refait la démonstration de 2.1.1. pour
Iouvert X, (avec — ¢, < e << 0); on utilise la remarque page 969.

(ii) Pour des recouvrements comme ci-dessus, avec m assez grand, la
démonstration du théoréme 2.1.1. appliquée & Pouvert X,(— ¢, <<e < 0)
montre que, pour k< —p —1, 8i X’ est un voisinage ouvert de X — ‘lEJI ",

Papplication naturelle Exth (X', % Ky) — Ext';u. (X3 F K1) est surjective :
on peut prendre X' = X.

B. Espaces stablement p-convexes.

Notation: 8i ¢: X— 1R est une application, on pose, pour c¢ R,
=(r€X/p@) <o}, et X°=|x€X/o<p ()

DEFINITION. (Hypotheses (H')).

On dira que ’espace analytique X est stablement p convere, 8'il existe
une fonction continue ¢ : X — R, et un réel ¢,, tels que

(i) I’ouvert X, soit relativement compact dans X pour tout réel c.
(ii) (X,, @ — c¢) soit stablement p-convexe dans X pour tout ¢y < ec.

(iii) La restriction de @ 3 X; n’ait pas de minimum local, ou n’ait
que des minimum locaux isolés.

25 Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa,
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(iv) Si a est un minimum 4s0lé de ¢, avee ¢, < ¢ (a), il existe un
voisinage ouvert V de a et un réel t > 0 (U,=V N (p — ¢ (a) < ¢}) tels que
Ext*(U; F Kx)=0pour k< —p — 1 et HF(U,; F)=10 pour k< —
— p — 1 — prof, F pour tout Ox-module cohérent F et tout 0 < ¢ < t.

DEFINITION, (Hypothéses (H)).
On dira que ’espace topologique X est Fstablement (resp. £.-stablement)
p-convexe, 8’il existe une fonction continue ¢ : X — 1R et un réel ¢, , tels que

(i) et (iii) comme ci-dessus.

(i) (X,, ¢ — 0) soit Fstablement (resp. % -stablement) p-convexe dans
X pour o, < .

(iv) Si @ est un minimum isolé de ¢, avec ¢ < ¢ (a), il existe un
voisinage ouvert V de « et un réel ¢t > 0 (U,= V n {p — (a) < &) tels que
Ext¥(U,;  Kx) =0 pour k< —p — 1 (resp. H¥(U,; F) =0, pour k< —
p—1—prof,F) et 0 <es<t.

I1 est clair que si 'espace analytique X est stablement p-convexe, il
est Fstablement et &,-stablement p-convexe. On verra que si X est for-
tement p-convexe, il est stablement p-convexe.

On obtient les théorémes d’épuisement pour les espaces stablement
ou %,-stablement p-convexes (qui s’appliquent tous deux aux espaces sta-
blement p-convexes):

THEOREME 3.1.3. Soit X un espace topologique Fstablement p convexe.
On a

(i) Pour ¢>c, et k<< — p, lapplication naturelle
Ext; (X,; F Kz) — Ext¥(X; % Kz)

est injeotive, et le systdme inductif K compact de X — Extly (X;F Kx) est
essenticllement injectif.

(ii) Pour ¢> ¢, et k< — p — 1, V’application
Ext (X.; 7 Kz) — Ext’(X; F,Kz) est bijective.

THEOREME 3.1.4. Soit X un espace topologique F,-stablement p-convexe.
On a

(i) Pour ¢> o, et k¥ << — p +} profx &F Dapplication naturelle

Hy(X,; F)— H (X5 F)
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est injeetive, et le systéme inductif K compact de X|— HE(X 3 F) est
essentiellement injectif.

(ii) Pour ¢ >c¢, et k< — p — 1+ profx &% Dapplication naturelle
H'(X,; F)— HF(X;F) est bijective.

Les théoréemes 3.1.3. et 3.1.4 résultent respectivement des deux lemmes
suivants

LeMmME 3.1.5.

(i) Dans les conditions de 3.1.3., pour ¢ >¢,, k<< —p, et K com.
pact de X, fixés, Pensemble des réels > 0, tels que si 2 € Extl (X; F Kz)
a une image nulle dans Extf(X; % Kx), il ait déja une image nulle dans
Ext! (X,1,; F Kx), est 1a.demi-droite [¢, 4+ oo [ toute entidre.

(ii) Dans les conditions de 3.1.3., pour ¢> ¢y, k<< —p — 1 fixés,
Vensemble des ¢ > 0 tels que P’application naturelle

Ext! (X.; F Kz — Ext) (X.4,; F Kx)
goit surjective, est la demi droite [¢, + oo [.

Lemme 3.1.6. Dans les conditions de 3.1.4.,

(i) pour ¢>c¢y,k<<—p + profx F# et K compact de X, fixés,
I'ensemble des réels ¢ > 0, tels que si w€ H, £(X; %) a une image nulle
dans HJ (X ; F), il ait déja une image nulle dans H, (Xoq.; F),est la demi-
droite [¢, + oo [ .

(i) pour ¢ > ¢y, k<< — p — 1 -+ profx F fixés, I’ensemble des ¢ > 0
tels que l’application naturelle '

HY (X, ; F)— B Xy ; F)

soit surjective, est la demi-droite [c, 4 oo .

Ces deux lemmes s’établissant de maniére analogue, nous nous conten-
terons de prouver le premier. Nous reprenons pour cela l’argument de [1]
(page 243), mais nous sommes dans une situation plus simple car nous
travaillons avec des supports compacts, au lieu de supports quelconques.

(i) L’ensemble considéré n’est pas vide (il contient ¢), il est fermé
)
(c’est évident puisque l’on travaille avec des supports compacts) et ouvert
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d’aprds 3.1.1 (i) (et la condition (iii) de la définition) dans 1’espace connexe
[ey 4+ oof.

(ii) Argument analogue en constatant que ’ensemble considéré est
ouvert d’aprés 3.1.1, (ii) et la condition (iv) de la définition.

II. Espaces stablement q-concaves.

A. Ouverts stablement q-concaves.

La méthode employée pour le cas stablement g¢-concave est différente
de celle utilisée pour le cas stablement p-convexe. Cette dernidre reposait
sur une modification de la technique employée dans le cas strictement
convexe, procédé inutilisable dans le cas concave (cf. les remarques page 938).
Nous avons done 6été obligés d’employer une technique voisine de celle de [2],
utilisant 1a méthode de la « bosse glissante » de [1] et [2] (on devrait dire
ici du «creux glissent » ...) basée sur le fait qu’on dispose d’hypothéses
globales sur les frontidres des ouverts considérés (nous aurions pu employer
cette méthode dans le cas stablement p-convexe mais pas dans le cas stric-
tement p-convexe ol 'on ne dispose que d’hypothéses locales & la frontiére).

Pour les raisons que nous venons d’exposer, nous sommes obligés de
modifier un peu nos hypothdses de travail: au lieu des hypothéses (H)
(page 976), nous utiliserons les hypothéses

(H") ¥Y,0Or,Ky,.. sont astreints & vérifier les hypotheses (H) et, de
plus, Y est Vespace topologique sous-jacent & un espace analytique complexe
(Y, Or) n’est pas nécessairement cet espace analytique!); il en résulte que
VPon a sur Y la notion de fonction G, et, si U est un ouvert assez petit
de Y, que lon a la notion de « semi-norme » définie par plongement lisse
sur E(U) (cf. page 943 ; avec les notations correspondantes, on dira que
c’est une semi-norme G2 s8i k = 2).

Soient ¥ un espacé topologique, X un ouvert de Y, ¢: voisinage
ouvert de §X — IR une fonction continue telle que X soit défini dans ce
voisinage par 0 <. On pose, pour « de classe C> sur ce voisinage, X* =
=[0<p+ajulX

On désigne par F un Oy-module et par ¢ un entier =0. On a les
résultats suivants :

ProrosiTION 3.2.1. Si (X, ¢) est Fstablement g¢-concave dans Y, et 0.X
" compact, on a

(i) Pour tout fermé K€ D (X) et tout entier ¢ -+ 3 — profx F<k,
il existe un réel strictement positif &, tel que si » € Ext (X; % Kx) a une
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image nulle dans Ext’,‘{se (X*; F, Ky) il ait déja une image nulle dans
Extp (X ; 7 Kx)

(ii) Pour tout entier ¢ 4+ 2 — profyx F <k, il existe un réel sirictement
positif &, tel que ’application naturelle

Ext*(X; F Kz)— Extg, (X°;% Ki) soit surjective.

(@ (X) = fermés de Y contenus dans X, &,(X?) = fermés de Y contenus
dans X?.)

PROPOSITION 3.2.2. Si (X, p) est % -stablement g-concave dans Y, et
0X compact, on a

(i) Pour tout fermé K€ P(X) et tout entier ¢ + 3 <<k, il existe
un réel strictement positif e, tel que, si wEH}é(X ; F) a une image nulle
dans H;’;E (X°; F), il ait déja une image nulle dans H”*(X; F).

(ii) Pour tout entier g 4 2 <<k, il existe un réel strictement positif
e, tel que l’application naturelle

H;(X;9)—H ’5’. (X*; F) soit surjective.

La démonstration de ces deux propositions repose sur le lemme suivant,
dont nous laissons la démonstration au lecteur (cf. [1] et [2]):

LemME 3.2.3. Pour tout ¢ > 0 réel, tout recouvrement ouvert fini
W = {Ui}im, .., m ©t toute suite {||-|;} de «semi-normes» de type C* défi-
nies par plongement de chaque Uj, il existe une suite {aiim1,..., de fonctions
C* sur UU;, telle que, posant X;= X%, X, = X, 'on ait
(i) 0=ai<oap1, donme Xic Xiy,y (+=0,..,m—1),
(ii) Supp (2; — a;—;) € U;, done X; — X;_; cc U; (i==1,..,m)
(iii) & est strictement positive au voisinage de §X, donc Xc X .
(iv) el <t (5 = 1,000y m).

Les démonstrations de 3.2.1. et 3.2.2. étant voisines nous nous conten-
terons d’établir 3.2.2., qui résulte du
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LrevME 3.2.4. Dans la situation de la proposition 3.2.2.
(i) Pour tout fermé K€ @ (X), il existe deux recouvrements ouverts
W= (Ti}icr, W =(T)er (1=1,...,m) de X, et une suite de fonctions
{i)tm1, ..., m , tels que Pon ait

(a) La suite |{a;} satisfait, pour le recounvrement Tl’, aux conditions
du lemme 3.2.3.

(b) Pour ¢ =1,...,m, on a U/ < U;, et les applications naturelles
H (U0 X F)— B (U 0 X5 F)

ont une image nulle pour ¢+ 2 < .

(o) KcX— U U;.

t=1...m

(ii) Dans la situation de (i), si ¢ 4+ 3 <<k, tout éldment x € H K"(X; %)
qui a une image nulle dans H}fm (X; F) a déja une image nulle dans

HY(X; F).

(iii) Dans la situation de (i), Papplication naturelle
Hs (X; F)— H,Ié,,, (Xm; F)  est surjective.

La partie (i) est facile en utilisant 3.2.3 et les définitions (nous laissons
les détails au lecteur). Les assertions (ii) et (iii) s’établissent par récurrence
desoendante sur ¢; on démontre

(ii)y Dans la situation de (i), si ¢4 3<<k, tout éldment x€ H (X ; F)
qui a une image nulle dans H;‘;'. (X;; F) a déja une image nulle dans
H:‘_l (X¢—1 ’ 7)'

(iii)y Dans la situation de (i), si ¢ -+ 2 << ¥, l’application naturelle
H,,',“_l (Xim1; F) = H';‘. (Xi; F)  est surjective.

Considérons le diagramme commutatif, dont les lignes sont exactes
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k—1

\L Y v

wo—> Hg N (Ui X5 F) — Heynx,— v3) (Xi 3 F) — Ha (Xi; F)— Hg, (U0 Xi; F) —> ...

| | l

(i 8i ¢4+3<k(g+2<%k—1), ce diagramme montre que si
x € HE (X;; F) a une image nulle dans H,;f‘. (Xi; F)y il & une image nulle
dans H;f'.mx‘._,f,.)(x‘; F). Mais, par construction, ’application naturelle

HE(X;F)=Hg (X3 F)— Hg,_ (X5 F)

se factorise par H,’,fm(x.._y;.)(X;; %): Pimage de z dans Hq'f‘_l (Xie1; F) est
done nunlle. (On a K c &;(X;)n(X; — U)) € Di_y (Xi1))

(iiiy Si ¢ + 2 <k, le diagramme montre que l’application naturelle
Hy,(Xi; F)— Hg, (U 0 Xi5 F)

a une image nulle, done¢ l’application H,'pf‘ n(x; - o)) (X3 ?7)——>H£‘. (X;; F) est
surjective et il en est a fortiori de méme de ’application Hg‘_l (Xim1; F)—
— Hg, (Xi; F).

REMARQUE : On constatera plus loin que les assertions (ii) de 3.2.1. et
3.2.2. suffisent pour établir les théorémes de finitude dans le cas ¢ concave
(ou (p, q)-convexe concave, compte tenu des résultats sur le cas p-convexe)
Nous avons donné quand méme les assertions (i) car elles fournissent des
résultats d’injectivité indispensables pour établir les théordmes de cohérence
des images directes dans le cas relatt:f.

(Li—E; F)— HE (Xi; F) ——— Hg,(Xi; F)—> H (X — K3 F)—> ...

o= HETH (U0 X F) —> Hiy o (x, — )y (Xi; F) — Hi, (Xi; F)—> Hg, (U 0 X5 F) — o
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B. Espaces stablement q concaves.

DEFINITION. (Hypothése (H').)
On dira que l’espace analytique X est stablement g¢-comncave, 8'il existe
une fonction continue ¢ : X — IR et un réel d,, tels que
(i) L’ouvert X¢ soit relativement compact dans X pour tout réel d.
(ii) (X4 @ — d) soit stablement g-concave dans X pour tout d < d,.

(iii) La restriction de ¢ & Xy n’ait pas de maximum local,

DEFINITION. (Hypotheéses (H").)
On dira que l’espace topologique X est F-stablement (resp. F,-stablement)
g-concave, 8'il existe une fonction continue ¢: X — R et un réel d,, tels que

(i) et (iii) comme ci-dessus.

(il) (X4, ¢ — d) soit Fstablement (resp. F,-stablement) ¢ concave dans
X pour tout d < d,.

Il est clair que si P'espace analytique X est stablement g-concave, il est
F-stablement et F-stablement q-concave. On verra que si X est fortement
g-oonoave, il est stablement g¢-concave.

On obtient les théordmes d’épuisement pour les espaces Fstablement ou
F.-stablement g-conoaves (qui s’appliquent tous deux aux espaces stablement
g-conoaves) :

o THEOREME 3.2.5. Soit X un espace topologique Fstablement q-concave.
ot (i) Pour d <<d, et g + 3 — profx F <<k, 'application naturelle
Bxtf(X?%; F Ki) — Ext?(X s % Kzx) est bijective.
(ii) Pour d < d, etq + 2 — profx F <k, Dapplication naturelle
Ext(X%; % Kx) — Extf (X; F Kx) est surjective.
o THEOREME 3.2.6. Soit X un espace topologique - stablement g-concave.
. (i) Pour d < d, et g + 3 <<k, Vapplication naturelle
HY (X% F)— HF (X ; F) est bijective.
(ii) Pour d < d, et ¢ + 2 < %, V’application naturelle

HYX% F)— B¥(X; F) est surjective,
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Ces théordmes se démontrent en procédant comme dans le cas p-convexe,
A partir des propositions 3.2.1 et 3.2.2. (on établit d’abord les lemmes ana-
logues & 3.1.5. et 3.1.6.).

III. Espaces stablement (p, q) converes concaves.

On se placera dans cette partie dans le cadre des hypothéses (H'').

A. Owuverts stablement q concaves.

Soient ¥ un espace topologique et X un ouvert de Y. On suppose que
80X est réunion disjointe de deux fermés §' X et 4% X. Soit ¢: V— R une
fonction continue ; V étant un voisinage ouvert de X de la forme V=V, yV,,
ol V; est un voisinage ouvert de §'X (i=1,2), avee V, et V, disjoints.
(P = @y7)).

Notation : si «, et a, sont des nombres réels, on pose
X' = (o + o, <O0JU {0 < @y + a5} U X.

DEFINITION. On dira dans ces conditions que (X, ¢) est stablement
(p, q)-convexe-concave (resp. Fstablement, resp. F.-stablement (p, q)-convexe-
concave) dans Y, si (X, ) est stablement p-convexe (resp. Fstablement,
resp. %, -stablement p-convexe) en tout point de ¢'X et stablement ¢ concave
(resp. Fstablement, resp. % -stablement g-concave) en tout point de 02X,
Des propositions 3.1.1. et 3.2.1, on déduit immédiatement la

PrOPOSITION 3.3.1. Si (X, @) est F-stablement (p,q)-convexe-concave, et
0X compact, on a

(i) Pour tout fermé K€ P (X) ot tout entier ¢ + 3 — profyx F<<
k< —p, il existe un réel strictement positif e, tel que si z € Extf(X; %Kzx)
a une image nulle dans Ext’;c_.(X.:,; % Ky), il ait déja une image nulle dans

Exts (X; % Kx).

(if) Pour tout entier ¢ + 2 — prof;xF << k << — p — 1, il existe un
réel strictement positif e, tel que Vapplication uaturelle

Exth (X; F, Kx) — Ext;c,i (XZ,; % Ky) soit surjective.

Des propositions 3.1.2. et 3 2.2., on déduit la
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PROPOSITION 3.3.2. Si (X, ¢) est 7, -siablement (p, q)-convexe-concave, et
60X compact, on a

(i) Pour tout fermé K € P (X) et tout entier g+3<<k<<—p +profyx %
il existe un réel strictement positif s, tel que si v € H 1204 ; F) a une image
nulle dans H ';. (XX, ; F), il ait déja une image nulle dans Hg (X ; F).

(ii) Pour tout entier ¢ + 2 <k << — p — 1 4 profyx % il existe un
réel strictement positif &, tel que P'application naturelle

H(X;9)—H :. (XZ,; F) soit surjective.

B. [Espaces stablement (p, q)-convexes-concaves.

Notation: 8i ¢: X—> 1R est une application, on note, pour ¢,d€TR
avec d < ¢, X' = (v € X/d < ¢ (x) < ¢}.

DEFINITION. (Hypothéses (H').)
On dira que l’espace analytique X est stablement ( p, ¢)-convexe-concave,
8’il existe une fonction continue ¢ : X — IR, et deux réels d, < ¢,, tels que

(i) L’ouvert X2 soit relativement compact dans X pour tous réels d<e.

(ii) (X,d, @ — ¢, ¢ — d) soit stablement (p, q)-convexe-concave dans X
pour tous d < d, < ¢, < e.

(iii) La restriction de ¢ & X% n’ait pas de minimum local (ou n’ait
que des minimums locaux isolés) et celle de ¢ A X; n’ait pus de maximum
local.

(iv) Si @ est un minimam local isolé de ¢, avec @ (a) > ¢,, il existe
un voisinage ouvert V de a et un réel ¢ >0 (U,=V N [p —op(a)<<e}) tels
~ que Exti(U,; % Kx)=0 pour k<< —p—1 et H¥ (U,; F) =0 pour k<
< — p — 1 4 prof, F, pour tout Ox-module cohdrent ¥ et tout réel 0<le<t.

DEFINITION. (Hypothéses (H").)

On dira que ’sspace topologique X est ~stablement (resp. %, -stablement)
( p, q)-convexe-concave, 8'il existe une fonction continue ¢ : X — IR et deux
réels d, <¢,, tels que

(i) et (iii) comme dans la définition précédente.

(i) (X, ¢ —e¢, @ —d) soit Fstablement (resp. F,-stablement) ( », 9
convexe-concave dans X pour tous d < dy <¢, < c.
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(iv) 8i @ est un minimum local isolé de ¢, avec @ (a)> ¢,, il existe
un voisinage ouvert V de a et un réel t >0 (U= Vn{p— ¢(a)<e])
tels que Extf(U.;?T, Kx) =0 pour k<< —p—1 (resp. HJ‘(U,;?-’)=0 pour
k<<—p—1+4prof,7) et 0 <e<t.

En procédant comme dans le cas p convexe, on déduit des propositions
3.3.1. et 3.3.2. les théordmes d’dpuisement pour les espaces Fstablement ou
F.-stablement ( p, q)-convexes concaves (qui s’appliquent tous deux au cas d’un
Ox-module cohérent F sur un espace stablement (p, q) convexe-concave):

THEOREME 3.3.3. Soit X un espace topologique Fstablement ( p,q) convexe-
ooncave. On a

(i) Pourd < dy<<e,<c et g-+3— profx F< k<< — p, application
naturelle

Ext¥ (qu; % Kx)— Ext® (X: % Hx)  est injective

(ii) Pour d <dy<<ep<c¢ et g+ 2 —profy F<k<<—p—1, lap-
plication naturelle

Ext* (X,,d; I, Kx)— Ext’:(X s K Kx) est surjective.

THEOREME 3.3.4. Soit X un espace topologique %-stablement (p, q)-
convexe-concave. On a

(i) Pour d < dy<{e¢y<oetq+ 3<k<<—p- profx & Papplication
naturelle

HY (X]; F)— HF (X;F) est injective.

(i) Pour d < dy<ec,<c e g+2<k<—p—14 profy ¥,
I'application

HY (X} ; F)— HF (X;F) est surjective.

Par une méthode analogue & celle utilisée pour déduire les théore-
mes 2.1.7, et 2.1.8. des théorémes 2.1.1. et 2.1.2., on déduit des théorémes
d’épuisement 3.3.3. et 3.3.4. les théorémes de séparation et de finitude

THEOREME 3.3.5. Soient X un espace analytique, ¥ un Ox-module
cohérent, ot p, g € M. Si X est Fstablement (p, q)-convexre-concave (en parti-
culier 8i X est stablement (p, q)-convexe-concave), on a

(i) Les espaces Extf (X ; 5, Kx) sont sépards pour ¢4 2 — profx F<<
< k<< —p et de dimension finie pour ¢ + 2 — profx F<<k<<p—1,
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(if) Les espaces H¥ (X ; ) sont séparés pour p+1<k<<—q—1+4
- profx F et de dimension finie pour p +1 <<k << — ¢ — 2 - profx %

THEOREME 3.3.6. Soient X un espace analytique, ¥ un Ox module
cohérent, et p, g € . Si X est F,-stablement (p, q)-convexe-concave (en parti-
culier 8i X est stablement (p, q)-convexe-concave), on a

(i) Les espaces HF(X; F) sont séparés pour ¢ + 2<<k<<—p -+
+ profx F et de dimension finie pour ¢ + 2 < k << — p — 1 + profx 4

(ii) Les espaces Ext¥(X; % Kx) sont sépards pour p-41— profy F=<
< k< —q—1 et de dimension finie pour p 1 — profy F<<k << —q— 2.

IV. Hspaces fortement (p, q)-convexes-concaves.

Aprds avoir rappelé la définition des espaces fortement ( p, q)-converes-
concaves, nous constaterons qu’ils sont stablement ( p, q)-converes-concaves. Les
résultats établis dans la partie III fournissent donc un théoréme d’épuisement
et des théordmes de séparation et de finitude pour les espaces fortement
( p, q)-convexes concaves. En passant nous signalerons comment une méthode
de [1] conduirait, compte tenu d’un théoréme de dualité, & un théoréme
d’épuisement un peu plus précis.

DerINITION. On dit que l’espace analytique X est fortement ( p, g)-
convexe-concave, 8’il existe une fonction continue ¢ : X — 1R, et deux réels
dy < ¢, , tels que

(i) L’ouvert X2 soit relativement cempact dans X, pour tous réels

a<<e.

(ii) La fonction ¢ soit fortement p-convexe sur X, et fortement
g-convere sur Xg, .

(iii) La restriction de ¢ & X n’ait pas de minimum local ou n’ait
que des minimums locaux isolés.

LeMME 3.4.1. Un espace analytique fortement (p, g)-convexe-concave est
stablement (p, q)-covexe-concave (donc Fstablement et < -stablement (p, g)-
convexe concave pour tout Ox-module coherent ),

La seule vérification & faire est (iv) (%) : on applique les théordmes de
dualité aux théorémes 1.3.1 et 1.3.6.

(4%) On peut se ramener au oas ol la condition (iii) sur les maximums est satisfaite :
8i ¢ <dim, X, ¢ ne peut pas atteindre de maximum local en x, et si ¢ est trop grand,
la g-convexité est une propriété vide.
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Les théorémes 3.3.3 et 3.3.4, fournissent, compte tenu des théorémes
de dualité, le théordme d’épuisement :

THEOREME 3.4.2. Soient X un espace analytique fortement ( p, q)-convexe-
concave, @ une fonction d’épuisement pour X de constantes exceptionnelles
d, <¢,. Pour tout Ox-module cohérent & on a, pour d <d, <¢, < ¢:

(i) L’application naturelle Ext? (X2; % Kzx)— Ext} (X; % Kx) est
injective pour ¢ + 3 — profy F<< k<< —p et surjective pour g+ 2 — profyx F<<
<ks—p—1

(i) L’application de restriction H*(X; ¥)— H* (X3 F) est d’image
dense pour k = p, bijective pour p 4+ 1 << k<< — q — 3 + profx F et injective
pour k = — q — 2 -+ profx &%

(iii) I’application naturelle HY (X.}; F)— HS(X; F) est injective
pour ¢ + 3 <k << — p + profx F et surjective pour ¢ +2 < k<< —p—1-
+ profx %

(iv) L’application de restriction Ext*(X ;% Hx)— Ext* (X2; F Kx)
est d’image dense pour k = p — profx %, bijective pour p 4+ 1 — profx F =<
< k< — q— 3 et injective pour k = — q — 2.

REMARQUL. Une méthode de [1] permet de voir que DVinjectivité de
Papplication du (ii) en degré k¥ = — ¢ — 2 -} profx F entraine sa bijectivité
(compte tenu de la surjectivité en degré &k = — g — 3 + profx F: ef. [1]
page 248), on en déduit par dualité la bijectivité de Vapplication du (i) en
degré g 4 2 — profx % On vérifie de méme que Dapplication du (iv) est
bijective en degré — q — 2, et on en déduit par dualité que l’application
du (iii) est bijective en degré q -}- 2.

Les théorémes 3.3.5. et 3 3.6. fournissent le théordme de séparation et
Jindtude

THEOREME 3.4.3. Soit X un espace analytique fortement ( p, q)-convexe-
concave, Pour tout Ox-module cohérent <, on a

(i) Les espaces H*(X; F) sont séparés pour p+l1<k<—q—1-4
-+ profx F et de dimension finie pour p + 1< k<< — g — 2 4 profx 7.

(ii) Les espaces HY(X;F) sont séparés pour o+ 2<k<—p+
-+ profx F et de dimension finie pour ¢ + 2 <k << — p — 1 +4 profx F.

(iii) Les espaces H_j(X; %) = Extt(X ; % Kx) sont séparés pour
p+1—profs F<k< —q—1 et de dimension finie pour p + 1 —
—profx Fbk<<—q—2.
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(iv) Les espaces Hy(X;%,) = Ext!(X; F Kx) sont séparés pour
g+ 2 — profx F<<k < — p et de dimension finie pour ¢ + 2 — profx F<<
<k=—p—1.

Ce théordme contient les théordmes 2 et 9 de l’introduction.

4. Théordmes d’6puisement pour les applications fortement (p,q)-convexes-
concaves. Théordme et conjecture de coherence pour les applications
fortement ¢-concaves.

1. Théorémes d’épuisement.

DEFINITION. On dit qu’un morphisme f: X — Y d’espaces analytiques
est fortement (p, q)-convexe-concave, 8’il existe une fonction continue ¢ : X —>-
— R et deux réels d, < ¢,, tels que

(i) X} soit relativement propre au-dessus de Y, pour tous réels d < c.

(ii) La fonction ¢ soit fortment p-convexe sur X, et fortement g-con.
vexe sur X .

(iii) La restriction de ¢ a X, n’ait pas de minimum local ou n’ait
que des minimum locaux tsolés.
Nous allons prouver le théordme d’épuisement

THEOREME 4.1.1. Soient f: X — Y un morphisme fortement (p, q)-convexe.
concave d'espaces analytiques, ¢:X — IR une fonction d’épuisement cor-
respondante de constantes exceptionelles d, << ¢,. Alors, pour tout Ox-mo-
dule cohérent %, 8i d < d, < ¢, <<c, on a:

(i) Le morphisme de Oy-modules
B f% R Yom (X ; F, Kx)— Rk f; R Hom (X ; 7 K3)
est surjectif pour q + 2 — profy F<k < —p — dim ¥ — 1 et injectif pour
g+ 83 —profy F<k<—p— dim Y.
(ii) Le morphisme de Oy modules
B fiF— BT
est surjectif pour ¢+ 2 <<k < —p — dim ¥ — 1 4 profx F et injectif pour
¢+3<k< —p—dim Y+ profx %
(On a noté £ 1la restriction de f & xH.
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La question étant locale, on peut supposer que Y est un polydisque
ouvert de centre O dans C". On pose alors Z == f—1(0) et on note y la
restriction de ¢ & Z; on désigne par Oz le faisceau sur Z dont la fibre en
z€Z est (Ox), (Ox étant le faisceau structural de X): ce n’est pas le fai-
sceau structural de Vespace analytique Z; plus généralement, si F est un Ox-
module, on désigne par %; le faisceau de Oz modules dont la fibre en x € Z
est %, , et si Kx est le complexe dualisant de X, on voit ce que Von dé-
signe par K;: c’est un complexe de Oz-modules que 'on ne confondra pas
avec le complexe dualisant de l'espace analytique Z. Enfin, si %; provient
d’'un Ox-module cohérent %, on pose prof, Fz==prof, F (pour z € Z). Pour
Z,0z, H;, prof, 7z on est dans les conditions des hypothdses (H'') (cf.
page 982).

Le théoréme 4.1.1. résulte du théordme 3.3.3. et du théordme 3.3.4.,
une fois que l’'on a verifié que pour tout Ox-module % V’espaco topologique
Z est Fz-stablement (p -+ n, g)-convexe concave et ¥z -stablement ( p + =, q)-
convexe-concave, ce qui résulte du

LeMME 4.1.2. Dans les conditions ci-dessus,

(i) 8icy<cetatsdZ, (Z,y— vy (a) est Fzstablement (p 4 n)-con-
vexe-concave et Fy-stablemeut (p + n)-convexe-concave en a dans Z.

(i) Si d<<d, et a€9Z%,(Z%,y — y(a)) est F;stablement et Fz-sta-
blement g-concave en a dans Z.
Les assertions (i) et (ii) de ce lemme se déduisent respectivement des
lemmes suivants

LEMME 4.1.3. Soit f: X — § une application analytique (8 est un po-
lydisque ouvert de centre O dans C"). Soit ¢ : X — 1R une application de
clagse @~ fortement p-convexe en a (f(a)=0). On pose, pour >0 et
«€E(X), Yy a=[2€X/p(a) < @ (x)+ a(x) et ||f(2)]|| <7r}. Dans ces condi-
tions, on peut trouver un systéme fondamental {V,)m.p de voisinages ou-
verts de Stein de ¢ dans X, une «semi-norme» | |; de type > définie
par plongement d’un voisinage de T—’o dans X, et deux réels r, et t, stric-
tement positifs, tels que pour tout Ox-module cohérent % lon ait

(i) L’application de restriction I'(Vy; F)—>I'(Vm N Y, .; F) est su-
rjective pour 0 <<r < ry et || &|l; <t, (et m €M)

(i) H*(VaN Yy a;F)=0 pour 1<k <prof, F—n—p—2,0<r<
<oy |lally <t ot meR.

LEMME 4.1.4. Soit f: X—> § une application analytique (§ est un po-
lydisque ouvert de centre O dans C*). Soit ¢ : X— 1R une application de
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classe C= fortement g-convexe en a (f(a)=10). On pose, pour r >0 et
a€E(X), T)o= {2 X/p @) + a (@) < ¢p(a) et | f()] <r]. Dans ces condi-
tions, on peut trouver un systdme fondamental {Va)..s de voisinages ou-
verts de Stein de a dans X, une seminorme || |, de type C? définie par

plongement d’un voisinage de V, dans X, et deux réels r, et t, strictement
positifs, tels que, pour tout Ox-module cohérent ¥ Pon ait

He(Van Yra; H)=0pour ¢+ 1<k 0<r <7y, |lal, <t

et m€n.

Dans les deux cas, on se raméne par des arguments faciles et la tech-
nique employée pour 1.3.1. et 1.3.6. 4 la situation suivante: X =D X 8,
od D est un polydisque ouvert de {°,f:D X 8— 8§ est la projection,
F=(Ox. Le lemme 4.1.4. est alors évident en reprenant la démonstration
de 1.3.1, (si H est un sons-espace affine de {*>< C» U et U’ deux ouverts
de Stein de X n H, aveec U’ de Runge dans U, alors f—1(B(0,r))NTU et
S YB(0,r)n U’ sont encore ouverts de Stein dans HN X et le second
encore de Runge dans le premier). La démonstration de 4.1.3. est un peu
plus délicate : en reprenant la démonstration de 1.3.6., on est ramené a la
sitnation survante: X est un ouvert de F (dim E = o) contenant O, F =
= FE @ E"(dim B =), ¢ (?) = Re 2441 + Q (2) -} £(2) et on a une applica-
tion f=(f,,..,fs) de X dans § (les f; étant les restrictions & X de for-
mes linéaires sur E). On pose X’ = X <X § et on désigne par M le graphe
de f dans X’; on pose X, = X < B (0, r)(B (0, r) étant une boule ouverte
de centre O et de rayon r, contenue dans 8) et on désigne par M, le gra-
phe de la restriction & X, = Xnf-1(B(0,r)) de f: on a M,=MNLX, et
Papplication évidente =, : X,— X, est un plongement d’image M,. Si Pon
note ¢’ le prolongement de ¢ & X’ constant sur les {z} < 8, on constate
que ¢’ est fortement (¢ -+ n)-convexe sur X’; reprenant alors la démonstra-
tion de 1.3.6. pour X", ¢, EP C*= (B’ G C*) D E", on trouve un syste-
me fondamental de polydisques ouverts

Va=Vau X Va(Va=UnaX Un, Unc B D Ceyys, UncC"
ot Vi €Qegp2a @D ... D Ce)

et deux réels ry,t, > 0 (B(0,r,) c 8), tels que
(i) Papplication de restriction
I'(Un X (Un' 0 B(0,7) X Vi'; Ox) = I'((Um X (TN B (0, 7)) X
X V)N (¢’ (0) < ¢’ 4 a5 Ox)
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soit surjective pour r < r; et ||a|l; <, et que

(i) HE (U < (a0 B(0,7) X Vi 0 [¢7 (0) < ¢’ + a} ; Ox) = 0 pour
l<k(o4+n—@g+n—2=0c—q—2,r<ryet|al,<<t,. On con-
clut ensuite facilement en considérant s, Ox, comme OX;-module cohérent
(de profondeur s).

On passe des lemmes 4.1.3. et 4.1.4, aux assertions (i) et (ii) du lem-
me 4.1.2. en utilisant une technique analogue & celle utilisée pour prouver
le lemme 1.4.1. La démonstration du théordme d’épuisement 4.1.1. est ainsi
terminée,

II. Un théoréme et une conjecture de cohérence.

Les techniques iutroduites par Houzel dans [31] permettent de déduire
du théoréme d’épuisement 4.1.1.(i) le théoréme suivant

THEOREME 4.2.1. Soit f:X— Y un morphisme fortement g¢-concave
d’espaces analytiques. Pour tout Ox-module cohérent %, les images directes
& supports propres R*fi R Fom (X ; # K)z) sont des Or-modules cohérents
pour ¢ 4+ 2 — profx F<k
(En d’autres termes R f; R 9fom (X; F Kx) est (¢ -+ 2 —profx &)-pseudocohérent).

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [23]. Il est également
prouvé dans cet article, & l’aide d’un théoréme de dualité relative, que le
théoréme 4.2.1. entraine le

THEOREME 4.2.2. 8i f: X — Y est un morphisme fortement q-concave
d’espaces analytiques, pour tout Ox-module cohérent F, les images directes
R*f, F sont des Oy-modules cohérents pour k << profy  — ¢ — 2 — dim Y (}7),

Ce théordme améliore un résultat de Y. 7. Siu [27] (Y lisse, f plate et
cohérence pour k < profx F— q — 2 — 2 dim Y) et démontre une conjecture
de Y, T. Siu [27] (f quelconque k << profx F — ¢ — 2 — dim Y).

La conjecture suivante se démontrerait comme le théoréme 4.2.1: en
utilisant le théoréme d’épuisement 4.1.1. (ii) et les techniques d’Houzel [31],
On rencontre toutefois plus de difficultés pour se placer dans une situation
nucléaire relative (on comprendra pourquoi en se reportant au cas absolu :
Y = point réduit, traité plus haunt). Comme dans le cas absolu, il faut in-
troduire une swite spectrale convenable et travailler un peu.

CONJEOTURE 4..2.3. Secit f: X—Y un morphisme fortement g-con-
cave d’espaces analytiques. Pour tout Ox-module cohérent %, les images

(17) Ce qui est le meillenr résnltat possible [23].

26 Annali della Seuola Norm. Sup. di Pisa.
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directes a supports propres
R* f; F sont des Oy modules cohérents pour g + 2 <<%.

(En d’autres termes le complexe de Op-modules Rf)F est (¢ + 2)-pseudoco-
hérent).

Pour terminer, signalons que les techniques d’Houzel employées pour
prouver 4.2.1. et 4.2.3. sont basées sur des récurrences descendantes et ne
donnent rien dans le cas p-convexe (et & fortiori dans le cas mixte). Ainsi,
contrairement au cas absolu ol on peut obtenir, comme nous l'avons vu,
tous les résultats de finitude et de séparation en travaillant avec la coho-
mologie et les Ext & support compacts, le cas relatif p convexe nécessite un
retour aux {mages directes ordinaires (c’est & dire & des généralisationk de
la méthode de [1]). En résumé, on a une récurrence dans le bon sens

— avec les images directes & supports propres pour le cas concave.
— avec les images directes ordinaires pour le cas convexe.

La derniére partie de cet article va étre consacrée a une esquisse du cas
convexe.

5° Théordme et conjectures d’épuisement pour les applications fortement
(p, 9)-convexes-conocaves. Théordme et conjecture de cohdrence pour les
applications fortement p-convexes.

1. Théoréme et coniectures d’epuisement.

THEOREME 5.1.1. (K. Knorr, P. Siegfried). Soit f: X — Y un morphisme
Jortement p-convexe d‘cspaces analytiques. Soit ¢ : X— 1R une fonction d’épui-
sement correspondante, de constante exceptionnells ¢,. Alors, pour tout
Ox-module cohérent F, tout ouvert de Stein relativament compact Y’ de
Y (X' =f~1(Y"’)) et tout réel ¢y, < ¢, on a:

(i) H¥(X’; F) est séparé pour p 4+ 1 << k.
(ii) L’application de restriction H*(X’; F)— H*(X,; F) est bjective
pour p 4+ 1<k

On trouvera la démonstration de ce théordme dans |26], et la démon-
stration de la version «p + 2<%k » de 'assertion (ii) dans [17]). Reprenant

ces méthodes et celles de [l], on prouverait sans difficulté la conjecture
suivante

CoNJEOTURE 5.1.2. Soient f: X — Y un morphisme fortement (p, g)-con-
vewe-concave d’espaces analytiques, ¢ : X— IR une fonction d’épuisement
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correspondante de constantes exceptionnelles ¢, et d,(d, < ¢,). Alors, pour
tout Ox-module cohérent F, tout ouvert de Stein relativement compact Y’ de
Y et tous réels d < d, <c¢y,<¢ on a

(i) L’application de restriction
H* (X’ ;R om (X; F Kx) — Hx (X3 R Hom (X ; F, Kx))

est bijective pour p 4 1 —profx F< k<< —q¢— 2 — dim Y.

(ii) L’application de restriction
H*(X'; F)— H" (X,"; F)
est bijective pour p 4 1 <<k << profy ¥~ ¢ — 2 — dim ¥,

CoROLLAIRE 5.1.3. Dans les conditions de la conjecture ci-dessus, on a

(i) L’application naturelle
R*f, R Hom (X ; F, Kz) — R* SR Hom (X ; F Kzx)
est bijective pour p + 1 — profy F << k< —¢q — 2 — dim Y.
(ii) L’application naturelle
R f, F— RS2 TF
est bijective pour p + 1 <<k << profy F— ¢ — 2 —dim Y.

REMARQUE 1. Si 'on compare le corollaire 5.1.3. et le théordme 4.1.1.,
on constate que les renseignements dont on dispose avec les images directes
& supports quelconques et ceux dont on dispose avec les images directes a
supports propres sont homologues vis & vis de la correspondance que fournit
le théordme de dualité relative de.[23] (c’est & dire la dualité Homtop (Y;.,K 1))

REMARQUE 2. Contrairement 3 ce qui se passe dans le cas des images
directes & supports propres ol les méthodes bornologiques d’Houzel permet-
tent de travailler avec un théoréme d’épuisement sur les fibres, le corollaire
5.1.3. ne permet pas de démontrer un théoréme de cohdrence.

II. Théoréme et conjecture de cohérence pour les applications fortemeny
p-convexes,
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THEOREME 5.2.1. Soit f: X— Y un morphisme fortement p-convexe
d’espaces analytiques.
Pour tout O x-module cohérent F, les images directes R* f, F sont des

Oy-modules cohérents pour p 41 < k.

On trouvera la démonstration de ce théoréme dans [26], et la démon-
stration de la version «p 4- 2 << k» dans [17].

Un argument analogue permettrait de démontrer la conjecture qui suit.
Il est toutefois plus délicat de se placer dans une situation nucléaire relati-
ve: la meilleure méthode semble étre d’oublier la structure de complexe
dual de R %om (X ; F Kx) et, utilisant simplement le fait que c’est un
comlexe borné a cohomologie cohérente, d’appliquer la technique de [30]
pour topologiser I’hypercohomologie (i1 est alors facile de traduire une
opération de restriction, ce que l’on ne sait pas faire avec la topologie con-
struite par dualité).

CONJEOTURE b5.2.2. Soit f: X— Y un morphisme fortement p-convexe
d’espaces analytiques. Pour tout Ox-module cohérent F, les images directes
R* f, R Qfom (X; F, Kx) sont des Opr-modules cohérents pour p -1 —
— profx F << k.

Par un théoréme de dualité relative de [23] on en déduit (en utilisant
par exemple une suile spectrale convenable) la

CONJEOTURE 5.2.3. Soit f: X— Y un morphisme fortement p-convexe
d’espaces analytiques. Pour tout Ox-module cohérent ¥, les images directes
a supports propres R*f; F sont des Oy modules cohérents pour k< profy F—
—p—1—dim Y.

APPENDICE

Séparation et convexité non stricte.

On peut se demander ee qui se passe si dans la définition de la p-
convexité d'une fonction ¢ de classe G, on tient compte des valeurs pro-
pres nulles de L, @ (cf. page 943): si 'on a dim B — p valeurs propres
positives ou nulles, on dira que la fonction est p-convexe. Si 'on remplace les
hypothdses de forte p-convexité (ou forte p-concavité) par des hypothéses de
p-convexité (ou g-concavité), les théordmes de finitude disparaissent; on peut
toutefois penser qu'ils peuvent étre remplacés par des théordmes de séparation
(pour les degrés correspondants). Les seuls résultats que je connaisse dans cette
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direction sont énoncés dans le théoréme et les conjectures qui suivent; on
verra qu’ils concernent essentiellement des cas de p-convexité vis & vis des
fonctions holomorphes (ou au moins holomorphes dans certaines directions):
jlignore ce qui se passe quand il y a seulement convexité (ou concavité)
vis & vis des fonctions plurisousharmoniques (par exemple dans le cas des
espaces plats) (18).

THEOREME A.1. Soit X un espace analytique holomorphiquement convexe.
Pour tout Ox-module cohérent F, les espaces H*(X; F) H*(X; F),
Ext* (X; % Kx) = H_x(X; %,) et Extt (X; F Kx) = H°, (X; F,) sont sépa-
rés (pour tout entier k).

D’aprés les théorémes de dualité 0.1. et 0.2, il suffit d’établir l’asser-
tion concernant les H*(X; F) et celle concernant les Ext¥(X; 7 Kx). Com-
pte tenu du fait que 8i X est holomorphiquement convexe, il existe une ap-
plication analytique propre f: X — ¥, avec ¥ de Stein, le théordme A.Il.
résulte de la

PROPOSITION A.2. Si f: X ~> Y est une application analytique propre,
avec Y de Stein, pour tout Ox-module cohérent F et tout entier k, les espa-
ces H*(X; F) et Ext¥(X; 7 Kx) sont séparés.

La démonstration de cette proposition utilise les théordmes de sépara-
tion 0.3. et 0.4. et deux théordmes de dualité pour des complexes & cohomo-
logie choérente sur un espace de Stein. On la trouvera dans [24] (proposition
4.8, page 276). A partir du théoréme 5.2.1. et de la conjecture 5.2.2., les
résultats de [23] permettent de prouver par une méthode analogue la

CoNJECTURE A.3. Si f: X — XY est une application analytique fortement
p-convexe, pour tout Ox-module cohérent F, les espaces H* (X; F) et
Ext* (X; 7, Kx) sont séparés respectivement pour k< profy F—p —1
et k< —p—1.

On en déduit le

COROLLAIRE A.4. Dans les mémes conditions, les espaces H*(X; F)
et Ext* (X; % Kx) sont séparés respectivement pour p 4+ 2<%k et p 4 2 —
— profx F< k.

Les résultats de [26] (cf. 5.1.1. (i) ci-dessus) permettent de penser que
ce résultat reste vrai pour les degrés respectifs k=p--1 et k=p 41—
— profx F

La méthode employée ne s’applique pas au cas d’un morphisme forte-
ment q-concave.

(48) Mai 1974: il peut ne pas y avoir séparation dans les ocas d’un esplace plat:
ofr. un article 3 paraitre de R, DE GRAEVE (d’apres une idée de B, MALGRANGE),
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