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MULTIPLICATEURS DE KUHN-TUOKER
POUR DES JEUX NON COOPERATIFS OONTRAINTS

JEAN-PIERRE AUBIN

Introduction.

1. Equilibres d’un jew mon coopératif contraint

Pour définir un jeu non coopératif contraint, on se donne
i) » joueurs i=1,..,n

ii) » ensembles X; de décisions x;

(1) n
giii) n critéres K; (r) définis sur X= IT X;
=1
iv) une correspondance x€ X|— Z (x)c X
et on pose
i) Xij= o X5, ;= (@y 5 oy X1, Lig1 ey r,) € X;
ol
(2) f) &= (@, tn) = (@, 0:) € X, Ki(2) = K (@ , %)

iii) K(r,y) = 3 K (%, y:) définie sur X x X.
=1

On dit que x€ X est un_ équilibre du jew mom coopératif contraint associé
aux données (1) st

i) v€Z(x)
3)

ii) K (x,x)= min K (z,y).
veZ(z)

Pervenuto alla Redazione il 31 Luglio 1972,
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Cette définition contient les cas particuliers suivants:

n
ExEMPLE 11:8i Z(x) =X = IT X;, le probléme (3) équivaut au probls.
=]
me (4): « est un équilibre si et seulement si # est un point de Nash vérifiant

~ ~
(4) Mi=1,.. y My K; (%, 25) = min K; (r;,¥:).
y;eX;

n o~ Pl
ExEMPLE 1-2: 8i Z(x)= IT Z;(x;) ot Z; est une correspondance de X;
i=n

dans X;, « est un équilibre si et seulement si

i) Mi=1..,n =EZ@)
(5) . ~ . -~
il) Ki(w,x)= min K (2, y)

Vi€ Z; (:.')

(Le probldme (5) est appelé « économie abstraite » dans [1], [6], car il forma-
lise Péquilibre de Walras d’une économie).

EXEMPLE 1-3: Méme s8i la correspondance Z = Z (x) est constante, Z
n’est pas nécessairement un produit. C’est le cas ol le i® joueur consomme
une quantité B; (x;) € F’ d’une ressource rare w € F'’ en choisissant une décision
x;; alors Z={y€Y tels que = Bj(y;) — w = 0} et z est un équilibre si par
définition x est solution de (3).

On déduit du théordme de point fixe de Kakutani et du théordme du
maximum l’existence d’un équilibre.

PROPOSITION 1. 8i les ensembles X; sont compacts dans des espaces loca-

)
lement convewes séparés V;, si les fonctions y;1— K; (x;, y;) sont convexes, les
JSonotions x |— K; (x) continues, la correspondance x +— Z (x) continue & valeurs
convexes compactes non vides, il existe au moins un équilibre du probléme (3).

2. Multiplicateurs de Kuhn-Tucker associés & un équilibre.

On se propose d’associer & un jeu non coopératif contraint un jeu non
coopératif non contraint équivalent en entroduisant une notion de multipli-
cateur de Kuhn-Tucker et de probléme dual.

Pour cela, on suppose que la correspondance Z(x) est représentée de
la fagon suivante per une famille de contraintes. On se donne
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i) deux espaces vectoriels réels F et F’ en dualité séparante

[
(6) 3 ii) un cone convexe fermé P de F, son cone polaire positif P+ < F’
\

iii) une fonction ¢ définie sur P X X X X
et on associe 4 ces données la correspondance Z définie par
o) Z(@)=}y€X tels que ¢ (p,,y)<0 W p€P}
et le Lagrangien L (r; y,p) défini par

(8) L(z;y,p)=K(@ 9+ ¢(p2y) sur X X XX P.

Si x€Z(x) est un équilibre du jeuw (1 3), nous dirons que '1_) €D est un
multiplicateur de Kuhn-Tucker associé & x si

(1) ¢(pa0)=0
©) . — . —
ii) L (=, %, p) = min L(=,y, p)
yeY

ExAMPLE 2-1. Donnons par exemple
(10) une application O de X < X dans F’
et associons & C la correspondance Z définie par
(11) Z(x)=13yecX tels que C(x,y)€ — P+{

Alors la correspondance Z est représentée par (7) avec ¢ (p,x,y) = {p,C(x,y) ).
n n
En particulier, si F=II F;, P= IT P; et C(z,3) = }Ci (@, y)bim1,....n€

i=1 =1

n ” ”~~ ” ~~
€F’= II F!, alors Z(x)= IT Z;(x;) ot Z; (@;)={9:€Y; tels que O(w;, y:)€ —P7 )
=1

i=1
et p=( 5, , ey Pu) € P @8t un multiplicateur de Kuhn-Tucker associé 3 une
solution x de (5) si

(1) i, (i, 0@))=0
az) () Vi Kilw )+ <oy G, @) =

min (K; (A“'t y ¥ + (50 ’ 0(;'\‘7 ¥i)-

vi€dy
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ExeMPLE 2-2. Supposons que Z (x) soit un ensemble convexe fermé

n
d’un espace localement convexe séparé V == II V; et considérons sa fonction
=1

support
n
(13) o(x;p)= sup)<p,y> ol p=(p.;---,p»>EV’==.Hl Vi
=

yeZx
La correspoudance Z est représentée par (7) avec ¢(p,2,y)=(p,y)—
— o(x;p). Dans ce cas p € V’ est un multinlicateur de Kuhn-Tucker associé
3 un équilibre # du jeu (3) si

n j— —
‘ i) Z; <_p'i) x;) = o (x,p)
(14)
( i) Vi, Ki@i,a)+(pi, o) = min (K (@, 9) + <(pi,9:))
Vi €&y
(Autrement dit, la connaissance de p € V’ nous permet de décentraliser le
jeu (3) en le remplacant pas le jeu (14).
On démontre que la recherche d’un multiplicateur de Kuhn-Tucker
revient a la recherche d’un max inf du Lagrangien :

PROPOSITION 2. Supposons que

(16) les fonctions p I— @ (p, x,y) sont positivement homogénes
sur le cone P.

8i x est équilibre de (3), p€ P est un multiplicateur de Kuhn-Tucker
associé & x 8i et seulement 81 1_) est un max inf du Lagrangien L (x;y, p)

sur X >< P.
Cette proposition nous permet de démontrer les résultats suivants.

PROPOSITION 3. Supposons que C soit une application de X < X dans
F’ et que

n
i) X est sous ensemble convexe d’un espace vectoriel V= II V; et,

=]
MzeX, N peP, les fonctions y; \— K;(x:,ys) et yi—(p,C(x,y))

11
(16) sont convexes

ii) Vintérieur P+ de P+ est non vide dans Vespace de Banach
réflexif F’.

i) V2€X, 3yeX tel que C(x,y)€ — P+
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8i x€Z(x)=(y€X tels que C (z,y)€ — P} est un equilibre du jeu (3),
il existe un moltiplicateur de Kuhn-Tucker p € P associé & x.

PROPOSITION 4. Snpposons que
n
1) V= II V; est un produit d’espaces de Banach réflexifs
i=1

N
ii) les fonctions y;l— Ki (x;,y;) sont convexes, semi-continues infé-

a7) rieurement et bornées sur toute boule de V;.

iii) les fonctions supports o(x,p) des ensembles convexes fermés Z (x)
sont finies sur un méme céne convexe fermé Pc V',

Si x€Z (x) est un équilibre du jeu (3), il existe un multiplicateur de
Kuhn Tucker EGP asgsocié a .

Supposons maintenant que X = V= II V;, que
n
(18) Z=Z(w)={yEX tels que 5 B;y; —w€—P+
i=1
ol B;€L(V;, F’), w€ F’ et que

(19) les fonctions y; — K; (./r\,-, y;) sont convexes et différentiables
PROPOSITION B. Supposons (18), (19) et
(20) L’opérateur X B; est surjectif.

Si x€Z est un dquilibre du jeu (3), il existe un multiplicateur de Kuhn-
Tucker associé & x, solution de

=1

f n —_
i)y T p—p Bios—w)<0 NpeP
(21)
Vi) 4, D K (@, @)+ Bip=0.
Considérons le cas ot V; est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire ((#;, ¥:))i = {Ii@;,y:), ob I'; est lisométrie canonique de ¥; sur
Vi', et ou

~ 1 2
(22) K; (i, y:) = > H v+ 2 Adiwy— o
joti

i
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Supposons par exemple que

n
i) B = 2 B; est un opérateur surjectif de ¥V sur l’espace

i=1

de Hilbert F’

(23)

ii) g‘ ((A.-ja:,,x.-)).-2 c > ||x,||? ol c> 0, €V,

\ 1, j=1 i=1
Posons
i) I'eL(v, V') est défini par I'e = (I'; x;)
1<isn R

i) GeL(V,V’) défini par Gz = <(1",- (x, + = 4 w,))

(24) o joti 1<i=n

iiiy 4= BG-1B’¢cL(F,F’

iv) ;o =471 (BG ' I'p — w) ot @ = (Pihi=i<n €V

PRrROPOSITION b. Supposons (18), (22) et (23). Il existe un équilibre unique

@ et un multiplicateur de Kuhn-Tucker p unique définis par

si) (A(p—pohy p—DPY<0 NpEP
(25)

'ii) t=—G 1B p+ G- Ip.

8i P=F, cest-d-dire 8i Z = Z,= 1}y tels que By = w}, alors Véquilibre

x, 6t son multiplicatewr de Kuhn-Tucker 1700 € P sont definis par

iy @y=—6G"1B'p,+ G Ty
(26) _
ii) py=d4-'(BG ' I'p — w),
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Définition et propriétés des équilibres
1-1 Définition des équilibres
1-2 Existence d’un équilibre

1-3 Propriété des équilibres

Définition et propriétés d'un multiplicateur de Kuhn-Tucker
2-1 Définition d’un multiplicateur de Kuhn-Tucker
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3-1 Exemple (I)

3-2 Exemple (IT)

33 Cas général

3-4 Démonstration de la proposition 3-1

3-5 Démonstration de la proposition 3.2
Cas des contraintes affines

4-1 Cas ol y;l— K,-(;v:,y.-) est linéaire continue

4-2 Cas ou y;1— K; (;::,y,-) est convexe dérivable

4-3 Exemple. Problémes quadratiques avec contraintes linéaires.

1. Définition et propriétés des équilibres.

1.1 Définition des équilibres.

On définit un jeu non coopératif contraint de la fagon suivante. On se

donne

1.1)

i) = joueurs i=1,..,n

ii) = ensembles X; de décisions x;

n
iii) n critéres # = (#,,..,x,) € X = II X;|— K; ()

=]

iv) une correspondance (multi-application) 2€ X |~ Z (zjc X

14. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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et 'on pose
P Pas N
i) Xi=111 Xjy ®i= (@ ey Biyy Big1, .0, Tn) €EX;
B

(1-2) i) o= (@ ,..,2)= (;v\,-, z)€X, K;(x)=K; (’w\i &)

n ~

iii) K (z,y) = X K;(a:, y;) définie sur X <X X.

=1
DEFINITION 1-1. On dit que € X est un équilibre du <«jeu mon coopé-

ratif contraint » associé aux données (1-1) si
i) we€Z(x)

(1-3) i) K(z,2)= min K (,y).
yeZ(z)

ExEMPLE 1-1. Si
Z () = X = II X; pour tout x€ X,

(1-4)
nous dirons que le probléme (1-3) est un jeu non coopératif (non contraing)
et que x est un point de Nash (voir [9], par exemple).

En effet, le probleme (1-3) est dans ce cas équivalent &

. ~ . ~
Mi=1,..,n, K (%,2) = min K (x,y)
y; € X;

(1-5)
EXEMPLE 1-2. Supposons que

(1-6) Z(x)=2Zc X M xrcX est une correspondance constante.
Par exemple, on suppose qu’il existe une application B;: X;I— ¥’ et

w€F’ et que
Z={zx€X tels que I B;x;—w=20;.

1=1

(1-7)

Alors x est un équilibre si

(1-8)
n ~ n PN n

ii) 2 Ki (‘z‘i ) wl') < 2 Ki (xi ) y;) dés que > B" Yi = w.
=1 t=1

=]
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Ce type de problémes a été6 étudié dans [4] par exemple.

EXeMPLE 1-3. Supposons que
n P ~ -~ ~
(1'9) Z(-’E)= 7 Z.'(.’D;) ou Z;:w.-EX.-I—)Z,'(x.-)CXi,
i=1
le probléme (1-3) est équivalent au probléme

s'i) M=, eyn, € Z(D)
(1-10)

s . ~ . N
i) Mi=1,..,n, K;(x;,2;)= min, K;(z;, y:).
\ VieZ;(z;)

En effet, une solution x de (1-10) est évidemment une solution de (1-3).

Inversement, 8i ;€ Z; (;v:) et puisque ;€ Z; (a/c;) M j=E 4, alors y=(;v:,y.~)s Z (x)
et (1-3) ii) implique que

K; (2 y @) +j£ Kj(w; , ) < K; (@i, 93) + f K; (a;, ).
1 i

Un tel jen non coopératif contraint est appelé dans [1] (voir aussi [6])
« économie abstraite », car il formalise Véquilibre de Walras d’une économie.

1.2. Existence d’'un équilibre.

PROPOSITION 1.1. Supposons que

i) Mi=1,..,n, X; est un convexe compact d’un espace localement
convexe V; ,

. . e N e

ii) les fonctions y;\— K;(x;,y:) sont convexes pour tout x; € X;

(1-11)
iii) les fonctions x|— K;(x) sont continues

P

iv) La correspondance x —> Z (x) est continue a valeurs convexes
compactes.

Il existe alors un équilibre x€X du jeu non coopératif contraint (1-3).

DEMONSTRATION. Considérons la correspondance I':z € X |— I'(z)c X

définie par ye I'(x) s8i y€Z(x) et K(r,y) = min K (z,2). D’aprés (1-11) iii)
8 €Z(x)

et iv), la correspondance I' est semicontinue supérieurement & valeurs
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compactes non vides (on utilise le théordme du maximum, voir [5] par
exemple). D’aprés (1-11)ii), les ensembles I'(zx) sont convexes. Le théoré¢me
de point fixe de Kakutani (voir [5] par exemple) implique l’existence de
xz€X tel que x € I'(»), c’est a dire, d’un équilibre .

1-3 Propriétés des équilibres.

Signalons aussi les « propriétés marginales » des équilibres non coopé-
ratifs. On introduit

(112) h=(hy, e, h)€Vi= I Vi; (hya)= 3 (hi,a:) oh o€ X

=] =1
et la fonction K *(x, h) définie sur X >< V’ par

(1-13) — K*(x,h) = inf (K(2,9) —(hyy))=— sup (Kh,y)— K(x,7)).

yeZ(z) yeZ(z)
La fonction k> K*(x, h) est convexe.

PROFOSITION 1-2. 8i x est un équilibre du jeu non coopératif non con-
traint 1-3, alors x appartient a la sous différentielle 9, K* (x, 0)) de la fonction
hi— K*(x, h) & Dorigine (voir [8], [10]).

Inversement, 8i les ensembles Z (x) sont convexes fermés et 8i les fonctions
Yi I K (%, y;) sont convexes semi-continues inférieurement, alors toute solution
x de

(1-14) €8, K*(z,0)

est un équilibre de (1-3).

DEMONSTRATION. La fonction k|— K* (z,kh) est la fonction conjuguée
de 1a fonction y I K (#,y) + 6z (¥) o0t 8z (v) est la fonction indicatrice
de Vensémble Z (x). Si # est un équilibre de (1-3), alors K (z, ) = — K*(x, 0)
et par suite, si he V’,

(1-15) — K*(z, h) < K(z,2) —{hyx) = — K*(x,0) — {h, )

ce qui implique que z € g, K* (z, 0).

Si yI— K (x,y) } 0z@) (y) est convexe et semi continue inférienrement,
cette derniére condition équivaut A dire que 0 € g, (I (x,2) + 0z 4 (x)), on
encore que z est un équilibre (voir [8], [10]).
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RuEMARQUE 1-1. Dans le cas de ’exemple 1-3 (en particulier de 1’exemple
1-1), on peut écrire

(1'16) » < . T . ; -~
K (x, h) = 2 K.' ( iy h.‘) ol — Ki (ar;,- ’ h,) = inf (.K. (w.- ’ y.)
=t Yi€Z; (;")
4 Chiy yid).
La condition (1-14) s’écrit alors
(1-17) Mi=1,..,m, €8 K* (7, h).

2 — DFFINITION ET PROPRIETES D'UN MULTIPLICATEUR DE KUHAN-TUOKER.

2-1 Définition d’un multiplicateur de Kuhn-Tucker.

On suppose que la correspondance Z (x) est représentée de la fagon
suivante

(2-1) Z@x)=|{ye X tels que ¢(p,x,9) <0 \fpEP}
ot l'on a introduit

i) des espaces vectoriel réels F et F'’ en dualité séparante
(2-2) 1 ii) un cdne convexe P de F, son cdne polaire positif P+cF’

(iii) une fonction ¢ définie sur P <X X x X.

DeFINITION 2-1. Soit x un équilibre de (1-3). Nous dirons que p_ €P est
un moltiplicateur de Kuhn-Tucker associé a Véquilibre x si

i) @(pz,2)=0

23 . — . —
23) ii) L(w,w,p)=m11131i(w, Y, p)
yE

o L(x;y,p) est le « Lagrangien » défini par
(24) L@;y,p) =K (@9 + ¢ (p %)

11 est clair que toute solution x € Z (x) vérifiant (2.3) est un équilibre de (1-3).
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EXEMPLE 2-1. Considérons des applications
(2-6) B;: x;€ X;— B;(x) € F’

et associons A ces opérateurs B; l’ensemble

n
(2 6) Z=]x€X tels que I B;(z)€ — P+}.

=1

La correspondance z |- Z(x) = Z est alors représentée par (2-1) avec
(27) ? (D)% y)=£1 {p, Bi (¥:) ).

On voit alors que p€P est un multiplicateur de Kuhn Tucker associé a
un équilibre x si

i) ‘2" (p, B;(#)) =0
=1
(2-8)
i) M, K, x) + (p, Bi (%)) =min (K; (& , ¥:) + <, B: (%) ))

vie X
EXEMPLE 2-2. Donnons-nous

i) = couples d’espaces vectoriels réels F; et F,' en dualité,

ii) M4, un cone convexe fermé P; c F;, son cone polaire positif

(2'2) .P§+ c Fil .

iii) des applications C; de X dans F;

et considérons les ensembles
(2-10) Z; (a'A,-) = {y:€ X; tels que C; (a’v:, y)€E— Pt}.

n
La correspondance z|— Z (x) = 11 Z; (a/':) est alors représentée par (2-1)

Tl

n n
avec F= II F;, P= II P; et

t=] (2 5]

n ~
(2-11) (P 2,y = ,El $pi, Ci(mi,9:))
=
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j— —_— —_— n
On voit alors que p = (p, , ..., p,) € P = II P; est un multiplicateur de Kuhn-
=1

Tucker associé 4 un équilibre x si

(1) M (p, Ci(@) =0

i) N, K (2, %) + Cpiy Ci (2, 7)) = min (K; (;, vi)

yie X;
+ < iy Oy (@i, 99))

EXEMPLE 2-3. Supposons que les ensembles Z (z) sont convexes fermés
et considerons leurs fonctions support

(2-13) o(x;p)= Sl;[())(p,y) ot p=(pyye )€V =1 V/.
yE €9

1=1

La correspondance Z (z) est alors représentée par (2-1) avec
n
(2-14) P (P, 2, y) = _21<pe,y->— o (®;p)
1=

On voit alors que 17 € V’ est un multiplicateur de Kuhn-Tucker associé a
un équilibre x si

) 2 <P, wd =02 p)

i=1
(2-15)

f) N, K (o, @) 4 (poy o) = min (K (%, 96) + <Ber %))
Yi €44

REMARQUE 2-1. D’aprds la proposition 1-2, la condition (2-15) ii) implique
que

0 €0, K& (0, — pi) ot — K2 (21, — p) = inf (Ki(%, 90— — iy i)

Y€ dy

)
et est équivalente A cette dernidre condition si ¥/ 7, la fonction y; K (;, ;)
est convexe semi-continue inférieurement.

REMARQUE. Si
Z@) = II Z(m),

=1
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alors

(2:16) o (@,p) = ﬁ oi (1 p)
ou

(2-17) (T, p) = sup (pi,y:).

A
Yi€ Z; (X

2-2. Propriétés des multiplicateurs de EKuhn-Tucker.

Associons au Lagrangien L (z;y,p) les fonctions suivantes
(2-18) Heip=infL@;yp<ID@;yp)<supL(z;yp) = L (z39)
14 »e
et
(2-19) B (@) = sup I* (2 p) < o (1) = inf I? (x;9).
peP yeX
Rappelons que p € P est appelé « maxinf» de L(x;y,p) si
(2-20) a(®<Lx;y,p) WyeX (ce qui implique que « (v) = 8 (v)),
que z € X est appelé « minisup» de L (z;y,p) si
(221) L(z;2,p)<<f(x) M p€P (ce qui implique que a (x) = f (x))

et que (2, p)€X < P est un « point col » de L (x;y,p) si # est un minisup
et p un maxinf.

PrROPUSITION 2-1. Supposons que

(2-22) 1les fonctions p I— @ (p ; #, y) sont positivement homogtnes %/ z,y€ X.
Alors

(2-23) o(x) = inf K(,y)
ye Z(z)

Si de plus « est un équilibre de (1-3), les conditions suivantes sont équivalentes

i) p est un multiplicateur de Kuhn-Tucker associé & x
(2-24) ( ii) («,p) est un point col de L (z;y,p) sur X x P.

iti) 5 est un max inf de L (v;y,p) sur X < P.
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DEMONSTRATION. Supposons (2-22). Alors

K (z,y) si yeZ(»)
(2-25) L (x;y) =
+ o0 8 ytZ(x).

En effet, 8si y€Z(x), ¢(p,2,y) <0 =9 (0,x,y) et par suite K (v,y) -
+o(p7y <K@y + 0,2y =K@;y)=L"@=;y). 8iytZ@) il existe
o€ P tel que ¢(p,,%,y)=0>> 0 et par suite, L® (x;y) = K (z,y) + ¢ (Ap,,x,y)=

=K (x,y) + 418 — + co puisque ip,€ P pour tout 1>0. Donc¢ a(z)= inf K(z,y).
veZ(z)

Supposons que x soit un équilibre.
Si p est un multiplicateur de Kuhn-Tucker associé i x, alors

K@z)=K@a+e(po0=L;np<Lxyp) VyeX
Puisque ¢ (p,z,2) < 0 = 92(17, x, «) pour tout p€ P, on en déduit que

L(z; p) = K (v,2) + ¢ (p, 2, ) < K (v, 2) + ¢ (p,2,x) =L(z, z,p) / p€P.

Done (z, p) est un point col de L (z; g, p), et par suite, 1_» est un max inf
de L(z,y; p)- _

Enfin, si # est un équilibre et p un max inf de L (z,y; p), on en déduit
que

K@ o) =a@<K@y) + o(p&y)=L;y p) VyeX.

Ceci implique que pour y=w=a, @ (Iw, z, ) = 0. Puisque « € Z (v), alors
@ (p, ¢, %) < 0 et donc, ¢ (p, @, x) = 0. Donc p est un multiplicateur de
Kulin-Tucker. Jj

Le recherche des mulfiplicateurs de Kuhn-Tucker revient donc & celle
des max inf du Lagrangen L (v, y; p) : nous dirons que ce probldme est
le probléme dual du probléme de la recherche d’un équilibre d’un jeu non
coopératif contraint.

REMARQUE 2-2. Plus généralement, si L (z;y, p) est une fouction
définie sur X < X < P (ot P est un ensemble) telle que

(2-26) o (2) = inf sup L (v, y, p) = inf K (z,y)
yeX peP yeZ(z)

nous pouvons dire que p est un multiplicateur de Kuhn.Tucker associé 2
un équilibre z si le couple (v,p) est un.point col de L(x;y,p) et dire
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que le probléme dual est la recherche des max inf de L (x,y,p). Ceci peut
g'exprimer en particulier en termes de sous différentielles de la fonction
convexe concave (¥, p)|l— L (x,y, p) et des fonctions

[ i) a(x,h, w)=inf sup (L{z,y,p) —h, 2> + {p, w))
(2-27) <~ ver s

(ii) B (z, b, ) = sup inf (L (x, y,p) — hy2) + {p, 0 )
peP yeX

(voir [10]). Nous ne citerous que le résultat suivant concernant les Lagran-

giens de la forme L (x,y,p)= K (%,y)+ ¢ (p; % 9)
Posons, 8i w € F’,

) Z(x,0)=[yeX tels que ¢ (p,x,9) +<{p,w) <0 VW peP|

(228 | ) *@w)= inf K@y = inf sup(E(,y)+¢(pa)+<(pe)
YEeZ (2, w) yeX peP

jii) B (v, w)= sup inf (K (z,y) 4 ¢ (P, %, ) 4+ {p, ©))
peP yeY

PROPOSITION 2-2. Si z est un dquilibre de (1-3) et p_ € P est un multipli-
cateur de Kuhn-Tucker associé, alors a (z,0) = f(x,0) = o () = f (%) et

(2-29) (@ 0)—amw)<p@0—p@o0)<(p—0) MotF’

(c’est-a-dire, p appartient & la sous différenticlle en w =0 des fonctions
w—>a(z,w) e ol— gz, w).

DEMONSTRATION. On sait déja que « (z, 0) — «(z, w)<< B (z, 0) — B (z, w).
D’autre part, puisque x est un équilibre, on peut écrire que

ﬂ(w,0)=ﬁ(w)=vig§ E@y)+o(n2,y+(nwd)—{pwo)

< sup inf (K@ 9) + @ (p,0,9) +<{p,0)) —(p, w) =
peP yeX

=B @)+ (p,— ).
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3. Existence de multiplicateurs de Kuhn-Tuncker.

D’aprés la proposition 2-1, il suffit d’utiliser les résultats concernant
DPexistence d’un max inf de L (x,y,p) pour obtenir celle d’'un multiplicateur
de Kuhn-Tucker.

Nous énoncerons d’abord deux cas particuliers et un théordme général
affirmant Pexistence d’un multiplicateur de Kuhn-Tucker.

3-1 EXEMPLE (I). Supposons que

(3-1) Z(x)={y€X tels que C(z,y)€ — Pt}

=,

ou

i) X; est un sous ensemble convexe d’un espace vectoriel V;,

iil) F est un espace de Banach réflexif, F’ son dual
(3-2) ‘
iiifj P2 < F est un cOne convexe fermé, P+ c F’ son cbdne polaire
positif
iv) O est une application de X <X X dans F’.

(voir exemples 2-1 et 2-2).
Nous supposerons que

/i) MaxeX et \fpeP, les fonctions y; K.-(a?, y) et y — {p,0(x,y)>
sont convexes

(3-3) ii) Dlintérieur P+ de P+ est non vide dans lespace de Banach F’

ili) M@, il existe y tel que C(x, y)€ — P+.

PROPOSITION 3-1. Supposons (3-2) et (3-3). Si x est un équilibre de (1-3),
il ewiste un multiplicateur de Kuhn-Tucker p € P associé o x.

3-2 ExemrLE (II)

(3-4) Z(x)=[yeV tels que {p,y) —o(z,p) < 0 M pEP)
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olt o(x,p) est la fonction support de Z (x) vérifiant

o(@p <+4oo si peP

i) o(z,p) =

(3-5) + o si p¢P

ii) P est un cone convexe fermé du dual V'=ITV; de V=IIV;.

(voir exemple 2.3).
Supposons en outre que

[ i) les espaces V; sont des espaces de Banach réflexifs
(3-6) .. . ~ . .
ii) les fonctions y; I— K;(;, y:) sent convexes, semi continues
\ inférieurement et bornées sur toute boule de V;.

PROPOSITION 3-2. Supposons (3-5) et (3-6). Si x est un équilibre de (1-3),
il existe un multiplicateur de Kuhn-Tucker p associé & .

3-3 0As GENERAL. Nous allons maintenant énoncer le théordme du max
inf afirmant Pexistence d’un multiplicateur de Kuhn-Tucker et impliquant
les deux propositions ci-dessus.

Pour cela, on suppose que

les fonctions y|— K (v,y) et yl—> @ (p,x,y) appartiennent & un
(3-7) méme espace vectoriel localement convexe of (X) de fonctions
numériques finies sur X ( z€ X, £ p€ P)

ot dans ce n® of (X') est ’espace des fonctions bornées sur tout ensemble
d’un recouvrement o de X,
On introduit
i) le dual &’ (X) de o (X)

ii) le cone {4 (X) des fonctions positives, son cone polaire

(5:8) Ay (X) € o (X)

iii) Vensemble A (X)={u€ oy (X) tels que [y, 1] =1}

et on rappelle que «f; (X) engendre o) (X).
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De plus, on introduit

(3-9) g () = inf  sup [u,, L2y, p)]
reofy(X) peP

et on vérifie aisément que

(3-10) B (@) < a, (2) < a (2).

Le théordme du max inf s’énonce alors de la facon suivante (voir [2],
par exemple).

THROREME 3-1. Supposons (3-7),

M x,y € X, les fonctions p I ¢ (p, #, y) sont concaves et

3-11
( ) positivement homogénes

et
(3-12) \ z € X, les ensembles o4 (X)— C(«) sont fermés dans of (X)

o
(8-13) Ca)y={yr—>o(p,x,9)}pcrc AX)

désigne Vensemble des contraintes définissant Z (x).
Il existe alors p € P tel que.

(3-14) pa)=ay(@)=inf [, K9+ (p )
ve gy (X)

Si z est un équilibre de (1-3) et 8t o (x) = a (x), alors p est un multiplicateur
de Kuhn-Tucker associé & x

3-4. DEMONSTRATION DIt LA PROPOSITION 3-1. L’hypothése (3-11) est
évidemment satisfaite.

On prend pour espace o (X) 'espace o (X)= I (X)= RX de toutes
les fonctions numériques finies sur X, muni de la topologie de la conver-
gence simple. Démontrons que le cone convexe dy(X)— C(x) est fermé
dans J(X).

Soit @, )= —{Du, C(,9)) + . (y) ot y, € 54 (X) une suite généra-
lisée de fonctions de J; (X) — C(x) convergeant vers ¢ (y) pour tout y € X.
D’aprés (3-3)ii) et iii), il existe y,€ X et uoelg'i' tel que @ (x,y,) = — u,.
Puisque p, € P, une sous-suite généralisée des nombres réels positifs p,, %,
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converg vers 0 €[0, -} co]. En fait, 6 << 4 oo puis que les inégalités

(3-15) ‘p,u(?/o)=<p;u “0> +Wp(3/o)2(p/u yo>

impliquent que 6 << ¢ (y,) en passant & la limite.
Par suite, les éléments p,/{p,,u,) appartiennent & une semelle du cone P,
faiblement {compacte puisque lintérieur de P+ est nmon vide. Donc une
sous-suite généralisée de p,/{p,,u,) converge vers un élément p, de P et
par suite, p, = {pu, %y p./{Pu, u,) converge vers p = 6 p, € P. Donc une
sous-suite de v, (4) = 9. (4) + P, C(2,9)) converge vers v (y)= ¢ () +
+(p, C(z,y)> =0, ce qui montre que J; (X)— C(x) est fermé dans o (X).

Il nous reste & montrer que a (z) = a, (#). Or &’ (X) s’identifie & ’espace
des mesures discrétes u = 3 a*d (¢*) sur X et J; (X) A Pespace des mesures
discrdtes de probabilité.

Soit B P’application barycentre associant & toute mesure discréte u son
barycente fu = Zo*x*. Alors 8 est une application de o; (X ) dans X puisque
X est convexe et une fonction est convexe si et seulement si

(3-16) ¢ (Bu) < [p, 9] = Za* @ () W p € (X).

Puisque (3-3)i) implique que y — L (z;y, p) est convexe, on en déduit
que
(3-17) sup L (z ; B, p) < sup [py , L (@ ; g, p)]
peP peP

et par suite, que

o (x) = inf sup L (x;y,p)<< inf sup L (x;Bu,p)
s yeX peP peS (X) peP

( < inf sup [uy, L(z;9,p)] = (@) < a ().
neES (X) peP

Nous avons donc démontré que o, () = o (z) et par suite, que 1_) est un
max inf de L(z;y,p). 8i « est un équilibre de (1-3), cela implique que
p € P est un multiplicateur de Kuhn-Tucker.

REMARQUE 31
(3-19) 8i y est une application de o} (X) dans X
et si on dit que « p € (X) est y-vexe» lorsque

(3-20) o (rm) < |p, ) ¥ u €3 (X),
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on en déduit que a (x) = a, (x) dés lors que les fonctions y— L(x;y,p) sont
y-vexes.

(I1 suffit de replacer § par y dans (3-17) et (3-18)). On peut donc rem.
placer les hypothéses (3-2)i) et (3-5)i) de la proposition 3-1 par

il existe une application y de &;(X) dans X telle que
(3-6) MaxeX, \fpeP, les fonctions y — K (z,y) et
y1— @ (p,2,y) sont y-vexes.

(3-5) DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3-2. L’hypothése (3-11) est
satisfaite puisque @ (p,#,y)=(p,y) — o (x;p) est concave et positivement
homogeéne en p.

On prend pour espace A (X)= A (V) lespace A(V)=WB(V) des
fonctions numériques finies sur V, bornéee sur tout boule de rayon m, muni
des semi-normes

(3-22) P, (p) = S | @ (@)].

Alors B (V) est un espace de Fréchet (métrisable et complet). L’hypothése
(3-6) ii) implique que les fonctions y — L(z;y,p)=K (z,y)+<{p,y> —o(x; D)
appartiennent & <3 (V) pour tout z€ X, p€ P.

Montrons que B4 (V) — C(x) est fermé dans V. Soit ¢n(y) =
0(@;Pn) — {Pn,¥) -+ wa(y) une suite dénombrable de fonctions @, € By (V)
— @ («) convergeant vers ¢ dans 3 (V). Puisque Z(z) = (J, il existe S,V
tel que

(3-23) — APy Y Fo(@ip) =0 Wpa
On en déduit alors que pour tout y€ Y,

624 ) (DPnyYy?<<@alyo—y) <M (y)
i) —(pn, )<+ )< —m(y)

et par suite, que la suite dénombrable p, est simplement bornée dans V,
donc faiblement compacte puisque V est un espace de Banach réflexif. Donc
une sous suite p,, de p, converge faiblement vers un élément p € P.

Puisque pl—> o (z; p) est semi-continue inférieurement sur P (pour la
topologie faible), les inégalités

(3-25) O W) =0 (; pm) — P, ¥
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impliquent que
(3-26) ) =o@;p) —<py)

et par suite, que @ € B4 (V) — C (2).

Il nous reste & démontrer que « () = &, (x). Pour cela, nous allons
montrer 1’application barycentre § de J;(V) dans V se prolonge en une
application barycentre § de B, (V) dans V.

En effet, ’application §’ de V’/ dans <5 (V ) définie par

(3-27) Bp:y—><pyd

est un opérateur linéaire continu de V'’ dans ‘3 (V) et sa transposée f est
une application linéaire faiblement continue de 93’ (V) dans V définie par

(3-28) (B pypl=[py,<pyy> VP‘E%’(V)’ MpevV’.

Si u= Za* d(2*) est une mesure discrete, (3-28) implique que {Bu,p) =
(Za*z*,p) et montre que § prolonge V’application barycentre de (V)
dans V. Puisque l’ensemble des mesures discrdtes de probabilité oJ; (V') est
faiblement dense dans 5;(V), on en déduit que si ¢ (x) est une fonction
convexe semi conlinue tnférieurement, (donc faiblement semi-continue inférieu-
rement),

(3-29) o (Bu) < [p, @] M u€Bi(V).

D’autre part I’hypothése (3-6 ii) implique que les fonctions yI— L (x; y, p)
sont convexes semi-continues inférieurement pour tout x € X, p € P. Par un
raisonnement analogue & (3-17) e (3-18), on en déduit que « (#) = «, (), et

par suite, l’existence d’'un max inf 1-1€P de L (x, y,p) c’est-a-dire d’un mul-
tiplicateur EE P associé & x si # est un équilibre de (1-3). |

On peut donner d’autre conditions suffisantes d’existence d’un multipli-
cateur de Kuhn-Tucker.

4. Cas des contraintes affines.

Nous supposerons que

n
(4-1) X = V = 1II V; est un produit de n espaces localement convexes V;

=1
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et que les contraintes définissant Z (x) sont affines:

(4-2) Z(@x)=|[yecV tel que (p, Az, ) — w)<<0 Vp€EP

ol

(4-3) A€L(V,V;F’) est une application bilinéaire continue de
V< V dans F’.

Nous poserons aussi
(4-4) Az, y)=A (x)-y ol AX)eL(V,F’), A(x)€L(F,V’
et on remarque que
(4:5) Ay = 2 4, 9) on Al € L(Vy, Vs F)

HJ)=

N
4.1. CAs oU y; > K;(%:i,y;) EST LINEAIRE CONTINUE.

Nous supposerons tout d’abord que

(4-6) K; (:, y:) = (N; (), )

ol

(4-7) N; est une application de ﬁ= II V; dans V.
J&i

n

Puisque les fonctions y+— K(z, )= 2 Ki(z;, %) et yI><{p, 4 (2,9y) — @)
=1

sont affines en y, nous pouvons utiliser le théoréme 3-1 en prenant pour

espace o (X) lespace V’/ X R = (II Va’) < IR des fonctions affines conti-
t=1
tinues sur IR. Dans ce cas
i) 9{_'. (%) = {0' > 1R+
(4-8)

ii) C@)=A @ Px{—w,P)

et on remarque que o4 (X)— C(x) est fermé dans of (X) si A (#”) est une
application propre de P dans V’. On en déduit le résultat suivant.

PROPOSITION 4-1. Supposons (4-2), (4-3), (4-6) et
(4-9) Mz €V, A(x’) est une application propre de P dans V.

16. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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8i x est un éfquilibre de (1.3), il existe un multiplicateur de Kuhn Tucker

I)-E P associé o x. _
Remarquons que dans ce cas, p€ P est un maultiplicateur de Kuhn-
Tucker associé 3 un équilibre «# si et seulement si

‘ i) S‘ (E,A;j(w,,m.-)——w)=0
i j=1
(4-10) {

( ) ¥é M)+ 5 (40@)) =0
puisque (4-10)ii) équivaut a
@11) (N (), @) + ;ful (p, Al (@), %)) =
= y?l‘ilr}i (< N; (";i); i) +;=2"1 (p, A () ys >) .

4-2. Cas o yil—> K; (%, y:) est convexe et dérivable.
Supposons que

(4-12) les fonctions y; — K; (;*:,y,-) sont convexes et dérivables

et désignons par

-~ ~
(4-13) i) D; K ) zi) LYl { D; K; (@, 2;), ;l/s) eV,

i) Dy K (,2)= (D Ki(%,2) )e1, .. .n€ V' =1 V.

les dérivées (ou gradients) des fonctions Yil> K (%;,y) en z,€V; et
Y>> K(2,y) en 2 =(2,,...,2,)€ V.

On en déduit alors que si Z(r) est convexe, x est un équilibre de (1-3)
si et seulement si

(4-14) {Dy K (%,a),2)= min {D, K (z,z),y).
yeZ()

8i Z (x) esl représenté par des contraintes affines, nous sommes ramenés 3
un probléme du type précédent. On déduit alors de la proposition 4-2 Pexis-
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ence d’'un élément p € P tel que
i)y {(pA@,0) — @) =0
(4-15) iy (D, K, a),z)+ {p, A(x,))=
=min (D, K (5, 2) ) + {p, 4(5,9)))

dés lors que le cone A (z’) est propre de P dans V.
Or, puisque la fonction y— K (¢, y) + {p, 4 (#,¥y)) est convexe, (4-15)

implique que 17 € P est un multiplicateur de Kuhn-Tucker associé a z.
On obtient donc le résultat suivant.

PrOPOSITION 4-2. Tupposons (4-2), (4-3), (4-9) et (4-12). Il existe alors

un multiplicateur de Kuhn-Tucker 56 P associée & un équilibre », qui est
solution du probldéme suivant

i) p—p, A, 0) — )< 0 MpeP
(4-16)

i) D, (K (@,2)+ A (=) p=0.

4-3. EXEMPLE. Problémes quadratiques avec contraintes linéaires.
Nous snpposerons dans cet exemple que

i) les espaces V, sont des espaces de Hilbert pour des produits
scalaires ((«;, y:)); et la norme associée || ;|| = V((@:, %) .
(4-17)
if) Iy€.L(V;, V') détigne Visometrie canonique de V; sur son
dual V;' définis par (@, v)s=<{li@i,¥:).

Nous prendrons des critéres de la forme
1
(4-18) Ko =5 lu+ 2 Adey— il
J#i
et nous supposerons que Z, = Z (x) est indépendant de x» et est défini par

(4-19) Zy=1{y€eV tels que 2 B;y; = w; ou B;€L(V;,F’).

$==1
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On remarque alors que
. ~ i ]
i) DiKi(wiayi)=nyi+jZ IiAj o — g€ VY.
i

(4-20)
ii) A@)p={Bip,..,Bupl€V".

on obtient alors le résultat suivant.
PROPOSITION 4-3. Supposons (4-17), (4-18) et (4-19). Alors p,€ F est un

multiplicateur de Kuhn-Tucker associé a un équilibre x, de (1-3) si et seule-
ment’si (x, , 170) € VX F est solution du systéme suivant

I, T, A .., DAL B | e | [ 1o
I, 4, T, ,..,I,A; B Toa T, o,
(4-21) : D=
I, A,, I, A%,...,T,, B, Ton T, pn
_ B, Byy..y Bn, 0 — _170_ - o _

Nous désignerons par G et I'€ 2(V, V’) les operateurs définis par

T, LA T AT ry,0,..,0
(4 22) : : , I'=| - ”

_I, A, T, A}, ..., T, 0, 0,..,I,
par Be . L(V, F’) Vopérateur défini par

(4-23) Bz = 3 B;x;

1=1

et par K€ L2(V <X F, V’ < F’) Popérateur défini par

(4-24) K=( ¢ BI)
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on en déduit que

S i) ImK=(Im G +Im B’) < Im B
(4-25)
(i) Ker K = (Ker G N Ker B)x Ker B’

ce qui nous permet d’étudier D’existence et 'unicité d’un multiplicateur p—o
associé & un équilibre x, ;
Supposons par exemple que

i) @ est un opérateur coercif de V sur V’: il existe ¢ > 0
n n .
tel que X ((A,-’w,,x,-));Zc =l :v.‘||.-z Ma€eV, ot Aj=1
(4'26) $, j=1 t==]

ii) B =X B; est surjectif de V' = II V; sur l’espace de Hilbert F’.

\ i=1

Alors G- est opérateur coercif de V’ sur V et BG—! B’ est un opérateur
coercif de F sur F’ puisqne B’ est un isomorphisme de F sur son image
fermée dans .V’ et puisque

(4-27) (BG'B'p,p)=(G'B'p,B'p)=0|B'p|3.=0"|pl}
Donc
(4-28) A4 = BG—-! B’ est un opérateur coercif de F sur F’,

et en particulier, inversible.
On peut alors inverser 4 et on obtient le résultat suivant:

PROPOSITION 4-4. Supposons (4-17), (4.18), (4-19) et (4-26).
Il existe un bquilibre x, unique et un multiplicateur de Kuhn-Tucker
D, € F unique associé a x, définis par

i) ¢,=6-1B 41 (0 — BG'T'g)+ G Tp
(4-29)

ii) p,=4-1(BG-! 'y — w).
Considérons maintenant le cas ol Z(x) = Z, est défini par

(4-30) Z+=ly€Vtels que {p, 2 Biyi—w)<0 MpEP.
fem]
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D’aprés la proposition 4-2, PEP est un multiplicateur de Kuhn-Tucker

associé & un équilibre z si et seulement si

iy (p—p, Bt—w)<0 EP
(4.31) ) \p—p, b Vp

iy Gz +B' p=1TI¢p

Par suite, en reportant x = G—! (— B’ ) -+ I'p) dans l’inéquation variation-
nelle (4 16)i), on obtient

0>(p—p, —BG'B'p+ G 'Ip—w)=
= (;—p) AEO—AE>

ol p_o = 41 (BG~! ['p — w)€ F est le multiplicateur de Kuhn-Tucker associé
a Péquilibre sur Z,.

PROPOSITION 4-5. Supposons (4-17), (4-18), (4-19) et (4-26).
_ Il existe un équilibre x € Zy unique ot un multiplicateur de Kuhn-Tucker
p € P unique associé a x défini par

i) a=—G"'Bp+ G 'Ip
(4-32) o
il) (4(p—py),p—p)><0 MV pEP

on 170 =A4-1(BG' I'p — w) est le multiplicateur de Kuhn Tucker associé &
Véquilibre x,€ Z, .
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