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Introduction.

Le probleme de Dirichlet pour des équations linéaires non-elliptiques
(en particulier hyperboliques) a été étudié dans différentes voies. D’abord
pour Péquation des cordes vibrantes (Hadamard [16], [17], Huber [20 bis],
Bourgin-Duffin [5], Berezanski [4 bis]) avec des résultats essentiellement né-
gatifs. Puis, en partant de la décomposition spectrale de certains opérateurs,
Louhivaara [30] et Browder [6], [7], ont étudié l’existence de solutions dans
H;" (Q) pour des opérateurs assez généraux d’ordre 2 m. Enfin des proble-
mes aux limites assez généraux ont ét6 étudiés par Berenzanski [4] et
Hormander [20], mais parmi lesquels on ne retrouve pas toujours le probls-
me de Dirichlet pour un ouvert borné.

On va faire ici une hypothese de positivité, qui sera essentielle pour
Dexistence et lunicité des solutions du probleme de Dirichlet {on reviendra
de facon plus précise sur la nécessité de cette condition dans une publication
ultérieure). On va donc étudier ici le probléme aux limites de Dirichlet pour
des opérateurs différentiels de type positif posé par M. L. Schwartz dans
[39]. On ne considérera dans ce travail que des opérateurs hyperboliques
positifs & coefficients constants. Ces opérateurs ne sont jamais strictement
hyperboliques, introduction de termes non-principaux souldvera donc tou-
jours un certain nombre de difficultés (cf. Lax [23], Hormander [19], Chaillou
[9]). C’est pourquoi la plupart des résultats présentés ici concerneront soit
des opérateurs se comportant comme des opérateurs homogeénes, soit des
opérateurs a caractéristiques réelles d’ordre 2 au plus.

I’espace des solutions d’un tel probléme de Dirichlet se présente comme
complété de D (), £ ouvert convenable de R*, pour une certaine norme,
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I’étude de ce probldme comporte done deux parties distinctes. D’abord lin-
terprétation de la nullité au bord correspondant au probleme posé, ainsi que
les problemes inhomogénes associés. Ensuite 1’étude des solutions, et en
particulier de leur régularité quand celle du second membre augmente. Dans

le présent travail ’accent est mis sur le premier point et le second n’est
étudié que dans des cas particuliers. On reviendra sur cette question dans

une étude ultérieure basée sur 1’étude des solutions au voisinage des points
caractéristiques de la frontidre, et avec des restrictions (du type P-convexité)
sur les ouverts.

On étudiera également dans un autre article l’aspect « opérateur non
borné dans L?» des problémes traités ici, ainsi que certaines équations
d’évolution lies aux opérateurs hyperboliques positifs.

Voici le plan de I’étude. Dans le chapitre I on a rassemblé un certain
nombre de résultats concernant le probléeme étudié (I-1) et les opérateurs
hyperboliques (I-2), en particulier les opérateurs hyperboliques positifs. De
cette étude on déduit une classe d’ouverts dans lesquels le probleme est
bien posé (I-3).

Le chapitre II est consacré a l’étude du probléme de Dirichlet dans
des ouverts de type «futur» on démontre d’abord une inégalité intégrale
de type Hardy (II-1). On étudie ensuite la structure de ’espace des solutions
et de Pespace des second membres. On en déduit une expression du noyau de
Green & ’aide d’opérateurs de convolution (II-2). La régularité des solutions
est étudiée en (I1I-3).

Le chapitre III contient trois paragraphes, le dernier est résumé ci des-
sus. Les deux premiers sont consacrés a l’étude du probleéme de Dirichlet
dans des ouverts du méme genre que la bande spatiale (définition en
III-1-1), d’abord interprétation des problémes homogénes et inhomogénes
(ITI-1), puis régularité de la solution (III-2).

Au chapitre IV on étudie un espace du type Sobolev dans le plan,
mais défini par une seule dérivée partielle; on donne d’abord des proprié-
tés générales de ces espaces (IV-1), puis des théordmes de traces (IV-2).

De I’étude précédente on déduit, au chapitre V, Vinterprétation du pro-
bleme de Dirichlet homogene pour un opérateur hyperbolique positif ayant
deux caractéristiques réelles distinctes seulement (mais d’ordre quelconque)
dans un ouvert borné du plan (V-1). On donne ensuite des compléments
dans le cas des opérateurs du quatrieme ordre. Dans ces deux chapitres on
abandonne partiellement la formulation hilbertienne des problémes pour une
formulation dans L?.

Le chapitre VI enfin est consacré & I’interprétation du probléme homo-
géne (VI-1) et inhomogéne {VI-2) pour un ouvert borné trés régulier de R",
ainsi qu’a des compléments pour les opérateurs du quatrieéme ordre (VI-3).
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L’interprétation, fondée sur un théoréme de trace moins précis que celui du
chapitre 1V, est moins compléte que celle du chapitre V.

Les résultats des chapitres II, III, IV, V ont ét6 en partie résumés
dans deux notes aux Comptes-Rendus (Authier [1], [2]). Je remercie M. Lions
et M. Schwartz, de m’avoir posé ce probleme, de s’8tre constamment inté-
ressés A mon travail, et de m’avoir permis d’exposer certains des résultats
présentés ici au cours de leur Séminaire 1968-1969.

CHAPITRE 1

Ce chapitre contient des rappels et quelques résultats élémentaires con-
cernant : le probléme aux limites étudié (extraits en général de [26] et [39]),
les opérateurs hyperboliques (extraits de [12], [19], [25], [33] et [43]), les
opérateurs hyperboliques positifs, et les ouverts dans lequel le probleme
considéré est défini.

I1: TLe probleme de Dirichlet pour les opérateurs de type positif.

I-1-1: Définitions et généralités.

Soit P(D), D = — i?}%’ un opérateur différentiel linéaire dans un ou-
vert £ de R, on dit qu’il est positif sur £ si pour toute ¢ €D (Q).
(I-1) (P(D)p,¢)=0.

Si P (D) est a coefficients constants, il est positif sur tout ouvert
de R" si et seulement si son polynome transformé de Fourier vérifie

(I-2) PE =0 M £ €RY,

nous nous restreindrons & ce cas. On peut alors définir, quel que soit £,
un sous-espace hilbertien W (P, 2) de D’ (£2) de la fagon suivante :

W (P, Q) est le complété de P (D) (D(Q)) powr la norme

(I-3) ,
| P(D)¢|lgpy=<P(D)p, )2 .



696 MARC AUTHIER : Probléme de Dirichlet

Si cet espace est normal, ce qui aura lien au moins pour tout ouvert
borné, on considére son dual U (P, ) qui est un sous-espace hilbertien de
@’ (Q), et on peut écrire

s%(P, ) est le complété de D () pour la norme

1
| @llog =<P(D)p,9)* .

(I-3)

P (D) est alors un isomorphisme de U (P, 2) sur W (P, 2. C’est le probléme

aux limites ainsi défini que nous étudierons dans la suite. Nous I’appelle-

rons probléme de Dirichlet homogéne par ’analogie avec le cas ou P (D)=
n

= 3 Di+ ¢, ¢ > 0, ou l'isomorphisme précédent devient

i=1

P(D): Hy (2)— H™ (@)
c’est a-dire le probléme de Dirichlet homogene habituel.

REMARQUE: Louhivaara [30] et Browder [6] ont étudié un probléme
de Dirichlet pour des opérateurs non-elliptiques. Il n’a que trés peu de
rapports avec celui qui est défini ci-dessus. En effet ces auteurs ont cherché
des conditions, utilisant la décomposition spectrale des opérateurs, sur les
second membres pour qu’il existe des solutions dans H,"(£2) (pour un opé-
rateur d’ordre 2m non nécessairement positif); ainsi qu’un théoréme d’exi-
stence analogue pour le probléme inhomogéne.

On va également ici définir un probleme de Dirichlet inhomogeéne. Soi-
ent 2, et Q,, 2, c 2;, deux ouverts tels que W (P, £2;) soit normal, soit
Y (P, 2,) Vensemble des restrictions a £, des fonctions de U (P, Q,), cet
espace est, pour &, suffisamment régulier, indépendant de £,, et peut
étre muni, par passage au quotient, d’une structure de sous-espace hilbertien
de @’ (£2). Soit alors T€ W (P, Q) et veE VY(P, Q), il existe u€ VY (P, Q),.
unique tel que

PDyu=T
(I-5)
u—vEYU(P, Q).

Nous désignerons ce probléme sous le nom de probldme de Dirichlet
inhomogéne.

1-1-2: Un cas particulier d’opérateurs positifs : les opérateurs P (D)=
= Q" (D) ¢ (D).
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Pour ces opérateurs, @* (D) désignant V’adjoint de @ (D), les espaces
U (P, 2) et W (P, Q) prennent une forme spéciale. Soit H, (Q, £2) le complété
de (L) pour la norme

(L-6) lelle=1Q@D ¢l

une condition nécessaire et suffisante pour que W (P, ) soit normal est
que H,(Q, £2) soit un espace de distributions. Et, alors, H,(Q, Q) = WU (P, Q)
en tant qu’espaces de Hilbert. On peut alors remarquer que W (P, Q)=
= H’ (Q, £2) est 'image par Q* (D) de L2 (). Ces notations coincident, &
une équivalence de norme prés, avec celles de [26].

I-2: Opérateurs hyperboliques.

1-2-1: Généralités :

DEFINITION: Soit P (D) un opérateur différentiel a coefficients constants
et N€R" on dit que P (D) est hyperbolique par rapport & N si et seulement si

P(N)==0 et il eviste 7, tel que P(§ 4 i=N) =0
(L7
pour 1< v, et £ € R".

Dans le cas ou P (D) est homogéne il est nécessaire et suffisant pour
cela que P(N)=3=0 et P (£ + zN) ait toutes ses racines réelles comme poly-
ndéme en r quelque soit £€ R™,

Les opérateurs hyperboliques P sont également caractérisés par le fait
d’avoir une solution élémentaire F a support dans un cone I'(P) tel que

I'(P)nfz; <z, N) < 0} = {0].

Cette propriété permet d’ailleurs de définir des opérateurs de convolu-
tion hyperboliques, non nécessairement différentiels et ayant de nombreuses
propriétés analogues & ceuxci [21]. On appelera solution élémentaire de
Cauchy cette solution élémentaire, elle vérifie en particulier

pour tout v < 7,, =¥ Fed et
(I-8)
F (s B) = (P& + it N)1.

On notera I, (P) le translaté de I'(P) de sommet x
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1-2-2: Quelques classes particuliéres d’opérateurs hyperboliques.

D’une fagon générale tout ce que nous ferons par la suite sera valable
pour les opérateurs hyperboliques homogénes, mais le passage aux opéra-
teurs inhomogenes ameénera des difficultés.

Nous allons définir trois classes particuliéres d’opérateurs hyperboliques
qui nous servirout, suivant les cas, 4 généraliser les résultats obtenus aux
opérateurs inhomogénes

La premiere classe est classique.

DEFINITION : On dit que Q (D) est strictement hyperbolique par rapport
a N€ R st et seulement st sa partie principale Q.. (D) est hyperbolique par
rapport a N, et les racines de Q, (£ + tN) sont toutes simples.

Ces opérateurs sont hyperboliques, de méme force que leur partie prin-
cipale, et pourront donc, dans de nombreux cas étre remplacés par leur
partie principale.

La deuxiéme classe est définie et étudiée dans [33]. Donnons aupara-
vant quelques notations: soit ¢ (D) un opérateur hyperbolique par rapport
a N=(1,0,..,0) Q. (D) sa partie principale, on a:

(I-9) Qu (7, &) = II [t — Aok (&)]

k=1

ol on a posé & =r1, (&,,...,&) =& € R"~L Si l'on pose

(I-10) a'a(ff” (1, &) = Z}_f [ — 4 (&)

tous les 1;; sont réels. On posera

(I-11) Hij(r, &) = Ez[z — L (&)
ki

On peut alors donner la définition :

DEFINITION ¢ So0it Q (D) = Qu (D) + Qu—1 (D) + ... + Q,, un opérateur
hyperbolique par rapport @ N =(1,0,...,0), on dit que @ est proprement
hyperbolique st pour tout o €(1,..,m)

m—a-+

1
(I-12) On—a (1, &) = '21 Vaj (&) Hem,j (7, &)
J=

quelque soit (v, &’) € R™, les fonctions y,, ;j(&’) étant bornées sur R,
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Tout opérateur strictement hyperbolique est proprement hyperbolique.
Cette classe d’opérateurs hyperboliques permet de généraliser les inégalités
d’énergie, classiques dans le cas strictement hyperbolique [13].

Enfin, on donnera la définition

DEFINITION : Soit @ (D) un opérateur différentiel et N € R, on dit que
Q (D) est fortement hyperbolique par rapport a N si et seulement si Q (D)
est hyperbolique par rapport a N et P (& + tN)= 0 n’a que des racines réelles
comme polyndéme en v quand & € R™

Tout opérateur hyperbohque homogene est fortement hyperbolique.

L’opérateur 80_2

(@ 4. y00,) € B® et e‘.c>2w2

=1

Aoy ,..zyF 0 Z‘ r —|— ¢, est fortement hyperbolique pour

1-2-3: Les opérateurs hyperboliques positifs.
On a d’abord.

ProprosITION I-1: Soit P (D) fortement hyperbolique par rapport & N
et positif ; alors P (D) = Q* (D)-Q (D), avec Q (D) fortement hyperbolique par
rapport & N.

DEMONSTRATION : P (& 4 tN)= H (7, &) est un polyndéme & coefficients
réels dont les racines comme polyndme en v sont toutes d’ordre pair. C’est
donc le carré d’un polyndme & coefficients réels [[19] p. 277, lemme 3 2].

H (7, 8) = [K[7, &P

done P (&) =H(0,¢§) =K (0,5 = Q($)2, @ (D) possede visiblement les pro-
priétés voulues.

COROLLAIRE : Soit P (D) un opérateur différentiel hyperbolique positif, il
est d’ordre pair 2m, et il existe un opérateur hyperbolique homogéne d’ordre
my Qum (D) tel que P (D) = [Q,, (D) + R (D), avec ordre R < 2m — 1.

DEMONSTRATION : La partie principale d’un opérateur hyperbolique
positif est elle méme positive, et évidemment fortement hyperbolique.

Donnons enfin un autre résultat élémentaire concernant certains opé-
rateurs hyperboliques positifs

PrROPOSITION I-2: Soit P (D) un opérateur hyperbolique positif dont la
partie principale Py, (D) est le carré d’un opérateur strictement hyperbolique,
alors P (D) et Py, (D) sont de méme force.
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DEMONSTRATION : Il suffit de montrer d’apres [19] (Th. 5.5.7, P. 134)
Que P (D) est moins fort que Py, (D). Or.

2m 2m—1
PD)= a§0 P, (D) = [@ (D} + 50 P, (D),
il faut donec vérifier que P, est moins fort que Q> ce qui est évident pour
o << 2 (m — 1), puisque tout opérateur d’ordre m — 1 est moing fort qu’un
opérateur strictement hyperbolique d’ordre m. Pour ¢=2m — 1, on remarque
que Py, (&) est nécessairement nuls pour tous les & de R™ tel que @ (&)
soit nul, sinon P ne serait pas positif, donc est divisible par @ (¢£) puisque
Q (&) est sans facteur multiple donc

Pyny (D) = Q (D) E (D),

R (D) d’ordre m — 1 est moins fort que @ (D), d’ott la proposition.

1-3: Conditions pour que (P, 2) soit normal.

1-3-1: Remarques préliminaires.

Soit P (D) un opérateur hyperbolique positif & coefficients constants.
On peut faire les remarques suivants. D’abord pour £ borné, W (P, 2) sera
toujours mnormal ([39] prop. 34, p. 233): et si Q' c 2 et si W(P, Q) est
normal, alors (P, 8’) Vest également. D’autre part si P est homogene,
W (P, Rn) n’est certainement pas normal; en effet il est nécessaire et suf-
fisant pour que

W (P, R*) soit normal que P_I(ET € Lo NS ([39]

prop. 33, p. 231). Ceci n’est jamais vérifié sous les hypotheéses précédentes.
On est donc amené & chercher des ouverts «les plus grands possibles »
tels que W (P, 2) soit normal.

1-3-2 : Conditions pour que H,(Q, Q) soit un espace de distributions.

On commence par énoncer un lemme rassemblant deux inégalités que
nous utiliserons ensuite.

LEMME I-1: Soit Q (D) hyperbolique d’ordre m par rapport a N, et soit
1 < 7, alors
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a) il existe une constante C (z) telle que, pour toute ¢ €D (R™)
(1_13) “er<z,N> @ ||Li < C(‘t) ” et <% N> Q (D) @ ||L’

b) si, de plus, Q (D) est strictement hyperbolique, il existe C () telle que,
pour toute ¢ €D (R
(1_14) = ” et <% N> D"QOHL-S O(t) ” et <% N> Q(D)tpllm-

|2|<m—1

DEMONSTRATION : (I-14) se trouve dans [43] (p. 35-37) Par transformée
de Fourier (I-13) résulte de Vinégalité

Q@+ iD= QW) [t —15 ™17,

vérifiée par tout opérateur hyperbolique par rapport & N ([19], p. 137, iné-
galité 5.6.2).
On peut alors énoncer

PROPOSITION 1-3: Soit Q (D) un opérateur hyperbolique par rapport a N,
alors H,(Q, Q) est un espace de distributions pour tout ouvert £ contenu dans
un demi-espace de la forme QF = (x;{ 2, N )> a}, ou Q; = (x;{x, N) < a).

DEMONSTRATION : Elle se fait en deux étapes. On montre d’abord que
Pinjection j de D (£2) muni de la norme ||-||o dans D’ () est continue, ce
qui est une conséquence immédiate de 1’inégalité (I-13) si 2 est contenu
dans Q7 (et de Vinégalité (I-13) et du fait que @ (D) est aussi hyperbolique
par rapport & — N, si Q c £;). Il faut ensuite montrer que le prolongement
de j a H;(Q, 2) par continuité est encore une injection.

Soit alors (p,) une suite de Cauchy pour ||:|l¢ tendant vers 0 dans
D’ (2), (@ (D) p,) est une suite de Cauchy dans L® convergeant vers 0
dans @’ (), donc convergeant vers 0 dans L?(£), donc || . |l¢ tend vers 0,
ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE 1: On peut dans I’énoncé précédent remplacer N par n’im-
o]
porte quel vecteur de I'(Q).

REMARQUE 2: Soit 2 un ouvert convexe de R? et Q (D)= DX — D},
alors la condition de la proposition précédente est nécessaire.

Sinon £ contient une bande B = {(z,¥);a < x + y < b}, considérons
la suite ¢, € D (£), définie par

@p (@, y) = w(y—;—f)f?(w+y)

avec YED(R),0€D(Ja, ), || v |lze=]0"|za=1.
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1
Alors || @y |l = 3 tend vers 0 et (¢,) tend vers v (0)0(x 4 y) dans @’ (Q).

1-3-3: Application & W (P, Q).

De la proposition I-3 on tire immédiatement la suivante

PRrROPOSITION I-4: Soit P (D) un opérateur hyperbolique positif par rap-
port & N, Q un ouvert contenuw dans QF ou Q (notations de la proposition
1.3), si P (D) est minoré (au sens de la relation d’ordre sur les noyaux po-
sitifs de D' (Q)) par un opératewr hyperbolique P, (D)= QF (D)-Q, (D) alors
W (P, 2) est normal.

DEMONSTRATION : D’aprés [39] (proposition 30, p. 214 et Remarque 1,
p. 215) il suffit de vérifier, pour que (P, 2) soit normal, que D(2) c
W(P, ). Or la condition de la proposition exprime que W (P, , Q) « W (P, Q),
et d’autre part d’aprés la proposition I-3 on sait que W (P,, Q) =[H,(Q,,
)]’ est normal.

En fait nous n’appliquerons cette proposition que dans le cas ou
P (D)= P, (D), et méme essentiellement seulement lorsque P (D) est hyper-
bolique et de la forme P (D)= [Q (D)]* + [R (D)}, @ (D) hyperbolique d’ordre
m, R (D) d’ordre inférieur ou égal & m — 1, & coefficients réels.

ProrosITION I.5: Soit Q (D) un opérateur strictement hyperbolique et
P (D)= Q* (D) Q (D), alors W (P, 2) = W (Pp, 2), o P, est la partie prin-
cipale de P, pour tout ouvert £ contenu dans une bande B = {x; a < o, < b).

REMARQUE : on a supposé ¢ hyperbolique par rapport a ¥ = (1, 0, ..., 0).
D’autre part cette proposition n’est pas conséquence directe de la propo-
gition I-2 si £ n’est pas borné.

DEMONSTRATION : On a la double inégalité (Hérmander [19], ineg. 5.5.7.,
p. 135):

| 0n i )| <106+ it =2 0 6+ in 8|
2 2

valable pour z suffisamment grand. Par transformation de Fourier inverse,
elle devient:

e Qu (D) @

2

2

e™ Qy_n(D)q) S” G'le(D)(p”La£2
2 2

L 12

pour toute @ € D (R". Ce qui, compte tenu de I’hypothése sur £, donne
facilement le résultat de la proposition.
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REMARQUE : Cette proposition ne s’étend pas aux ouverts contenus
dans un demi-espace, sinon en effet U (P, Q) = H,(Q, 2) et U (Pn, 2)=

= H,y(Qm , ) seraient confondus. Or, soient par exempls, P (;;‘—) =[P+
2

+ 1= ]+ 9 (] — 1) dansle plan. Q = {(z, y); x > 0}, et ¢ € D () positive,
nous verrons au chapitre 1I que si E est la solution élémentaire de [ ] a
support dans QU {0}, B xp € H, ([], 2), mais il est facile de voir que, ([] 4
+ i) E » ¢ n’appartemant pas & L? (), E « ¢ n’appartient pas a H, ([(] 4 ¢, Q).

1.3-4 : Propriétés élémentaires de H,(Q, 2), Q hyperbolique.

Soit @ (D) un opérateur hyperbolique et £ vérifiant les conditions de
la -propositien- I-3 on utilisera souvent les deux remarques suivantes. Si
Q' c Q on peut identifier H,(Q, £’) & un sous espace fermé de H,(Q, Q)
en prolongeant les fonctions de H, (@), ) par 0 & Vextérieur de £2’. D’autre
part Q (D) est une isométrie de H,(Q,£) sur un sous-espace fermé de
L2 (Q) et, par transposition, @* (D) est un homomorphisme de norme 1 de
L% (8) sur H' (Q, Q), dual de H,(Q, Q).

Supposons maintenant que @ est strictement hyperbolique par rapport
a N=(1,0,..,0) et £ contenu dans une bande B = {x;a <z, < b}, on
peut donner alors les précisions suivantes, par application de I'inégalité I-14.

PRroPoOSITION I-6: On o
H(Q) € Hy(Q, Q) € H' ™ (Q)

avec injections continues. Ni Pune, ni DVautre de ces injections ne sont com-
pactes méme 8i 2 est borné.

DEMONSTRATION : Compte tenu de 1l’inégalité 1-14 seule la deuxiéme
agsertion reste & vérifier. Or il est nécessaire pour que les injections soient
——Q—(&(i), pour lapremiere gﬂm
@+ | &P ’ Q (&P
tendent vers 0 quand || tend vers linfini (Hormander [19], p. 38), ce qui
n’est visiblement pas vérifié.

compactes que , pour la seconde,

() On désigne par Z)'(E)Z Yexpression

QEr= 3 |QW®p
a=0

9. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Soit toujours ¢ strictement hyperbolique, et soit £ borné. Pour étu-
dier le probléme inhomogéne posé au paragraphe I-1-1, dans Q pour un
opérateur de la forme P (D)= @*(D) @ (D) -+ R (D), avec ordre R (D)< 2
ordre ¢) (D) (cf. Proposition I-2). On a le choix, a priori et par analogie
avec le cas elliptique, entre deux définitions pour l’espace des solutions :

H(Q Q={uel? (Q);ue H"(Q), Q (D) ue L? Q)
et
H(Q, Q)= VP, Q) = [uc L*(Q); il existe 2’ DQ et

v € Hy(Q, ) tels que u = v/Q}.

Dans le cas elliptique et pour des ouverts suffisamment réguliers ces
deux espaces coincident. Ici, & part dans des cas trés particuliers ils ne
coincident pas (voir un contre exemple au paragraphe V-1-2).

Le probléeme posé au paragraphe I-1-1 utilise le second de ces espaces,
c’est done lui que nous étudierons essentiellement dans la suite (voir cepen-

dant le chapitre VI, pour un probleme posé dans " (@, ).
Nous le munirons de la norme

lull= inf Iell.
veHy (P, Q'); OC @, v]0=u

I.4: Remarques diverses.

On peut considérer, bien évidemment, d’autres problémes aux limites
que celui de Dirichlet posé précédemment, pour des opérateurs hyperboli-
ques de type positif. En particulier un opérateur hyperbolique de type
positif définit une classe d’opérateurs non bornés dans L?(£). On peut
alors caractériser les réalisations fermées de cette classe par des conditions
aux limites, comme Va fait G. Grubb [15] pour les opérateurs elliptiques.
Ceci sera fait dans un travail ultérieur, ici nous ne nous intéressons qu’a
D’opérateur minimal (i. e. fermeture de ’opérateur ayant pour domaine D (£2)),
et sans nous occuper de la caractérisation du domaine de cet opérateur
(ce qui est un théoréme de régularité) sauf dans des cas particuliers (Ch. 1I
et III). Dans ce méme travail ultérieur nous étudierons les réalisations
maximales positives, donc celles dont 'opposé est générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de contractions, et les problémes d’évolution liés 3 ces
réalisations (R. S. Phillips [34], [35]).

Il importe de remarquer qu’ici les opérateurs considérés ne sont pas
envisagés comme opérateurs non bornés dans L2 (L), mais dans W (P, Q).
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CHAPITRE II

Ce chapitre contient I’étude du probléme aux limites posé au chapitre
précédent pour des ouverts contenant avec chacun de leurs points le cone
« futur » de ce point et des opérateurs fortement hyperboliques positifs. On
commence par donner une inégalité du type Hardy pour les opérateurs
fortement hyperboliques. Ensuite on construit un noyau de Green du
probléme.

Les résultats de régularité concernant cette situation sont donnés au
chapitre suivant.

II-1: Préliminaires :

TI-1-1: Les hypothéses et les mnotations.

Dans tout le chapitre P (D) est un opérateur fortement hyperbolique
par rapport & N =(1,0,...,0), positif. 11 est donc de la forme @ (D)?, ol
Q (D) est fortement hyperbolique par rapport & N d’ordre k.

£ est un ouvert, nécessairement non borné, vérifiant la condition de la
proposition I-3 et de plus:

(I1-1) [quel que soit x,€ 2, I, (@< Q.

Les ouverts vérifiant la condition de la proposition I-3 et la condition
II-1 seront dits ouverts de type futur.

Exemples d’ouverts de type futur :

a) Q={x; @, N) > a}, avec NE;"(Q)
b) Q=1(Q.

Soit E la solution élémentaire de Cauchy de @, (elle a donc son sup-
port dans I'(Q)), on notera pour toute f€ L? (), 2 de type futur, E * f la
restriction a £ du produit de convolution de E par le prolongement par 0
4 Dextérieur de 2 de f. Soit encore F la solution élémentaire de @ (—D)
3 support dans — I'(¢). Enfin on notera, lorsque ce sera nécessaire :

p, Vopérateur de prolongement par 0

po: L*(92) — L*(R")
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o, lopérateur de restriction & £
0, D (B — D (Q)
p un opérateur de prolongement & R" quelconque
p:H’(Q, Q) — D (B
l’existence d’un tel opérateur de prolongement étant facile a vérifier.

I1-1-2: Une inégalité intégrale pour les opérateurs fortement hyperboliques.

Nous allons donner une inégalité qui jouera, pour les opérateurs hyper-
boliques dans R", le rdle de linégalité de Hardy pour les fonctions d’une
variable.

PROPOSITION II-1: On a les deux inégalités :
0t Q

2
Ir2) a f L (D)p @ dxscf|w:Q(D>¢(w)|2dx
1

% =0 =0

pour toute @ €D (R™)

810 2
o Dre)| =0 [ —arewiee b
1

=r,<a =z<a

I1-3) b

pour tout a>> o et toute € (Ry, D (R™)) avec supp ¢C {x; x, = 0.

REMARQUE: rappellons que dans tout ce chapitre ¢ est fortement
hyperbolique par rapport & ¥ = (1,0, ..., 0).

DEMONSTRATION : Elle est basée sur les inégalités analogues pour les

1
fonctions d’une variable pour > — ? et 1 <<p <+ oo.

(11-4) fl o )rd< G(ﬂ)jl tht1 g’ (1) |2 ¢
0 0

(11:5) f |t — P (o) |» dt < O(B) j (¢ — @)+t g7 (1) |2 at
0 0
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(1I-4) quel que soit @ € D(R), (II-5) quel que soit p€E(R) avee ¢ (0) =0.
La premiére est Iinégalité de Hardy classique, la seconde se démontre par
exemple en faisant un raisonnement analogue a celui de Morel ([32], p. 340)
démontrant (I1I-4).

Nous allons démontrer (II-2) en partant de (II 4), le méme raisonnement
donnerait (II-3) & partir de (I[I-5). On effectue une transformation de Fou-
rier partielle par rapport & ' = (x,, ..., #s), @ étant fortement hyperbolique
par rapport & N = (1,0, ..., 0) il vient

~( 8 L R
(II-G) Q( E,)——ZCOH(E_@“J(&))

n ) o
8.1,‘ =1

ot les a; sont des fonctions réelles. Alors

8t Q ( 4 ) k-2 [ d . ]
— & = (4] 2 H — — 1 a; 4 .
35} axi’é 0 indices h=1 0%, h ©)

manquants

Pour démontrer ’inégalité (II-3) il suffit donc de montrer que

k—2 Pl . , ~ , 2 ,
f lgl axi — 1 a4, (5 )]'(p(xuf)l dxjdf
R+xrr—1
(II-7)
ET g . ~ 2
<0 xi II[——-—- @aj(gl)].<p(w“§') dx, A&’
j=10%,
\ RtxRr—1

k=il 9 . N , . . .
Posons v (@, , &)= IT [37 —iw, (¢ >]-<p(w1,s )b 80ib jg ==y, e s i ; DO-
= 1

sons encore

—iaj, () 2

1 (@, &) =¢e y(x,, &)

on remarque que |y|=/|y|. En appliquant alors Dinégalité (II-4) a &’
fixé et f =0, il vient

oo

ﬁ%(”ufl)lgdx1£0-/
0 0

"

2
oy ’

x x
1 8.701( 1 &)

da,

soit encore

f |'!p(w“§’)|2dx1,d§'ng
H

R+XRn—l

2
da, d&’.

0 .
Ty [8_$1— — 1aj (5,)] v (x,, &)

»
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Il ne reste qu’a itérer le procédé, avec S prenant les valeurs succes-
sives 1, 2,..., A — 1, pour obtenir V'inégalité (II-7), d’ou (II-2).

REMARQUE 1: On peut obtenir des inégalités plus générales que (II-2)
et (II-3) en utilisant les inégalités & une variable de Talenti ([39], [40]); en
particulier on peut obtenir des inégalités du type (II-3) pour des opérateurs
pour lesquels les racines a;(&’) de la décomposition (II-6) ne sont pas néces-
sairement réelles, mais dans un certain demi-plan.

REMARQUE 2: Les inégalités (II-2) et (II-3) ne sont en général pas
valables pour des opérateurs hyperboliques non fortement hyperboliques.

. d 0 il 0° : .
Par exemple, soit @ — — 1, E la solution élémentaire

9w’ oy) o oy
de @ a support dans {(x,9): z<|y|,# =0}, et w€D (R?, positive, 2
support dans le dem-plan # >0, ¢ = F *y vérifie les hypothéses de (II 3).

Or pour 1 =1, le premier membre de (II-3) croit exponentiellement
avec a, alors que le second membre reste constant pour a suffisamment grand.

I12: Noyan de Green pour un ouvert de type futur:

II-2-1: Structure de H,(Q, Q).
Les hypothéses et les notations étant toujours celles de II-1-1, on a la
proposition :

PRroPOSITION 1I-2: H (Q, 2) = E « L? ().

DEMONSTRATION : On va montrer que pour toute @ €D (L), B+ @€
€ H)(Q, 2) et que application

pl—>Ex g

se prolonge en une application linéaire continue de L?(£2) dans H,(Q, Q).
Ce prolongement est bien la restriction a L?; (R") de la convolution par E,
application de fl)lﬁ (R") dans fD'§ (R™). Done, compte tenu du fait que @ ap-
plique isométriquement H,(Q,£2) sur un sous espace fermé de L*(9), la
proposition sera bien démontrée.

Soient alors €D () et weD(R) vérifiant 0 Cy<<1 et y(t)=1

pour |[t|<1, w(t)=0 pour |t|=2, posons u= H*gp et u,.=y)(%—)-u;

u, €D (2). 11 suffit donc de montrer qu’il existe une constante C indépen
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dante de p telle que
(TL-8) | |z @0 < Ol @ [lza0)

en effet le résultat cherché sera alors conséquence du raisonnement stan-
dard de compacité faible.
On a

¢ z,\ 6*Q
I e = 11 @ D1ty o= 3 3% |4 () G 101w

Q)

majorons successivement tous les termes de la somme. Pour i =0

[v()emu| <le@ulu=lpls
pour 4 >0
__/l m alQ( D) u dx<—0— / alQ( D)u e
051 p° &)

0=2,<2p

nous sommes dans les conditions d’application de I’inégalité (II-3), donc en
tenant compte du fait que pour 0 <<, << 2p, | #, — 2p | << 2p on a inégalité:

ik

ce qui achéve la démonstration.

(@ ”' (1)) u

dws@/m Julpdo= 0| o]l

COROLLAIRE : a) Q est un isomorphisme de H(Q, Q) sur L*(L).
b) Q* est un isomorphisme de L* (L) sur H’(Q, 2
La vérification est immédiate.

REMARQUE 1: La proposition précédente est en général fausse pour
des opérateurs hyperboliques non fortement hyperboliques. L'exemple de la
remarque 2 apres la proposition II-1, permet de donner facilement un contre-
exemple.

REMARQUE 2: Dans le cas ou ¢ est non seulement fortement hyper-
bolique mais de plus homogéne, on peut donner une démonstration plus
directe de la proposition II-2 (i. e. sans utiliser l’inégalité 1I 3). L’idée de
base est la méme : montrer que

pl—>Exq@
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se prolonge en une application continue de I?(Q) dans H,(Q, 2). On com-
mence par vérifier que pour 1> 0 et p €D (Q), g = e~ (H * ¢) € Dy (B
Puis on tronque g & 'infini comme dans la démonstration précédente en

posant
G =y (x‘) y.
P

Il est alors évident, g appartenant & (Dz:, que g, est bornée dans
H,(Q, ), donc que g€ H;(@,£2). On achdve la démonstration en faisant
tendre 1 vers 0: soit (fy) la suite de fonctions de H,(Q, &) définie par

_a
fo=e " (Exq)
£21

et posons Y, =-¢€¢ " @, alors
228

QD) fa=Q(D)[e ™ Eal)

A

GEAGEN:
Q (51 , 5')

la démonstration sera visiblement achevée si nous vérifions que

8oit

Il @ (D) fu 7 = dg

3|s‘

K indépendant de n puisque | X, |z<<| ¢|zs. Or @ étant homogeéne en
posant u = n &, il vient

w || e
4 , Q (wy, — 1, w)
Q(e—;,s) :

Or @ étant hyperbolique (Hormander [19], p. 135). On a

Q& —i, )<c| @ —i, 8]

11 nous suffit donc de montrer que @ (£) est moins fort que Q(&,—1,&’),
et pour cela, Q (& — 4, &’) ayant sa partie principale hyperbolique, que
Q (& — i, &) est moins fort que @ (£). (Hormander [19], Th. 5.5.7, p. 134).
Or

lQ(‘fi_iy , l—

Zl — !SO’Q(

11-2-2 : Structwre de H’ (Q, Q).
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On a vu au paragraphe précédent que la surjection

Q*(D): L*(Q)— H’ (9, Q)

était, sous les hypothéses de ce chapitre, un isomorphisme. On va chercher
lisomorphisme réciproque, et pour cela donner une caractérisation des dis-
tributions de H’ (@, 2). Les notations sont celles de II-1-1, p désigne un
prolongement quelconque des distributions de H’ (Q, 2).

ProPOSITION II-3: a) Soit Te€H' (Q, Q2), pour foute y€D(R), la suite
(fn) définie par :

e afrerfi)r]

est une suite bornée de L*(9).

b) Soit v, € D (R), tel que (p,) tende vers 1 dans & (R), soit U €D’ (R
telle que la restriction de Fx vy, (x,) U a Q soit dans L*(S2) et reste bornée
dans L?(£2) quand n varie, alors o, U€ H’ (Q, £).

DEMONSTRATION: soit T € H” (@, £2), on peut d’abord remarquer que £
étant de type futur f, est indépendant du prolongement p choisi. Or il

existe f€ L?(2) tel que Q*(D)f= T (?), on prendra pour prolongement 7'
de T

T = Q*(D)p,f.

Un calecul direct montre alors que f, est la restriction a 2 de

o Q" (%
% ST D) [ Fe v (%) por].

P 8.5’[

Il suffit donc de vérifier que
1 *Q*

nt 8(5’,1

(D) fa

est bornée dans L?(Q). Pour 1 =0, c’est évident puisque F est inverse 3
droite de Q. Pour 1 >1, soit (¢x) une suite de fonctions de D (£2) tendant
vers f dans L?(£) avec

| @r [l || f llzo-
Posons

i
Joo=Fx t/’(71) Pk

(?) @* (D)= Q(— D) car @ est fortement hyperbolique.
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alors fn, 1€ € (R, D (R" 1) et est nulle pour #, = n a (8i supp y € [— a, + a)),
on a donc, en supposant que x, =0 quel que soit x € Q, ce qui est toujours
possible par changement de coordonnées :

1 o 1
Q

=n<a
d’ot, en utilisant l’inégalité (II-2) et le fait que F est inverse & droite de Q*
1 o* 2 C x
4 fmuzg [ Jan(zhoe
Q

o8
RII-XR'n—l

mais le membre de droite est, puisque la fonction & intégrer est nulle pour
*, =n a, majoré par une quantité de la forme C | ¢, ||2,, ce qui achéve la
démonstration du a).

Soit donc maintenant U€ )’ (R"), telle que la restriction g, & 2 de
F % y, U soit bornée dans L?(2) quand n varie. Il y a une sous-suite (¢, ,)
de la suite (g9,) qui converge faiblement vers un élément g€ L? (£2). On a
pour toute ¢ € D (£2)

(Q*(D)g,9)=(g,Q(D) @)= 1lim {gnp, Q(D) @)

P >

o Q*
&}

o O* 2
(D) fo T (D)o o
1

2

(D) fau, & dx

= lim (Q* (D)gn,zn(P)

p—+o0
soit encore, dans )’ (£), Q*(D)g =g, U, ce qui montre bien que o, Ue H'(Q,£2).
11-2-3 . Noyau de Green.

Sous les hypothéses de ce chapitre: P fortement hyperbolique positifs
2 de type futur, nous avons décomposé l’isomorphisme

(IT-9) PD):H,(Q, 2)— H’(Q, Q)

représentant le probleme de Dirichlet en deux isomorphismes partiels
Q(D): Hy (@, Q) — L*(Q)
Q*(D): I* () — H' (@, Q)

pour lesquels nous avons, dans les propositions II-2 et II-3, construits des

isomorphismes réciproques. Ceci nous permet de déterminer le noyau de
Green @G (i. e. Visomorphisme réciproque de II-9) du probldme posé.

PropPoSITION II-4: Soit TeH’(Q, 2), la solution u€ H,(Q, Q) de
P(D)u =T, 8éerit:
u=GT=Ee«p,lo, (FxpT).

Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre suivant pour étudier 1la
régularité des solutions.
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CHAPITRE 111

Dans ce chapitre on étudie les probleémes de Dirichlet homogéne et
inhomogeéne essentiellement pour des opérateurs hyperboliques positifs P (D)=
= @*(D) Q(D), ou Q est strictement hyperbolique par rapport & N=(1,0, ... 0),
et pour des ouverts « voisins» (voir III-1-1) d’une bande spatiale B =
= {r;a <, <b}. Aprés Pinterprétation du probleme on étudie la régularité
des solutions.

II1-1: Interprétation du probléme.

I11-1-1: Hypothéses et notations.

Dans tout le chapitre, sauf indication contraire,  sera un opérateur stric-
tement hyperbolique par rapport & N = (1,0, ..., 0) et I'(Q) c {x; , > 0} u {0].
On notera £, le demi-espace {x;x, > 0}. On supposera tous les ouverts
contenus dans £,.

Soit 3 une variété C> de dimension n — 1, bord d’un ouvert de R*
(nécessairement non borné), on dira qu’elle est uniformément spatiale &’ il
existe un cone fermé y contenu dans {0}u1"9 (@) tel qu’en chaque point de
2 une normale & X soit contenue dans j.

Les ouverts £ considérés dans ce chapitre vérifieront alors :

a) il existe deux bandes spatiales By = (x; a, < #, < by}
et Bi=(z;a, <z <b},0<a,<a, <b <b,, telles que
(LIT-1) B,c Qc B,.

b) le bord 2 de £ est une variété O uniformément spatiale.

En vue d’utiliser au paragraphe suivant les inégalités d’énergies établies
dans [10], il faut rappeler une définition de [10]. Soit @ (x, D) un opérateur
différentiel & coefficients € * sur K", strictement hyperbolique par rapport & N=
=(1,0,...,0), d’ordre m, alors les racines du polynéme en &, Q, (x, &, ,&’)
sont toutes réelles et distinctes, et il existe une minoration de la différence
de deux telles racines, de la forme

| €15 (® &) — &i,n(® &) [ =c(@)| & |, c(x) > 0.

On dira que 'hyperplan x, =1¢ est réguliérement spatial, &’il existe
¢ > 0 tel que ¢(t,2") =c pour tout &’ = (x,, ..., x,).

La condition (III-1) entraine qu’il existe un difféomorphisme transfor-
mant £ et ¢, en une bande a < x, < b et un opérateur @, (x, D), tels que
#, =a et , = b soient réguwliérement spatiaux pour @, .
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Les opérateurs P (D) pour lesquels le probleme de Dirichlet est étudié
sont, sauf indication contraire, de la forme Q* (D) @ (D).

REMARQUE : La proposition I-5 nous permettra de remplacer, pour
linterprétation du probléme, @ par sa partie principale.

D’autre part P n’est pas nécessairement fortement hyperbolique a priori
(done on ne peut pas appliquer les résultats du chapitre précédent), mais
la remarque précédente permet de remplacer P par un opérateur homogene,
donc fortement hyperbolique.

I11-1-2 : Inégalité d’énergie et théoréme de trace.

Loutil essentiel de ce paragraphe est le lemme suivant que ’on trou-

o
vera avec une démonstration et des variantes dans Garding [13] et Dion-
ne [10].

LEMME I1I-1: Soit @ (x, D) un opérateur & coefficients dans B3 (R™), d’ordre
m, strictement hyperbolique par rapport & N =(1,0,...,0), tel que x, =a
et ©, = 0 soient réguliérement spatiaux, alors il existe une constante C telle que

1 1

(111-2) U|Dau(a x’) |2 dw’ 2g0§” | Q(@, D)u (2, ;de]
|a|Sm—l

Rrn—1 =r=<a
pour toute u € E (R, D (R1)).
Cest & cette inégalité (111-2) que nous nous référerons en parlant
d’inégalité d’énergie.
On va noter 3, et 3, les composantes connexes du bord > de £, et
démontrer le théoréme de traces suivant

1
2

+ 2 [f | D*u (0, 2') |? de’

|a|=m—1

rn—1

PROPOSITION IIL-L: Soit y=pi, ., yme1; Yoy ey ¥3_yy OVEC ¥} @ =

By _
=8—:;2i pour toute €D (L), alors y se prolonge en un homomorphisme
1
m—1

surjectif de H(Q, Q) sur II H™-1(Z,) < II Hm—j—l ().
i=0 '
DEMONSTRATION : La proposition est évidemment équivalente & la sui-
vante : y¢, défini sur D (£,), se prolonge en un homomorphisme surjectif de
m—1
H,(Q, Q,) sur II H™-1(Z,). Or on peut trouver un difféomorphisme trans-
j=0

formant 2, en lui méme, 3; en v, =¢ et Q en Q, (», D), tel que x, =t
soit réguliérement spatial. L’inégalité (III-2) yontre alors la propriété de
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prolongement par continuité. Réciproquement on vérifie Pexistence d’un
relévement continu de la fagon suivante. Soit u;€ D (Z;), il existe f;€E (RY,
D (R"1)) telle que:

QD) fi=0

7 Ji = 6w
puisque ¢ est strictement hyperbolique et ¥; uniformément spatial. Soit

alors ;= vy (x,)fj, ol y vaut 1 sur un voisinage de [a,, a,] et appartient
a D (R*), on obtient, en tenant compte de @ (D)f; = 0.

(I11-4) | @ (D) 5]| < C || fill gm-10z,

[e]

(IT1-3)

ol B, = @ > R*=1, On transforme alors I1I-3 par le difféomorphisme
déja employé, soit & I'image de B,; et g 'image de fj, on a

(ILI 5) Il /3 “Hm—l(Bo) < Cly ||Hm—‘(A) .
D’autre part soit A—=An{r;x, <t} et AFr=An{x, >t. On a

19 lzrm—sam) = sss(l;,pt) |al£m—-1 1 D29/, = 8 || 2y -
En utilisant alors (ITI-2), et les inégalités analogues sur A+, il vient,
compte tenu de (III-5), et (IIL-4)

QD) & < €|l usll gm—sy—1 -

D’ou en répétant ce raisonnement pour j=1,..., n, et par ‘combinaison
linéaire, ’existence du relévement cherché (on a utilisé l’existence et l’uni-
cité de f;).

REMARQUE. Dans le cas ol £ est une bande spatiale, c’est-a-dire ot
X, et 2, sont des hyperplans, on peut généraliser les résultats ci-dessus
au cas ol @ n’est plus strictement hyperbolique.

D’abord, sans restriction sur ¢, la détermination des traces sur un
hyperplan des fonctions d’un espace du type H,(Q,£) se raméne i un
calcul d’intégrale (Hormander [19], th. 2.2.8). L’utilisation de cette méthode
pour des opérateurs d’ordre élevé, méme strictement hyperboliques, est
assez compliquée.

D’autre part pour des opérateurs proprement hyperboliques on a des
inégalités d’énergie analogues a celles du lemme III-1 (G. Peyser [33]) qui
permettent d’obtenir assez rapidement (toujours uniquement si {2 est une
bande spatiale) des espaces «encadrant» les espaces de traces, sans toute-
fois que des encadrements généraux non triviaux (sauf pour @ strictement
hyperbolique !) puissent s’obtenir facilement.
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111-1-3 : Interprétation du probléme de Dirichlet.

N. B.: Dans ce paragraphe on utilisera la remarque finale du paragra-
phe III-1-1, et on supposera donc dans les démonstrations ¢ homogene,
sans perte de généralité pour les résultats.

Dans le cas ol 2 vérifie ITI-1 on peut donner une caractérisation plus
simple de H (Q, ) que celle qui est donnée au paragraphe I-3-4.

ProrosITioN III 25 Si 2 vérifie (I11-1) et Q est strictement hyperbolique,
H(Q, Q)= {u;ue H"1(Q), Q (D) uc L?(2)}.
Autrement dit, avec les notations de I-3-4:

H(Q, Q)= H(Q, Q.

DEMONSTRATION : Il faut construire un prolongement & £, des fonctions
du deuxidme membre qui soit dans H,(Q, ;). On notera H (Q, &) 1o deux-
ieme membre, soit uEﬁ(Q, Q) et pe(R) avec 0 <<y <1, y(x,)=1 pour
2, =>b,, y()=0 pour x < a, alors yuc¢ H (@, £2). Considérons les trois
fonctions p, (yu) (), v = E « p, [Q (D) (v u)l, w = B » Q (D) [p, (ww)] de L2(R),
on remarque que p,(yu) et w coincident sur £, ('unicité du probléme de
Cauchy) et que v et w coincident sur £ puisque E a son support dans
I'(Q); enfin ve H,(Q, 2, d’aprés les résultats du chapitre II. On a trouvé
ainsi un prolongement de yu, on peut construire d’une maniére analogue
(en prenant la solution élémentaire de ¢ a support dans — I'(¢) et en
tronquant un prolongement de (1 — ) u).

Apres avoir donné cette caractérisation plus simple des fonctions de
H(Q, Q)= Y (P, ), on peut donner l'interprétation suivante du probléme
de Dirichlet dans Q.

ProrosITION III-3 (probléme homogéne): H,(Q, £2) est le noyaw de p
dans H(Q, ).

DEMONSTRATION : Soit Y le noyau de y, H,(Q, 2)c Y. Pour vérifier
Pinclusion opposée on vérifie d’abord facilement que si u € C)’(n(Z)(ﬁ) alors
Q (D) (pyu) € L? () et que

|| @ (D) pou||zzey = || @ (D) v ||z -

() p, désigne le prolongement par 0 & lextérieur de 2 des fonotions de L2().
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Compte tenu du fait que @ (£2) est dense dans H (Q, £2) ceci entraine
que, pour toute w€ N, Q (D) (p,u)€ L?(L2,). Ce résultat, compte tenu de la
proposition I[-2 et du lemme ci-dessous, entraine facilement la proposition-

LEMME 111-2: H,(Q, Q) = {(u; u€ H(Q, Q), pyu € Hy (Q, D).

DEMONSTRATION : L’ensemble du premier membre étant visiblement
contenu dans celui du second, on vérifie seulement l’inclusion opposée. Soit

v € Hy(Q, £2,) avec supp v € !_), on sait (proposition II-2) que v = F s«w, avec

w= Q (D) ve L* (2, et supp wc Q. D’autre part on vérifie facilement que
si E— est la solution élémentaire de @ & support dans — I'(Q), v= E— «w.
Soit alors y la fonction introduite dans la démonstration de la proposition
II1-2, et ¢, €D (8, tendant vers V dans H,(Q, 2,), on vérifie en appliquant
I’inégalité (II-3) que (ywg,) est bornée dans H,(Q, £2,. Donec, par un raison-
nement standard de faible compacité, v, appartient & 1’adhérence de cette
suite donc de D () dans H,(Q, 2,), donc & H,(Q, 2). Le méme raisonne-
ment appliqué a (1 — y)u et utilisant B~ au lieu de E, montre finalement
le résultat.

REMARQUE : La démonstration de la proposition III-3 est évidemment
une adaptation & notre ecas particulier de la démonstration standard de ce
type de proposition. Si £ était une bande, cette proposition est alors con-
tenue par exemple dans la thése de Hormander [20], mais la démonstration
de [20], bagée sur un lemme faisant explicitement intervenir le fait que la
frontiere est un hyperplan, s’adapte difficilement & notre cas. De méme que
la démonstration analogue pour les espaces de Sobolev habituels ou 1’on
utilise linvariance par difféomorphisme de ces espaces.

On peut maintenant rassembler les propositions III-1 et III-3 en une
interprétation du probléme inhomogeéne.

ProPosiTION III-4 (probleme inhomogene): Pour toute distribution T €
m—1 m—1

H (Q, Q) et toute f€ II H™I—1(Z,)x II H™i-1(Z,) il existe u€ H(Q,L)
j=1 j=1

unique tel que
| PD)u= Q" (D) Q(D)u=1T

(III-6)
? yu=Ff.

I11-2: Régularité dans une bande spatiale.

III-2-1: Notations et lemmes préliminaires.
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Soit £ un ouvert de E", s un entier positif, « un multi-entier positif,
on utilisera les espaces

Vea(@, Q)= (T; D'TEH (Q,2) M1 A<ua, |1]|<s)

H, . (2) =/{f;DYel? Mih i<a, |[A]|<s

Upoa(@ Q) ={u; DueH(Q Q) M ri1<a, |1]|<s)
Ce sont des espaces de Hilbert pour les produits scalaires

(8, T)y, , = 3 (D'S, DTz

i<a

|a] s

(fy9s,a = é (DY, D*g)re
|l|;s

(w,v)y,, = 2 (D, Dv)g.
l;:lsgs

On écrira en abrégé V,(Q, Q), H*(Q), U,(Q, 2) quand « = (s, s, ..., 8).
D’autre part on notera a et b étant deux nombres réels

QF = (w; 2€ R", w, > a)
Q =|z; 2€R", v, < a}
B=|r; a < a, <b}.

On supposera de plus ¢ homogene dans tout le paragraphe III 2. On
va d’abord donner quelques propriétés des espaces introduits ci-dessus dans

le cas ou Q=Q;".
LeMME 111-3: (D(!-);") est dense dans Hs,a(.Q;").
DEMONSTRATION : On vérifie d’abord que I’ensemble
N=1{(yf; veD(QF), feH, o (D)

est faiblement dense dans H; , (Q;"). En effet si w,E(D(Sj;" ) converge vers
1 dans € (2}) en restant bornée dans %’(.Qf{), la suite (y,f) reste bornée
dans Hs_u(Qj'), donc admet une sous suite convergeant faiblement dans
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H; . (2F) et nécessairement vers f puisqu’elle converge aussi dans (7).
Ensuite il suffit d’approximer toutes les fonctions de X par régularisation
pour avoir le résultat.

LEMME IIT-4: Soit T€ V, ,(Q, 2F) et fe L*(Q}) vérifiant, QD) f =T,
alors f€ H, , (2.

REMARQUES: 1) on a écrit @ au lien de @Q* puisque @ est supposé
homogene.
2) ce lemme est un résultat de régularité pour le probleme aux limites

Q: L'(2H— H (Q,9D)
étudié au paragraphe II.2-2,

DEMONSTRATION : Nous utiliserons les résultats et notations du para-
graphe II-2-2. On sait déja que f est unique. Soit p7 un prolongement de
T a R* et v € D (R) valant 1 sur un voisinage de 0, considérons la suite

(f,) de fonctions de L*(2;) définie par
P

so=ea [P+ (v (%) 21)

un calcul direct montre que

¢ x
D f, = lz_”lp, m)(_i_) Di—n T”
Jo =g > o vE )P

Or D+ T ¢ H’ (Q, £2) quelque soit 1 vérifiant 1 << & et |1|<s; onen
déduit que (f,) est bornée dans Hg,,,(.Q;'" ) I1 y a donc une sous-suite qui
converge faiblement vers g € H,, a(.Q;*' ). Or g vérifie Q (D)g= T, donc g = f.

LEMME T11-5: @ (7)) est dense dans V, (Q, Q7).

DEMONSTRATION : (’est une conséquence évidente des lemmes III-3 et
IIT-4.

1I1-2-2 : Régularité dans la bande spatiale (1): La récurrence sur les va-
riables d’espace.

Le but de ce paragraphe et des prochains est la démonstration du
résultat suivant: si Q (D) est strictement hyperbolique par rapport & N =

10. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.



720 MaRrc AUTHIER : Probléme de Dirichlet

=(1,0,..,0) et homogéne, et si T€V,(Q,B) alors la solution unique
u€ H,(Q, B) de
QDPu=T

appartient & U, (Q, &) (proposition III-12, ci-dessous). On va démontrer ce
résultat par récurrence sur entier s, et en distinguant les variable z, d’une
part et x,, ...,x, d’autre part qui jouent un roéle différent. La méthode
employée pour les variables x;, k == 1, (variables d’espace) est le procédé

. . . 1 .
classique d’approximation de % par W (vx, » — 1), 7z, » translation paralléle
0 Xy

4 xr. Pour la variable #, on procéde en deux étapes d’abord régularité in-
térieure puis régularité au bord.

1
ProPOSITION IIL-5: Soit T'€ V, ,(Q, B) et j 5= 1, Vensemble —h—(Thj — T
est borné dans V,_, 8(Q, B) quand h parcourt E.

NOTATIONS : a) h; est le vecteur de R" de composantes h-éij .
b) Th]. est la distribution translatée de T par hj.

¢) B est le multi entier de composantes f; = a; — ol

DEMONSTRATION : 11 suffit de montrer que V,,(Q, B) est le domaine

Y du générateur infinitésimal 56; du semi groupe équicontinu des transla-
j

tions parallelement & «; dans V,—; ;5 (@, B). A priori ) est un sous espace
fermé de V, ,(Q, B). On vérifie d’autre part que D (E) c V. 1l suffit donce
de vérifier que D (B—) est dense dans V,,(Q, B). Soit v €D (R) égale a 1
pour |z, | << a 4 4, nulle pour |2, | =h — J (on suppose 0 < d <<a<b)
soit alors w\T le prolongement de v 7 par 0 en dehors de B, & QFf. Ona
ﬁe Ve a (Q QF), en effet on vérifie

~ \
D'y T)= 3 ¢q 9@ DT

il suffit donc de montrer que T € H’(Q, B) entraine 1/1\ T¢e¢H (Q, Q;" ). Ou
encore que

sup [Cy T, ¢ )|

pea@t 12D ¢l

<+ oo

Or
<o T, 00 | < || Tz < || QD) v ¢ ||z
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car y @ € D (B). En calculant @ (D) [y ¢] et en appliquant P’inégalité (I1-2)
sur (a, -+ oco) puisque ¢ est nulle pour x, = a, on trouve

QD) y@lu<0] QD el

d’olr le résultat annoncé. Mais alors d’aprés le lemme IIL-5, il existe une

suite gn €D (@;" ) dont la restriction & B converge vers y T dans V, , (Q, B).
On peut faire le méme raisonnement avee (1 — y) T et £, d’our la pro-
position.

REMARQUE : Au cours de la démonstration précédente on a montré que

LEMME II1-6 : 8i T€ V, .(Q, B) et supp TcB\ Q}_; alors T€V, ,(Q, Q).
[ 7 s

Dans 1’énoncé suivant » désigne la solution dans H,(Q,B) de Q*D)u=1.
Les autres notations sont celles de la proposition précédente.

ProPoSITION III-6: Soient les propositions
A) TeV,_,,5(Q, B) entraine u€ U, 4 (@, B)

B) T€ Vs ,(Q, B) entraine u € U, o (¢, B)
alors A) entraine B).

DEMONSTRATION : A) entraine que ¢? (D) est une bijection de H,(Q, B)n
N U1, 5(Q, B) sur V,_1,4(Q, B). Comme H,(Q, B)N U,—y,45(¢, B) est un
sous-espace fermé de U,_,, z(Q, B) (noyau de y). On a une inégalité de la
forme

N llvys, =< CN T 7oy

D’autre part %‘(uhj — u) est solution dans H,(Q, B) de

@DV = (T, — 1.

On a done

I‘ % (upj — u)

1
go|'7<Th,.—T>

Us—1,8 Va1,

1
La proposition II1-5 entraine alors que v, == — (uz; — u) est bornée dans
h 2

U,—1,5 (@, B) donc par un argument de compacité faible joint au fait que

vy, converge vers %;T& dans @’ (B), g—wu € Us—1,p (@, B) soit ue U, (@, B).
J ]
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ProrosiTION III-7: (récurrence sur les variables d’espace). La proposi-
tion: T€ V,_1(Q, B) entraine u € U,_,(Q, B), entraine la proposition: T €
€V, (Q, B) entraine w€V, ,(Q, B), avec y, =8 — 1 et y;=23 pour j = 2.

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer la proposition précédente & tous
les indices j = 2.
II1-2-3: Régularité dans la bande spatiale (II).

La récurrence sur la variable temps.

On va maintenant eétudier le comportement des dérivées par rapport &
z,, d’abord & lintérieur, puis au bord. Les notations sont celles du para-
graphe précédent, y désignera une fonction de D (Ja, b [).

ProOPOSITION III-8 : La proposition: T € V,_; (¢, B) entraine u€ U,_,(Q, B)
entraine la proposition: T € V, (Q, B) entraine Q* (D) [x (x,) u] € V,(Q, B).
DEMONSTRATION : D’apres la proposition précédente il suffit de montrer
que 5(20— Q* (D) [x u] € Vi—1 (@, B). En calculant explicitement cette quantité
i
on voit qu’il suffit de montrer que, pour « + §=0:

d 4@ . 6°Q
- . Dyue V,_ , B).
axi 35'1" ) 65'19( u I(Q )

Le terme o = 0, §# = 0 ne pose aucun probleme. De méme que les
termes tels que « + f# =3, en effet opérateur différentiel est alors d’ordre
inférieur ou égal & 2 m — 2, U,_; (@, B) € H*+™% (B) et H*—™ (B)c V,_,(Q,B)
comme on le vérifie facilement. On peut encore éliminer les cas o =2, f =0
et a =0, $ =2 de facon évidente. Il reste donc «a =10, f=1 et a =1,
f=1. Dans le premier de ces deux cas on a en tenant compte de I’ho-
mogénéité de Q.

_Q2u_z_‘9_aQ

ox; =2 8 T 3 &k

Qu

Or d’aprés la proposition III-7 tous les termes du second membre sont
dans V,_;(Q, B). Dans le cas « = 1, § =1, on écrit la méme décomposi-

tion et on utilise le fait que g—Q opére de H*!(B) dans V,_; (@, B).
1

PROPOSITION III-9: Sous les hypothéses de la proposition précédente
xu€Us(Q B).
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DEMONSTRATION : Z\“ appartient visiblement & H(Q, .Qj). D’autre part
d’apreés la proposition précédente et le lemme I1I-6, on a QD) [yu] € V4(Q, 2F).

Donc d’aprés la proposition ITI-4: @ (D) [yu]le H* (Q;" ), comme elle est nulle
au bord elle appartient a H, (Q;"), donc d’aprés un résultat classique ([19],

Th. 563, p. 139) yu = E« Q (yu) appartient a U, (Q, @), donc yue
H,(Q,B)n U, (§, B).

Il nous faut maintenant, aprés ce résultat de régularité intérieure, étu-
dier le comportement des dérivées par rapport a x, au bord de B. Soit
alors y € € ([a, b]) une fonction valant 1 au voisinage de x, = a et 0 au voi-
sinage de x, = b, on pose:

v=yu, g=¢D)v, S=Q(D)gy.

Le raisonnement de la proposition III-8 est encore valable ici, donc
Se V,(Q, @), dot, d’apres le lemme IIT-4, g€ H'(2}) et v= Exg. Pour
que v € Uy (Q, B) il suffit que v € H*t™—1(B) et Q (D) ve H*(B). Nous allons
montrer

PROPOSITION III-10: Soit T€ V,(Q, B), u€ H,(Q, B) tels que Q*(D)u=
=T, vy, v, 9,8 les fonctions et distributions définies ci-dessus, si u € U;_, (@, B),
alors v e U, (Q, B).

DEMONSTRATION : v appartient & U,_; (@, B), en effet u appartenant a
H,(Q, B), v appartient & H,(Q, B). La proposition III-7 nous montre alors
que v appartient & Hypm—y, o (B), avec 6 =(s+m —2, s +m—1,...,s +m —1).

"y
0" Y e @1 (B)

m
1

puisque d’autre part @ (D)v = g € H*(B). On peut supposer que le coefficient
m
de

Il suffit done, pour démontrer la proposition, de vérifier que

— dans @ est 1 (il est certainement différent de 0), on a alors

1
om v
W;— QD)yv — R(D)v
R (D) est un opérateur d’ordre m dans lequel les dérivées par rapport & x,
sont d’ordre m — 1 au plus, donc v € Hy, 1, ,(B) entraine que K (D)v ap-
partient & H*-1(B). D'l le résultat cherché.

111-2-4 : Théoréme de régularité.

On peut d’abord récapituler les propositions III-7 & III-10 dans la
proposition suivante
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PROPOSITION III-11: Soit T € V,(Q, B), st u€ U, (@, B) alors u€U,(Q,B).
Il suffit alors d’un raisonnement par récurrence 2 partir de s =1
pour obtenir la proposition

PROPOSITION III-12: (théoréme de régularité): Soit T €V,(Q, B) et u€
H,(Q, B) tels que Q*(D)u =T alors u€ U,(Q, B).

III-3: Régularité: ouverts de type futur.

I11-3-1 : Cas du demi-espace.

Le probléme de la régularité du probléme de Dirichlet pour P (D)=
Q*(D), @ strictement hyperbolique par rapport & N = (1,0, ..., 0) homogeéne,

dans Pouvert £,
Q= w50, >0}

se subdivise en deux probldmes de régularité d’apreés la proposition II-2 et
son corollaire

(III-7) — régularité de @ (D): H,(Q, Q,)) — L*(Q,)
(I11-8) — régularité de Q(D): L?(2) — H’(Q, Q).

Le probleme (III-8) est traité dans le lemme III 4, il suffit donc d’étu-
dier 'image de H*({,) par P’application

f—E=xp,f.

PropPoSITION III-13: 8i fe H*(£2,), E+p,f€ Uy (Q, Q).

DEMONSTRATION: 8oit a > 0 et w€e(R) valant 1 pour x, = 2a et
nulle pour x, << a. On vérifie d’abord que g = @ (D) (yu) appartient a
H; (QF). En effet

B
Drg=5c,p,v® 8&5’? [E+Drf]
1

0% Q

8¢t
effet en appliquant (II-3)

et si f€ L2(Q,), (D)(E *f)€ L?(B), ot B est la bande 0 < @, < 3a, en

88 Q)
o8

(B » @n)

2
g()/‘(wi——m)ﬂ%}”dm
It
B
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ot (p,) est une suite de fonotions de D (2]) convergeant vers f, d’od le
résultat cherché par un argument de compacité faible.

On en déduit que Q(D)wEH‘(Q;'”), ol w = (1 — y)u. D’autre part w
est solution dans H,(Q, B) de @Q*>(D)w =8, o § est une distribution de
Vs(Q, B), donec d’aprés la proposition III-12 w € U,(Q, B), et son prolonge-
ment par 0 3 Pextérieur de B est dans U,(Q, 27), de méme que yu=Exg.
La proposition est donc complétement démontrée.

On en déduit

PROPOSITION III-14: (théordme de régularité): Soit TEV,(Q, 2, et
u€ Hy(Q, Q) tels que Q*(D)u = T, alors u€ U, (Q, 2,).

REMARQUE : La méthode utilisée ici, basée sur des inégalités & priori
L2, ne donne pas pour les fonctions indéfiniment différentiables le meilleur
résultat de régularité :

FEC@)NH' (Q, Q) =—>uel(2)n Hy(Q, Q)
mais seulement
FEDpa (D) =>u€ D1 (A0 Hy (Q, Q)

puisque les ouverts considérés ici sont non bornés.

II1-3-2 : Contre exemple et généralisations.

Tous les résultats obtenus jusqu’a maintenant dans ce chapitre ont trait
4 des situations o la régularité du second membre se transmet & la solution.
On va voir maintenant que ce n’est pas toujours le cas. Pour cela on va
prendre un ouvert de type futur dont la frontidre a des points caractéri-
stiques. On sait que le probldme III-8 est toujours régulier (i.e. T €V,(Q, £2)
entraine o, (F«pT)€ H,({), il reste seulement par suite 3 étudier le pro-
bléme III-7.

ExEMPLE: Soit dans R?, @ Dopérateur deg cordes vibrantes

82
dx oy ’
et 2 un ouvert de type futur, contenu dans {(x,y);2 4y > — 1}, dont la
frontidre coincide pour |x| et |y| inférieurs & 1 avec y = &3 Soit alors
1
@ €D (R) une fonction valant 1 pour |#|<< - nulle pour |¢|>=1. On va
étudier le probléme III-7 avec comme second membre f€ H*(£2) quel que
goit k >0, définie par ,
F @ y) = 0,5 (9@ Pu)

z Y
11 suffit de calculer E # f(x,y) = f f 0, [® (8) ¢ (1) ds dt.
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1
On vérifie alors facilement que pour |y| < 5 et =1 par exemple

2

:—2[11}' « f](w, y)=—;’—y—2/3 qui n’est pas localement de carré intégrable. On
y

a donc un exemple de second membre appartenant & H* pour tout k et pour

lequel la solution n’appartient pas & Hp. .

REMARQUE : On peut chercher les conditions sur 642, 2 de type futur,
pour qu’il y ait régularité. Sans faire une étude générale on peut remar-
quer que l’exemple ci-dessus est caractérisé par le fait qu’il y a des carac-
téristiques entrantes (donc pas de @-convexité). D’autre part on vérifie
facilement a ’aide d’intégrations explicites dans le cas ou () est ’opérateur
des cordes vibrantes que c’est le seul cas ol la régularité C> ne se con-
serve pas.

Oe dernier résultat (régularité C>) est susceptible de généralisations
partielles en utilisant les résultats de Treves Zerner [44].

CHAPITRE IV

Dans ce chapitre on étudie un espace du type Sobolev, mais 1ié
4 une seule dérivée partielle 62—::}5, et seulement dans R2 I’intérét de
cette étude est de permettre une interprétation plus complete du probléme
de Dirichlet pour un ouvert borné du plan (Chapitre V). Le point essentiel
du chapitre est le théoréme de trace démontré en IV-2.

Le paragraphe IV-1 contient essentiellement les préliminaires nécessaires
au paragraphe IV-2, Les résultats de ce chapitre se généralisent pour la
plupart & R", ils ont été annoncés, pour n quelconque, dans [1], les démon-
strations sont techniquement beaucoup plus compliquées. Cette raison et
le fait que nous n’utiliserons que le cas n = 2 expliquent que nous nous
limiterons dans le présent chapitre au cas du plan.

1V-1: Espace W om) (42), généralités.

IV-1-1: Préliminaires et définitions.

Avant de donner la définition de l’espace fonctionnel étudié ici, on va
rassembler en un lemme deux inégalités classiques qui, ainsi que (II-4) et
(I1-5) seront d’un usage constant dans ce chapitre.
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LEMME IV-1: p et q étant deux nombres réels vérifiant 1 < p < -+ oo
1
et —+4+ — =1, on a:
(4 q
a) Soit ¢ une fonction de classe C' sur un intervalle U de longueur d,

nulle aux extrémités de U, alors quel que soit y€ U:

(IV-1) |wmvgdm[wuavu
U

b) Pour tout k€| R\ {0}, et toute p € D(R) on a:
P r
(v-2) [eir@prars ()| el @l e
B B

On peut trouver une démonstration, des variantes, et des références
concernant ces inégalités dans Morel [32] p. 329-340.

Soit maintenant m = (m, , my) un couple d’entiers positifs, £ un ouvert
de R? p vérifiant 1 < p < -} oo, on pose pour toute ¢ €D (L)

» p
dx dy]

emnmw=w "

Q

mm—,‘l’(x,y

définissant ainsi une semi-norme sur ) (Q).

On voit facilement que c¢’est en fait une norme.

En effet, par exemple, soit 4 un ouvert borné contenant le support
de ¢, il existe C(4) telle que:

” 'd ”LP =< U (4) ¢ (m, p, Q) (¢)

(application répétée de IV-2),
Ceci nous permet de donner la définition suivante :

o
DEFINITION : On désigne par W,Sm)(!)) le complété de D (L) pour la
norme o (m, p, £).
Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, on notera

e (m,p, 2)(p)=|| @ |[m

o
On #’interessera exclusivement au cas ol Wé”” (£2) est un espace de
distributions. Une condition suffisante pour cela est que £ soit contenu
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dans un demi-plan de la forme
TOF = {@,9); o+ y > a
T =@ y;e+y< d
O =y e —y> a)

T =z, y); x—y < a}

On le vérifie par un raisonnement identique a celui de la proposition I-3.
La remarque 2 suivant cette proposition montre que cette condition est
nécessaire si (2 est convexe. Dans la suite nous supposerons toujours que
2 vérifie cette condition et méme, sauf §’il en est autrement précisé, que

Qctot —@q.

IV-1-2: Propriétés élémentaires.

Nous allons donner rapidement quelques propriétés générales de ces
espaces. La premiere de ces propriétés met en évidence une des différences
essentielles avec les espaces de Sobolev clagsiques.

PROPOSITION IV-1: Soient 2,8, U, U’ quatre owverts de R? avec

Qc U, &c U’ soit a un difféomorphisme de U sur U’ appliquant Q sur £,
de la forme
n: (0,9 > 7 (@, y) = (X (2), Y(y).

Le transporté par n " de ﬁ’p(m) (£2’) est isomorphe a ﬁ’,,(m)([)) (en tant qu’e-
space normable).

Cette proposition est évidente en écrivant explicitement la norme dans
les deux espaces.

On voit alors que les seules propriétés d’invariance de ces espaces,
données dans la proposition précédente, donnent des ouverts ayant le méme
nombre de points caractéristiques de la frontiére, et avec la méme dispo-
gition. 11 sera donc impossible de transformer localement les ouverts en
demi-plans, procédé fréquemment employé pour I’étude des espaces de
Sobolev habituels.

o
On va maintenant décrire une classe de multiplicateurs dans W,fm) (8.
Soit £ un ouvert de R? et (w,, y,) € 2, on pose

Axy, Yo, 2) = inf | @y — 8|
{8 t) e 32, t=1yot
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et

(%, 3/079): inf Iyo—tl-
(&, t) € O 2y 8=m}

Soit alors o = (x,,a,) € Z*, on pose A(x,, y,, Q) = i% (xy, ¥, Q).
uo (24,9, ). On a alors.

PROPOSITION IV-2: Soit 2 wun ouvert borné trés régulier (*), M wun
point de 952, 0 ume fonction vérifiant.

OEC (2 \_[M)), et il ewiste un voisinage V de M tel

que pour tout 8 << m, on ait
(IV-3)

sup | A7 (2, y, Q) D* O (2, y) | < + oo.
(x,v)e¥VnQ

Alors la multiplication par 0 est une application linéaire continue de

W?;” (2) dans lui-méme.

DEMONSTRATION : On commence par vérifier qu’il existe une constante
C telle que pour toute @ €D (£2) on ait

(IV-4) [l A= (@, y, Q D@ (@, y) |Pdedy < O || @ ||@m)
a

pour cela on applique de facon répétée I'inégalité de Hardy (II-4). D’autre

part sur 2 on a
D"O )= 23 ary D¥0 D" *¢p

k=m

il suffit done de majorer en fonction de || ¢ ||2, les intégrales

I ((p)=f]1)"9D’"‘"(P|p dx dy.
2

Or d’aprés (IV-3) et ’inégalité de Holder, il existe M tel que

Ik(qo)sMpflA""(w, Yy, Q) D™ @ |? da dy
Qnvy
i [1mormatars
Q\Y

(%) 9 trds régulier: Q2 est une variété Co et £ est d’un seul co6té.
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d’ot d’aprés (IV-4) et 2 étant borné

Lip<0l|e|*r

(m)

ce qui achéve la démonstration.
o
Soit maintenant £, un ouvert contenu dans Q, W,,(m)(!)l) g’identifie de

A

o N
facon évidente a un sous espace fermé de WIS’”’ (£2), en prolongeant les fone-

L}
tions de Vf’,ﬁm) (82,) par 0 dans 2\ £, . Supposons maintenant que 2= .Ul £,
]=

& o
P’espace de Banach X Wp(m) (42;) est un sous espace vectoriel de V%’")(Q)
j=1

muni d’une topologie plus fine que la topologie induite par ce dernier. On
va donner des conditions suffisantes simples pour que ces deux espaces
coincident. Ce qui nous permettra dans la suite de «localiser » un certain
nombre de problémes.

ProPOSITION IV-3: Soient Q, et £, deux ouverts bornés trés réguliers,
Pégalité
o o o
W™ (@, u Q) = W™ Q) + W,™ (2y)

a liew sous Dune quelconque des trois hypothéses suivantes :

a) 2,092, =C)
b) 3(Q1\§2)03(Q2\§1)=®

6) 02,n058, est un ensemble fini et en chacun de ses points 882, et
4 8, ne sont pas tangents.

DEMONSTRATION : On posera 2=, U Q2,. On remarque d’abord que
le résultat est évident sous les hypotheses a) et b) et que ’on a toujours
Yinclusion topologique du second membre dans le premier. D’autre part en
utilisant le résultat sous ’hypotheése b) on peut se ramener & un voisinage
arbitraire ¥ d’un point a de § £, N g £2,. Enfin, en utilisant la proposition
IV-1, on se rameéne au cas: a =20, § 2, = {(#,y);y = A} et § 2, la droite
perpendiculaire (sauf si § £, est caractéristique en a sans que 9 2, le soit,
mais ce cas se traite de facon analogue).

Soit alors 0 définie par
x + Ay\?
y—Axw

prolongée classiquement par 0 et 1. 6 vérifie les hypothéses de la propo-

6 (z, y) = exp

o
gition IV-2 et opére donc continuement par multiplication de W;,"') fnvy)
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o
dans W,Sm) (2,nV); de méme 1 — 6 opére continuement par multiplication

0o
de W™ (20 V) dans V?’,Sm) (2,0 V). On en déduit immédiatement le résultat
cherché.

Pour en terminer avec ces quelques propriétés générales de V(iflﬁm) (2),

donnons quelques résultats sur son dual. &;m) (2) étant un espace de distri-
bution normal, son dual est également un espace de distributions normal.

D’autre part, pour 1 < p < -+ oo, Vf’,,(m) () est réflexif puisque ’application:
D™y — D™ u

est un isomorphisme de V?’ém) (Q) sur un sous espace fermé de L?(£). Le

]
dual de Wp(m) (2) est done lui aussi normal et réflexif. D’autre part en
transposant 1’isomorphisme précédent on obtient un homomorphisme surjectif
de norme 1

D™ 14— V?’,Sm)(.Q)]’.

On notera en conséquence
7 m Qv (—m)
(W™ (Q)) = Wq ™ (D).

IV-1-3: Cas d’un ouvert de type futur.

Ici il s’agit bien entendu d’un ouvert qui avec chacun de ses points
(%, Yo) contient le quart de plan > x,, ¥ >>y,. On énoncera les résultats
dans le cas ou 2= @G (défini en IV-1-1).

PROPOSITION IV-4: Soit L* (R™) le sous espace des fonctions de L?(R")
fm|
nulles sur R*\_@G. Soit Y,, la solution élémentaire de Gam Gy a support

dans {0} v G, alors
W (6) = oa[Ym *T# (BY)

DEMONSTRATION : Cette proposition, analogue a la proposition II-2 se
démontre exactement de la méme maniére en utilisant l'inégalité (1I-5) au
lieu de l’inégalité (II-3).

. ) olel
COROLLAIRE : Pour tout s <<m (c'est-a-dire 8, << m, , 8, <" my) prow

o
est un isomorphisme de V(i)ﬂ,(m)(G) sur W(@).
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DEMONSTRATION : Evidente puisque Y, = Y,,_,* Y,

REMARQUE: Ces résultats constituent des généralisations pour p == 2
de résultats du chapitre II, on pourrait se demander si le chapitre II en
entier ne pourrait pas se généraliser pour p == 2,

Ceci n’est pas possible, en effet une conséquence des inégalités & priori
utilisées dans le chapitre serait l’existence d’un type d’inégalité a priori
pour tous les opérateurs hyperboliques homogeénes dont Littman [28] a
montré, dans le cas de opérateur des ondes, qu’ils n’étaient valables dans
R"® avec n > 2 que pour p = 2.

IV-2: Espace W,™ (%), théoreme de trace.

TV-2-1: Hypothéses et notations.

Nous allons étudier les traces des fonctions de Wofzfm) (£2) et de certaines
de leurs dérivées sur des arcs fermés I’ qui seront, dans le chapitre sui-
vant, des bords d’ouverts bornés dans lesquels on posera le probleme aux
limites.

Avant de donner des hypothéses plus précises sur les arcs I, on peut
faire une remarque que nous utiliserons systématiquement sans le rappeler
3 chaque fois, dans les démonstrations. Si I'c £2, on peut en fait remplacer
Q, par n’importe quel ouvert contenant £, en particulier prendre pour 2
un pavé, ou bien prendre 2 = G.

Nous supposerons que I" est un arc 0=, bord d’un ouvert trés régu-
lier borné. D’autre part, en désignant par =, et n, les projections

7yt (@ Y) > (@, 0)
7 - (@, y) I—> (0, 9)

et par U;; ¢ = 1, 2, le plus grand ouvert de I" ot n; est un difféomorphisme
local. On supposera que U; n’a qu’un nombre fini de composantes connexes
et que les contacts de I' avec les tangentes paralleles & Ox et Oy sont
d’ordre fini.

Dans la suite de ce paragraphe on supposera toujours les hypothéses
précédentes vérifiées.

REMARQUE: Ces hypothéses sont en particulier vérifiées si I est a Ia
fois le bord d'un ouvert borné trés régulier et ’image par un difféomor-
phisme du type indiqué dans la proposition IV-1 d’une variété analytique
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réelle. Ceci est a rapprocher des propriétés dens ensembles analytiques réels
étudiées dans [31].

o o
On notera W,,["”](U,- )y t=1,2, Despace de distributions sur U; cons-
truit de la facon suivante: sur chaque composante connexe U; ; de U; on
considere lespace transporté par ;! de l’espace de Sobolev habituel

o
sz [7 (U;,2)], et on fait la somme directe de ces espaces.
Si on se donne un paramétrage régulier de Varc I’

ti— (@ (?), y ()

o .
on peut interpréter, sur chaque composante U, ,;, W,,[""](Ui) comme un
espace de Sobolev avec le poids |’ () |'—*7.

IV-2-2: Théoréme de traces: cas particulier m, = 0.

On supposera toujours m, <<m, et on va commencer par donner le
théoréme de traces dans le cas particulier ot m; =0 (et m, > 0). On po-
sera pour toute fonction ¢ €D (£2), y; ;¥ la fonction de <D (I") restriction a
8“+fq)

de PP

ProPosITION IV-5: Lapplication y = (yo,0y Y0,1) +- y Yo,m—1) 8€ prolonge

o m—1 o
en un homomorphisme surjectif de W,,(O’ m () sur kI_IO W,,[O;I](Ui).

DEMONSTRATION : On a d’abord, en désignant par U,,; les composantes
connexes de U,, par k un entier inférieur ou égal a m — 1 et par ¢ une
fonction de D ()

» 1/p
dw] .

17028l porngy =3 [ [
71 (U1, )

k

%y—i’ (2, yn (2))

On applique alors les inégalités (1V-1) et (IV-2) (en supposant que £2
est un pavé, cf. § IV-1-1), et on trouve

L

IW(””’("’” Taw< 0| p |2 .

71 (U1, )

On voit donc que y se prolonge en une application linéaire continue

m—1
de W,*™ (@) dans II W,%"(U,).
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o
On vérifie ensuite que y[Wp(o’m) (£2)] est dense, et méme, en fait qu’il

m—1
contient II D (U,).
11 reste donc seulement & vérifier que y est un homomorphisme, ou
encore que y, » est un homomorphisme de V?’,f"' ™ (Q) sur W (D).
Soit « €D (U, ), o sécrit de maniére unique o= fomn,, avec fE
D[n,(Uy,n)); soit alors y€D(R) valant 1 au voisinage de =, (I'), et 0eD(R)
k

défini par 0 (y) = v (y) ‘Z—i La fonction ¢ définie par

@ (®,y) = B (2) 6 (y)

vérifie y,,x ¢ = «, et, en posant C =|| 6 ||me(R)
e llom = O flafl i

ce qui acheéve la démonstration de la proposition.
On peut donc maintenant supposer m, et m, tous deux non nuls.

IV 2-3: Théoréme de traces: cas général.
On va d’abord démontrer la proposition :
PRrOPOSITION 1V-6: L’application y, o se prolonge en un homomorphisme

Qr (m o my; 2 ma;
de W, (Q) sur W™ 1 (T,) + W™ (T

DEMONSTRATION : Elle est assez longue.

A yo,0 8¢ prolonge en une application continue: cas m, < m,.

Supposons que 0€I'\ U,, soit u,€D (L) valant 1 sur un voisinage
de 0 et telle que supp u, < U,, considérons alors les trois applications dé-
finies sur D (2):

m—1 gk 8"()7
Ty gy, —py & 200
0 @ Yo l‘ok=0 k! oa*

0, 9)
Uy: @ 1= 0y = puyp — v,

Vo: ¢l—=> 20 =1 — o) -
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o
Ces trois applications sont continues de W,,("') () dans lui-méme, en effet
il suffit de le vérifier pour 7, et

ak—|—mg @

Il wo lmy < € oa* Gy

k=m;—1

0, )

LP

d’onr le résultat par application de (IV-1) et (IV-2).
D’autre part on peut répéter la décomposition précédente au voisinage
de chacun des points (isolés et en nombre fini) de I'\ U,. On obtient

ainsi trois applications continues de V%m) (Q) dans lui-méme, définies sur
D (Q) par
T: pl=>yp=23vy;

U: pl—>606=206;
Vigl—>y=2%=¢—0—y.

On va étudier séparément les traces des fonctions vy, 6, y.
a) supp yNI'c U,, la trace y,,y de y sur I' appartient donc 3
D (U,), et on a sur la composante connexe U, ;, de U,

oot8 x
o gyf

7o oxllgmmm g = 2 Co (, ya (@)
»

at-p=m L () (T 1)

D’oii, en utilisant les inégalités (IV-1) et (IV-2) et puisque m,<<m,—1,
Pinégalité

8“"‘/9 % 0

sw g @ Y@ | =< Ol flm
d’ott finalement
(IV-5) 70,05 2 llomys 11 << O] 2 [y -

b) On a supp y,NI'c U,, et

Aama
” Y0, 0 Yo |l[ms;2] = H W [wo (@ (v), ¥)]

LP[ny(Ty)
8oit
(’)k-l-ﬂ(p
= 2 @ “——— 0
Froovollmsn = _ = aep || —zpz o)
0=p=<m,

d’ott en utilisant (IV-1), (IV-2) et en sommant sur les y;
(IV-6) | 70,0 ¥ llimas 21 < Ol @ [Jm) -

11. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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¢) On peut écrire

o — tym1 g

00 (0,9) = o (wr9) [ T TR gyt
0

D’autre part 6, est nulle sur I'\ U, on va donc chercher & montrer

o .
que yg,0 6, € W,,[m"]] (U,) et que sa norme dans cet espace se majore en
fonction de || @||m) . Il suffit pour cela de montrer que [y, o 60,] o 7, est
nulle en 0 ainsi que ses m, — 1 premiéres dérivées et que la norme de

cette fonction dans W," (R) se majore en fonction de || ¢ [m). Or

dk . o™ +k—a‘p
W[?’o, 0 6 0 7] () = ask f(’r — f)ymTe— wml ay"-“ ty (x)] dt

et, d’autre part, d’apres lihypothése fait sur le contact de I" avec x = 0,
on a

(Iv-7) |2a (@) | << O | |**

d’otr

d

aml-l—k—a
e (90,0 09 0 7y) (%) 7

dx™ 5?/" a

g0|w|sup

ce qui achéve la démonstration du premier point.
Pour vérifier le second on va seulement vérifier que ’on a bien

am

(IV-8) imm

0,
(¥0 8o © 7y) .

=< O @|lm

le raisonnement pour les dérivées d’ordre inférieur étant identique. En
écrivant explicitement les dérivations, tout revient a majorer

e fue

On applique d’abord linégalité (1V-1) & la fonction

i (wwwm P 4y @) ae | da
a 6.%"“ ayml_a ) y

n2my—a @

x
for ¥10 200) [0 — oot BT )
1
0
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puis (IV-7) pour k= m,, ce qui donne

Iagof

d’ott en développant (x — t)»»—2—1 et en appliquant l'inégalité de Hardy
(II-5) & chacun des termes de la somme :

a2m;-—a+1

»
(f+1 (¢, ) dt ’ dx

z
a—m, —_—tym—a—1 T
z f (@ ) gy
0

a2ml—a+1 @

IP< 0|t
= 89'};"1 8ym1—a+1 !

¥4

d’ou (IV-8) puisque m, << m, — 1 par application de (IV-2).
En regroupant tous les résultats analogues on obtient :

IV-9) | 70,00 Nl 1 << C || @ [[m) -

11 ne reste alors qu’d regrouper (IV-5), (IV-6) et (IV-9) et & appliquer

(2] (o]
la définition de la norme dans Vespace somme W.™'(U,)+4 Wi (1,
pour obtenir

(IV-10) Il 70,0 0]l < Cllem

VCI)’I[,"” ;1] (T + V?/I[)mg ;2] A

yo,0 86 prolonge bien en une application continue.

B yo,0 8¢ prolonge en une application continue: cas m, = m, .

L’espace somme est alors tout simplement W, (I'). Par une partition
de 'unité on peut se ramener au cas ol le support de yo o, ¢ est contenu
dans une composante connexe de U, et contient un seul point de I\ U,.
On peut prendre pour paramétrage de I’ au voisinage du support de y, o @

& —> (@, y ()

et supposer que le point de 1\ U, est l'origine, i. e. supposer y’ (0) =y (0) = 0.
Pour vérifier que

(IV-11) | @ [, y ()] Ilem1 < | ¢ llom

on va vérifier seulement que

(1V-12) H W o, y (@)

da™

, = Cll@llom
L
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les autres vérifications étant analogues. Or on a

PLEyd

Q@ , LOPLO
(OV-18) T o@yle)= 3 Jup@ pooghloy @+l @ Ly ),
p=m—1

les fonctions 4, 4(®) sont bornées, donc en appliquant (1V-1) et (1V-2) &
chacun des termes de la somme, on obtient

(IV-14) i Fa (@) awa 6yp

p=m—1

@, y ()]

=017l

I1 reste donc pour obtenir (IV-12), et par suite (IV-11) qu’a majorer
le dernier terme de la somme (IV-13). On écrit

0
[ f \|y y(x»pdx]”ps[ (am 22 oy )| dal
ayml ? Yy ) 83/’"1 ;y
" r 1/p
+| f v @2y o)

sur Dlintervalle ]0, «,], 7, est un difféomorphisme, on peut donc prendre y
comme parametre.

Le jacobien du changement de variable est |y’ (x)|, or puisque m, et
p sont supérieurs ou égaux a 1,|y’ (x)|#™~1 est bornée, donc

o™
oy™

Yy’ (@)™ (%, y ()

» 8 b 4
soﬂ o @), )| ay
0
il ne reste donc qu’a appliquer (IV-1) de la manidre habituelle puis (IV-2)
pour obtenir ’inégalité cherchée, d’ou finalement (IV-11).
En résumé, nous avons établi en A et B que yo , se prolonge en une

] o
application continue de W,™(2) dans W['"1 gy, + W),
Il reste donc seulement & montrer que ce prolongement est un homo-
morphisme surjectif.

C 50,0 €8t un homomorphisme surjectif.

11 suffit de vérifier que pour toute @ € D (') il existe D €D (Q)
telle que

Yo.0 =g
(IV-15)

|2l < Cll@|l opm;n
Wp

O [mg; 2]

() + Wy 2]
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Par partition de P'unité il suffit, pour vérifier (IV-15), de montrer que
8i @ a son support dans une composante connexe de U;, il existe P €D (L)
telle que

, ,00=¢
(IV-16)

(@l < Ol @ [ i1 -

En effet (IV-15) résultera alors de la définition de la norme dans
l’espace somme.

Le raisonnement est alors absolument identique & celui de la proposition
(IV-5). @ s’écrit de facon unique (en supposant ¢ = 1).

. (p=ﬂo.7';1

soit alors 0 € D (R) telle que 6 (y) =1 sur =z, (supp ¢), on prend

D (w,y) =B (x) 0 (y)

on vérifie facilement (IV-16) et ceci achéve la démonstration de la pro-
position.
On peut enfin énoncer
PROPOSITION IV-7: L’application y; ;, avec i<<m, ,j<<m,,i 4 j<<m,+
(o]
-+ m, — 1, se prolonge en wun homomorphisme de W,ﬁm)(!)) sur UVespace
. [e] P
v%gm]—z ; 1r( U) + W}[’m—; ; 2] (T
DEMONSTRATION : Le corollaire de la proposition IV-4 permet de ra-

mener de fagon évidente le résultant énoncé ci-dessus, soit & la proposition
IV6 si i<<m, —1 et j<<m, — 1, soit &4 la proposition 1V-5.

CHAPITRE V

Dans ce chapitre, on applique les résultats du chapitre précédent a
I’étude du probléme de Dirichlet dans le plan. On étudie successivement
les points suivants:

— définition d’un espace sans condition au bord

— caractérisation de l’espace des solutions par une condition de nullité
des traces

— compléments dans le cas des opérateurs d’ordre 4.
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V-1: Espaces W, () et Von(m) )2

V-1-1: Espace W ™ (9).

Comme nous l’avons signalé au paragraphe 1-3-4, on peut définir deux
types d’espaces sans condition au bord

W™ (D)= (weLr (2);39 28, 3ve W™ (), u = v/Q)
et

W™ (@)= (ue Ly (Q); Do ue L (Q),  a<m).

Et nous avons affirmé que ces deux espaces, qui coincident dans le
cas des espaces de Sobolev habituels et pour des ouverts suffisamment
réguliers (vérifiant une condition de cone par exemple), ne coincident pas
dans le cas présent. On a seulement l’inclusion évidente

Wy (@ Wi (Q)

Vinclusion opposée étant en général fausse comme le montre l’exemple
suivant :

EXEMPLE : Soit Q = ((x,9); 2 <y <1}, m=(1,1) et u(x,y) = x4
on a de facon évidente u € Wim (), mais % n’admet pas de traces dans H1(3£2)
au voisinage de 0, donc ne peut appartenir a Wz('") (). Cet exemple peut
ge généraliser facilement dans tous les cas ol 9%, de classe C!™!, a des
points caractéristiques isolés, sans changement du signe de la courbure,
avec p >1 et m = (1, 1).

REMARQUE 1: Il résulte de Vétude qu’a faite Strichartz [40] des espa-
ces analogues aux espaces de Sobolev pour les probléemes quasi-elliptiques,
et o il cherche des propriétés de prolongement de fonctions ayant certa-
ines dérivées dans L?, en remplacant la condition de cone classique par
des conditions appropriées, que cette condition se transforme pour W,}m) (£2)
en condition du « carré » aux points caractéristiques, i.e., approximativement,
que 2 doit contenir un cone du type (# — a) (¢ — b) > 0 au voisinage de
chaque point caractéristique (a, b) de sa frontiere.

REMARQUE 2: On utilisera ’espace W,,(m) (£2) (et les espaces H (Q, 2))
au chapitre suivant pour étudier un probléme inhomogéne, en donnant une

caractérisation de W™ (Q) dans W,™ (9Q).
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Soit maintenant 2 un ouvert borné trés régulier de R?, vérifiant Q¢ @,

on notera %ELP(G) le prolongement par 0 de %€ L?(£2). On munira d’autre
part W™ (2) de la norme

[ull=" inf o]

veWw Igm) (@), v/Q=u

qui en fait un espace de Banach. On peut alors remarquer que 8i Q2 = I"
vérifie les hypothéses du chapitre IV (IV-2-1), y=(yi ), i <<my, j<m,,

i4j<|m|—1, se prolonge en un homomorphisme de W,f"” (82) dans (non
indépendance de toutes les y; ;)  IT {ﬁ’ém‘_i‘” (U, + V%,Em'_";ﬂ (Ty)]}.
=m

Jj=mg
i< |m|—1

V-1-2: Caractérisation de VOV,,('”) (Q).

[¢]
On cherche & caractériser W,Em)([)) dans W,,(m) (£2) par une condition de
nullité au bord. On commence par vérifier:

LEMME V-1: Soit u€ L?(£2), une condition nécessaire et suffisante pour
o ~ o
que ue W™ (Q) est que ue W™(G).

DEMONSTRATION : La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer

qu’elle est suffisante, on remarque d’abord que I’on peut supposer que ua
son support dans un voisinage arbitraire d’un point de la frontidre de £,
soit (x,,y,) ce point et (a,b) le vecteur normal intérieur & 602 en (z,, y,).

Soit ¢ € D (R?) tel quefgdwdy:l et suppo C {(x,y); 2* +y* <1}, on

définit o, par
on (2, y) = n? e[n(x—a),n(y— D)

Pour n suffisamment grand gn#fc’ €D (Q), et converge vers % dans
o ]
W™ (@), done u € W™ (9).

PROPOSITION V-1: Soit Q2 un owvert borné trés régulier tel que I'= Q2

vérifie les hypothéses du paragraphe 1V-2-1, alors Woﬂ,(m) (82) est le mnoyau de y
dans W™ ().

DEMONSTRATION : Soit 9 le noyau de p, il est évident que W%p(m) (e N

~ [s]
Soit maintenant u € W™(Q) tel que y u = 0, on va montrer que u € W™ (G).
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Pour cela on vérifie d’abord, par régularisation, que si v€)’ (R") a son
support compact dans @ et toutes ses dérivées D* v€ LP(R") pour a << m,

alors vEWoflfm)(G). D’autre part, par partition de l'unité, on peut supposer
que % a son support dans un voisinage quelconque d’un point frontiére de

£. Alors, en utilisant le fait que D (2) est dense dans W,fm)(!)), la conti-
nuité de y,, et une intégration par parties, on montre que si yoou =0,

dans W)''(U,), alors ‘;—ZELP(R'»). D’ol le résultat par itération.

V-2: Problome de Dirichlet homogdne dans un ouvert borné tres régu-
lier du plan.

V-2-1: Particularités des opérateurs a deux variables.

L’intérét des opérateurs & deux variables est essentiellement contenu
dans la proposition suivante :

PROPOSITION V-2: Soit P (D) un opérateur hyperbolique & deux variables,
P,, (D) sa partie principale :
a) P (D) et P, (D) sont de méme force.
b) P(D) est hyperbolique par rapport & toute direction mnon caracté-
ristique.

DEMONSTRATION : Cette proposition est classique.

@) résulte par exemple du théoréme 55-8 de Hormander [19]. b) est
alors conséquence de a) et du fait que tout polynome homogéne & deux
variables se décompose en un produit de facteurs linéaires.

L’interprétation du probléme de Dirichlet pour un opérateur hyperbo-
lique positif et un ouvert borné du plan se raméne donc, quelque soit
Dordre des caractéristiques, au cas d’un opérateur homogene. En fait, nous
allons nous restreindre dans ce chapitre aux opérateurs n’ayant que deux
caractéristiques distinctes, et donc, aprés changement de variable aux opé-
rateurs P (D) de partie principale

Py (D)= D™ = D™ D™ .

L’espace U (P, £2) et alors l’espace fo,(m) (£2) pour tout ouvert borné,

nous le noterons Ho(m) (). Nous supposerons d’autre part dans tout ce para-

graphe que le bord I" de Q vérifie les hypothéses de IV-2-1.
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V-2-2: Interprétation du probléme homogéne.
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Soit (Bj)jes un systeme d’opérateurs définis sur la frontiere I' de £, y,

lopérateur de traces correspondant

Yy CD(?J)—>jg DI

On dira que (Bj)j s est un systéme de Dirichlet dans W™ (2) si Yg 86

o
prolonge par continuité dans W™ (2) et si W™ (2) est le noyau de v
dans W}m) (£2). Cest par exemple le cas de y dans la proposition V-1.

L’interprétation du probléme de Dirichlet homogéne pour un opérateur
hyperbolique positif P (D) de partie principale D>™ g’écrit alors (B;) étant

un systéme de Dirichlet :

le systéme P (D)u = T, y,u = 0, a une solution et
(V-1) une seule dans H (™ () pour toute distribution
T € H=™ (Q).

On va chercher #’il existe des systemes de Dirichlet comprenant un

opérateur et un seul d’ordre k, 0 <<k <<|m|— 1. Soit
t— (x (), ¥ (1)

un paramétrage propre de I, on désigne par —f; Popérateur
o

J 8
=z (t)ax

(V-2) —ym%.

~
v

(5]

Alors pour toute ¢ et toute y de D (2) on a

% p Bzw] 1[[6(;0 oy
V-3 y— - dedy = — | | =9 — -~ | dt.
(V-3) ”axay”’ P 3wy y 7 ) YT

On en déduit

al m | @ am:—ml (P a2m1 v
j-[axml aymn ay mg—my &pml oy™

} dx dy

=_1_2[

2 o=<i<om—1
r

—-3_. a]m]—zl(p ) a‘zlw
> dxmm—i. gymi—i g g gty

a|m[—~2l @ 0 621'/} ]
—_— axml—-l_ay’m,;—l a’; al x 81 Y
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En appliquant Pidentité précédente & w = u et en utilisant la densité

de O (2) dans W,Em) (Q) ainsi que la continuité des deux membres, on ob-
tient le systéme de Dirichlet

9 # 4 & 8 §2m—1) §2m
"oy 0wy’ o5 owoy’ T 5 el Gyl Gam gy

14

aZml-l-l olmi—1
da™ gymit1? T pgm gyma-1

REMARQUE : Le systéme précédent n’est évidemment pas le seul possi-
ble ayant la propriété de contenir un opérateur et un seul de chaque ordre.
En particulier, en tenant compte des propriétés de continuité des traces et
des diverses relations de compatibilité on peut remplacer les m,-premiers
.0
N
rivation normale. Par contre pour des ordres supérieurs & m;, — 1 on ne
peut obtenir d’opérateur ayant une composante normale non nulle en tout
point de I'. On verra des exemples plus précis au paragraphe suivant.

k
opérateurs de ce systéme par (%) , 0 k<m, —1 désignant la dé-

V-3. Opérateurs du quatrieme ordre.
V-3-1: Interprétation du probléme de Dirichlet, ouvert borné trés régulier.

Par un changement de variable linéaire on peut toujours ramener la
partie principale d’un opérateur hyperbolique d’ordre 4 dans R? & la forme
ot
dx® oy?
ces opérateurs revient donc a Vétude de Hy"" (). Nous allons dans ce cas
donner linterprétation compléete des problemes homogénes et inhomogenes
pour un ouvert trés régulier borné dont le bord vérifie les hypothéses du

paragraphe 1V-2-1.

L’interprétation du probleme de Dirichlet pour n’importe lequel de

On prendra un paramétrage propre de I" et on désignera par _¢9: Popé-
o
rateur (V-2). Cet opérateur est tangent a I' aux points ou I” est caractéri-

stique, transversal partout ailleurs. On a alors la proposition :

PROPOSITION V-3:
a) L’application y = (ys,0, 7.) (°) de D (2) dans D (') X D(I") se pro-

longe en un homomorphisme de H™1 () sur H(I') > L*(I').

(1) On a posé e =2—%/I'pour toute @ €D (2).
ov
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b) (l,iN) est un systéme de Dirichlet.
J»

DEMONSTRATION : On sait déja que y est un homomorphisme de H (1:1) ()
sur un sous espace fermé de H!(I') < L?(I"). D’autre part soient < (I') et
B (I') respectivement les sous espaces de (D (I") formés des fonctions dont
les dérivées d’ordre supérieur ou égal & un sont nulles sur I'\ U, N U,, et
celui formé des fonctions nulles ainsi que toutes leurs dérivées sur I'\ U, n
N U,. L’image de y contient of (I') <X B (I'). En effet soit FeB(I') et a
support par exemple dans un voisinage d'un point de I\ U,. Alors la
fonction A définie par

A =[O0

appartient 3 @ (I') et a son support contenu dans ce méme voisinage. Il
existe donc (probléme de Cauchy non caractéristique) une fonction wﬂEfD(f))

telle que 7,0y = 0 et 70,0‘98’;*’ — 2 (t). Soit alors (o, u) € A (') > B (), il

a

= L]
existe une fonction D, €D (R2) telle que y, ¢ P, =, et x’ () %—x—
€BI'), la fonction P, — ya—, vérifie bien

= a’ ()€

7 [P — Yur—p] = (&, p).

D’autre part o (I') <X B (") est dense dans H?! (I') < L*(I") de fagon
évidente, ce qui démontre a), .

Quant & b) il résulte immédiatement du raisonnement fait au paragra-
phe V-2-2, c’est-d-dire de lidentité (V-3) et du fait que D (L) est dense
dans HMD(9Q).

REMARQUE : On va montrer, sur un exemple, qu’il n’est pas possible
d’avoir comme deuxiéme condition de nullité au bord, la nullité de la trace
pour un opérateur 2 composante normale non nulle aux points caractéristi-
ques de I'. Supposons par exemple que I’ soit défini au voisinage de Dori-

gine par y = 3, soit @ € D (L) telle que / Z—z (0, t8) dt = 1. Alors les deux

suites (y,) et (0,) définies ci dessous convergent vers 0 dans H @D ()
1
Y (0, y) = Y] @ (0, ny)

6, (x,y) @ (¢, ny).

= nilog n
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0 Yn
oy

On remarque alors que /I" converge vers & dans D’ (I') et que 88_9”/ Ir
14

ne converge pas dans @’ ().

4
0x? 9y?
mémes hypothéses sur £2, la conséquence évidente suivante de la proposition
précédente, qui donne une interprétation du probléme de Dirichlet inhomo-
géne posé au paragraphe I-1-1.

Soit P (D) positif de partie principale , on a, toujours avec les

PROPOSITION V-4: Soit T € H' (D, Dy, 2) et f=(f,,f,) appartenant &
HY (I') < L? ("), il existe w € H®Y () unique vérifiant :

PDyu=T
(V-4)
yu=F.

Au chapitre VI nous donnerons une méthode plus générale pour poser
des problemes aux limites inhomogenes qui contiendra celle-ci comme cas
particulier.

REMARQUE: Au paragraphe V-2 comme dans celui-ci on a repris la
formulation hilbertienne du probléme. Concernant une formulation L? on
peut faire les remarques suivantes: (uniquement pour m = (1, 1) mais elles
se généralisent facilement).

Soit £ un ouvert borné :

a) D™ opere continuement de W () dans W™ (Q).

b) D*™ est une injection de V?Vém) (9) dans W™ (), (autrement dit
le probléme de Dirichlet homogéne a wune solutions unique), c’est évident
pour p > 2, pour p quelconque on peut en donner la démonstration suivante:
D2 egt une injection sur @ (2) dont il faut montrer qu’elle se prolonge a

V([},,("') (92) en une injection. Soit done ¢, €D (£2) suite de Cauchy dans
4

V%"l) (92) telle que ;2—(’;;/2 converge vers 0 dans W,(,_l‘ — (Q), il faut mon-

6% on

tend vers
ox 5y

o
ter que @, tend vers 0 dans Wé,_l' -1 (£2), ou encore que

62 ®n
ox oy
@’ (2) puisque c’est une suite de Cauchy dans L®. On suppose encore que
2 est convexe et de diameétre J, soit £’ louvert translaté de 20 dans la
direction Owx, £’/ Vouvert translaté de 24 de Q' dans la direction 0y, 4

0 dans L?, et il suffit pour cela de montrer que tend vers 0 dans
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Penveloppe convexe de QU QU Q77U Q" Pour toute ¢ €D (L) la fonction
2

@ valant ¢ sur 2 et '/, — @ sur £’ et £/ est I’image par d’une

0t D,
0a? 9y?

D, . .
5 est une suite de Cauchy dans L?(4), la premiére
0

certaine fonction de D (4). On vérifie facilement que
2

tend vers 0

, 0
dans @’ (4), que py"

2P,
de ces propriétés montre que ¢ zm—ay ,w> tend vers 0 sur toute y € D(4)

20
de la forme v avec 0 €D (4) done sur toute y avec y€ D (2), d’oh Von

. . 0% @n
tire facilement que
ox 0y
¢) Le probléeme de Vexistence des solutions pour 7€ W™ () est
pour p > 2 un probldme de régularité qui sera traité ultérieurement.
d) Remarquons enfin que le paragraphe IV-1-3, donne [proposition
IV-4] Dexistence et ’unicité pour ce probléme de Dirichlet L?, dans des
ouverts de type futur.

tend vers 0 faiblement dans @’ (£).

V-3-2 : Ouverts & frontiére caractéristique.

Nous allons maintenant étudier ce que devient le probleme homogeéne
quand la frontiére de £2 devient caractéristique. On considére done toujours
4

un opérateur de partie principale a—w’f—éyé’ mais dans Vouvert D =]0,1[ <

> 10,1[.

ProrosiTioN V-8 HMY (D)= H™" (D) n Hy (D).

En d’autres termes, le probleme de Dirichlet est défini par une seule
condition au bord.

DEMONSTRATION : Les espaces des deux membres sont des sous espaces
fermés de H 1 (D), et Vinclusion du premier membre dans le second est

évidente. D’autre part, l’espace des fonctions de (Z)(17) nulles sur 0.D est
dense dans H™V (D)n Hy' (D). En effet, soit u dans cet espace, u est la
restriction & D de » € Hy" " (@), ot G = {(%,¥); # 4+ y > — 1}. Soit ¢, €D (G)
convergeant vers v dans Hél‘”(G), considérons vy, €D (G) définie par

Yn (@, ) = @n (0,9) 0 (&) =y0,0 @u-0
ot B€Q(R) vaut 1 au voisinage de x = 0. Alors

| wall, )<< C|| 70,0 P ||m2.



748 MARC AvUTHIER : Probléme de Dirichlet

D’autre part y, ¢» tend vers y, o u dans H?! (R) et vers 0 dans HY?(R),
donc vers 0 dans HY.

Done vy, tend vers 0 dans Hol’l(G), done ¢, — v, tend vers u dans
H'' (D). D’ou le résultat annoncé. D’autre part ce méme ensemble de
fonctions de @ (D) nulle au bord est contenu dans H"Y (D). Soit en effet f
une telle fonction, on peut supposer que son support est dans [ 0,1[ X<
> [0,1[; soit alors weE(R) telle que 6 << w << 1, y(t) = 0 pour ¢<1/2,
w(t)=1 pour ¢ =1, on considére la suite f, €D (D) définie par:

Jo (@, 9) =y (px) v (py) f (=, 9)

Cette suite est bornée dans Ho(l'l) (D), en effet en désignant par

D;,:]O,I[X]O,—%—[

" 1
l)p =]0,?[><](),][
1 1
v, =05 |x]og|
on a
of \of | ot f
(V-5) , so[p2 flowp+e | L] 42| Z A
12 flo.» 7112y ow 11 (Dp) | By 12D} 139«"0?/ I¥D)!

D’autre part f étant indéfiniment différentiable, f(0,y) =0 entraine

af

3y (0,y) = 0, de méme en =.

On peut donc appliquer ’inégalité (II 5) aux trois premiers termes du
second membre de (V-5). Il vient alors

3*f
o dy

| folla,n < 0C

L (D)

Ce qui, la suite f, convergeant vers f dans )’(D), suffit a achever la

démonstration.
34

o0x® oy?
dre explicitement le probldme de Dirichlet homogéne dans 1), au moins pour
des seconds membres assez réguliers.

Dans le cas de l’opérateur homogéne , on peut d’ailleurs résou-
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Soit f€ H! (D), la solution du probléme

84
(V-6) ( a7
( w € H{"" (D)

peut s’obtenir en résolvant successivement

L ) =1y (@)
= Uy (X)) = x
(V-7) da® ’

vy (@) € Hy (1o, 1[)
pour chaque y, avec f, € HY2(]o, 1)
Jfyiwl—=>fxy)
et le probléme analogue en y avec comme second membre
Vp i Y —> vy ()

La solution s’écrit donc

x Yy z 1
u(x,y)=ff5nf<f, n)dsdn—yf Enf (& ) aE dn
[V} 0 0

1 1{ % 1
_ xf jsnﬂs, n) dEdy + wy] ffnf(s, n) dE dn.
0 0 0 0

Ce qui permet de vérifier que si f€ H*¥(D), ue H*¥' (D), ce qui est
donc un résultat de régularité pour le probléme considéré.

CHAPITRE VI

Dans ce chapitre on généralise partiellement les résutats du paragraphe
V-3 & la situation suivante: £ est un ouvert borné trés régulier de R=
P (D) est un opérateur hyperbolique positif dont la partie principale est le
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carré d’un opérateur strictement hyperbolique. On interprete ainsi le probleme
homogeéne et, partiellement, le probléme inhomogéne.

On donne d’autre part, au paragraphe V-2 une méthode pour définir des
problémes de Dirichlet inhomogénes plus généraux que celui défini au
paragraphe 1-1. Cette méthode est un développement de celle employée par
Bardos [3] dans le cas des opérateurs d’ordre 1. Il ne sera pas question
dans ce chapitre de la régularité de la solution des problémes résolus.

VI-1: Probldme de Dirichlet homogene dans un ouvert borné de R»,
pour un opérateur a caractéristiques d’ordre 2 au plus.

VI-1-1: Un résultat préliminaire.

Le théoreme de trace du paragraphe VI-1-2 et 1’interprétation du
probléeme de Dirichlet qu’on en déduira au paragraphe VI-1-3 sont fondés
sur le résultat suivant, divisé, pour la simplicité de Pexposé, en deux
propositions.

PrROPOSITION VI-1: Soit £ wun ouvert borné, P (x, D) un opérateur

d’ordre m & coefficients dans C(_Q), indépendants de x,, on suppose que
P (z, D) vérifie la condition: il existe une constante C > 0 telle que pour
toute @ €D (Q):

(VL-1) ” P ”Hm—l @) <0 “ P (z, D) ”La(gz)
Alors il existe un opérateur B (x, D) d’ordre m — 1 vérifiant :
(VI-2) [®€Q; 2, =0, B@,n)=0]= (zQ; v, =0, P(z, n) = 0)

ol m est un vecteur nmormal au plan x, = 0, et il existe une constante C > 0
tels que, pour toute @ €D ()

(VI-3) ||[B (=, D) ¢](0, «’) HH-l(R”—l) <0 ” P(x, D)y ”Lt(g)

PROPOSITION VI-2: Supposons, en plus des hypothéses de la proposition
précédente que le coefficient de DY dans P (x, D)= Gm,q...,0)(x) est tel que
A(m, 0, ..., 0)(®) = 0 définisse une variété O, il n’existe aucun opérateur d’ordre
m — 1 qui vérifie (VI-3) sans vérifier (VI-2).
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI-1: On notera x = (x,, 2’),
x’ € R*1 et on posera P(x,D)= I a,(x’)D*. Soit alors veEDHN Q)

la|=<m
(H est ’hyperplan x, = 0), que l’on identifiera & la fonction 1, . v (x’) € & (R"),
on va démontrer l’identité :

P(@,D)u-Di v+ (— 1+ Dju.P (2, D)v
(VI-4) = D, [B (&, D) u- D} v
+ f D; A; (w,) U, v) +A0 (“‘a'“’; v)
=2
ot u€D(Q); j=0,...,m— 1;k=2,..,n et ol les 4; sont des formes
que nous allons expliciter.

On considére d’abord la partie principale de P et, dans celle-ci les,
termes tels que «, 4= 0, on a alors

Dal,a' u.ng — 1)1 [Dal—l' aIu-D‘,’;v]
d’ott en posant :
B (w’ D= > @, (x/) Da—1, @

=1
la|=m

P (x, D)u-Div + (— 1" D u P (v, D) v = D, [B (v, D) u- D v]
+ R (@, D’)u-Div+ (— )" Diu.R (', D) v

4+ 8@, D)u-Div+ (— 1y"HH Diu. 8 (x, D)v

avec
R@, D)= X a,(x) D"
=t
et
S@, D)= X a,(@)De.
lal=m—1
D’autre part 8i |« |=m et j <<m — 1, on a lidentité

D% u.Div+ (— 1)"HDiy. %y

= 3 Dy =z 3, D4 u, DO o]
i=2 | Ap|<m—2
[ =m—1|u|<sm—2

12. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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ol 0;,,= — 1,0, 4 1 suivant les cas. On en déduit que
a0 (@) D% u- D] w 4 (— 1" Diwag o (2’) D" v

= 2 Difay, o @) 2 ¢, D%* u- DO v]
Aop

=2

4+ 3 [Di(@g, o (@) 2 ¢a,, D" ur DO ro)
Aop

=2
et, par suite, en sommant par rapport a o

R @', Dyu-Div+ (— 1"V Dlu-R@’, D)o
= 3 [D;i- A&’y u, v)] 4+ B, (&', u, v).

=2

L’identité (VI-4) est donc démontrée en posant :
A, (@, u,v) = By (2, uy v) + 8 (x, D)u-Di v
+ (— )" Dl u. 8 (@, D).

Nous allons maintenant intégrer cette identité sur 2n {x, > 0} = U,
en tenant compte du fait que u €D (Q).
Il vient alors:

[B (2, D) u] (o, x’)-Div (@) da’
Hpo

=/[P(w, D)u-Div+ (— 1y"PP Dl w. P(w, D)v] dae — / Ay (@ u, v) da.
v 14

On intégre par parties dans le premier membre et le deuxiéme terme
du second, puis on fait les majorations standard et on trouve

’ ka] [B (x, D) u] (0, a”).v (') da’ | < C || w ”Ho’"—lm, |lv HHO'" (Hn @)
HnQ

+ C|| P (x, D) u ”L2(Q) 1K ”Hom_l(ﬂ'n[)) .

D’otu, en tenant compte de (VI-1) et de la définition de la norme dans
H—m(Q), il vient

| D B (@, D) g1 51 0y < Ol P @ D) u|| 2
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d’ott Vinégalité (VI-3) en faisant varier j de 0 &4 m — 1 et k de 2 4 n. On
peut remarquer que B (x, D) vérifie bien (VI-2).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI-2:

On va construire une suite de fonctions de D (£2) telle que P (x, D),
tende vers 0 dans L? (2) et que D}" " ¢,/H ne converge pas dans @’ (HN 2),
g’il existe des points ol H est caractéristique pour P.

Le résultat démontré sera donc que non seulement pour avoir des tra-
ces dans H—1 la condition V-2 est nécessaire, mais aussi pour avoir des
traces dans )’ (°). Sous les hypothéses faites on peut supposer qu’il existe
un voisinage U de l'origine ol @, o, ..., 0 (#”) = 0 coincide avec x, = 0 par
example. Soit alors P€D(U) de la forme

D(x) =@ (@, %) Y (@5, .. , Tp)
olt w =1 ou voisinage de 0 dans R"2% Soit alors

1
Pp (wi y w2) =p5/4_m ® (pxi , p?(ZP-—l) wZ)'

On peut vérifier que P (z, D)[p,y] tend vers 0 dans L? et que la
trace de D' (¢, ) ne converge pas dans Q' (H).

REMARQUES: 1. Les hypothéses des propositions précédentes ne sont
évidemment pas nécessaires. En particulier I’hypothése que les coefficients
sont indépendants de x,, cependant son introduction simplifie notablement
les calculs et elle est vérifiée dans les applications que nous en ferons.

2. Dans le cas o P (D) est & coefficients, la démonstration précé-
dente se simplifie considérablement en utilisant un résultat classique de
Hormander ((19]-Th. 2.2.8). En effet 1’intégrale

2m—2
f g8 g,
D (£)2
s Pe
est convergente si et seulement si le plan x, = 0 n’est pas caractéristique.
VI-1-2: Théoréme de trace.
(1) On peut obtenir néanmoins des théordmes de traces dans ce cas (cf. Goulaouic-

Grisvard [14], et des résultats non publiés de ces auteurs) mais dans des espaces A poids
non localement intégrables.
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ProOPOSITION VI-3: Soit Q (D) un opérateur strictement hyperbolique
d’ordre m, £ un ouvert borné de R", I' une varicté > de dimension n —1
plongée dans R*, alors il exviste un opérateur différentiel homogéne défini sur

m—1
I, @ordre m — 1, dont le coefficient de ({%) (58; dérivation normale o I" )
est non nul en y€I, si et seulement si I" w'est pas caractéristique pour 0 au

point y, tel que Vopérateur

?="(Y0s P1r e Ym—1)

ov
= B ¢/I", se prolonge en wune application continue de H,(Q, ) dans

"l m—j—3j2 1
II H, (I'n Q) < H-1(I'n Q).

j=0

m—2 j
de D(Q) dans II DN 2), o yj<p=(—(—9~)]qo/1" $i j<=m—2 et pp @ =
j=0

DEMONSTRATION: On a vu au premier chapitre (proposition I1-6) que
H,(Q, Q) c H" ~1(9) avec injection continue, donc y; se prolonge bien, pour

j<<m — 2, en une application continue de H, (Q, £2) dans II Hom_j_3/2 (I'n Q).
D’autre part, a 'aide d’une partition finie de Punité, on peut se ramener

au cas ou la projection n,
Tipt @1 (L), eee ) Xp_1, 0)

est un difffomorphisme d’un ouvert U de I tel que I'n Qc U, sur un
ouvert V de x,=0 le changement de variable correspondant nous met
dans les conditions d’application de la proposition VI-1, d’ou le résultat.

REMARQUE: Comme pour la proposition VI-1, ces résultats ne sont
pas nécessairement les meilleurs possible. Ceux-ci ont été obtenus pour
n=2 et Q=[] au chapitre V (proposition V-3) et pour n quelconque,
mais £ bande spatiale au chapitre III (proposition II1I-1). Nous reviendrons
sur cette question au paragraphe suivant, en particulier pour @ = [].

Soit maintenant £ un ouvert borné trés régulier de bord I', on a alors,
en utilisant la définition de H(Q, ) donnée au chapitre I.

PRrOPOSITION VI-4: IL’application y de la proposition VI-3 se prolonge

m—2
en une application continue de H (Q, Q) dans II H™3—=32(I") < H—Y(I").
j=0

VI-1-3 : Interprétation dw probléme homogéne.

Soit £ un ouvert borné trés régulier, @ un opérateur strictement
hyperbolique. Dans la démonstration de la proposition ci-dessous, on sup-
posera que () est hyperbolique par rapport & N =(1,0,..., 0).
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PrOPOSITION VI-5: Hy(Q, £2) est le noyau de y dans H (Q, ), y étant
définie & la proposition VI-3.

DEMONSTRATION : Elle est analogue & celle de la proposition V-1. On
commence par vérifier comme au lemme V-1, que € H,(Q, ) équivaut a

u€H(Q,2) et le prolongement w de u par 0 a Vextérieur de (2 satisfait &
oY: H,(Q, Q,) (notations du chapitre II[: £, est le demi espace z, >0, et
on suppose Q € £,). Ensuite on vérifie que si v€ &’ (Qo)nﬁ (Q, 82, alors
ve H (Q, 2,). Ces deux vérifications ne posent aucun probldme. D’autre
part on sait que si w€ H(Q,Q)n Ker y, u€ H" (L), il suffit donc de vé-
rifier que Q (D)w € L2 (@) Et, compte tenu de la densité de P (2) dans
H(Q, 2) et de la-continuité de y, il suffit de vérifier cette propriété pour
une fonction de CZ)(!—)) a support dans un voisinage arbitraire d’un point
frontiere de 2. Alors le méme changement de variable que celui de la
proposition VI-3 et une intégration par parties montrent que

QD)u=QD)u+ 3 caDu

la] <=m—1

d’od le résultat cherché.

Soit alors toujours P (D) hyperbolique positif dont la partie principale
est le carré de l’opérateur strictement hyperbolique @ (D), soit £ un ouvert
borné trés régulier, le prohléme de Dirichlet homogéne s’écrit :

Pour toute distribution T € H’ (Q, Q) il existe u € H (Q, Q)

(VI5)
unique tel que P(D)u= T et yu = 0.

REMARQUE: Nous verrons au paragraphe suivant une interprétation
du méme type de ce probléme homogéne mais ol H (@), 2) est remplacé par
divers espaces de fonctions, dont certains beaucoup plus grands.

VI 2: Problome inhomogene.

VI-2-1: Une méthode pouwr définir des problémes de Dirichlet non-
homogénes.

Les notations et les hypothéses sont les mémes que dans le paragraphe
précédent. On va essayer de poser des problémecs dans H (@, 2) au lieu de

H(Q, Q). Rappelons que H(Q, Q) est Vespace des fonctions de H™1!(Q)
telles que Q (D) u€ L* ().
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On va faire les hypotheses supplémentaires suivantes: l’ensemble des
points de I' = 82 caractéristiques pour @ est une variété C> de dimension
n — 2, Soit de plus (C)<i<m—; une famille d’espaces de distributions nor-
maux sur I' vérifiant

8i T€T; et supp Tc V, V varidté de dimension n — 2

(VI-6) tracée sur, I, alors T = 0.
et
(VI-7) [C; est invariant par les difféomorphismes de I

m—1 ~
On note alors T = II C; et on désigne par 9 ’adhérence dans H(Q, 2) <

1=0
X T de D ()< yD(2). Un élément de 9 est alors un m -+ 1 — uple
(uy vy 5 e , v™=1), avec u € ﬁ(Q, 2) et »,€TC;. On a alors

PRroPOSITION VI1-6: La projection (u, (v;))— u de U sur ﬁ(Q, Q) est
une injection.

DEMONSTRATION : Il faut montrer que (0, (v;)) € ¥ entraine v; = 0 quel

que soit i. (Vest-d-dire que si @, €D (2) converge vers 0 dans bi g (Q, 2) et
y ¢, converge dans C, nécessairement lim y ¢, = 0. On peut rupposer que
@, a son support dans un voisinage arbitraire d’un point de I. On fait
alors le changement de coordonnées habituel transformant localement £ en
Q,={x;®, > 0}, soit H Vhyperplan x, = 0. On désigne par Q (X, D) le
transformé de @ (D) et D, (X) celui de ¢,, on peut supposer les coefficients
de @ indépendants de X,, on écrira

QX, D)= 2 a,(X")D"

la|<m

Soit alors yw € (R") on a par intégration par parties

f QX D) Bu(X) p(X)aX = 3 [@0(X)-(—1)e| D* [au(X)y(X)] dX

3 la]l=m a
(VI.8) % J

m—1

+ 2 (uaBi{X’, D) @, Divdm
=0
olt {, >z désigne la dualité (D’ (H), D (H)). D’aprds les hypothdses faites
sur &,, (VI-8) devient
m—1
(VI-9) lim 3 (B, &,, Diy) =0.

n-—+oo A=0
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Mais pour tout 4,0 <<1<<m — 1, et tout f€D (H) il existe D (R
tel que y, Djy=p et y, (D5, y) =0 pour k=1 et 0 <<k <<m — 1. (VL.9)
équivaut alors a

(V-10) {pour tout 4, 0 <<i<<m — 1, y,(B; ®,) tend vers 0 dans Q' (H).
Posons alors

YoBaPu= 3  Crwa(X)D"p Py
r4+k<m—Ai—1
on a d’abord

Yo By &p= m, 0, ..., 0 (X’ Yo D,

donc y, @, tend dans )’ (I") vers une distribution & support dans I’ensemble
des zéros de am, ¢..o-

D’aprés les propriétés de I’ensemble des points caractéristiques de I,
(VI-6) et (VI-7) entrainent que cette distribution est nulle, v, =0. On a
alors

lim Cy,0,1 (X")yy Pu=0

n —+ oo

d’ott v, = 0. En itérant le procédé on trouve le résultat annoncé.
On peut, par cette injection identifier % 4 un sous espace H (Q, 2, C)

de H (@, Q). On munira H (@, 2, C) de la topologie transportée de la topo-

logie induite sur ¢ par H < C.
En particulier si les C; sont des Banach, H(Q, 2, C) est un Banach
lorsqu’on le munit de la norme

el =1lwll; + 2l wlie, .

On peut encore remarquer que Dapplication y de (D(ﬁ) dans T se
prolonge par continuité a H (@, 2,C); et que les topologies induites sur
D (2) par H(Q,Q,T), H(Q, Q) et H(Q,R) coincident.

En particulier H,(Q, £2) est adhérence de D (£2) dans H (Q, 2, T). On
a encore la proposition :

PROPOSITION VI-7: H,(Q, £) est le noyau de y dans H (Q, 2, T).

DEMONSTRATION: Elle est identique & celle de la proposition VI-5. En
effet celle-ci est fondée sur: densité de D (Q) dans H(Q, Q), continuité et

nullité des traces dans IT1D"(I") et T € £ (£2,) N big (@, Q) entraine T¢€ H,(Q, 2,).
Toutes ces propriétés sont conservées par passage de H (Q, 2)a H(Q, 2, T).
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Le probleme de Dirichlet homogéne admet donc la méme interprétation
dans H (@, 2,7T) que dans H(Q, 2): nullité des traces des que celles-ci
existent. D’autre part on va pouvoir poser un probléme inhomogéne avec
toute-fois une hypothése supplémentaire pour assurer ’existence des solutions

our toute €T, il existe @,€D (2) bornée
(VI11) P o Fe%G, Pa€D(
dans H (Q, Q) telle que yp, tende vers f dans .

On a alors

ProPOSITION VI-8: Sous les hypothéses (VI-6), (VI-7) et (VI-11), pour
toute f€T et toute T€ H (Q, Q) il existe u unique dans H(Q,Q,T) telle que

PD)u=T
(VI-12)

yu=Fr.
De plus, w ne dépend pas de Vespace T, contenant f, choisi.

DXMONSTRATION : a) Unicité (‘C fixé): supposons qu’il existe deux solu-
tions w; et u,, alors v = u, — u, vérifie

PDyv=10
(VI-13)

veEH(Q, 2,T)yyv=0

la deuxiéme ligne de ce systéme entraine que v € H,(Q, ), donec que v=0.
b) ewxistence : Soit f€C et ¢, vérifiant (VI-11), considérons la solution
au sens du paragraphe I-1 du systeme

P(D)u, =T
(VI-14)

Un — @u € Hy (Q, Q).
Soit alors v, = u, — ¢, , v, vérifie

P(D)v,=T— P(D) g,
(VI-15)

v, € Hy (Q, Q).

D’autre part (p,) étant bornée dans " (@, 2), P(D) @, est bornée dans
H’ (9, ), done (v,) bornée dans H,(Q, 2). 11 existe une sous-suite (v,,) de
(vs) convergeant faiblement dans H,(Q, 2) vers un élément v€ H,(Q, Q).
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La suite (¢,,) est bornée dans " (@, ), on peut donc en extraire une sous-
suite (cp,.p) faiblement convergente vers un élément w e (@, £2). (w,f) appar-

tient & Padhérence de D (2) < y D(2) dans Heainno < T, done a 9, done
w€H(Q,Q2,T) Alors u=v 4+ we H(Q, 2, T) et vérifie (VI-12) de fagon
évidente.

¢) indépendance de T : Soit fETNT’, on prend T’ =T+ T, T”
vérifie les hypothéses de la proposition et la solution dans H (Q, 2, T’) est
aussi solution dans H(Q, 2,T’), est aussi solution dans H(Q, 2,T’), de
méme que celle dans H (Q, 2,T’), dou le résultat d’aprés a) appliqué
pour C».

EXEMPLE : Soit dans R?, P (D)= —8_.7%3/—2’ T=H'(') < L*(I'), 1a pro-
position VI-8 jointe au fait que, visiblement, H(") (2)= H ([], £, ), montre
que H ([, 2,T)= H®V(Q), le probleme étudié ici est alors celui du para-
graphe V-3-1.

VI-2-2: Applications et remarques.

On va essayer de trouver un probleme analogue & celui de I’exemple
ci-dessus, d’abord pour » quelconque et un opérateur d’ordre quelconque;
puis, avec des précisions supplémentaires pour des opérateurs du quatriéme
ordre.

APPLIOCATION 1: Soit £ un ouvert borné trés régulier de R" et P(D)=
=[Q (D)? + R (D) un opérateur hyperbolique positif, ¢ étant strictement
hyperbolique homogéne d’ordre m, on suppose que I'=— 92 vérifie les hypo-
théses du dédut du paragraphe et on considere sur I' 'ouvert U ol une

normale (intérieure ou extérieure) appartient & IQ’(Q), et le fermé F(=9U)
ol I est caractéristique pour @ (D); F est une variété ¢ > de dimension n—2.
1

m—1 —_—— —
A On prend d’abord CTO = II H " (I"), les hypotheses (VI-6) et
1=0
(V1.7) sont visiblement satisfaites, on lui associe un espace ©OH (@, 2), y
est alors une application continue de OH (@, 2) dans T® . On va montrer
que y est un homomorphisme surjectif, ce qui entrainera (VI-11). Soit of;(I")
I’espace des fonctions de ¢D (I") dont les dérivées d’ordre supérieur a m—i—1
m—t
sont nulles sur F. On constate que 'II Ai (I') est dense dans T©® et que

=0
m—1 . —_
IT o;(I') est contenu dans Pimage de €D (&) par y, (vérification analogue
=0

a celle de la proposition V-3). Soient alors @, = (¢, , ..., Pm—2, 0) et D, =

m—1
= (0, ..., 0, om—) dans IT o;(I') on voit facilement qu’il existe deux fonec-
=0



760 MARC AUTHIER : Probléme de Dirichlet

tions v, et v, de D (Q) telles que
‘ Y Yi = ¢1 1= 0, 1
z IR =0 | 2, “rz;(O)

P’existence de vy, se montrant comme A la proposition V-3. Ce qui, compte

tenu de la continuité de y et de linclusion H™(Q)c H(Q, Q), montre le
résultat cherché.

Ceci nous permet donc de poser un premier probléme aux limites a
données au bord dans CT© .

m—1 .
B Soit maintenant T® = g4 H" ™1 (U), ot les fonctions sont définies

sur I" par prolongement par zélrot: TW vérifie (VI-6) mais non (VI-7). Cepen-
dant le raisonnement de la proposition VI-6 (seul moment ol (VI-7) est uti-
lisé) se prolonge aisément & T, ce qui permet de définir un espace VH(Q,Q).
D’autre part (VI[-11) se vérifie comme & la proposition III-1.

Finalement on peut donner un probléme aux limites i conditions au
bord dans

m—1 . m_i_._l
CTC=TO 4+ TCO=MOH"YU)+H 2 ()

=0

ce qui constitue une interprétation partielle de celui du chapitre I.

REMARQUE: n =2, @ =[], on peut, en utilisant la proposilion V-2,
remplacer ce probldme par
CT=|HL(I'\\ F)+ H**(I')] < L?(I'), il est donc légérement plus faible que
le probléme étudié au paragraphe V-3.

APPLICATION 2: On va maintenant donner des précisions dans le cas
ol @ (D) =[], mais n quelconque. Auparavant on va utiliser un résultat
de Hormander ([19] th. 2. 2. 8) pour caractériser complétement les traces
des fonctions de H, (], £) sur les hyperplans x, = a, ®, = a, &, + %, = a,
ainsi que, dans les deux premiers cas, les traces de leurs dérivées normales.
Il faut pour cela calculer les cinq intégrales :

dt dt
e i e

I __f ?adt T t? dt

P @ —) et a2 fan’ Tt / (® —EF 2P 4+ - 4n
I _f dt

S JEE—pPRP R+ A a4 — T
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On trouve:

[(¢% 4 4 £2 4 4 m)2 4 g2 — o
@t n—L)PE 42 + 4n)?

JT
Ii=7

oA (B — PR A AR an] B — g — 21
T2 Q@ — VB[ P AP+ Ayt 4n]P

Ii=1, X< (&4 4 4 4 n)P
Li=ILX[&—7P+ 48+ 49+ 4n)P

1
T E A T AE P U — O E F AP+ an— 1P

I

ce qui a comme conséquences

— d’abord que, comme nous ’avons montré au chapitre III, y est un ho.
momorphisme de H([], £) sur

H} (v, = a} N Q) < L? ({2, = a} N Q)

— puis que y, est un homomorphisme de H, ([ ], 2) sur Hy ({&, + #, =a}N Q).

Mais on voit également que tout ce que l’on peut dire de simple
gur les traces sur z, = a est que l’espace des traces des fonctions est com-
pris entre Hol et H:"; et que Pespace des traces des dérivées mormales est
compris entre H 1?2 et L2

Ces considérations ameénent a prendre comme meilleure interprétation
partielle « simple » du probléme inhomogéne posé au chapitre I, dans ce cas,
les conditions au bord dans T = H(I") < (L*(U) -+ HY2 (I")]. On vérifie
que c’est possible par des méthodes analogues aux précédentes.

REMARQUE : On aurait pu espérer a priori faire une théorie analogue
a celle de ce paragraphe VI-2 en prenant 1’espace

H(Q, Q) = (ue 2 (Q); @ (D) ue L2 (Q)
domaine maximal de V'opérateur ¢ dans L? muni de la norme

Feelll = 1w llzs 4+ 1| @ (D) u]|za

au lieu de Vespace 7 (@, 2) (dans lequel les fonctions sont supposées 2
priori dans H™! (Q)). En effet d’aprés des résultats non publiés de C. Gou-
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laouic et P. Grisvard généralisant ceux de [14], on a un théoréme de traces
dans H (Q (2). Mais les espaces de traces ne vérifient pas (VI-6).

D’autre part, Pinterprétation du probléme de Dirichlet homogene (VI-5)
et les propositions V-3 et VI-5 ne sont plus exactes lorsqu’on remplace
H(Q, Q) par H(Q, £2). L’unicité de la solution peut étre en défaut comme

le montre ’exemple suivant :

52
3w oy
— Log (1 —y?), ue H(Q, 2). En effet Q(D)u=0 et u € L?(2). D’autre part
@? (D) u est évidemment nul et un calcul direct montre que y u = 0.

On peut enfin remarquer que la démonstration de la proposition VI-7,
calquée sur celle de la proposition VI-5, ne serait plus valable si ’on rem-

EXEMPLE: Si @ = y =|(x, y); * +y* <1} et u=Log|x|—

plagait H (@, ) par H (¢, Q) puisque P’on utilisait explicitement le fait que
les dérivées d’ordre inférieur ou égal 4 m — 1 d’une fonction étaient dans
L? ce qui, comme le montre également l’exemple ci-dessus n’est pas néces-
sairement véritié.
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