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OPERAZIONI DI BROUWER
E REALIZZABILITA FORMALIZZATA

CArLo CeLLUCO! (¥

ABSTRACT - This paper discusses some applications of Kleene's realizability interpretation
to the theory of Brouwer-operations IDB, [14]. Two formalized notions of numeri-
cal realizability are introduced and all theorems of IDB; and Heyting’s version of
Church’s thesis TC are shown to be realizable in IDB,. This yields a finitary consi-
stency proof of IDB, 4 TC relative to IDB,. A class of formulae I" such that
IDB, + TC is conservative over IDB,n I" is determined, i. e. it is shown that, for
any 4€IDBy I, if 4 is a theorem of IDB;, + TC, then 4 is a theorem of IDB,
The last section of the paper considers some proof-theoretic closure properties of
IDB,, e. g. closure under Church’s rule.

1. Lo scopo principale di questo articolo & di illustrare alcune applica-
zioni dell’interpretazione di realizzabilita di Kleene alla teoria delle operazioni
di Brouwer, quale formalizzata nel sistema IDB, di [14]. I risultati qui
dimostrati sono solo degli esempi, quantunque abbastanza significativi, del
tipo di questioni affrontabili con tale metodo. Essi sono comunque sufficienti
per risolvere alcuni tra i principali problemi aperti di [14] § 3.8.

Per economia di esposizione ci baseremo sulla formalizzazione della
teoria dei funzionali ricorsivi parziali di [9]. A causa soprattutto della di-
versitd dei metodi di rappresentazione delle successioni finite di numeri
naturali in [9] e [14] si rende necessaria una riformulazione di IDB,. Nel
§ 2 si fornisce appunto tale riformulazione. Naturalmente la formulazione
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originaria di IDB, in [14] & pil elegante, ma la possibilitd di sfruttare senza
alterazioni il minuzioso lavoro di [9] Parte I, val bene una perdita di ele-
ganza. Per una discussione generale del significato di IDB; e del suo ruolo
nella formalizzazione di certe nozioni di successione di scelte, si rimanda
a [12], [17] e [14].

Il contenuto della parte principale dell’articolo puo essere cosi riassunto.
Nel § 3 si introducono due nozioni formalizzate di realizzabilitd numerica, e
si dimostra che tutti i teoremi formali di IDB, sono realizzabili in IDB,
nel senso di tali nozioni. Nel § 4 si considera la versione di Heyting della
tesi di Church TOC, e si dimostra la realizzabilith di TC in IDB,. Cio per-
mette di ottenere una dimostrazione finitaria della coerenza di IDB, 4 TC
rispetto a IDB,. Ulteriore informazione in tale direzione & fornita nel § 5,
in cui si determina una classe di formule per cui l’aggiunta di TC a IDB,
@ conservativa. Nel § 6 infine si considerano alcune proprieta di chiusura
di IDB,, tra cui la chiusura rispetto alla regola di Church. Per mantenere
la trattazione il piu possibile autonoma, le dimostrazioni sono date in det-
taglio anche 13 dove s8i potrebbero ottenere con qualche adattamento da [9]
Parte II. Il significato dei risultati relativi a TC dal punto di vista della
formalizzazione delle nozioni di successione di scelte cui si & fatto riferimento
sopra, pud essere discusso lungo le linee indicate in [13].

Coi metodi sviluppati in questo articolo si possono estendere facilmente
a IDB, i risultati di [18] sulla tesi di Church generalizzata TCG, sull’as-
siomatizzabilitd in IDB, 4+ TCG della realizzabilitd formale in IDB; nel
senso dell’una o dell’altra nozione di realizzabilitdA numerica, ecc.. Per deci-
dere, pero, la questione generale se IDB, | TC sia un’estensione conserva-
tiva di IDB,, generalizzando cosi il risultato principale del § 5 a tutte le
formule di IDB,, occorre ricorrere presumibilmente a metodi differenti, del
tipo di quelli considerati in [3].

2. Cominciamo anzitutto col descrivere il sistema IDB;. Il linguaggio
del sistema consta di variabili numeriche ,y, 2, u, v, w,1,j, k, I, m, n, ..., di
variabili per funzioni costruttive a, b, ¢, d, ..., del simbolo predicativo bina-
rio =, del simbolo predicativo unario K, di simboli funzionali appartenenti
ad una lista finita f,...,f, dove f, & 0 (zero) e f, & (successore), dell’ope-
ratore di astrazione i, dei simboli logici A, v,—, A,V e di simboli ausiliari
(parentesi tonde, virgola). La lista dei simboli funzionali f, ..., f, includera
in effetti ventisette simboli (ciod p = 26), e precisamente i simboli funzionali
di [10] § 5.5 pid i due simboli funzionali di [9] § 1.2, 1.5. Termini e funtori
sono definiti in modo analogo a [10] § 3.3, naturalmente con le variabili per
funzioni costruttive al posto di quelle per successioni di scelte. Adoperere-
mo le lettere »,s,¢ per i termini, le lettere ¢, y, v per i funtori e le lettere
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A, B, C per le formule. Qualora si adoperino altre lettere, cid verrda esplici-
tamente indicato. Le formule sono introdotte induttivamente nel modo se-
guente. (i) Se r e s sono termini, allora (r) = (s) & una formula ; (ii) se ¢ &
un funtore, K (¢) & una formula ; (iii) se A e B sono formule, allora (4) A (B),
(4)v(B) e (4)—> (B) sono formule; (iv) se t & una variabile numerica o una
variabile per funzioni costruttive e A & una formula, allora Az (4) e Vz(4)
sono formule. Le formule costruite usando solo (i) e (ii) si dicono prime.

Le convenzioni sull’uso delle parentesi sono quelle di [10] pp. 10-11.
Lo stesso dicasi per tutte le altre nozioni e notazioni di [10]§§ 3-6. In par-
ticolare i numerali 0, 0’,0’/,... verranno indicati con i simboli 0, 1, 2, ... e,
ove si sia introdotta una lettera x per designare un certo numero, X indi-
chera il numerale corrispondente 0*).= verrd usato come segno di abbre-
viazione. Poiché non si sono adottati —| e <—> come simboli primitivi,
li si introdurrd mediante le definizioni — A =A4A-—>0=1¢ A<—>B=
(A— B)A(B— A). Per la rappresentazione delle successioni finite di
numeri 8i rimanda a [10] § 6.2. In vista del fatto che tutta la trattazione
verrd svolta in stretto accordo con [6], [10] e [9], ci riferiremo a teoremi
formali ivi dimostrati semplicemente col loro numero. Per esempio *149a
sta per una proposizione di [6], *25.1 per una proposizione di [10] e *34.18
per una proposizione di [9].

Gli assiomi e le regole di IDB, possono essere cosi descritti. (i) Gli
agsiomi dei gruppi 4 — D di [10] §§ 4.6, con le seguenti moditiche. 1) Si
elimina lo sch. ass. 7, che diventa ridondante poiché si ottiene dallo sch.
ass. 1b prendendo 0 =1 come O, cfr. [6] § 74, esempio 3. 2) Si rimpiazza
lo schema di assioma di scelta A #V a da numeri a funzioni costruttive 2.1,
con lo schema di assioma di scelta AxV y da numeri a numeri *2.2. (ii) Gli
agsiomi della specie K delle operazioni di Brouwer, ciod gli assiomi K1 — K3
seguenti. Sia 1* Voperatore di astrazione ristretto a numeri di successioni,
ciod, poiché per *22.1 e *10.1, *10.2 Seq (¥) <—> 8g (¥ +(@)g* w+ * (@)1m @)-1) = 1,
Met=2wt-sg @ (@) (®)n@)-=1). Allora:

Kl. a=1*ny — K(a),
K2. a(l)=0AAzK (A*na(x)*n)— K(a),
K3. AaAyla=i*ny —> P@)AaAa(a(l)=0A
AxzP(*nax)*n)— P(a)— Aa(K(a)— P(a)),
dove P & una formula qualsiasi di IDB,.

OSSERVAZIONE 2.1. Le principali differenze tra questa formulazione di
IDB, e il sistema analogo di [14] sono le seguenti.
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1) L’uso degli assiomi logici di [10] § 4 al posto di quelli di [16].
Come dimostrato in [16], tuttavia, gli assiomi ivi formulati contengono quelli
di [10], ed & facile inoltre verificare I’inverso, cioeé i due sistemi sono equi-
valenti. 2) I’uso di simboli funzionali con pilt argomenti. Naturalmente me-
diante le funzioni di coppia di [14] si sarebbero potuti considerare solo sim-
boli funzionali monoargomentali, e ci si sarebbe potuti limitare ad introdurre
un unico schema di definizione per ricursione primitiva. 3) L’uso dello sche-
ma di assioma di scelta AxV y al posto dello schema di assioma di scelta
con unicita AzV!y. Il primo, comunque, viene impiegato solo nella dimo-
strazione del lemma 3.3 (vi). Per tutti gli altri usi & sufficiente il secondo,
cfr. [9] p. 4, nota 7, con losservazione 6.5 appresso. 4) L’adozione di una
diversa rappresentazione delle successioni finite di numeri naturali, certo
meno conveniente di quella di [14] § 2.5.3 poiché in quest’ultima ogni nu-
mero naturale & il numero di una successione.

Naturalmente tutti i termini di IDB, sono totali, cioé esprimono fun-
zioni completamente definite. Per poter dare una trattazione formale siste-
matica di certe abbreviazioni di formule di IDB,, come (2} (@) 5oy ®nyay,..
ey @y) 2w e r2g, 8i estenderd il linguaggio di IDB, introducendo nuovi
simboli ausiliari (parentesi graffe, punto e virgola), e definendo termini e
funtori parziali, o p-termini e p-funtori, nel modo indicato in [9] § 2.4. La
formalizzazione della teoria dei funzionali ricorsivi parziali procede allora
esattamente come in [9] Parte I. Oltre alle notazioni ivi introdotte, adope-
reremo Dabbreviazione (¢t} = Ay {t} (y), per ogni p-termine ¢. Non si fara alcun
uso, ovviamente, della teoria di {r} [x] e della teoria di Ao u [«] di [9] § 4.3-4.5
poiché le nozioni di realizzabilita considerate in questo articolo sono nozio-
ni di realizzabilitd numerica. Al posto della seconda si introdurra una for-
malizzazione della teoria di [6] § 656 nel modo seguente. Sia ¢ un p-termine
contenente libere solo le variabili numeriche #,, ..., #,,y. Per [9] lemma
41 ¢’® un numero z tale che {z}(x,, .., ®,, y) ¢, e per [9] lemma 42 c’®
un termine S*(z, , , ..., #,) tale che {S"(z, &, , ..., %.)} (y) 2 {2} (@, , ..., 0, y),
quindi per [9] lemma 10 (¢) (8™ (z,, ,..., &n)} (y) 2 ¢. Scriviamo Ayt (a, ,...,&n,y),
o semplicemente A yt(y), come abbreviazione di 8*(z, x, , ..., x,). Si ha allora
il seguente risultato, formalmente analogo a *34.13a.

*34.13c. I—1pB, {4 ¥t (¥)} (¥) =t (y).

Adopereremo, in particolare, A*yt(y) come abbreviazione di Ayt(y)-
8E (Y- (¥)o* -+ (Yhm g)=)-

3. Introduciamo ora due nozioni di realizzabilitd numerica, che costitui-
scono gli analoghi numerici delle nozioni di r-realizzabilitd e ¢ -realizzabilita
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funzionale di [9] § 5.1. Mentre queste ultime sono naturali nel case di si-
stemi contenenti variabili per successioni di scelte con dei principi di con-
tinuitd, come quello di [10], nozioni di realizzabilitd numerica costituiscono
lovvia soluzione per sistemi con variabili per funzioni costruttive, come
IDB,. Le nozioni qui introdotte sono una versione formale di [5], [6] § 82
e [7]. La trattazione di formule prime della forma K (p) segue il suggeri-
mento di [12] p. 235, adottato anche in [14] § 3.7.

Ad ogni formula F di IDB, associamo una formula xr F per induzione
sulla costruzione di F. Nella definizione seguente x e y sono variabili nu-
meriche differenti, x (e nella clausola r5 y) non occorre libera in F, nella
clausola r7 x & libera per y in A(y), e nella clausola r9 2 & libera per
@ in A(a). In xr F la variabile x pud essere sostituita con un termine ¢
nel modo consueto.

rl. ar(r=s=r=s.

r2. zrK(p)= K(p)A{x} 2 .

r3. ar(AAB)=(@),r AA@),rB.

rd. @r(AvB)=(®),=0—> (@), r 4)A (&), == 0 — (@), r B).
Quest’ultima equivale in IDB, a (&), = 0 A (), r A) v (), == 0 A (&), T B).
r5. #r(A— B)=Ay(yrA—!{a}@y) Az} rB).

ré6. 2rAyA@y)=Ay(! |z} @ Aallx}mrdy).

r7. arVyAQy) = @),r 4 (@))

r8. arAad(@)=Ay(!{y}—!{y} all{z} @ A[lx) @) rAdy)l.

9. orVad(a)="!{@a)) @) r 4 ()]

Analogamente si ottiene la definizione di una relazione z ( ¥, sostituendo
r con ¢ nelle clausole rl —r3, r6, r8 della definizione di #r F (le nuove
clausole si leggeranno q1 — 3, q6, g8 rispettivamente), e sostituendo r4, rj,
r7, r9 con le nuove clausole ¢4, q5, q7, q9 indicate appresso. Le condizioni
sulle variabili gid menzionate per xr F si applicano anche a x q F. Come
in [9] metteremo in evidenza le parti aggiunte nella definizione di xq F
rispetto a quella di xr F scrivendole tra le parentesi « ™ » e «~ |».

q4. 2q (AvB)=(),=0 —>@), q A7 A A" ) A(@)y==0—(x), ¢ B~ AB™ ).
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Quest’ultima equivale in IDB;, a (@)y=0A@),q A4 A4d™ v (@®),F0A
(@), ¢ BT AB ).

5. 2qA—> B =Ay@qA™ AA" 1 —!{z} (v Alfe} (¥) q B).
Q7. xqVyA@y) =@, qA(@))! Ad(x)) .
q9. zqVad@=!{@))Al@)q4{@)) " AAd{)) ]

OsSERVAZIONE 3.1. I lemmi 2, 4, 6 e le osservazioni 3, 5, 7 di [9] per
R > 8 si estendono alle abbreviazioni xrF e xF (e a trF e ¢t F, per
un termine qualsiasi ¢). Cioé tali abbreviazioni non contengono variabili
libere non indicate nell’abbreviazione, per cui le regole di A-introd. e V-elim.
si applicano ad esse nel modo consueto. Lo stesso dicasi per le regole di
A-elim., V-introd., sostituzione e rimpiazzamento, per opportune scelte delle
variabili vincolate non indicate nell’abbreviazione.

TEOREMA 3.2. Per ogni formula F, indichiamo con AF la sua chiusura
(universale). Supponiamo che |—ipg, . Allora esiste un p-termine chiuso ¢
tale che:

(i) |———IDBO!tA[tl'AF] e |—IDBo!tA[thF],

(if) —tmp, Ve rAF e |—ipp, VaoxqAF.

DIMOSTRAZIONE. (ii) segue da (i) per *34.16a, —>-elim. con *93 e A-elim..
(i) si ottiene per induzione sulla lunghezza della data dimostrazione di ¥ in
IDB,. Mostreremo cioé che (i) vale per gli assiomi di IDB,, e che se vale
per le premesse di una regola di inferenza, vale anche per la conclusione.
La dimostrazione verra data per . La dimostrazione per r si ottiene da
quella per ¢ semplicemente omettendo le parti scritte tra parentesi « ™ »
e «  |» e leggendo ovunque r invece di . Nel caso che F sia un assio-
ma o la conclusione di una regola di inferenza diversa dalla regola 2, ci
limiteremo a mostrare che ¢ ¢ A F' (cioé che |—ipg, ¢ q A F'), per qualche ter-
mine t. Infatti per *34.18 ¢id equivale a dimostrare che !t A[t q A F]. Per
mantenere al minimo la complessitd della dimostrazione, supporremo che
gli assiomi e le regole di inferenza non contengano altre variabili libere
oltre quelle esplicitamente indicate. La dimostrazione si estende nel modo
ovvio al caso generale di assiomi e regole di inferenza contenenti un numero
qualsiasi di variabili libere. Sempre per economia di esposizione la dimo-
strazione verra data in dettaglio solo nei casi che presentano maggiori dif-
ficoltd, o sono particolarmente indicativi. Per i rimanenti ci limiteremo ad
indicare il p-termine relativo t.
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ScH. Ass. 1a. A — (B— A). 1l termine cercato ¢t & 4w A vwu.

SoH. Ass. 1b. (A — B)— (A — (B — 0))— (4 — (). Supponiamo che
(@ wuq(A—B) T AAd— B |, ciod Ayyqdl™ AAT 1 —!{u)(y) A
[{w})a B) ™ A(4A— By |,
by vqA—>B— 0) " AAd—>B—0) |, ciod Ay(yqAlI=—aAdA|
— ol @) Ao} ) q(B— O) T A4 —(B—0) 1,
() yqAl™ aA—l

Allora da (a) e (b) per Ay- e —-elim. con (c) si ha

(1) Hul (y) A{u) (y) q B]™AB™ 1,
(2) !'{v} () A [{v} (¥)  (B— O)).

Per [9] osservazione 47 (per P-termini), supponiamo che
d) {u} () = {u} (y) A {u} (y) 4 B,

(@) {2} ()= (v} (y) A [v} (y) 4 (B— O).

Da (e) per A-elim. (con la clausola (5),

(3) Aw(wq B AB I —1{{o]®) () A[{{v] ¥)] w) q ).

Percid per A-elim. (prendendo {u}(y) come w, poiché {u}(y) & un termine, a
differenza di {u}(y)), e per — -elim. con (d) I™ e(1)” |,

(4) o) @)} (fu) @) AT o) () ) (u) () g C)

Per (d) e (e) con *34.20 e [9] lemma 18, e usando V-elim. per scaricare (d)
e (e),

() Hiv} @) ((u) @) A [{{} @)} (v} @) 4 O]
Dunque per *34.13c e *34.20,

(6) HA y {{v) @) () @)} (@) AL{4 y {{v) @) (=} @)} (¥) g C.

Da quest’ultima per — -introd. (scaricando (c)), e A y-introd. (con la clau-
sola ¢5),

(7) Ay {{v} @)} ({u} @) 4 (4 — O).
Percid per *34.18 e *34.13c con *34.20,

8) !{dvAy{{)®)(u) @) @ Al{dv Ay (v} @) (u} @) @) qAl— 0)

6. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa,
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a (8) per —> -introd. (scaricando (b)) e A v-introd. (con la clausola ¢5),
(9) Ao Ay (o) @) (v} ) 4 (4 — (B— 0)— (4 — O).

Con un procedimento analogo a quello con cui 8i & ottenuto (9) da (7) (sca-
ricando (a)) si ha

(10) AuAdvAy{{v} @) ({u} ®)q(4d— B)—(4—B—C)—A—0)).
SCH. ASS. 3. A—>(B—> AAB).t & AuAdvu,v).

SoH. Ass. 4a,b. AAB— A, AAB— B.t &, rispettivamente, A u (),
e Au(u),.

SoH. ASS. ba,b. A—> Av B, B— Av B.t &, rispettivamente, 4 u 0, u)
e Av{(1l,v).

SoH. A88. 6. (A— 0)—(B— 0)—(AvB— (). Da *136, *138b e
*6.7 con *61a per sostituzione si ha (w), 3= 0 — (w), = ((w), = 1)’. Percid per
[9] lemma 44 c¢’® un numero z tale che

(1) (w)g = 0 — {Z’ (u, v, w) {“} ((w),)

(2) (w)y F= 0 — {2} (u, v, w) 2 (v} (w),).

Supponiamo che

(a) uq(A—> O A —> 0 1, ciod Ao (@qAl™ A A" 1 |{u) () A
[(u} @) q ChTA(A—0O) 1,

(b) vq(B —0) 7 A (B—> 0y 1, ciod Ay(y q BT AB | —1{v}(y)A
[} a )™ AB— 0
(¢) wgq(Av B Adv B) ', ciod ((w), =0A(w),q A" A A v
(w)y == 0 A (20), ¢ B "AB ).

Caso 1. (w)y=0A(w),qAI~ A A" |. Per 7 A-e |Aelim. da (a)

(prendendo (w), come x) ¢ — -elim. con l’assunzione si ha

(3) Hu) ((w),) A [{u} (0),) g O]
Ancora per — -elim. con l’assunzione da (1) si ha
(4) {2} (u, v, w) = {u] ((w),).

Da (4) e (3) con *34.20,

(5) !z} (u, v, w) A [{2} (w, v, w) q O].
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Caso 2. (w), =0 A(w), ¢ B AB~ |. Analogamente, usando (b) e (2),
si ottiene ancora (5). Percid per v-elim. (scaricando le assunzioni dei casi),

(6) Uz} (u, v, w) A [{z} (4, v, w) ¢ C],

da cui come (10) da (5) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (a), (b) e (c))
si ha

(7 Au Av Aw (2} (u, v, w) q (A — C)— (B— C)— (4 v B— 0)).

SoH. Ass. 8!, (A— 0=1)— (A — B). Supponiamo che
(@) uq(d—>0=1)IT A(A—>0=1) |, ciod Ay(yqAdl™ A A~ 1 —
Hu (1) A [fw) () q (0 = 1)) A4 — 0 =1)"1,
)y yqAl™ ad I,
Da (a) per A- e — -elim. con (b) si ha

1 Hup @) A [{u) 3) g (0 = 1)),
da cui per la clausola g1 con *34.19 e A-elim.,
(2) 0=1.
Per —» -introd. (scaricando (b)),
(3) YQAT AAT 15 0=1.
Percid per *10a e Ay-introd.,
4)  AY@qATAATI—1{0} (3) A[[0} () q B]), ciod 0q (A — B),
da cui come (9) da (7) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (a)),
(5) Au 0 g (A — 0 =1)— (A — B)).
SOH. Ass. 10N. Az A (2)— A (). t & Au (u} (7).
SOH. Ass. 10F. Aa A (a) — A (¢). Supponiamo che
() wqAaAla) T"AAa A (@ 1, ciod Az (!{x) — !z} A [!{u) (@) A
(v} @ q 4 (a)]) ~ AAad(a) |.

Per [9] lemma 41 c’¢ un numero v tale che Ay {v}(y) > ¢ (y), percid
per [9] lemma 18 e *0.4,

(1) {V) o,
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da cui per V-introd.
(2) Hiv).
Da (a) per A-elim. (prendendo v come x) e —> -elim. con (2),
@) HvEAT! fuf (v) A [fu) (v) @ A ((YD]].
Per (1) e *34.20 con *34.18 si ottiene
(4) Hul (v) A lfu) (V) ¢ 4 (9)]-
Infine come (7) da (5) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (a)),
(5) Au {u} (V) g (Aa A (@) — A (¢)).
SOH. ASS. 1IN, A(r)—> VA (®).t & Aulr,u).

SoH. Ass. 11F. A (p) — V a4 (a). Supponiamo che
() uqA(p) T AAd(p) 1.
Per [9] lemma 41 c¢’® un numero v tale che Ay (v} (y) ¢ (y), da cui
per [9] lemma 18 e *0.4 {v] > ¢. Percid da (a) per *34.18 con *34.20,
1) Hviafwq A (v a4 ({v)
Per *25.1 ({V,u)),= Ve ({V,u)), = u. Usando cid in (1) con *34.20 e *34.22,
(2) LV, )} Al Y ), g AV, ud)h) T A A({KV,u .>)0}) -1

cio® (per la clausola ¢ 9){Vv,u>qV ad (a). Percid come (9) da (7) nel caso
dello sch. ass. 1b (scaricando (a)),

(3) Aulv,u) q (A (p)—V a4 (a)).

SoH. Ass. 13. 4 (0)AAz (4 (x)— A (2))— A (x). Come gid accennato,
si tratterd di mostrare il teorema per la chiusura di tale formula. Per [9]
lemma 44 ¢’é un numero w tale che

(1) x=0— (W} (y, , u) 2 (), ,
(2) &=k — (W} (y, , u) > “(“)1} (@ = 1)} (ly} (@ =1, w)).
Per [9] lemma 43 ¢’® un numero z tale che

(3) (2} (20, w) = {w} (z, x, u).
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Vogliamo far vedere che Aw {z}(x,u)q (4 (0)AAx (A (x) — A (2)) — A (x)).
Supponiamo che

@ wq(AO)AAr(A@)— A@))'T AAO)AAz (A (@) — A@) ™ !.
Mostriamo per induzione su # che ! {z} (x, u) A[{z} (z, u) q A (x)].

Base. Per (3) e (1),
(4) {2} (0, u) =2 (u), .

Da (a) per I~ Aelim. e | la clausola q 3, (u),q A (0) percid per *34.18 e
*34.20 da (4) si ottiene

(5) ! {2} (0, w) A [(z) (0, u) g A (0)].
Passo di induzione. Supponiamo che

(b) e} (@, w) A [{z) (x, w) g A ()],
(c) {z} (=, w) 2 (2} (, u) A {z] (%, u) q A ().

Per (3), (2) e *6.3,
(6) {z} (@, w) = {{(u),) ()} (2] (%, w)

T Da (a) per A-e—>-elim. con lo sch. ass. 13 si ha A (x), percid |
per (c),

(M {2} (@, w) Q A (@) 7 AA (@)L
Ancora da (a) con le clausole ¢ 3 e q 6 e Ax-elim.,
(8) Hw) ) (@) A [{ (w)y} (@) g (4 (@) — A (@))].

Supponiamo che

(d) {(w)g} (@) 22 { (u)y} (@) A {(u)y} () 4 (4 (@) — A (&),

da cui Ay (yq A @) Ad @ ' — ! {w),] @) o) AL{ )] @) @) a 4 @)
Percid per A-elim. (prendendo {z} (x,u) come y) e — - elim. con (7),

9 H{(wy) @) ({2} (@, w) All{(w),} @)} (2} (@, w) g A (27)].

a (9) per (c) e (d) con [9] lemma 18, (6) e *34.20, ¢ usando V-elim. per
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scaricare (¢) e (d),

(10) ! {z) (@', w) A [ {2} (2*, w) q A (")),

Per lo sch. ass. 13 si conclude, dunque,

(11) Hz) (@ u) A [[2) (@, u) q 4 @)].

Percid come (7) da (5) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (a)),
(12) Au {2} (w, u) 4 (A (0) A Az (4 () — A (@) — A (@)

Per *34.18, *34.13¢ con *34.20,

(13) ! {dx Au (2} (x, w)} (@) A [{Ax Adu {2} (@, u)} (@) g (4 (0) A

Az (A (x)— A (x')) — A (2))].
Percid per Ax-introd. (con la clausola q 6),
(14) Ax Au (z} (0, u) q Az (A (0) A Ax (A (x) — A (¢")) — A (x)).
Ass, 14. ' =y’ — # = y. Supponiamo che
-

(a) uq @ =y’

Da (a) per la clausola 1 e —-elim. con I’ass. 14 v = y, da cui (ancora
per la clausola q 1),

(1) 0q(x=2y).

Percid per *34 18 e *34.13¢ con *34.20,

@) ! {Au 0] (u) A [[Au 0} (u) g (@ = y)].

Da (2) per — -introd. (scaricando (a)), @ Au-introd. (con la clausola q 5),
(3) Au0q @ =y — v =y),

da cui come (14) da (12) nel caso dello sch. ass. 13,

(4) Az Ay Au 0 q Az Ay (#/ =y’ —x=1y).

AsSsIoMI 15-21, TUTTI GLI ALTRI ASSIOMI DEL GRUPPO D E GLI AS-
stoMI *0.1 E *1.1. Questi assiomi sono facilmente trattabili in modo ana-



e realizzabilitd formalizcata 661

logo al caso precedente. Cosi Ax 0 q Ax (¥’ = 0— 0 = 1), Ax Ay Az Au Av
0qAz Ay A (x =y — (x=2—>y=12)), Az Ay Au 0 q Az Ay (x =y — 2'=1y’),
ecc.. Data l'elementarita di tali casi, per brevitd non indicheremo il termine
relativo per i rimanenti.

SoH. AsS. *2.2. Az VyA (v, y) — Va AzA (, a (x)). Supponiamo che
(a) uqAzVyA (@, y) T AAeVyA(z,y)” |, da cui Aw(!{u}(@)A

[({oe} (@) 4 A (, ({1} (@)o) T A A (, ({u] (@))g) — 1]
Dopo Ax-elim, supponiamo che

(b)  {u) (@) 2 fuf @) A ({u} (@), a4 A (@ (o] @))) ™ AA (@ ({u] @)) '

Da (b) per [9] lemma 18 si ha ({u} (x)), =2 ({u} (#)), da cui per V-introd., e
usando V-elim. per scaricare (b),!({u}(x)),. Percid per *34.13¢c con *32.6
! {dx ({u} ()} (), da cui per Ax-introd. e *32.4,

1) ! A= (fu) (#))).
Supponiamo che
(¢) {Ax ((u] (@)} = a.

Assumiamo ora di nuovo (b). Per *34.18 da (b) si ottiene

(2) P{u) @)y A [({u] (@), @ A (@, ({u} (@))o) T A A (@, ({u} (®)) 1.

Da (b) per [9] lemma 18 si ha ({u} (#)), = ({u} (x)),, da cui per *34.13c
({u} (x)), > {Aw ({u} (x)),) (x) Sempre da (b) per [9] lemma 18 si ha ({u] (x)), =
({u} (x)),, percid per (c), scrivendo per esteso l'abbreviazione tra p-funtori

~ e usando [9] lemma 17 e *34.13c, ({u} (#)),= a (). Utilizzando tutto
cid in (2) con *34.20 e *34.21, e applicando V-elim. per scaricare (b) e Ax-
introd. con *87,

(3)  Ax (A ({u) (@)} (=) Al{d@ ({u] (@)} (@) G (A (2, @ @)™ A AzA (2, 0 (2) 1.

Da (¢) e (3) per A-e Va-introd. con *34.17a, e usando V-elim. per scari-
care (c),

(4) ! {Aw (fu) (2)o} A[Ax (! {A ((u} (@)} @) A
[{ 4 ({u} (@)} (@) q A (@, (A ({u] @)} @)
T A Az A (x, {Ax ({u) (@)} () ™ ).
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Percid per *25.1 con *34.20 e *34.22 (e le clausole ¢6 e (9),

(5) Az ({u) @)y , Az ([u} (%)), ) q Va AzA (x, a (2)).

Infine come (9) da (7) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (a)),

(6) Au { Az ((u) (2))y, A ({u} (#))) 4 (A V y4A (2, y) — Va ArA (2, a (@)
Ass. K1. a = 21*ny’ — K (a). Supponiamo che

(2) Holy

(b) (v} = fo),

(c) wy (o) =A*n ) A (o) =2 ny) T
Da (c) per la clausola q1 e — -elim con K1,

@) K ({v}).

Da (b) e (1) per A-introd. con la clausola (2,

(2 v q K ([o)).

Percid come (Y) da (7) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (c)),
3) Auv (o] =21 ny — K ([2))),

da cui per *34.18 e *34.13c¢ con *34.20,

(4) {Av Au v} (v) A[(dv Au v} (v) q ([v] = P*ny’ — K ([o]))]-

Per *34.18 e (b) con *34.20, e usando V-elim. per scaricare (b),

(5) Hoj Al {dv du o} (v) A [{ A0 duv) () q ({o} = P*ny” — K ([o])]].
Percid per — -introd. (scaricando (a)) e Av-introd. (con la clausola ¢8),
(6) Av Auvq Aa(a = *ny’ — K (a)).

Ass. K 2. a(l)=0AAzK (*na({z)*n))—> K (a). Analogamente al
caso precedente si dimostra che ¢ & Av Auw.

SoH. Ass. K 3. AaAy (a = A*ny’—> P (a))AAa(a(l)=0AAzP(*na({x )+
n)) — P (a)) — Aa (K (a) — P(a)). Per [9] lemma 44 ¢’® un numero w
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tale che
1) (v} (1) = 0 — (W} (1, u, v) X2 8(1, u, ),
(2) (v} (1) & — (W} (I, u, v) 22 ¢ (u, {v] (1) = 1).

Per [9] lemma 43 c¢’® un numero z tale che
(3) {2} (u, v) =2 {w} (2, u, v).

Poniamo
7 (v, 2) = A*n {v} (2 ) *n),

8 (4 u, v) = {{(u),} ()} (€0, A {I} (w, 7 (v, @) )),
t (u, y) = {(w)o} (¥)-

Per semplicitd verificheremo il teorema per K 3 nella forma A yP (A* ny’)
ANa(a(l)=0AAzP(3*na(x)*n)— P(a)—> Aa(K(a)— P(a). Suppo-
niamo che
(@ wqAyP@*ny)aAa(@(1)=0AAxP(*na(x)sn)—> P(a)

FTAAYyPA*ny)AAa(a(l) =0AAzP (*na(x)*n)— Pa) |,
(b) 1 {v},
© (v} =[],
(@) wq K (o)A K (o)) .
Da (a) si ottiene
(4)  Ay({(w)o} @) Al{(w)} ) 4 P (A* ny"),
(5) Av({r)— o] Al {(w)] (@) A[A w ({o) (1) =0 A Az (! {(0)} (@) A
[{(w),) @) q P(A*n (o) Kz )% n)) T A (v} (1) =0AAZP1*n v} (2)en)
— H{(w)} (0)} (w) A [{{(w)} (v)] (w) q P ({o})]]])-

Da (d) per A-elim. (con la clausola ¢2) si ha

(6) K ({v})
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Per induzione sn K mostriamo che !{z) (u, v) A [{z) (%, v) 4 P ({v})].

Base. {?} & A*ny’. Allora per [9] lemma 17 [v_} (1) = y’, percio per *6.3
[-v}(l) — 1=y, da cui per [9] lemma 17 con (c) si ha {vj(1)>2y" e
(v} (1) =~ 12>y. Per (2) e (3) dunque (z} (u,v) > {(u),} (y), percid da (4) dopo
A y-elim. per *34.20,

(7) !z} (u, v) A[{2] (u,v) q P( [U}

Passo di induzione. {v)(1)=0AA 2K (A*n (v} ({x) % n)). Poiché {r (v, )}
™ 2*q (v} (Ca ) % n) [per *34.13¢] 2 A* n v} (&) #n) [per [9] lemma 18 e lem-
ma 17 con (¢)], supponiamo che

) Awx(!{z)(u,r (v, ) A[{z) (u, (v, 2) g P 4*n {v] {z) %n))).
Da (5) per Av- e — -elim. con (b), e usando (c) con *34.20 e *34.18,
(8) !} @A[Aw (o)1) =0AAz(!{w),) (@A
[{(w),} @) g P (2*n [o) K& ) »)))) T"A ({0} (1) = 0A AP (A*n [0} K2 ) «n)) !

—> 1 {{(w)y) ()} () A [{{(w),] (@) (0) @ P ([0])D)-

Supponiamo che
() {(w),} (v) 2 {(u), }(v)AAw (v} (H=0AA z(!{w),]}(x)A
[{(w),} (w)qP(l*n{?)((x)»n))]) A1) =0AAZP (1*n (v} Kadxn))y

— 1 {(w)y] @) () AL{{(w)y] ()] (w) ¢ P ({o])])].

™" Dallo sch. ass. K3 per —> -elim. con (a), Aa-elim. (prendendo

i*n{v)((x)#n) come a), —-elim. con K (*n (v} ({x)*n), Aw- e Aintrod.
si ha

(9) Pl (1) =0AAZPI*n (o) (&) xm)

Per *25.1 e [9] lemma 18 con *34.13c {0, A x {z} (u, r (v, ®)))),} (x) >
{2} (u, 7 (v, @), percid da (e), dopo A-elim., per *34.20 e A x-introd.,

(10) Az (1{(<0,4 2 {2 (u, 7 (v, ) D)} () A

(€0, 4 @ (z) (u, r (v, ®)) D)} (@) q P (A* n (v} Cz ) » n)]).
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Da (f) per A- e A-elim. (prendendo €0, A x {z} (u, r (v, %)) ) come w)e —-elim.
con [v) (1)=0 e (10) e (9) 1,

(11) H{{(w)y) (v)} (€0, A @ {2} (u, 7 (v, 2)) )) A
WWMwn«mAwuHmumw»qP@M-

Poiché {—v}(1)= 0, per [9] lemma 17 con (c) si ha {v}(1)=0, percid da (1)
e (3) con (f) e [9] lemma 18, {a)(u, )= {{(u),} (v)] (0, 4 {z}(u,r (v, x)))).
Usando c¢id in (11) con *34.20,

(12) ! {z} (u, v) A [{2) (1, ) g P ({v})].
Per lo sch. ass. K 3 si conclude dunque,

(13) ! {z} (4, v) A [{2] (4, v) q P [0])].

Percid come (7) da (5) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (d)),

(14) A w {2} (v, v) (K ({o)) — P ([o]))
Per *34.18 e *34.13¢c con *34.20,
(15) ! {Av Aw {2} (w,v)} (v)A[{4 v dw (2} (4, v)} (v) g (K ([o}) — P ([o})].

Quindi per *34.18 e *34.20 con (c), e usando V-elim. per scaricare (c),

(16) ! {v} A[! {Av Aw (2} (u, v)} (v) A [{Av Aw {2} (u, v)] (v) q (K ({v}) = P ({o}))]

Per —» -introd. (scaricando (b)) e Awv-introd. (con la clausola qS8),

(17) Av Aw (2} (u, v) § Aa (K (a) — P (a)).

Infine come (9) da (7) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (a)),

18) Au Av Aw {2} (u,v) Ay P (* ny’) A Aa(a(1)= 0 A
AxP(A*na({x) »n)— P(a)— Aa (K (a) — P (a))).

REG. INF. 2. A, A — B=—> B. |7 Poiché nella data dimostrazione di
B in IDB,, B si ottiene da A e A — B mediante un’apphcazwne della
regola, si ha che |—jpp, 4, cioe

1) A
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Per ipotesi di induzione esistono dei p-termini chiusi s e ¢ tali che

(2) lsA[sq A],

(3) 1taltq (A — B)

Supponiamo che

(a) sNsasqAd,

(b) ttALQ(A—> B), ciod tNEAAr (wq A A4 — 1t }@)A[{)(x) q B).

Da (b) per A- e A-elim. (prendendo s come x) e — -elim. con (a) ™ e (1)
1{t) (3) A[[t} () q B), percid per (a) e (b) con[9] lemma 18 e *34.20, e usando
V-elim. per scaricare (a) e (b),

(4) L{e) (s) AL{t) (s) @ B].

REG. INF. ON. ¢ — A (x)=—> C — A zA (v). Per ipotesi di induzione
¢’® un p-termine chiuso ¢ tale che

1) 1tA[tq Az (O — A (x)), ciod 1t A[Ax(I{t]} (@)A[Ay(yq O

TACTTT L[t (@) () A ({8} (@) (¥) g 4 (@)]D].
Supponiamo che

(8) ttAAz(1{t)@AAY(@Yq O A 01— {{T) (@)} (9) A

[{{#} @) (v) 4 4 @)])),

®) (f) @2 (F)@AAy@a 00— {{t) @)@ A

() yqOI— a0 [“i}(—“’)] ¥)q 4 (@),
c) y )

Da (b), dopo A-e A-elim,, per — elim. con (c) si ottiene

@) H{t) @) @) A[((E) @) @) q 4 @)).

Da (a) e (b) per [9] lemma 18 si ha (¢} ()= (7] (2) e ([t} (@)] (¥) = |({] (=)} (3)
percido da (2) per *34.20, e usando V-elim. per scaricare (a) e (b),

&) e @) ) A L2} (@) (4) q 4 ()],
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Da (3) per *34.13¢, *34.20 e Az-introd. (con la clausola ¢ 6) si ha

(4) Az {{t} (@)} (v) g AzA (2),

da cui come (9) da (7) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (c)),

(5) Ay Az {{t) (@)} (3) (€ — Azd ().

REG. INF. 9F. C — A (a) ==> 0 — AaA (a). Analogamente al caso pre-
cedente si dimostra che, se ¢ & un p-termine chiuso tale che !tA[tq Aa
(C— A (a)], allora Ay Av {{t} (v)} (¥) q (C — Aad (a)).

REG. INF. 12N. A (#r)— C=—=>V x4 () — 0. Se t & un p-termine tale
che ! tA[tq Ax (4 () — C)], allora

A {{t} (w)y)} (w)y) 4 (V24 (2) — O).

REG. INF. 12F. A (a) — C —>VaA (a)— C. Per ipotesi di induzione
¢’® un p-termine chiuso ¢ tale che

(1) 1tAlt q Aa (A (a) — 0)], ciod 1t A[Av (! {v}— ! (v} A[!{t] (¥) A

Ay (a4 o)™ Ad(feh™ T—1{{t) @) @) Ali{t} @) @ q O

Supponiamo che

(@) tNTAAv( (o) = (o) AL (2] (o) A[AY (g q A (o)) A4 (o)) T
— {2} @)} @) A[{{2) (@) () @ €D,

(b) uwqVad(a)™ AVad(a)” |, ciod ! {(u)o} Af(u), g A ({(u)o})

T A A ({(u)) 1] AVad (@)

() {(w)o} == (o} A (), o A ([(w)o)) T A A ({(w)e))

Da (b) per *34.17a,—> -elim. con *93 e A-elim. si ha !{(u))}. Percid per
—» -elim. con (a), dopo A- e A-elim. (prendendo (u), come v), e per (c¢) con
*34.20 e *34.18,

(2) L{E) (o) A[AY (v o A [(w)o)) T A A ([(w)) 1 —

L{{E) (o)} (@) ALL{E] (W)} (@) g O]
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Supponiamo che

(@) () () = (2] ((w)o) A AY (y & A ({(w)o)) T A A ({(w))) 1 —

L{{E) (w)o)) ) A [E 2} ((w))} (9) 4 O)).

Per A-e A-elim. (prendendo (u), come y), e — -elim. con (¢c), usando V -elim.
per scaricare (c), si ha

(3) L{{e] (o)} ((w)y) AT{{E} ()} ((w),) 4 C].

Da (a) e (d) per [9] lemma 18 ([t} ((w))} (w),) = {{t} (w))} (w),), percid per
*34.20 e usando V-elim. per scaricare (a) e (d),

4) F{{eh (o)) ((w)y) A [{ {2} ((w)o)} ((w),) q O
Infine come (7) da (5) nel caso dello sch. ass. 1b (scaricando (b)),
(5) Au {2} (w)o)} (w),) ¢ (Vad (a) — C).
LEMMA 3.3.
(i) B, VaZ T (r = 8) <—> (r =8),

(i) —ipg, Vo2 T K (0) <—> K (),
(iii) |—1pp, Vex r (A A B)<—> Vaexr A AVaxr B,
(iv) +—rpp, Vo r (A v B) <—> Vaxr A v Varr B,
(v) |—r1pp, Voo T (A — B)— (Vaxr A — Vaxr B),
(vi) —rpg, Vaz T AyA (y) <—> Ay Vaz r A (y),

(vil) +—1pB, Voo T VYA () <—> Vy Vax r A (y),

(viii) |—rpp, Vax T Aad () — Aa Vurx r A (a),
(ix) |—r1pB, Vo r VaA (@) <—> Va Vaz v A (a).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo solo alcuni casi particolarmente rap-
presentativi.
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(i) Vox r (r = 8) <—> Va (r = 8) [per la clausola r1]<—>r =3 [per
*76, poiché x non occorre libera in r = s].

(if) I. Supponiamo che (a) Voz r K (p) e (b) z 1 K (¢). Da (b) per A-elim.
(con la clausola r 2) K (¢), percid per V-elim. (scaricando (b)) e —» -introd.
(scaricando (a)) Vaxr K (p) — K (). II. Supponiamo che (a) K (). Per [9]
lemma 41 e lemma 18 con *0.4 c’e un numero v tale che {v} = ¢. Percid
per A-introd. (con la clausola r2) vr K(p), da cui per V- e — -introd.
(scaricando (a)) K (¢) —> Vazr K (¢).

(iv) I. Supponiamo che (a) Vaezxr (AvB) e (b) zr(4dvB), cioe
(®)g=0A(®), T A) v ((®)y == 0A(x),r B). Da (b) per casi (v-elim.), A-elim., V -
e v-introd., Voxz r A v Vox r B. Percid per V-elim. (scaricando (b)) e — -introd.
(scaricando (a)) si ottiene Vaxzr (A v B)—> Voxzr A v Vexr B. I1. Supponiamo
che (a) Vexr Av Vzxr B. Caso 1. VxxrA. Supponiamo che (b) xzr A. Per
*25.1 (€0, x)), = x, percid da (b) si ottiene ((0,2)), r A. Ancora per *25.1
(€0, x)), =0, quindi per A- e v-introd. (con la clausola r4)<0,2)r(4vB),
da cui per V-introd., e usando V-elim. per scaricare (b), Vax r (4 v B).
Caso 2. Vzxr B. Come nel caso precedente, usando €1, x) al posto di
{0,2). Percid per v-elim. (scaricando le assunzioni dei casi) e — -introd.
(scaricando (a)) Vexr 4 vVarr B— Voxr (A v B).

(v) Supponiamo che (a) Vax r (4 — B), (b)z r (4 — B), cioe Ay (yr 4 —
Vo) ) Al{x}(y)Tr B) e (c)Vyyr A. Sia (d)yr A. Da (b) per A- e — -elim.
con (d), !{z}(y) A[{#} (y)r B]. Percid per *34.16a, —» -elim. con *93 e A-elim.,
e usando V-elim. per scaricare (d), Vexr B, da cui per — -introd. (scari-
cando (¢)), V-elim. (scaricando (b)) e — -introd. (scaricando (a)) Vax r (4 — B)
— (Vzzr A — Vaxr B).

(vi) I. Supponiamo che (a) Vzx r AyA (y) e (b) xr AyA (y), ciod
Ay (!{z} (y) Al{x} (y) T A (y))). Da (b) per A-elim., *34.16a, — -elim. con *93,
A -elim. e Ay-introd., e usando V-elim. per scaricare (b), Ay Vaxr A (y), da
cui per — -introd. (scaricando (a)) Vzxr AyA (y)— Ay Vexr A (y). II. Sup-
poniamo che (a) Ay Vxxr A (y). Per lo schema di assioma di scelta *2.2
VaAya(y)r A(y). Sia (b) Ay a(y)r A (y). Per [9] lemma 41 ¢’¢ un numero v
tale che Vy {v}(y) =2 a (y), percid da (b) per A-elim. con *34.18 e *34.20
V) () A[{v} ()T A ()]. Per Ay-introd. (con la clausola r 6), e usando V-elim.
per scaricare (b), Vvr AyA (y), percio per Vr - e — -introd. (scaricando (a))
Ay Vzzr A (y) — Voz v AyA ().

(viii) Supponiamo che (a) Vaxr Aad(a) e (b)zr Aad(a), ciod Av(!{v} —
Vo) A[! {a) (v) A [{®] () x A ({v))]). Da (b) per *96,*77 e Aa-elim. (1) Av ({v)
a—>{v}A[!{z} (@) A[{z} (v)r A ({v])]]). Per [9] lemma 41 e lemma 18 con
*0.4 ¢’® un numero z tale che (2) {#z} > a. Da (1) per A-elim. (prendendo z
come v) e —-elim. con (2) si ha !{z]A[!{«}(z)A[{x)(z) 1 4 ({z})]], percid
per (2) e *34.20 con *34.18 !{x}(z)A [{#](z)T 4 (a)]. Da quest’ ultima per
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*34.16a,— -elim. con *93, A-elim. e Aa-introd., e usando V-elim. per sca-
ricare (b), si ha AaVaxr A (a), da cui per —> -introd. (scaricando (a))
Vazz v AaA (a)— Aa Vax T A (a).

(ix) I. Supponiamo che (a) Vzz r Vad (a) e (b)xzr Vad (a), ciod ! {(x),} A
[(@), r 4 ({(=),))]. Da (b) per *34.17a, — -elim. con *93, A-elim., Vw-introd. e
*78, e usando V-elim. per scaricare (b), Va Vaxz r A (a), da cui per — -introd.
(scaricando (a)) Vxxr VaA (a) — VaVzxr A (a). II. Supponiamo che (a) Va
Vzxr A(a) e (b)xzr A(a). Per [9] lemma 41 e lemma 18 con *0.4 ¢’ un
numero v tale che (v} ™ a, percid da (b) per *34.18 e *34.20! {v} A [z T A ({V}))].
Per *25.1 con [9] lemma 18, *34.20 e *34.21 si ha allora ! {({ v, )} A[({ V,2)),T A
({(< v, 2))))], da cui per la clausola r9 e Vz-introd., usando V-elim per sca-
ricare (b) e —> -elim. per scaricare (a), Va Vzar A (a) — Vaar VaA (a).

COROLLARIO 3.4. Per ogni formula F, se |—pp, F allora |—ipg, Voxrr F
e |—ipp, Vaxq F.

DIMOSTRAZIONE. Se |—ipg, F, allora per il teor. 3.2 —ipg, Voxr AF,
percid per — -elim. col lemma 3.3 (vi), (viii) —pp, A Vaxr F da cui per
A-elim. si ottiene |—pp, Vewr F. Analogamente si ha |—pp, Vex q F
poiché, per la particolare forma delle clausole (6 e 8, il lemma 3.3 (vi),
(viii) rimane valido se si pone ¢ al posto di r. ’

4. In IDB; si pud formulare una versione della tesi di Church nel
modo seguente. Per [9] § 4.2 esiste una formula standard T (x,y,2) che for-
malizza il T-predicato di Kleene. La nozione di formula standard si suppone
definita come in [10] p. 27, cioé¢ T (z,y,2) va intesa come l’abbreviazione
di una formula prima della forma tr (x,y,2) = 0, per un certo termine tr,
tale che |—ipg,tr(r,¥,2) =0vir(2,y,2)= 1. T(x,y,2) soddisfa la condi-
zione di unicitd *34.4, e (2),3 svolge il ruolo della U-funzione di Kleene.
La tesi di Church pud essere espressa allora nella forma :

TC. AaVz Ay Vz (T (=, ¥, 2) A (2), 3 = a (¥)).

Come in [9] p. 70 sia RG (a) («a & ricorsiva generale ») un’abbreviazione
della formula Va {#} = a. Scrivendo per esteso l’abbreviazione tra p-funtori
~ e usando [9] lemma 17, RG (a) equivale a Vx Ay {x}(y) >~ a(y), dunque
per *34.3 a Vo Ay Ve (T (x,y,2) A (2)o,s = a(y)). Percid per *71 TC equivale
a Aa RG (a), ciod TC esprime nel linguaggio di TDB, l'asserzione :

« Ogni funzione costruttiva & ricorsiva generale».
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OSSERVAZIONE 4.1. L’uso del nome «tesi di Church» non pud essere
ammesso senza ulteriori spiegazioni dato che, almeno per quanto riguarda
la formulazione di Turing della tesi, ’intenzione era chiaramente solo quella
di asserire che tutte le funzioni meccanicamente calcolabili sono ricorsive
generali. B altrettanto vero, pero, che la distinzione tra funzioni costruttive
e funzioni meccanicamente calcolabili non era affatto capita all’epoca della
formulazione originaria della tesi di Church. Il carattere astratto delle no-
zioni costruttive, sebbene notato, per esempio, da Bernays ia [1], non era
generalmente riconosciuto. La versione piu forte della tesi di Church for-
malizzata da TC si trova formulata in [4], e percido potrebbe essere chia-
mata piu propriamente « versione di Heyting della tesi di Church», sia
pure con la necessaria precisazione che Heyting formula, ma non propone
la tesi. Per una discussione della distinzione tra funzioni costruttive e fun-
zioni meccanicamente calcolabili si rimanda a [11]§ 2.7 e a [13].

TEOREMA 4.2. FHsiste un termine chiuso ¢ tale che —ipg, ¢r TC,
percid |—ipg, Vo r TC.

DIMOSTRAZIONE. Basta prendere come ¢ il termine

Av v, Ay {0, W)} (0,v,9),¢0,0))), per un certo numerale w specificato
appresso. Infatti, per le clausole r8,r7,r6 e r3, ’

(1) trTC<—> Av(!{v) —!{o} a[1{t} ()A[Ay (1 {({2} (@)} (v) A
[C{2} (@i} @, 0 2T ({2 (0))o 5 95 ({([2] (0))s} @D)o) A

({({e) @)y} @), 1 ({2} @)} @)o, 0,3 = {v} @)D
Per *34.13c,

(2) {t) () ~ (v, Ay {0, W)} (0,v,9),¢0,0)),
da cui per *32.5 e *32.6!{t} (v). Supponiamo che

(a) !{v}r

(b) {v) = {v}
(c) {t) (v) = {2} (v).
Per *34.3,

B Ve (T[] W), ¥ 2) AR, 5= [v) () <—> (({t] @))o) ¥) ™ [v] ).

7. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Da (b) per [9] lemma 17,

(4) (o) () 22 o} ().

Da (c) e (2) per [9] lemma 18 e *25.1,

(5) (1t} (0)g = 0.

Da (4) e (5) per [9] lemma 18 si ottiene {({t} (v)),} (y) == {?}(y), percido per (3),

(6) Va (T (({t} (v))g  ¥5 2) A (2)0, 3= {v} (%))
Supponiamo che
(@) T[] @) » % A (2o, = [2] (v)-

Per [9] lemma 41 c¢’® un numero w tale che

(7 (W} (2, ([t] (0)g , §) =2 0 <—> T (({t] (v))g » 9, 2).

Per *33.10 e *34.4 da (7) si ha

8) (€0, W)} (0, (7] (0)g, 9) 22 <—> T(({t] () , 9 2),
percio per (d), dopo' A-elim., e usando (5),

(9) {€0, W) (0,v,y) >z

Da (2) per (9] lemma 18 con *25.1 e *34.13c,

(10) {<0, W)} (0,9, y),€0,0> = {({t} (v))} ).

Da (9) per V-introd., *32.5, *32.6 e (10) si ha !{({t} (v)),} ().
Supponiamo che

(e) ({2} ()] () == {({t} (D)4} (@)-

Da (10) e (e) per [9] lemma 18, (¢{C0, W )} (0, v, ¥), €0, 02)), = ({( {t} (¥))y} (¥))o
percid per *25.1 e (9),

(11) ([t} @) = #-

Sostituendo in (d), e usando V-elim. per scaricare (d), per A-elim. si ottiene

(12) T ({8} @) » ¥, ({8 )1} @)o)s
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(13) ([t} @) @, 0,5 = [} ¥)-

Poiché T (x,y,2) & una formula standard, da (12) e (13) per (e), (10) e *25.1
con [9] lemma 18 e la clausola rl si ha

(14) ({C{} @D} @)oo T T ({8} @))o 5 95 ({2} (@D} @Do)s

(15) (e} @)y} @11 v ({({E} @)i} @) o, 0,3 = {v} ¥))-

Da (14) e (15) per Aa-introd., *34.18 e (e) con *34.20, usando V-elim. per
scaricare (e) e Ay-introd., si ha

(16) Ay (L{({t} @)y) @) AT} )] @10 ® T ([t} @))g 5 9,

({8} (@D) @)} A ({((8) @D) @), 1 T ({([2} @D)s} @o, 0.5= [v} @D

Da (16) per (c) e (b) con *34.18 e *34.20, e applicando V-elim. (scaricando
(b) e (¢)), — -introd. (scaricando (a)) e Awv-introd., si ottiene il lato destro di
(1), percio

an ¢t r TC.

TEOREMA 4.3. Per ogni formula F, se [—ipg,+1c F allora |—rmp, Vexr F.

DIMOSTRAZIONE. Se |—ipp41c F allora per — -introd. |—ipg, TC — F,
dunque per il coroll. 3.4 |—ipp, Vo r (TC — F), da cui per — -elim. col
lemma 3.3 (v) |—1pp, V&x r TO — Vzaz r F. Percid per — -elim. col teor. 4.2
|[—1DB, Vaxxr F.

COROLLARIO 4.4 Se IDB; & coerente, tale & anche IDB, 4 TC.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che |—ipp,+1c0 = 1. Allora per il teor.
4.3 |—ipp, Vox 1 (0 = 1), dunque per il lemma 3.3 (i)|—ms,0 =1, il che
contraddice l'ipotesi della coerenza di IDB,.

OSSERVAZIONE 4.5. Si noti che tutti i passi dell’argomentazione prece-
dente sono elementari. In particolare, nel caso del teorema 3.2, & elementare
il riconoscimento dell’esistenza di un’applicazione dello sch. ass. K 3 nella
dimostrazione formale in IDB, di ¢ r F, per F lo sch. ass. K3. Si ha cosi
una dimostrazione puramente finitaria della coerenza di IDB, 4+ TC rispetto
a IDB,. In tal senso il corollario 4.4 rafforza [14] teorema 3.7.4, che si
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basa sul teorema 3.7.2 ivi, la cui dimostrazione richiede un’applicazione vera
e propria dello sch. ass, K3.

b. Consideriamo ora il problema: per quali classi di formule ’aggiunta
di TC a IDB, & conservativa? Dimostriamo anzitutto aleuni lemmi.

LeMMA 5.1. Per ogni formula F che non contiene occorrenze di v, e in
cui ogni occorrenza di V & in una parte della forma Vy (r = s) o Va (r = s),
esiste un p-termine chiuso #,z tale che

(i) +—mp, Vaozr F— F,
(i) —pB, F — ! tyrA[tarx AF),
(iii) |~—rpp, Vo T F <~—> F.

DIMOSTRAZIONE. (i) e (ii) verranno dimostrate simultaneamente per in-
duzione sulla costruzione di F. (iii) si ottiene nel modo seguente. Supponia-
mo che (a) ! t\z A[tg, ¥ AF]. Per *34.16a, —>-elim. con *93 e A-elim.
Vaxr AF, da cui come nella dimostrazione del coroll. 3.4 Vaxxr F. Per
—>-introd. (scaricando (a)) !t\gA[tpr* AF]— Vax r F, da cui per (i) e (ii)
con *2 e *16 segue (iii). La dimostrazione di (i) e (ii) verra data in detta-
glio nei casi pit notevoli. Quanto agli altri, c¢i limiteremo ad indicare il
p-termine relativo tr. Per semplicitd considereremo solo formule F chiuse.

Caso 1. F & r=s.tp & 0.

Caso 2. F & K (p). (i) Per il lemma 3.3 (ii). (ii) Supponiamo che (a) K (p).
Per [9] lemma 41 e lemma 18 con *0.4 ¢’® un numero v tale che {v] 2 ¢.
Percio per A-introd. (con la clausola r2) vr K(p), da cui per —>-introd.
(scaricando (a)) K (¢)—> vr K (¢).

Caso 3. ' & AAB.ty & (ty,t5).

Caso 5. F & A — B. (i) Supponiamo che (a) V #z v (4 — B), (b) x r (A—B),
ciod Ay(yr A —!{x} (y)A[{x} () r B]), e (¢) A. Dall’ip. ind. (ii) per — -elim.
con (c) si ha !ty Aty r A). Sia (d) t4 = taAts T A Da (b) per A-elim, (pren-
dendo t, come y) & —>-elim. con (d) si ottiene ! {w) (¢4) A [} (t4) T B]. Percid
per *34.16a, — -elim. con *93 e A-elim.,, ¢ usando V-elim. per scaricare (b) e
(d), si ha Vaxr B. Per —»-elim. con lip. ind. (i) si ottiene allora B, da cui
per —-introd. (scaricando (c) e (a)) Vaxr (4 — B)— (A — B). (ii) Suppo-
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niamo che (a) A — B e (b) y r A. Da (b) per V-introd. e —>-elim. con Iip.
ind. (i) si ottiene A. Percid per —»-elim. con (a) e I’ip. ind. (ii) !¢z A [tz r B],
da cui per *34.13c e *34.20 ! {Aytz} (y) A[{4y t5} (y)r B]. Dunque per —>-in-
trod. (scaricando (b)) e Ay-introd. (con la clausola r5) Ay tgr (4 — B), da
cui per —-introd. (scaricando (a)) (4 — B)—> Ay tgr (A — B).

Caso 6. F & Ay A(y).te & Aytyy.

Oaso 7. F & Vy (r = s). (i) Supponiamo che (a) Vozr Vy(r = s). Per il
lemma 3.3 (vii) Vy Vaxr r (r = s). Sia (b) Vax r (r = s). Per —>-elim. col
caso 1 precedente » = s, percid per Vy-introd., V-elim. (scaricando (b)) e
—-introd. (scaricando (a)) Vax v Vy (r =s) — Vy (r = ). (ii) Supponiamo che
(@) Vy (r = s). Per [9] p. 15, osservazione 4.1, con *149a si ha Vy (r = s A
Au < y (r == 8)). Supponiamo che (b) r = s A Au < y (r 5= s). Per *11.2
(1) r=8<—>|r — 8| =0, percid per (b) si ha (2)|r —s|=0AAu <y
(|r—8|==0). Per [9] lemma 41 c¢’e un numero w tale che Ay {w}(y)
™| r—s|, e per *33.10 {0, W)} (0) 2y <—> (W] (y) 22 0AAu<y VE {w)(u)2k’,
dunque (3) (KO, WH(0O)xXy<—>|r—s|=0AAu<y{|r—s|==0). Per
(2) allora {¢ 0, w)}(0)y, da cui per Vy-introd. con *32.5 e *32.6, e usando
V-elim. per scaricare (b), !<{0,w }}(0),0 ). Supponiamo che (c) € { 0,w >}(0),0 >~
({€0, W)} (0),0). Assumiamo di nuovo (b) e deriviamo (3) nel modo gia
indicato. Da (3) e (c) con [9] lemma 18 e *25.1 si ha ({{<0, W)} (0),0)), =
y<—>|r —s|=0AAu < y(|r—s|=0), percio sostituendo y con

(¢{¢0, W)} (0),0)), e usando V-elim. per scaricare (b) e A-elim. con (1) si
ottiene r* = s*, dove r* e s* sono il risultato della sostituzione di y con

(¢{{<0, W) (0),0)), in r e s, rispettivamente. Ancora da (c) per [9] lemma
18 e *25.1 (con la clausola rl) ({0, W)} (0), 0)), r(r* =s*), cio® per la
clausola r7 {0, W)} (0), 0> r Vy (r = s). Da quest’ultima per *34.18 e *34.20
con (c), e usando V-elim. per scaricare (c), si ha !{{¢0, w)}(0),0)A
[({<0, W) (0),0)rVy(r=s)], da cui per —-introd. (scaricando (a))
Vy (r = 8) — 1 ({0, W)} (0),0) A[{{<0, W)} (0), 0)r Vy (r =23)].

Caso 8. F & Aa A (a). () Supponiamo che (a) Vzz 1 Aa A (a). Per — -elim.
col lemma 3.3 (viii) Aa Voxrr A (a), da cui per A-e —-elim. con Vip. ind.
(i) 4 (a). Percid per Aa- e — -introd. (scaricando (a)) Vax r Aa A (a) — Aa A (a).
(ii) Supponiamo che (a) Aa 4 (a), (b)!{v) e (c){v) > {v]. Da (a) per A-elim.
(prendendo ﬁ_} come a) e —>-elim. con Dip. ind. (ii) si ottiene !¢ gy A
(tagy T A (o)), da cui per *34.13c e *34.20 !({dvt, ) (0) A[{dv 5} ()
r A ({v})]. Percid per *34.18 e (c) con *34.20, e usando V-elim. per scaricare
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(e), !{v)A[!{dv tA(M)} @) A[{dv e, )} (@) r A ({o])]l. Per —-introd. (scaricando
(b)) e Av-introd. (con la clausola r8) si ha Av tA({v})rAa,A(a), da cui per

—>-introd. (scaricando (a)) Aa A (a)— Avt Ao ¥ Aa A (a).

Caso 9. F & Va(r =s). (i) Supponiamo che (a) VoxrVa (r = s). Per il
lemma 3.3 (ix) Va Voz r (r = s). Sia (b) Vaxr (r =s). Per il caso 1 prece-
dente r =3, percid per Va-introd., e usando V-elim. per scaricare (b) e
—-introd. per scaricare (a), si ha Vax r Va (r = 8) — Va (r = s). Supponia-
mo che (a) Va(r =3s) e (b) r = s. Sia E (a) un’abbreviazione di » = s. Per
*11.2 si ha (1) B (a)<—>|r —s|=0. Per [9] lemma 32 ¢’¢ una formula
standard ¢ (x, a) = 0 tale che (2) |r —s|= 0 <—> V(¢ (2, a) = 0). Usando
il fatto che ¢ (x, a) = 0 & una formula standard, per *149a si ha (3) V& (¢ (2, a)
=0<—>Vao(t(r,a)=0AaAu < x(t(u,a) =1)). Per [9] lemma 41 c¢’¢ un
numero z tale che Az Aa {z}(x,a)~ t(x, a), e per *33.10 {0, z}(0, a) > 2 <—>
{z) @, a) >0 A Au < x (2} (w, @) > 1. Quindi {<0, z)} (0, a) > v <—>
t(@ a)=0AAu < x(t(u,a)=1), da cui per *70 si ha (4) !{0,2)}(0,a)
<—>Vz (t(®,a)=0AAu < x(t(u,a) = 1)). Per *34.1 e *70 inoltre (5)
10,2} (0,a) <—> Vo Vy (T(£0,2),0,a (y)A(y)s = v). Percid (6) ! {{0,2))
(0,a) <—> Vy T ({0,250, a (y). implicazione in una direzione si ottiene
infatti da (5) per *78, *91, — -elim. con *93, Aelim. e —-introd.. Viceversa
supponiamo che (A) Vy T({0,2) 0,a (y)) e (B) T({0,2),0,a (y). Per *171
V!1v((y),s="1). Sia (C)(y)y,3 =v. Da (B) e (C) per A-, Vy- e Vvintrod., e
usando V-elim. per scaricare (B) e (C), si ha Vo Vy(T({0,2z), 0,a () A
(#)o,s = v). Percio per (5), e usando —-introd. per scaricare (A), si ottiene
il risultato voluto. Da (1)-(4) e (6) segue (7) B (a) <—>Vy T ({0, z), 0,a (y)).
Inoltre (8) Seq () AT (0, 2z, 0, n) — K (A4 (n); = 1). Sia infatti (A) Seq (n)A
7 (€0, z), 0,n). Per la dimostrazione di *23.6 in [10] p. 38, n =
(A% (n); = 1)(Ih (n)), percido sostituendo in (A) e usando A-elim. e Vy-introd.
si ha Vy T ({0, 2), 0, (1 (n); = 1) (y)), da cui per (7) B (A4 (n); = 1). Quindi
per —-introd. (scaricando (A)) si ottiene (8). Da (7) e (b) per Va-introd., e
usando V-elim. per scaricare (b), Va Vy T ({0, z), 0,a (y)), da cui per *23.5
(9) Vn (Seq (n)A 1' (0, z ), 0, n)). Per [10] p. 30,5 D, Seq (n) A T(X 0,2 ), 0,n)<—>
t, (n) = 0, per una formula standard t, (n) = 0, percid da (9) per *149a si
ha Va (¢, (n) = 0 A Am < n(t, (m) = 1)). Supponiamo che (c) ¢, (n) =0
AAm < n(t (m)=1). Per [9] lemma 41 ¢’® un numero w tale che
An {w} (n) & t, (n), percid per *33.10 si ha (10) {<0, W)} (0) ~n <—> ¢, (n) =
0AAm < n((m)=1). Da (10) e (c) per Vn-introd., e usando V-elim.
per scaricare (c), ! {0, W)} (0). Supponiamo che (d) {0, w )} (0) = {< 0, W)} (0).
Ancora da (10) si ha {0, W)} (0) =n<—>1¢, (n)=0AAm < n(t, (m)=1),
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per cui sostituendo nel lato destro dell’equivalenza, per A-elim. si ottiene
t, ({0, W)} (0)) =0, quindi Seq ({<0, W)} (0)) A T(£0,2z),0,{{0, W)} (0)). Per-
cio per —-elim. con (8) E (¢ ({0, w)}(0)); = 1), da cui per la clausola rl
(11) 0r E(A4({<0, W)} (0)); = 1). Per [9] lemma 18 con (d), *25.1 e *34.13c,
(€ A3 ({€0, W)} (0)); = 1, 0))} 244 ({0, W)} (0));=— 1. Ancora per *25.1,
( 43 (€0, W)} (0)); =1, 0 ), = 0. Utilizzando tutto cid in (11) con *34.18, *34.20
e *34.22, e usando V-elim. per scaricare (d), ! {({ 43 ({0, W} (0)} = 1,0))i}A
L€ A3 (£ 0, W)} (0) == 1, 0)), v B ({({ 4 ({0, WD} (0)) = 1, 0),))], ciod per la
clausola r9  4i ({<0, W)} (0)); = 1,0) r Va (r = s). Per — -introd. (scaricando
(@) Va (r = 8) — ( Ai ({0, W)} (0); =1, 0> r Va (r = s).

LemMA 5.2. (i) Per ogni formula F che non contiene occorrenze di v
nel campo di azione di — o del quantificatore universale di una variabile
per funzioni costruttive Aa, e in cui V non occorre che in parti della forma
Vy (r =) o Va (r = s), —rpg, Yo v F <—> F.

(ii) Analogamente per formule F del tipo sopra descritto, precedute
da una lista finita di quantificatori esistenziali (di variabili numeriche e di
variabili per funzioni costruttive).

DIMOSTRAZIONE. (i) Consideriamo le parti di F alla profondita maggiore
in F (nel senso di [6] pp. 115-116), che non sono nel campo di azione di
— o di un quantificatore universale Aa. Siano F,,..,F, tali parti. Per
ogni 4,1 <<i<mn, F; & o una formula prima, oppure una formula il cui
operatore principale, cioe® 1'operatore che e stato applicato per ultimo nella
costruzione della formula, & — o un Aa. Per Pipotesi su F, in entrambi i
casi F; non contiene occorrenze di v, né contiene occorrenze di V tranne
che in parti della forma Vy (r = 8) o Va (r = s). Percio per il lemma 5.1
(iii) si ha |—rpg, Vo v F; <—> F;. Sia F* la formula che si ottiene a par-
tire da Vax r F,, ..., Voxw v F, nello stesso modo in cui F si ottiene a par-
tire da F,, .., I'y. Per il lemma 3.3 (di cui non si adoperano, naturalmente,
i casi (v) e (viii) —pp, Voo r F <—> F* quindi per rimpiazzamento
—1DB, Vex v F <—> F.

(ii) Sia F una formula del tipo descritto in (i), e Q una lista finita di
quantificatori esistenziali di variabili di entrambi i tipi. La dimostrazione di
I—1pg, Vox r QF <—> QF & per induzione sulla lunghezza n di Q. Se n =1,
allora il risultato segue dal fatto che Vy F (y) <—> Vy Vax r F (y) [per (i)]
<—> Vax r Vy F (y) [per il lemma 3.3 (vii)] e Va F (a) <—> Va Vax r F (a)
[per (i) <—> Vax r Va F (a) [per il lemma 3.3 (ix)]. Il passo di induzione
8i ottiene in modo del tutto analogo.
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LEMMA 5.3. Sia I' la classe delle formule tali che, in ogni loro parte
della forma A — B, A & una formula del tipo descritto nel lemma 5.2.
Allora per ogni FelI, \—ps, Vox T F— F.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione sulla costruzione di F. Se F & r = s o
K (¢), per il lemma 3.3 (i), (ii). Se F & AAB, Av B, Ay A(y), Vy A(y),
Aa A (@) o Va A (a), per il lemma 3.3 (iii), (iv), (vi)—(ix) con Vip. ind..

Caso 5. F ¢ A — B, per A come nel lemma 5.2. Supponiamo che
(a) Vox r (A — B). Allora per — elim. col lemma 3.3 (v) Vexr A — Vaxr B,
da cui per il lemma 5.2 e Vip. ind. per B, con *2, A — B. Percid per
—-elim. (scaricando (a)) Vexr (A — B)— (4 — B).

TEOREMA 5.4. IDB; 4 TO & un’estensione conservativa di IDB,, rispetto
alle formule di I

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che |—ipp,+1c F, per F€ I. Allora per il
teor. 4.3 |—ips, Voo r F, percid per — -elim. col lemma 5.3 |—ipg, F.

OSSERVAZIONE 5.5. Il teorema permette di ottenere, in particolare, un’e-
stensione di [18] teor. 6.3 per laritmetica intuizionista, con TC al posto di
TCG. Il lemma 5.2 da cui esso dipende generalizza [7] teor. 2. Un risultato
formalmente analogo al lemma 5.2, per la nozione di r-realizzabilita funzio-
nale, si pud trovare in [8] teor. 8.

6. Consideriamo infine alcune proprietad di chiusura di IDB, .
TEOREMA 6.1. Nel teor. 3.2:

(i) 11 p-termine chiuso ¢ esprime un numero x tale che x realizza
AF, nel senso che si ottiene dalla definizione di « r F traducendola nel lin-
guaggio non formale;

(ii) |—rpB, ¢ ™2 W, per un certo numero w.

DIMOSTRAZIONE, (i) Basta rimpiazzare la dimostrazione formale in
IDB, di !tA[tr AF] con la dimostrazione non formale corrispondente di:
X realizza AF. Equivalentemente, dopo aver constatato che il numero x di
[14] teor. 3.7.2 (opportunamente adattato alla presente formulazione di IDB,)
¢ il numero espresso dal p-termine chiuso ¢ del teorema 3.2, si puo adope-
rare una dimostrazione non formale analoga a quella di [14] pp. 292-295.

(ii) Ovviamente x = w, per un certo numero w, percid per [9] lemma
33 |—1B, t ™ W.
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OSSERVAZIONE 6.2. Sebbene adoperi metodi intuizionisticamente am-
missibili, la dimostrazione del teorema 6.1 non & elementare, a differenza
di quella del teorema 3.2. Cfr. osservazione 4.5. Cid va tenuto presente nel
cago dei risultati la cui dimostrazione si basa su un’applicazione del teo-
rema 6.1.

TEOREMA 6.3. (i) Se |—pp, A v B, dove A v B & una formula chiusa,
allora |—ipp, 4 oppure |—ipp, B.
(ii) Se |—ipp, V& A (x), dove Vo A (x) & chiusa, allora ¢’¢ un numero
x tale che |—ipg, 4 (X).
(iii) Se |—ipp, Va 4 (a), dove Va A (a) & chiusa, allora

I—ips, Va (RG (a) A 4 (a)),

e ¢’d un numero z tale che

1B, Ve (AzVy (T (2, 2,y) A (Y)o,s = a (x)) A A (a))
t—1pB, Aw VYT (2, 2, y) A A a (Ax Vy (T (2, , y) A (¥)o, s = a (@) — 4 (a)).

DIMOSTRAZIONE. (i) Siriduce a (ii) appresso, poiché A v B <—> Vz ((x =
0— A)A(x == 0— B)).

(ii) Se |—ipp, VoA (x), per il teor. 3.2 c¢’¢ un p-termine chiuso ¢
tale che !tA[tq VoA (x)], ciod !tA[(t), q A ((¢))A A ((t))]. Supponiamo che
(8)E 2t A (i)1 qA ((t—)o) AA ((Z)O). Per il teor. 6.1 (ii) ¢ > w, per qualche numero
w, e per [9] lemma 33 (W), X per x = (w),, percid per [9] lemma 18
(t)y ™~ X. Da (a) ancora per [9] lemma 18 si ha quindi (t_)0 =X, da cui per
(a), e adoperando V-elim. per scaricare (a), si ottiene 4 (x).

(iii) Se |—ipp, Va4 (a), per il teor. 3.2 c¢’®¢ un p-termine chiuso ¢
tale che !t A[tq Vad (a)], cioe 't A[!{(t)} A[t), a4 4 ({(?),}) A A ()] Suppo-
niamo che (a) t 2 ¢Al{(t),) AL(E), q 4 (1)) A A ([(®),))]. Per Aelim. e *34.23
si ha !{()) AL(), 4 4 (D)) A! {(B)o) A[4 ({(8)})], da cui per Aelim. e (a) con
[9] lemma 18 e *34.20, e wusando V-elim. per scaricare (a), (1)
H{(t)o) A[A ({(®),)]. Per [9] lemma 41 e lemma 18 ¢’® un numero z tale che
{z} = ((t),}, percid da (1) con *34.20 si ottiene (2) !{z}A[A ({2})], ciod
Va ({z) = a A A (a)), da cui per V-introd. con *78 e *91 Va (Vw {w} > a A A(a)),
ciod (3) Va (RG (a) A A (a)). Ancora da (1) per [9] lemma 17 si ha
Va (Ax {2} () 2 a (#) A A (a)), quindi per *34.3 Vo (AxVy (T (2, ,y) A (Y3
= a () A A (a)). Analogamente per *34.17a —c¢ con [9] lemma 17 si ha
Va Az (z} (x) ~ a (@) A Aa (Ax (2} () > a (¥) — A (a)), da cui per *34.3
Va Az Vy (T (2, , §) A %o, 3 = a (%)) A Aa (Ax Vy (T(2,,9) A(Y), s = a (%)) —> A (a)),
percio Ax VyT (z, x, y) A Aa (Ax Vy (T (2, ®, y) A (¥)o, s = a (x)) — A (a)).
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TEOREMA 6.4. Se |—ipp, Az VyA (2,y), dove Az VyA (x,y) & una formula
chiusa, allora |—ipg, V& (RG (a) A ArA (%, a (x))), e ¢’ un numero z tale che
I—1nB, Az Vy (T (2, ®, y) A A (2, (Y)o,3))-

DIMOSTRAZIONE. Se |—ipp, Az Vy4 (2, y), per il teor. 3.2 ¢’8 un p-ter-
mine chiuso ¢ tale che !tA[tq Ax VyA (x,y)], ciod !¢ A[Ax (! {t] (@)
AL({t} @), q A (@, ({t] (®)) A A (x, ({t} (x)))])]. Supponiamo che (a) ¢ > ¢
AAE (! (t) (@) AL{E) @), € 4 (@ ([t) (@)) A A (%, ({t] (x))]). Per A-elim., *34.23,
*37, A-elim. e *34.16a si ha Az Vw ({t} (@) 2w A A (x, (w))). Dopo A-elim.
supponiamo che (b) {t} (%) ™ w A A (%, (w),). Per [9] lemma 18 ({t] (#)), ™ (w)yA
A (x, (w),), percid per V-e A-introd., e usando V-elim. per scaricare (b), (1)
Az Vu (((t) @), ~uA A (v, u), da cui per *2.2 si ottiene (2) Va Az (({t] (#)),
~a@)AA@a@)). Per [9] lemma 41 ¢’8 un numero z tale che Awx {z} (x)
> ({t} (®)),, quindi da (2) per [9] lemma 18 con (a), e usando V-elim. per
scaricare (a), (3) Va Az ({z} (x)>2 a (x) A A (%, a (x))). Percid per *87 e [9] lemma
18 con *0.4 si ha Va({z) > aAAzd (z,a(x), ciod !{z}A[AxA (», {2} (x)).
Da quest’ultima come (3) da (2) nella dimostrazione del teor. 6.3 (iii) si
ottiene Va (RG (a) A AzA (2, a (x)). Inoltre da (3) per *34.3 Va Az (Vy (T (z,x,y)
A @), s = a@) A4 (2 a(@). Supponiamo che (¢) Az (Vy (T (z,,9)A W),s
= a (x)) A A (x, a (2))). Per A-elim. (4) Vy (T (z,x,y) A(y), s = a (x)) A A (%, a (x)).
Dopo A-elim. supponiamo che (d) T'(z, x, y) A (y)y,s = a (x). Da (4) e (d) per
A-elim. e rimpiazzando a (x) con (y),, 3 si ottiene A (x,(y),s), da cui per
A-introd. con (d), V- e A-introd., e usando V-elim. per scaricare (c) e (d),
Az Vy (T (2, %, 3) A A (@, (¥),3))-

OSSERVAZIONE 6.5. Si noti che, nella dimostrazione del teorema, 1’uso
dello schema di assioma di scelta Az Vy invece dello schema di assioma di
scelta con unicith Az V!y & inessenziale. Infatti per [9] lemma 8 si ha

({2} @)y ~ w A ({t]) (@), ~ v —>u =, percid per *11, *4, *31, *33 e A-introd.
Az Au Ao (8] @)y ~ w A A (@ w) A (1] @) X vAA(@0)—>u=0), da cui
per A-introd. con (1) e *87 AwV!u((ﬁ} (@))g ~ u A A (, u)).

OSSERVAZIONE 6.6 Proprietd di chiusura analoghe a quelle del teore-
ma 6.3 sono ben note per il calcolo dei predicati intuizionista, dove si
ottengono abbastanza naturalmente, e talora in forma pil generale, col
metodo dell’eliminazione dei tagli in un calcolo delle sequenze o in base
al principio della normalizzazione delle derivazioni in un sistema di dedu-
zione naturale. Cfr. [2] e [15] rispettivamente, cui si rimanda per ulteriori
informazioni bibliografiche. I teoremi 6.3 e 6.4 sono formalmente analoghi
ai risultati di [9] § 5.9, 5.10 per la formalizzazione dell’analisi intuizionista
di [10] e per vari suoi sottosistemi, in termini di ¢-realizzabilitd funzionale.



e realiczabilita formalizrata 681

RIFERIMENTI BIBLIOGRATFICI

[1] P. BERNAYS, Sur ls platonisme dans les mathématiques, 1’Enseignement Mathématique,
vol, 34 (1935), pp. 52-69.

[2] H. B. CurrY, Foundations of mathematical logic, New York (Mec Graw-Hill) 1963,
pp. xii 4+ 408.

[8] N. D. GoopMAN, Intuitionistic arithmetic as a theory of constructions, tesi, Stanford
University, 1968, pp. v 4 111.

[4] A. HEVTING, Blick von der intuitionistischen Warte, Dialectica, vol. 12 (1958), pp. 332-345.

[5] 8. C. KLEENE, On the interpretation of intuitionistic number theory, The Journal of
Symbolic Logic, vol. 10 (1945), pp. 109-124,

[6] 8. C. KLEENE, Introduction to metamathematics, Amsterdam (North-Holland) e Groningen
(Noordhoff) 1952, pp. x + 550.

[7] 8. C. KLEENE, Realizability and Shanin’s algorithm for the constructive deciphering of
mathematical sentences, Logique et Analyse, vol. 3 (1960), pp. 154-165.

[8] 8. C. KLEENE, Classical extensions of intuitionistic mathematics, in Logic, methodology
and philosophy of science II, Proceedings of the 1964 international congress,
a cura di Y. BAR-HiLLEL, Amsterdam (North-Holland) 1965, pp. 31-44.

[9] S. C. KLEENE, Formalized recursive functionals and formalized realizability, Memoirs of
the American Mathematical Society, N. 89, Providence, R. I. (American Mathe-
matical Society) 1969, pp. 106.

[10] S. C. KLEENE e R. E. VESLEY, The foundations of intuitionistic mathematics, especially
in relation to recursive functions, Amsterdam (North-Hoelland) 1965, pp. viii + 206.

[11] G. KREISEL, Mathematical logic, in Lectures on modern mathematics, a cura di T. L.
Saaty, vol. III, New York (Wiley) 1965, pp. 95-195.

[12] G. KREISEL, Lawless sequences of mnatural numbers. Compositio Mathematica, vol. 20
(1968), pp. 222-248.

[18] G. KRKEISEL, Church’s thesis: a kind of reducibility axiom for constructive mathematics,
in Intuitionism and proof theory, Proceedings of the summer conference at
Buffalo N. Y. 1968, a cura di A. KiNo, J. MyHILL e R. E. VESIEY, Amsterdam
(North-Holland) 1970, pp. viii + 516.

[14] G. KrEISEL e A. S. TROELSTRA, Formal systems for some branches of intuitionistic
analysis, Annals of Mathematical Logic, vol. 1 (1970), pp. 229-387.

[15] D. PraWITZ, Natural deduction. 4 proof-theoretical study, Stockholm (Almqvist & Wik-
sell) 1965, pp. 113.

[16] C. SPECTOR, Provably recursive functionals of analysis: a consistency proof of analysis
by an extension of principles formulated in current intuilionistics mathematics,
in Recursive function theory, Proceedings of symposia in pure mathematics,
vol. 5, a cura di J. C. E. DERKER, Providence, R. 1. (American Mathematical
Society) 1962, pp. 1-27.



682 Carro Cerruccr : Operagiont di Brouwwer

[17] A. S. TROELSTRA, The theory of choice sequences, in Logic, methodology and philosophy
of science III, Proceedings of the third international congress, a cura di
B. vax RoorseLaaR e J. F. Sraar, Amsterdam (North-Holland) 1968, pp.
201-223.

[18] A. 8. TRoELSTRA, Notions of realizability for intuitionistic arithmetic in all finite types,
in Proceedings of the Second Scandinavian Logic Sympeosium, a cura di J. E.
Fenstad, in corso di pubblicazione.

The University;of Sussex
Brighton, England



