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DEVELOPPEMENTS DES DISTRIBUTIONS EN SERIES
DE FONCTIONS ORTHOGONALES.
SERIES DE LEGENDRE ET DE LAGUERRE

MARIANNE GUILLEMOT - TEISSIER

Introduction.

L’objet de ce travail est 1’étude des développements en séries de fonc-
tions orthogonales de distributions définies sur des variétés « avec bord »,
dans le cas le plus simple de la dimension 1; il s’agit donc des distribu-
tions ayant leur support sur l’intervalle fermé [— 1,1] de la droite réelle
(séries de Legendre) et des distributions tempérées ayant leur support sur
la demi-droite fermée R, (séries de Laguerre). Les résultats obtenus sont,
en partie, analogues & ceux que l’on connait dans le cas des variétés « sans
bord » (séries de Fourier et séries de Hermite). [11]

On montre ainsi que toute fonction indéfiniment dérivable sur [— 1,1]
(61ément de D ((— 1,1]) est développable en une série de polyndmes de
Legendre dont la suite des coefficients est & décroissance rapide, et qui
converge vers f dans ¢ ([— 1, 1]) (proposition I ch. I); et que toute distri-
bution & support dans [— 1,1] (élément de D’ ([— 1, 1])) est développable
en une série de Legendre dont la suite des coefficients est a croissance
lente, et qui converge dans D’ ([— 1, 1]). (proposition II ch I).

Des résultats analogues sont obftenus dans le cas des fonctions indé-
finiment dérivables sur R, et & décroissance rapide & Dinfini (6léments de
Jd (1_%+)), et des distributions tempérées ayant leur support dans E_,_ (6léments

de & (E+)), pour les développements en séries de fonctions de Laguerre
(prop. I et II ch II).

Pervenuto alla Redazione il 18 Luglio 1970.
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Les polynomes de Legendre sont fonctions propres de lopérateur de
d . ar
Legendre D, défini par Df———%((l — ?) Eév)’ D est autoadjoint pour la for-
1

me bilinéaire (u, v) = | % (x) v (x) dx. Cela permet de définir des structures
—1

hilbertiennes sur certains sous espaces de <’ ([— 1,1]); nous appelons J*

Pensemble des distributions 7 de ¢’ ([— 1, 1]) telles que (I — D)* T appar-

tient & L?([—1,1]); nous comparons ces espaces J*aux espaces de Sobolev

9 ([—1,1]) (ou C}O{‘([— 1,1]) et montrons que, & la différence de ce qui se
produit dans le cas des variétés compactes «sans bord» [2], il y a des
relations d’inclusion stricte, mais non de coincidence entre ces espaces;
cela permet d’établir des relations entre la «rapidité de convergence» de
la série de Legendre d’une distribution et la «régularité » de celle-ci;
cela permet aussi d’étudier la régularité des solutions de I’équation diffé-
rentielle de Legendre. (Prop. III ch I).

Une étude analogue est faite pour les séries de Laguerre (Prop. 1II ch II).

Dans le cas des séries de Laguerre, le fait que les distributions envi-

sagées aient leur support sur la demi-droite 1_%_,_ permet de définir la trans-
formation de Laplace et la convolution des séries de Laguerre; on étudie
quelques exemple de séries de Laguerre.

Enfin on montre que, dans I’étude de D’ ([— 1, 1]), si on remplace les
polyndomes de Legendre par ceux, plus généraux, de Jacobi, les résultats
concernant @ ([— 1,1]) (prop. I) restent vrais, mais non ceux concernant
les distributions (prop. II). Il en est de méme si on remplace les fonctions
de Laguerre par les «fonctions de Laguerre générales ».

Signalons que des résultats analogues a ceux de la proposition I (ch. I)
ont été6 obtenus par M. MITYAGIN [9] en remplacant les polyndmes de
Legendre par ceux de Tchebychev.

Les résultats obtenus ici ont été généralisés au cas d’une dimension
quelconque M. BAOUENDI et GouLAoUIO [1].

Des études analogues ont 6t6 faites par M. TRIEBEL [14] et par
M. ZERNER [15].

J’adresse mes vifs remerciements & Monsieur Laurent SOHWARTZ qui
m’a suggéré cette étude et &4 Monsieur Mohamaed-Salah BAOUENDI qui
m’a donné des conseils utiles pour sa rédaction.
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CHAPITRE 1

SERIES DE LEGENDRE

Ce chapitre est cansacré a 1’étude des développements en séries de
polynomes de Legendre des distributions ayant leurs supports dans linter-
valle fermé |— 1, 1] de la droite réelle.

1. Notations.

Dans ce qui suit, on désigne par 2 louvert ]1,— 1[, donc par Q le
fermé [— 1, 1], par @D (2) Vespace des fonctions C* dans [— 1, 1], par
@’ () lespace des distributions définies sur R et ayant leur support dans

[— 1,1]. Ce dernier espace s’identifie au dual de D (D). (cf. Schwartz. [11],
th II bis c¢h IX).

On appelle D Vopérateur de Legendre

r@— @ =a—at i —m = 2(a—n).

Pour tout entier n =0, on désigne par P, (x) le n-iéme polyndéme de
Legendre normalisé, fonction propre de ’opérateur D associée a la valeur propre

—n(n 4 1). Les P, (x) forment une base orthonormale de L?[— 1,1]. (On
1 1/2
a P, (®) =(n—{—7) Pn (%), Pn (x) étant le n-ieme polyndéme de Legendre

1 d\"
i o) = — |2 2 —
usuel, vérifiant p, (¢) = T (dx) (e 1)%) .
Si ¢ est une fonction sommable sur [— 1,1], on appelle n-idme coeffi-
ctent de Legendre de ¢ le nombre

1

() = ] ¢ (@) P, (&) dx.

—1

10. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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La série de Legendre de ¢ est

g (p) Py (%) + a, (p) Py (@) .. + an (@) Py (@) - ...

2. Coefficients de Legendre des fonctions de D (Q2).
Notons (u,v) le produit scalaire défini par L? [— 1, 1];

1

(, v) = | u(@)v(x)dr.

-1

Lopérateur D est autoadjoint pour la structure préhilbertienne induite
par L?[— 1,1] sur D (Q).
En effet, si f, g€ (),

1 . _
11— 1 »
e el L e TR e T

—1 -1

1
af dg
=—f(1 — xﬂ)gg%dw———(f,l)y),
—1

a cause du role symétrique joué par f et _Zf
(Dans ce calcul on suppose seulement f, g € D? (2)).
Puisque a, (p) = (¢, Py) et que DP, = — n(n 4 1) P,, il en résulte que
a, (D) = (Do, Py) = (‘Py-DP’n): —n(n + 1) (¢, Pp) = — n(n+ l)a'n(q’)'
En itérant opérateur D, si ¢ €D¥? (g), on en déduit que

an (D? @) = (— 1)? n? (1 + 1)? a, (p).

Si f€ L?[— 1,1], la suite des coefficients a, (f) est bornée. En particu-
lier, si f€ % (2), nous avons

ay, (D?f) = 0 (1), donc a, (f) = 0 (n—2#),

Do : st f€ D(.(—Z), les coefficients a, (f) sont a décroissance rapide.
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3. Majoration des dérivées des polynomes de Legendre sur [— 1,1].

On note P,fk) (x) (resp. pif) (®)) 1a k-ieme dérivée de P, (x) (resp. pn (x)),
Py @) = pa @), P, (@) = P, (a).
Nous allons montrer que

(3.1) pour —1l<z<1, |PP@)|<PP®);

(on montre ci-dessous que P,f(l) > 0), », k, entiers, n >0, 0 <<k << n.
On sait ([6] p. 20) que pour — 1 <<x<<1, |p,(®)|<<pa(l)=1, donc

1\1/2
| Pn(2) | << Pn (1) = (n-{—?) . La formule (3.1) est donc vérifiée, quel que

goit m, pour k = 0.
En dérivant % fois la relation ([6] p. 33)

(n =4 1) pn (%) + 2ps (¥) = pata (@)
on obtient

(3.2)  (n+41)p¥ (@) + 2pFtD)(2) 4 kp® (@) = pFD (@), n=0, 0<k<n

Si on sait que (3.1) est verifiée pour n << N, 0 <<k << n, alors il résulte
de (3.2) que |p5’;ﬁ) (w)[gpg‘,ii) (1) pour 0 << k<< N. On sait par aillears
que | py,, (@) |<p%,, (1)- Done (3.1) est vérifiée pour n=N+1,0<k<<N-+1;
comme (3.1) est vraie pour k¥ = n = 0, (3.1) est vérifiée pour tout n et tout k.

Caleul de Py (1).

En dérivant k — 1 fois ’équation de Legendre

d
%[(1 — 2?) Py (x)] +n(n 4+ 1) P, (x) = 0
on obtient

(1 — &®) P41 (x) — 2ke P® (x) — k (k — 1) PE=1 (2) 4 n (0 + 1) PFED (2) =0,
D’ol, pour # =1,

2k P¥(1) == (n (n 4 1) — & (k — 1)) P*=1(1) = (0 — k4 1) (n 4 k) PE-1(1).
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— k41 k) P¥-1(1
D7oi1:P"f(1)=(n FT )(g,jc) n ()=...

1 \1/2
__(n—k+1)(n——k+2)...(n—|—k)P,.(1)__(n+k)!(n+?)
- 1 = T Fm—wlE

1\—12
Pour % fixe, rr 1) (n +—2—) est un polyndme de degré 2k en n.

4. Convergence des séries de Legendre des fonctions de @ (Q2).

Soit f une fonction de @(ﬁ), 2 ay, P, (x) sa série de Legendre.
D’aprés ce que nous venons de voir, pour tout entier k, —1<<a <1,

2 |a, PP (@) |< 3 |a,| PEQ).
n=0 n=0

N

Les a, étant & décroissance rapide et les pk (1) a croissance polyno-
miale, la série de droite est convergente ; donc chaque série dérivée de la
série de Legendre de f converge uniformément sur [— 1, 1]. D’ou:

La série de Legendre d’une fonction de D (2) converge dans D (£).
Réciproquement, si une suite a, est & décroissance rapide, la série

(=]
S ay, P, (x) converge uniformément ainsi que toutes les séries dérivées;
n=0

donc :
Si la suite a, est a décroissance rapide, la série de Legendre 2 a, P, (x)

converge dans D (Q).

5. Distributions de @’ (Q).

Soit T une distribution de 0’ (5) (ayant son support dans [—1,1]) et
soit a, une suite A décroissance rapide; nous avons vu que la série de

Legendre X a, P, (x) converge dans D (2) vers une fonction f; en raison
de la dualité entre D (2) et D’ (),

N
<T, 2‘@,.P,,>—><T,f) quand N — oo,

n=(
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(T, f> désignant le produit scalaire entre T€ Q' (2) et f€D (2)). Si u est
une fonction définie sur une partie de K contenant [— 1,1], nous appelle-

rons u (w) la fonction égale & u (x) pour x€[— 1,1], & zéro & Vextérieur de
cet intervalle. Nous avons en particulier

1

<1"5m,P,.>=me(w)P,,(m)dx—_—am,..

—1

N
Considérons la somme finie 3 a, P,. Nous avons
n=0

N ~
(T, éanp,.)_—_ s a, (T, P,)={ 3 (T,P,) Py, s an Py ),

n=0 n=0 n=0

3 cause de lorthogonalité des P, ; et

/
\

n=0 n==0

N ~ N N ~ ™ N ~
ST, P) Pny 2 anPp)=( ST, Py) P, 3 an Pp)=( 2 (T, Pa) Py f ).
n=0 n=0

n=0

N N ~
Quand N— oo, comme ( T, 3 a, P, )—<T,f), la série (T, P,) P,
n=0

n=0
converge vers 7T dans )’ (5). La série 3 (T, P,.)Pvn gsera appellée série de
n=0
Legendre de la distribution T.
D’ou

Une distribution T €’ () a pour développement en série de Legendre
2T, P, P.; cette série converge vers T dans D’ ().
n=0

Nous allons montrer que les coefficients de Legendre d’une distribution
sont a crotssance lente.

Soit > bnf’,, la série de Legendre d’une distribution, et soit a, wune
n=0
guite a décroissance rapide. Il résulte de ce qui précéde que

0o ~ oo

( S0Py 3 anPu)= 3 boan,

n=0 n=0 n=0

et que la série numérique > b, a, est convergente.
n=0
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Supposons que la suite b, ne soit pas & croissance lente; alors a la
suite des entiers 1, 2, ...k ;... on peut faire correspondre une suite d’indices
croissants n,, ,.. %, ... tels que | b, | > nk.

Posons C,, = 1/b,.k, C;=0 si ¢ n’est pas dans la suite des n;; alors

la suite O, est a décroissance rapide, et ¥ O, P, converge dans (D(Q); et
n=0

nous obtenons ( > b, ?,,, 2 0, P,.) = 23b, C, <+ oco. Mais d’autre part
n=0 n=0

n=0

la série X b, O, est divergente, les b, O, étant égaux a 0 ou a 1(a 1 pour

n==0

un ensemble infini d’indices). Il y a donc contradiction. On en déduit que :

Les coefficients de Legendre d’une distribution sont & croissance lente.

Réciproquement, si b, est une suite a croissance lente, il existe un

oo b ~
entier p tel que 5 —————— P,
PR Ane 2 Sy

ction f continue sur [— 1,1]; alors 3 b, P, ()=>b, P, + D?f, et 3 b, P,(x)

n=0 n=0

(®) converge uniformément vers une fon-

est la série de Legendre d’une distribution €’ (2). (En effet, D P, =
—n{n-+4 l)'Z’n, la dérivation étant au sens des distributions ; voir ci-dessous § 7).

Donce, st la suite b, est & croissance lente, la série X b, P, () converge
dans Q' (Q).
En résumé :

ProprosITION 1. Une fonction f €D (2) admet un développement en série

de Legendre 2 a,(f)P,(x), qui converge vers f dans (D([—J). La suite des coef-

n=0

1
ficients a, = f f(x) P, (x)dx est a décroissance rapide. Réciproquement, si
-1

©o —
une suite a, est a décroissance rapide, la série X a,P,(x) converge dans D(RQ).
n=0

PROPOSITION II. Une distribution T €D (2) admet un développement en

8érie de Legendre 2 b,,(T)ﬁﬂ (x) qui converge vers T dans D’ (2). La suite

nz=0
des coefficients b, (T) = (T, P,) est a croissance lente. Réciproguement, 8i une

(o) A~ —
suite b, est a croissance lente, la série X b, P, (x) converge dans D’ ().

n=0
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6. Exemples de séries de Legendre de distributions.

1. Mesure de Dirac 9.

dnt1)121.3..(2n —1) ~
" 2n+]/2 n ! 'P‘Z'n (x)'

=3 P(0)P(0)=3 (—1)

n==0 n=0

2. Mesure de Dirac 4, au point x = 1.

Mg

~ oo 1\1/2 ~
61 = , P“ (1) Pn (.’lx‘) ="£; (n —I— '2—) Pn (x)'

n

I

3. Mesure de Dirac é_; au point # = — 1.

o = s Py (—1) P, (0) = s (—1)m (n-l— %)1/22;'1 (x).

n=0 n=0

4. Dérivation & gauche au point x = 1.

d ® o~ s 1\2n(n41) ~
=P @ =2 (n + ?) "2 B a).
7. Structures hilbertiennes.
L’opérateur de Legendre D vérifie
DP,=—nn-+1)P,.

11 vérifie également

DP,=— n(n -+ 1)1'5;., car, (la dérivation étant au sens des distribu-
tions dans R),

(D ?n, @) =(P,, Dp) pour tout €& (R), D étant son propre adjoint
dans la dualité entre & (R) et &’ (R), et

1 1
(f,,, De) =[Pn D (@) dw =[D (P,) @ dz (d’aprés le calcul § 2)
—1 —1

1
=_n(n+1)anqodx=—n (0 4 1)< Py, ).
—1
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Nous utiliserons de préférence l'opérateur I— D, dont les valeurs propres
14 n(n 4 1), associées aux fonctions propres P, (ou ?n), sont toutes positives.

I1 résulte de ce que nous avons vu que I — D applique isomorphiquement
D (Q) sur li-méme et D’ (Q) sur lui-méme.

La structure d’espace de Hilbert de L?[— 1,1], pour laquelle les
P, forment une base orthogonale, conduit & définir 'opérateur (I — D)® (s réel
quelconque), et de nouveaux espaces de Hilbert.

DEFINITION. 8 étant un nombre réel quelconque, on appelle J¢ le sous-
espace de D’ [— 1,1] formé des distributions T = 3Zb, D, telles que

3| b, Pt < + oo

9I* est ’ensemble des distributions T€D’(L2) telles que (I—D)* T€ L?[—1,1].
J* est un espace de Hilbert, pour lequel les P, forment une base orthogonale
et la norme est définie par:

1T lge = 1T = D) T |[zspms, = = | ba* (n (0 1) 4 1)2.
On peut prendre une norme équivalente plus simple :
TG 0 20 l*- (0 4 1) .

IO est évidemment confondu avee L2[—1,1]. I— D définit un isomor-
phisme de IJ* sur J*—1; si § >s’, J° est inclus dans J* avec une topologie
plus fine et dense dans I+¥.

Les espaces IJ? et J—¢ sont duals 'un de autre.

Toute distribution de @’ (), ayant des coefficients de Legendre 2
croissance lente, appartient & un espace J° D’autre part, toute distribution
a support compact appartient a un espace de Sobolev 9. Nous allons dans
ce qui suit étudier les relations d’inclusion entre les I% et les <%

Rappelons d’abord les définitions suivantes ([7], p. 51):

On appelle 9*(£2) lensemble des distributions w€Q’ (£2) telles qu’il
existe U€ 9 (R) avec U = u sur Q.

On appelle 90('([5) I’ensemble des distributions w« appartenant a ¢ (R)
et dont le support est dans £.

() et G-+ (9) sont duals 'un de Dautre.
Pour s = 0, H° (Q) = G0 (Q)=I[—1,1].

ProroSITION III. Pour tout s réel =0, les inclustons algébriques et
topologiques suivantes sont vérifiées :
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8
2.

(IIL1) Jic Ys(Q)cT?;

si % <t<s, on wa ni J'c U (Q), ni A (Q)c Ti.

(II1-2) 9™ T (@)c I
i -g— <t<s onna ni Jtc 9%“(5), ni (@< gt

REMARQUES 1. Pour s =0, un élément de J* est une fonction et peut
étre identifié & un élément de D’(£2); c’est dans ce sens que sont envisa-
gées les inclusions de (III.1).

2. Ces inclusions donnent une propriété de régularité de 1’opérateur
I — D; ainsi, pour s >0, 8i (I — D)f appartient a s (Q), f appartient a
8
€Az (@),

8. Dérivées et primitives.

Si T €’ (R) (en particulier, si T €’ (f))), nous désignerons par %:zT— la

dérivée de T au sens de Q' (R). Si TeD’ (Q), ddwT désigne la dérivée de T

*

ar d
au sens de ' (2); on sait que Fr est I’adjoint de —~ dans la dualité

entre les 9f*(£2) et les ‘3{’—‘ (2). On remarque d’autre part que si u € * (),
1 onadpu—dz si et seul t si = ==+1
s =>1, ir — dw ulement si u () = o0 pour x= =+ 1.

De la relation suivante, vérifiée par les polyndmes usuels

d d
(2n 4 1)pn = %‘pnﬂ — %Pr»—l

on tire, puisque p, (1) =1, pp(— 1) = (— 1)* pour tout =,

~ ada ~ ~
2n+41) p,= iz (Prnt1— Pn—1)
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et
~ 1 d ﬁn+1 f’n—l
P, = — —_ .
Ven+1 dz \[2n4+3 J2n—1
d’ou
E a0, B, (@) = Xy n+1 (@) Pr_i(@)
n=1 de n=12n 41 |)2n+3 V2n —1
et
ZO,‘Oa P, (.ao')——i — N (w)—&P ()
n=1 e dx Vg 0 VE !

n—1 _  Opp x)
+n£2(;/2n—1 V2n+3);/2n+1]'

Cette égalité montre que toute distribution de @’ (2), T'= 2 a, P, (@), telle
que {7,1)=a,= 0, admet une primitive, nécessairement unique, dans
Q@ (Q). Si {T,1)>==0; T n’a pas de primitive dans @’(Q), puisque la
dérivée d’une distribution & support compact est orthogonale aux constantes.

REMARQUES I. Si 2a, P, (x) converge, pour — 1 <{x < 1, vers une
fonction sommable f, il existe une infinité de fonctions F vérifiant
d#

; a, P, F,
n=0 ( ) dw

1 a,P 2 an— n P (@)
1. i1y 9P S +1
5 O+ F(=1) /3 +,£1(V2n—1 Van+ 3>V2”+1

(ef. [10] vol II p. 311)
I est une « primitive de f dans @’ (2)».

II. La formule permettant d’obtenir la dérivée d’une série de Legendre
donnée est moins simple.

9. Normes sur les espaces 90(" (Q) et 9*(2) (s entier = 0).

Etudions d’abord le cas de Cqs‘)(" () qui est le plus simple.

Si T€®’ (Q), nous pouvons écrire T = a, 1'5‘0 + 2 a, P,; dapres le
n>0

— ~ d
paragraphe précédent, il existe Te€ D’ () tel que 5 a, P, =d—;C. D’autre
n>0
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. . o d .
part, on sait (voir par exemple [11]) que la dérivation Y établit un mono-

morphisme de Cf{m (2) dans C}ofm—l (9), donc %- € C}%m (Q<=>Tce Csfm—l Q).
D’autre part a, ﬁo appartient a C3£° (!3), done & tout ‘}of“ (.{5), §=0. D’ou le
lemme suivant :
LEMME 1. Toute distribution T €D’ (Q) peut 8’écrive sous la forme
~ d — ~ — —
T = a, Py+ %:, TeD'(2). 8Bi 8=0,a,P,+ %—EE Ci("’(Q) <=>E¢ 90(—(“'1)(!2).

On définit par récurrence, pour s entier = 0, une norme de 7' dans
o —
2 (2) en posant

~  dT|? 2 ?
R R G
o _
si T€H (Q) | THQ‘%O @ =Tz

On vérifie qu’on a bien ainsi défini une norme. Montrons par récur-
rence que cette norme est équivalente & la norme usuelle de %—*(R), en
supposant 1’équivalence établie jusqu’a Dordre 8 — 1. Dans DIhyperplan

= d
&% (Cﬁf" —1) Q)) cette équivalence résulte du monomorphisme . de

9?‘(‘—1‘(5) dans G- (Q) et de Vhypothdse de récurrence. Dans l’espace

o —_—
Qt—*(4), les topologies définies respectivement par la nouvelle norme et
par la norme usuelle coincident toutes deux avec la somme directe des

— a _
topologies induites par C}?" (£2) sur %—(90{— =D (0)) et sur le sous espace en-
gendré par 13;,. Les deux normes sont donec équivalentes.

Considérons maintenant une fonction @ € H*(R2), s = 1. Alors

ax ¢
dx

€ 91 (Q) < K (D)

*

e
“h

est une fonction L?, done L! sur (— 1, 1), et par conséquent ¢ (x) tend

vers des limites finies ¢ (1) et ¢ (— 1) quand x tend vers 1 ou — 1. Il existe
donc deux constantes ! et m telles que ¢ = P, + mP, + ¢,, avec ¢, (+ 1)=0.
3 1 —1 —p(—1
comme P, =—1— et Pi=x |/— on a l=qj( )+3)( )et m::q}(l) f( ) .
V2 2 V2 /6

On obtient immédiatement le lemme suivant :
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LEMME 2. Si @€ H*(Q), s=1, il ewiste des constantes 1 et m telles
que ¢ = 1P, +mP, + @,, avec ¢, (=1)=0, et on a les relations d’appar-
tenance

ae, -
(9.1) o, €5 (@); 2 e%—v.o) "" €9—1(Q) —(g—‘ € 9e—1(Q)
Réciproquement, si ¢ =1P,+mP, 4+ ¢,, ¢, (£1)=0, et si une des
quatre relations (9.1) est vérifide, o€ ¥ *(Q). B
On définit, par récurrence pour s entier =0, une norme sur 9*(£)en
posant

19 ooy = Il # o

si ¢ = 1P+ mP, 4 @, € A*(Q),

d* ¢
ey = 1221412 + |52

Qfs—l (ﬁ) ‘

On vérifie facilement qu’on a bien défini une norme et on montre par

récurrence que cette norme est équivalente A la norme usuelle sur A Q)
Il suffit pour cela de vérifier que

=@

2 2 a“ e
(9.2) 2l @y 19101 @, + | T

En effet la norme usuelle vérifie une équivalence analogue; si nous
supposons l’équivalence entre la nouvelle norme et la norme usuelle établie
jusqu’a Pordre s — 1, elle sera alors établie & l’ordre s.

Soit done @ = IP; -+ mP, + ¢,.

a* — a* ¢, .

(9.3) L —3mp,+ =S

Pour vérifier la relation (9.2) il suffit de vérifier

a* o
2 2 1
2 o] | S

oo |9 lgemt gy + || G

qt:l 1( ]q(s—l( ).

Si @€qQ(*(Q), s=1, des relations

1 1 1
j(pdw—[wcp]l —f.mp dz et f2w<pdw——[w2<p]1 —]mz¢’ dx

—1 —1 —1
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)

lrm—p—r=5(lelk+ | 52]):

on tire

o+ o< (lolh+ | 5

D’od, vu les expressions de I et de m, (§ 9), |1|* et |m [* sont majorées,
4 un facteur constant pres, par le second membre de (9.2).
d#
1 _ (et
dx 9(8—1 (Q)
par conséquent, le premier membre de (9.2)) est majoré, a un facteur cons-
a* o |32
dx %8—1 (5)
est majoré, & un facteur constant pres, par le premier membre. D’autre part

2

De (9.3) et de 1a majoration de | m [?>, on déduit que

tant pres, par le second. On voit également d’apres (9.3) que

2 2
[ @llges—1 3y = Hs Ul @1 llgpe— gy + [ B + [ m?*])
et

2 d 2;1 d* g, |12
P !

2
—— l ! _
c}t;s—l (,Q) .C}fg_l (,Q)

@, ayant un support compact. D’ou le second membre est majoré, a un
facteur constant prés, par le premier et ’équivalence est démontrée.

10. Dérivation dans les espaces I°.

_ 4T 1
LeEMME 3. St TeD’ (.Q),d7€ 9‘:>TE9’+ 2 pour tout s réel.

arT = X~
En effet, soit — = 3 a, P, (%), T = Z b, P, (x) ; nous avons vu que

d$ n==1 n=0
a, -~ a, paid Ay L F ()
T=—21P@)— =P (x)+2 LI +1 .
V3 0 @) V15 @O+ = (V2n-——1 Von +3) Von41’

1
T€I"T <—> 3| b [Pnt? < 4 o0
et || T”‘zgs-{—% Q0 3| by [ (n 4 1),
Or, pour n > 1,

An—1  Oppy

R (n + 1)48—}—2
Ven—1 Y2n+3| 2n 41
Ia'n—l ‘2

2
SIS

[0 [2 (0 4 1yirte =
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On en déduit qu’il existe une constante K, indépendante de 7, telle

w

b, |2n+1)4”+2 SK22 |a2| n—l—l)“

n=0

. . arT
D’od, si la série 3| a, > (n + 1)* converge, c’est a dire si 7 € J#, alors

1
la gérie 2| b,|? (v + 1)#+2 converge, autrement dit 7¢I Y et

ar

17l <E |5

a* @ -+
' i Jt—>ped 2

En effet, d’aprés 8 = ¢, alors
*
dd_wzp € L? (— 1, 1), et nous pouvons écrire ¢ = Il P, +mP, + ¢,, (¢, (= 1)=0),
a* ¢ a* a* ¢, d”qg,
8 o E 8 E 8 —
etd V3P—|— rd€9<>d9 dx9>
+1 i

_— (Pl € 9 2:) (p € 9

LEMME 4.
4.1. Sis=1, peJ* —

arT

4.2, Si s=>o¢, TE 9"’*‘—>——69"—

Etudions d’abord 4.1.

Pour la commodité des calculs, nous considérons ¢ comme la somme
d’une série & termes de rangs pairs et d’une série 4 termes de rangs impairs,
qu’on étudiera séparément.

En employant des notations analogues a celle du lemme 3, considérons
la fonction paire

oo ] n— _P
= 3 by Ppp = — Y4 p _|__ > /a2z 1 Qont1 2n )
0 V n=1\l4n—1  YV4n+ 3)}an+1
Gon—1  Qont1 2

Alors, si p€J9*, la série X n#—1 est convergente, et

f4n—1  V4n4-3
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il existe K tel que | =l — il - ; comme §=>1, la série de
V4n—1 |/4n~|—3 28— >
terme général [ —2n=L _ Y+l ) ot ahgolument convergente, et la série
Van—1  V4n—+3

N
3 by Py (%) est uniformément convergente sur [— 1,1], done 3 V2 by, Ppa(1) =
n=0

= — ¥ tend vers la limite finie 1 =2 ¢ (1) quand N — co .

V4N+3
Posons ¢ =1 P, 4 @, ; alors ¢, (1) = ¢, (— 1) = 0 (¢, étant une fonction
paire comme ¢); ¢, appartient aussi & I°. Alors, si ¢, = 3 fs, Poy =

—0 Olop—1 o 1 Pg .
=—'P 4+ =3 ( o W o & > " _, en raisonnant comme pour ¢
n>0

V3 Van—1  Van+3)Van+1

nous voyons que —%amtl tend vers V2 @, (1) =
Vin + 3

D’autre part :

Xon—1 ®an1

Van—1 Jan+3 = P Vant1,

d’olt

%on—1 %on-4-2p+41 V——-——
k n k
Vin—1 Vin+t4p+3 = oﬂ”'”” T4

D’apres l’inégalité de Schwarz,

Gnot iy | 5 2 7)1 )ds—1 )( . k —4a+2)_
Van —1  Vin+4p +3 \ S(kfolﬁ2(”+k)| AT+ DR ) )| Z (dn-k)+1)

Or

s A4+ k) 4 1)+ < 1 - (dnart;
k=0 —

Faisons tendre p vers l’infini, nous obtenons

%an—1

Vin—1

(4n)—4st3 150 | B2 i) |2 (4 (n 4 &) o 1)ss—2

48 — 3

la série de droite étant convergente, puisque ¢, € J¢. D’oil, en additionnant
toutes les inégalités obtenues quand n varie de 1 & Dlinfini

b3

n==]

(4”)4‘_3 g

. 3 0| fon? (40 4 1)1,
—_ n=1

l/4n —
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La série de droite converge, puisque ¢, €%, donc celle de gauche
aussi, et il existe une constante K telle que

2 o PNt <K 3 |fonl? (4n + 1)8.
n=1 n=1

. do o2
Cette inégalité montre que zp1£98—>7(21.598—1’ et que Z‘zi 9c—l£
2 d ?97’1 d*N%
< K || ¢, |lgs - Comme T = g °b comme
a* a*

(p1, §—1 —— N4 s—1
aw T = €I

. e
il en résulte que @€ J*=—> -01769'—1.

oo
Si ¢ est une fonction impaire de la forme ¢ = X bgy_1 Pyu_y, avee
n=1

des notations et calculs analogues nous montrerons que 3 by, 3 Py, (1)

3 .
tend vers la limite finie V7 m = ¢ (1), et que si nous posons p=mP, 4 ¢,,

N

@, a des propriétés analogues a celles que nous avons vues dans D’étude
des fonctions paires. Il en résulte que, dans le cas général, pour ¢€J?,
§=1,0n a

p=IlP4+mP+ ¢ ,p,(E1)=0;

2

EA

2
(10.1) P, €95 =K olge-

d :‘l d* ’(7)1 8—1 d ;;;1
de ~  dx € daw

1= 312 by Pon(1)= 3 byn(dn 4 1)12;

|L[P < (3] ban? (41 1) (S(dn 4 1)~44) < K, || |-

De méme,
2
|m? | < Ky || @]lg

d’ot1, puisque ¢, = ¢ — lP; — mP,,

2 2 2
| @4 llge< K’ ([|@llgs+ | B|+ [ m?)) < K [|9 ||ge
done

el 12+ [ m2 | < K|l -



en séries de fonctions orthogonales ete. 537

. 2 2 2
Par ailleurs || ¢ ”g' = || 1P, + mP, 4 ¢, ”g‘S Ky (| 2]+ |m?*| 4+ [ ¢ “90)1

2 2
(10.2) done || @ llgsco [l [lge = [12] + [ m?].

2

9’8—1

d*(p
“dw

__1/~ 1>+d"' Done

lge—1° Il résulte alors des formules (10.1) et (10.2) que

—wuw

a* o 2
|G = Nl

dﬂ? gs—l

LEMME 4.2. Montrons que pour $ =0, T€J—* ———> € g1,

En employant des notations analogues a celles du Iemme 3 nous posons:

T=3b, Py, = f
n>0

et nous avons

—_a, o~ a. a, I’
T= —_—1— P —_ P Z n—1 _ ntl kid .
yz V15 +n>1 (VZn-——l Ven+4-3) Ven 41

L& également, nous étudierons séparément les distributions paires et
les distributions impaires.

Si
p. 2n— n. 1
T = 21)2"1)2”, bO [ p— _g/__’_’ b2"= /al _ Ay -+1 ,
V3 J4n —1 V4n+3 Van + 1
nous avons
1 n -
- ,a2—n—l__= 2 byldp+1.
I'4n 4+ 3 p=0

Posons by, = p* Cp; Aot T€TJ*<=>3 |0, |* < + oo, et

p=0 =1

Aon 41 lz__

J4n + 3

n 2
z‘bsz4p+1) <k

n 2 n n
):pml/'zo,,‘ <K, Zp*3p|C|
= =1 p=1

d’apres linégalité de Schwarz.

11. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.



538 MARIANNE GUILLEMOT - TEISSIER : Développements des distributions

Or, 5i § >0,
> p4s < (” + 1)4a+1
p=1
d’ou

| @gngr P04 1)"42 < K, p{)P | Gy |%,

et
i
21 p|Cp?
2 1)—48—4 K. 2= .
|a2n+ll("+ ) < 3n(n+1)
Un calcul clagsique montre que, 8i U, > 0 est le terme général d’une
n
2 pU,
série convergente, la série de terme général ﬁ——m converge et a pour

somme 2 U,, d’ou:

0] Ay [P (0 + 174 < Kaﬂfo | Cu

n=

d,T‘

arT
et | = O[T g

T — —~ —8—1. -
et TeT > €g ; |-
On obtiendrait un résultat analogue pour une distribution impaire,

donc pour une distribution quelconque.

11. Démonstration de la proposition II1.

Montrons d’abord que pour 8 entier — 0 les inclusions algébriques et
topologiques suivantes sont vérifiées

Je e Ys(Q)c I (proposition 1I1. 1),

On le montre par récurrence; pour s = 0 la propriété est évidente

parce que J°=Q¢° (Q) = L?[—1, 1]. Supposons la propriété vérifiée jusqu’a
Pindice s — 1, s = 1.
¥*

a* —
Soit p € J*, 8 > 1. Alors dd—wqoeg'—l (lemme 4) d’ot d—quE Qf*—1(2) (hypo-

thdse de récurrence), donc ¢ € H* (lemme 2). On a montré que J°¢c K ()

— * —
algébriquement. Soit maintenant € 9 *(£2); alors ddacw c 9¢*—1(Q) (lemme 2),
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s—1

a* —
Ve 9 ? (hypothdse de récurrence); donc weJ* (corollaire du lemme 3).

s
d’ou P

]
Donc 9*(£2) cIJ? algébriquement.
Montrons maintenant les inclusions topologiques; pour s = 1, on peut
écrire ¢ =1 Py 4+ mP, + ¢, , ¢, (1+ 1) = 0. Nous avons (lemme 2)

2 a*p, ||?
9y =112+ [+ | 2

qt:a—l(s'j)'

d*(p 2 d*(p 2

apets ypothese 4 “o S
D’apres ypothése* e récurrence a1 @ < } i |ge-1) et
a* ¢ 2
d’aprés le lemme 4 “ dwl go-1= O | @1llge; dome

e G 172 2 a* o, |

19 lge iy = 11+ I+ | G2 g = 1m0 G2

2 2
<[P+ [mP+CO (o llge==Ce| e

(lemme 4 1), d’od Pinclusion topologique I¢ < 9 *(L).

Soit maintenant w€ A (), s=1, v =21 P, + uP, + v,, w, (+ 1) =0.
Nous avons vu que p € J%2 et que nous pouvons prendre pour norme
dans J*% (voir 10.2)

2 2
o llgee = 12 4 1P 4 lwillgee -

~ 2 dy, |2
On a vu (lemme 3) que ||y, [|gop <K Hd—wi g?; d@’aprés I'hypothese
dy, | dyy | . es
de récurrence iz ? =& e @) d’ott
(] ST S KT S My
Y gI/Z u 1 dx 6}(3—1 (?2_) 2 I Y %I(Q)y

d’olt Yinclusion topologique 9¢*(Qjc I,

12. Cas o s n’est pas un entier.

Si s est un entier =1, nous avons vu que J* est un espace de Hil-
bert contenu dans J*-1, algébriquement et topologiquement et dense dans
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Js—1; de méme 9f*(Q) est un espace de Hilbert contenu dans H*—1 (2), al-
gébriquement et topologiquement, et dense dans Gfs—! (ﬁ). D’autre part, il
existe une injection continue de J*—! dans 9¢*—1(Q) (proposition III) dont
la restriction & J* est une injection continue dans 9f*(Q).

Il résulte alors de la définition des espaces %‘(ﬁ), s et du théoréme
d’interpolation de Lions [8], que pour tout s’ tel que s —1<Ts" <s, il

existe une injection continue de J¥ dans ¥ ¥ (2); donec I*'c Y (2). On
o
montrera de méme que ¥ (Qc IJ?.
Done pour tout s réel = 0, les inclusions algébriques et topologiques
guivantes sont vérifiées

Jre Y (Q)c g%.
13. Montrons qu’il est impossible d’ « améliorer » ces inclusions, c’est
a dire que pour %—<t<s, on n’a ni Jtc Gfe ni Yc It
En vertu du théoreme d’interpolation, il suffit de montrer que pour
—;- <t<1,o0n n'ani JPc Y ni HcJt. En effet, s’il existait s’, t’,
vérifiant 32: <t/ << 8, et tels que I¥c Y (resp X' IJ¥), par application

t’ t
du théordme d’interpolation nous aurions J% € 9! (resp K (2)c T ).

1
Il suffit donc de montrer que pour tout ¢ tel que - <t < 1, il existe

p €Tt tel que ¢ A1 (D), et il existe p € Q! (Q) tel que y€ I¢; a étant un
nombre négatif, nous définissons ¢ de la fagon suivante.

. A2n41 — ay Aopt1q Aynt1 Sy
Soit ——F L —(n+4 1), —2 =0 — = by, Vdn + 1
Vin + 3 " V3  Vam—1 Yant3 1
(n > 0), @(x)=2 byp Py (®).
La série 3 by,/4n 4 1 est absolument convergente, car by, Van +1co
n=0
— Qant1 ot Aan4-1

Van + 3’ Van + 3
quand n tend vers ’infini. Donc X b,, Van +1= ﬁ 2 bgp Pon(1) =V§<p(1)=0.

tend vers 0

oo an~!; d’autre part 3 by, Vm =
p=0

n=0 n=1
De méme ¢ étant paire, ¢ (— 1) = 0 et par conséquent
a* g o ~ «?
7}7 = d_q; = nio agniy1 Ponty (). Comme b2, ndt co vy n2eti—3  peJt <—>

<==> 3 n¥etst—3 < | 0o <=>a < 1 — 2t; d’autre part @€ Y!(Q)<=>
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a* =
<:>—I;?E%°(Q)<Z>Z|a,.|2<—-|—oo<_—_>Zf."+‘<—|—oo<=>oc<—1;

Bl —l<<a<<1l—2t<0, (un tel o existe si %<t<l), alors @ € J¢ et
@ HL(D).

Posons maintenant

A2n+1 (— 1)* (n 4 1)8 ay b Qon—1 A2nt1 b '/E;—
—_— = (— H _— = H _ == 1
Van + 3 " Y3 " Vin —1 Y3 +

pour n > 0.
1 1

Soit y = 3 byn Pas (x) ; nous avons | by, | co n T ) | Qgngr | 00 2n’ T2

Si 2|ty * < 4+ oo, cest-d-dire si g < — 1, alors % € A (Q),
donc € Yt (Q). D’autre part y € T (Q) <=> 3| bz, | 4 < + 00 <=—>
28 — 14 4t < —1<=—>p < — 2t. Donc si on choisit g tel que
— 2t <<f<—1, ce qui est possible si t> % , on trouve y tel que
wE HL(Q) et peTt.

14. ProposIiTION III.2. La proposition IIL2 peut se déduire de III.1.
par dualité ; on peut d’autre part la démontrer directement par récurrence
pour s entier > 0.

Pour =20, la proposmon est évidente. Supposons la vraie jusqu’a

2 d K
Vindice 8 — 1. Soit 7€¢J 2, alors T_aoP —|- fC avec £€9 2; done

dx
_ =1 —
TeJd ? (lemme 3). D’aprés V’hypothése de récurrence TE€ 9{“(’—1) ()

done T = a4, P, + %E Qof—’ (2) (lemme 1). Nous avons done¢ montré que

8
g 3c C?{—‘ (Q) algébriquement. Soit maintenant 7T'€ 5{‘ (@) ; alors T =
~ d — ‘
= a,P, + d—E, avec TE H—6-D (£2) (lemme 1); done TeIJ—&-D (hypothese

de récurrence) et % €9~ (lemme 4.2); donc TeJ—*, et o (Q)c -

algébriquement.
Montrons les inclusions topologiques :

~ o d
Soit T = a, P, Eg; alors d’aprés le lemme 4

2
|51, = oI Tl
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D’aprés P’hypothéses de récurrence
2 . .
1Cllg=6-n = Ol Tllg—omny g, = O | Tl =57

Et, d’apres le lemme 3,

2 (3—1) ac||?
ITlg™ = = O4|| 57 g—%-
, 2 2 | @ ’
D’autre part, ” T “g—‘ - l a0| + 1' dx g—s et

2

2
17 Wy g = o P+ 1 T

S o= ()

il résulte alors des inégalités précédentes que

2 2
I Tllg—s < K[l Tlig

—S

2
_< K| T| -<.
2, = 2” ”9 2

Pour s non entier, la proposition IIL.2 se démontre comme la proposition
III.1.

15. Pour montrer que les inclusions de III.2 ne peuvent pas étre amé-
liorées, on peut soit raisonner par dualité a partir de IIIL.1, soit trouver

s .
directement des contre-exemples montrant que pour -5 <t < s, on n’a ni

gt H—*(Q), ni (@) cI.
Comme pour IIL1, il suffit, en vertu du théoréme d’interpolation, de

le montrer pour s = 1. Alors, en posant T = X agnq, 1';2”+1 (@),

W2n41 — Qont1 Qon—1
— — = (n } 1) —~ =15 V4n 4+ 1 by = -
Van + 3 v+ 1% V3 o’ T b Van +3  Van —1

pour n>> 0, d’ott V4n + 1 by, co an®~!; nous avons

TeJt<=>3|amp fr < Hoo<=>2% 41— —1l<—=>a2t—1;
d’autre part T ¢ 906'—1 (9) si T est la dérivée d’une fonction de 90(0 (!j), donce

TeW—1 (D) <=>3 bt < + 00 <=>2 —3 < —1<=>a< I
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Done si 2t — 1 <<a <1, ce qui est possible 8i ¢t <1, on a TE€ C}OC—I Q) et
o —
T¢I—t; done H—1(Q) ¢ I-¢.

Si nous posons maintenant ﬁamﬁ = (— 1) (n 4+ 1)8,
n
_— b (12
| V‘M 11 by | — Gong1 2n+1 o 2nb,

Van + 3 Van — 1

et 8i U= 2 agnt1 Pony; (*), NOUs avons

Ueg—t<=>p < 2t —1,
et
Ue N1 () <=>Z|bpP< +o0c=>2—1< —1<=>p<0.

1
Done 8i 0 < << 2t—1, ce qui est possible si ¢t > —» lous avons UeJ-t

€

ot U¢ %1 (3). Done I~ ¢ K1 ().
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CHAPITRE II

SERIES DE LAGUERRE

Dans ce chapitre sont étudiés les développem_ents en séries de fonctions
de Laguerre des distributions appartenant & &’ (R4).

1. Les polynoémes de Laguerre Lﬁf‘) (x) définis par

—% _a y(a) - 1 a\* —2 pnta
¢ x Ln (W) - n! (dm) (6 r )
vérifient
R n+ o
/0 x* Ly (%) Lny (@) de = I (a + 1) ( " )6,.,,, ({13] p. 100).

0

En particulier, pour « = 0, nous avons

(o)

] ¢ LY () LY () Az = by .

0

x
Nous appellerons les fonctions .2, (x) = e 2L (%) fonctions de Laguer-

re. Les fonctions de Laguerre forment une base orthonormale de L?[0, co].
([13] p. 108).

Bquation différentielle vérifiée par les fonctions de Laguerre — Opérateur
de Laguerre.

Les polynOmes y=L§?> () vérifie ’équation différentielle

vy’ + (1 —a)y + ny=0.

@
En posant y = e? Y, nous voyons que la fonetion Y = .2, (x) vérifie
Véquation différentielle

144 /__w__Y i — i il_li_f_y:__ __1__ "
xY" 4+ Y 1 +(n—|—2)Y_—O, oudx(wdw = n—|—2 Y.
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Les fonctions de Laguerre .2, (x) sont fonctions propres de Vopérateur

Y— B(Y)= d( d Y)_g

dx 4

L’opérateur E sera appelé opérateur de Laguerre. La valeur propre associée
1
A L, (x) est — (n—|-7> .
Nous rappelons la définition suivante :

On appelle ¢ (R,) Vespace des fonctions qui sont (= dans R, et qui
peuvent étre prolongées par des fonctions appartenant a o (R).

Autrement dit, cS(l_if_l_) est ’espace des fonctions f(x) qui sont C> pour

=0 et telles quels que soient les entiers positifs p et k, la fonction xk< ) f (@)
goit bornée sur la demi-droite ¥ = 0. ([7], [11]).

Toute dérivation et toute multiplication par une puissance de x ap-
plique cS(E+) dans lui-méme. Donc Vopérateur de Laguerre FE applique
S (R4) dans lui-méme.

Montrons que E est awuto-adjoint pour la structure préhilbertienne in-
duite par L?(0, o) sur o (Ry).

Notons (u,v) = f u (x) v (x) de. Montrons que (Ef, g) = ( f, Eg) pour f,g€

0

S(Ry);
d d — r ,—
(20 = [ 7 (o757 )7 te— [ 77 a0
0 0

Ta(d N—. [ a \-1* [ _af g
Jasleast ) o= )o] - /%W’

(1] 0

La partie intégrée est nulle, donc

| (4 dg fJ) e
(Bf, 9) = / (dwﬂ——T dw = (f, Hg)

a cause des roles symétriques joués par f et g.
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2. Séries de Laguerre.

Les fonctions de Laguerre appartiennent a QS(R+).
Soit fECS(R_I_); on pose

an (f) = (fy Ln);

an(f) est le n-iéme coefficient de Laguerre de f.
La série de Laguerre de f(x) est

Sa,(f) Ly (@)

Coefficients de Laguerre de f€J (Ry).
On sait que pour # >0, | 2, (x)|<<.L.(0) =1 ([13] p. 164);

oo

=] [7@L@a gﬁf(xudx.

0

Posons I(f)=j|f(w)[dx.

Calculons les cgefﬁcients de Laguerre de E(f);
1
an(Bf) = (Bf, L) = (f, B (L) = — (n—l—%)(f, L) = —(n+-2-) an(f)

d’ot, en itérant p fois,

an(82) = (= 107 (n+ ) o 1),

donce

(v4 ) @] =10E2s)

ce qui montre que les coefficients de Laguerre de f€ S (R+) sont & décroissance
rapide.

3. Majoration des fonctions de Laguerre.

De la relation de récurrence entre polynomes de Laguerre

n 1
4 o )= — 3 L () ([13] p. 102)
dx r=0
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on tire
o) =—"% £ @) — + .2
iz n(-”")—‘—r___o r (€) — o n (@)
d’ot
d
(3.1) Lt (8) — La @] = — 5 [£a @) + Lot 0]

En dérivant p fois on obtient

a \r+1 d\r+1 1 d\r a\r
(3.2) (ﬁ) Latr (a:)=(-(ﬁ) L, (@) —7Kﬁ) L () + (d—w) Lyi1 (@)

’

formule de récurrence permettant de calculer les dérivées des fonctions de
Laguerre.

Nous allons montrer que, quels que soient ¥ =0, n,p, ¥k entiers =0,
nous avons la majoration suivante :

(3.3) < Cpr(n 4 1)7tk,

(L) 2o

0, étant une constante ne dépendant que de p et de .
Cette démonstration sera faite par récurrence par rapport a p et par
rapport & n.
1°) Montrons d’abord que pour p == 0, nous avons

| a* £, (%) | << Co,x(n 4 1/,

0y, étant une constante ne dépendant que de k.
La formule est vraie pour k=0, puisque |.C,(z)|<C1. ([13] p. 164).
La formule

2Ly (@) = (2n + 1) L, () — (n + 1) Loy (2) — 1 Loy (@), (n=1)
([13] p. 97) itérée I fois, donne, pour n >k
ok Ln (1) = Ag Loy (@) + Ax—1 Lagi—1 (@) ... + A_g Loi(®)

outles 4,,(— k=< r=<_k), sont des polynOmes de degré k en n dont les coef-
ficients ne dépendent que k, A, ayant le signe de (— 1)*—", d’ou

|a* 2, (@) | < | Ak | + | Ares | oo + | Ai | = Py (),

polynéome en n de degré k, dont les coefficients ne dépendent que de k.
Done, il existe une constante C; telle que, pour n =k, P (n) << Cx (n - 1)% .
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I’entier k étant donné, il existe un nombre fini de fonctions .G, (x) telles
que n < k, et les fonctions .2, (x) #* sont bornées; si nous posons

k
Co_kzsup<0k,|;'%—%x)k—l) (r=0,0<<n<<k—1)
nous avons bien la majoration voulue.
29 Montrons la majoration (3.3) par récurrence sur p. Elle est véri-
fiée pour p = 0, d’aprés ce que nous venons de montrer.
Supposons la vraie pour p = P et montrons la pour p = P -} 1, par
récurrence sur n. Montrons que nous pouvons choisir la constante en posant ;

x* (i>p+1.90 (%) ) .

dx
En effet, 1a formule (3.3) est alors vérifiée pour p =P 4 1 et n = 0.
Supposons la vraie pour p= P 41 et » = N. En multipliant la formule
(3.2) par x* et utilisant les hypothéses de récurrence pour les majorations
nous avons

Cpt1,k = 8UP (Op. k»y
=0

d

P+
x* (zi;) -QN—{-I (W)

< Cppa,k [(N + 1P+ L -;— (N 4 1)P+* | (N 4 2)P+K)],

Le crochet de droite est majoré par (N -4 2)P+*+1, en vertu de la rela-
tion amt! — pm+1 > (@ — b) (a™ + b™) pour a > b > 0.

Nous obtenons bien la majoration (3.3) pour p=P+ 1 et n =N 41,
ce qui acheve la démonstration par récurrence.

4. Convergence des séries de Laguerre dans S (E,).

Considérons une suite @, & décroissance rapide et la série de Laguerre
2 a, £, (x). D’aprés ce que nous avons vu, p et k étant deux entiers donnés,

S | xk (—d—) p(a,. L, ()
dx

gente, puisque les a, sont a décroissance rapide.
On en déduit qu’une série de Laguerre dont les coefficients sont & déero-

est majorée par Cp 2 | a,|(n + 1)?1* qui est conver-

igsance rapide converge dans cS(I—i¢+).
En particulier, la série de Laguerre d’une fonction f€J(Ry) converge

vers f au sens de o (E,).
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5. Séries de Laguerre des distributions appartenant a &’ (R.).

Nous appellerons o’ (1_3_,.) Pespace des distributions tempérées sur R dont
le sapport est dans I_i+ Y (R.,.) est le dual de cS(I_B-.l.). ([11])

REMARQUE : Hormander (7]) désigne par o (E4) le dual de o(E,).

I’étude des séries de Laguerre des distributions est faite & partir de
la dualité entre &’ (1—%_,.) et cS(I_B_l.) de la méme fagon que celle des séries de
Legendre des distributions & partir de la dualité entre D'[— 1,1] et
D[—1,1]. Si u est une fonction définie pour # = 0, on appelle cmv) la fon-
ction égale a u(x) pour x =0 et & 0 pour # < 0. En raison de l’orthogo-
nalité des 2,(§ 1) on a

T——
(L (), L () ) = Fum

(T,f> désigne le produit scalaire de T€ S (Ry) et de f €S (Ry)).
Soit une distribution 7€’ (Ry) et une fonction f€d(Ry), et soit
2 a, P, (x) la série de Laguerre de f.

n=0
En raison de Porthogonalité des .2,, nous avons

b'g N N -_ N
(Ty S ap )= 3 an{T, L>=(Z (T, L) L0, 3 a, L)

Nm=Q n=0 n=0 n=0

=<§<T;=Qn>—e\n7f>;

n=0

quand N — oo, en raison de la dualité entre cS(E_,_) et & (1—%+) le premier
membre de cette suite d’égalités tend vers (T,f).
oo — — 0o
Done 2 (T, L,) L2, converge vers T dans &' (R;). = (T, Lu) B, est la

n=0 n=0
série de Laguerre de la distribution 7.
La dualité entre S (R4) et o’ (Ry) montre (exactement comme, dans le
cas des séries de Legendre, la dualité entre ) [—1,1] et @’ [— 1, 1]) que

la série de Laguerre d’une distribution & nécessairement des coefficients &
croissance lente.

Réciproquement, soit une série de Laguerre X bnE ot les b, sont a

% b
croigsance lente. Il existe un entier p tel que X ——’—'L < -+ oo ; alors

3]
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= b5, . _
> ————'Q]" 5 converge uniformément vers une fonction f continue et bor-
n=0
(" + 2)
née sur [_i_,_, et ¥ b,.E converge vers (—H)? [11]; (—E)? f est une distri-
n==0

bution appartenant & &’ (I—E.I.).
Une série de Laguerre dont les coefficients sont a croissance lente converge
dans S’ (R4).

En résumé :

ProrosiTioN 1. Une fonction f EcS(R_l_) admet un développement en série
de Laguerre § a, (f) Lo (x), qui converge vers f dans cS(E_I_). Les coefficients
a, (f)=(/, 7:5:) sont & déeroissance rapide. Réciproquement, st une suite a, est
& déeroissance rapide, la série nZOZ a, L, () converge dans S (R.y).

ProPosITION II. Une distribution T €S’ (Ry) admet un développement en
série de Laguerre ;0 b, (T) -QT-’”) qui converge vers T dans &’ (E.,.). Les coef-

n=

ficients b, (T) =< T, £2,) sont & croissance lente. Réciproquement, si une suite

(-] — —_
b, est & croissance lente, la série X b, L, (x) converge dans &’ (R).

n=0
REMARQUE. De
1
(5.1) E (L, (@) = — (n + -§-> L, ()
on déduit
S— 1 S—
(5.2) E (L, (®) = — (n + ?) L, (%)

(les dérivations étant au sens des distributions) soit par dualité, soit dire-
ctement, en remarquant que

— d . a T d
L, (x)) = (E; L, (w)) + 4, dou «x e (L (@) = <—-— L, (w)) .

2
dx dx
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6. Exemples de séries de Laguerre de distributions.

Mesure de Dirac 6.

(8, L, () =2, (0) =1

d’ol
00 ——m—
0= 3 L, (x).
n=0
Dérivations a Uorigine.
B (8) = 26" + 6" — xza=wa"+a'=_a'
car
d2 144 ’
W(wé):m& + 26" =0
d’out
=—EBEd=— 23 (n—i-?) Lo ().
n=0 \

On peut établir une formule de récurrence permettant de calculer la série

d\»
de Laguerre de 8(» = |—| J; p étant un entier positif,
dw ) p

B (5(7) = xo(r+D) | §lr+1) — % 8m s

or (a%)p(xé) =(? 4 pétr—1) =0, dou B (6?)) = — (p-+ 1)zt 4 -i— olp—1)
1

p
(p4+1) — —— [ L §(p—1) (»)y) .
et o(» 7 1 (4 d E (0 ))

Fonction de Heaviside.

De la formule (3.1) on tire, en remarquant que L,y (#) — 2, (x) s’an-
nule pour x = 0,

da TT—— S— 1 T S—
(6-1) d_.’L' (-Qn (w) - -in+1 ({I})) = ? (Bn ('7/) _l"‘ -Qn+1 (.’L’))
on en tire
d S ~— oo S ~— ] S— oo n — S~—
- (“0 Lo(@) + 2 (an — tur) L <w)) =g L@+ > bt o )

Calculons les coefficients a, de facon & avoir dans le second membre la
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série de Laguerre de 6. Nous avons

Ay = 2, Ay = 0, ooy Aoy == 2’ Aop1 = 0,
d’olt
e+ Fncrew)- 3 2w
X n=1 n=0
et
oo T——
Y@)=2 2 (— 1L, (2).
n=0
Fonction x?» ¥ = 27 .
de
d d zY d xY xzY
= (p—Y | -2 =2 S s—
BY) dx (wdx ) 4 dm( 9 4 4
on tire
co Se——
2Y=—4EB(X)=4 3 (—1)"(2n + 1) L, (2).
n=0

Si p est un entier positif,

p»p+1
B (x? Y)=—(—1—(w A (g» Y>>_-” Y

dx dx 4

or

d 1

%(xl’ Y)=u?rd+ pa?r 1Y = pxr-1Y
d’ott

p+1
E@rY)=p2xr—1 Y — 9—074—:— Y

et

2P Y = 4 (p?? 1Y — E (x? Y))

formule de récurrence permettant de calculer la série de Laguerre d’une
fonction de la forme x? Y.

7. Transformation de Laplace des séries de Laguerre. Autres exemples
de séries de Laguerre.

Appliquons la transformation de Laplace & I’équation différentielle vé-
rifiée par les fonctions de Laguerre (5.1); I, (p), transformée de .2, (x), vérifie

14

d 1
p ap (pla(p) — 1 dp (Ia (p)) = (” + —2—> L. (p).
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Z =1, (p) est donc solution de I’équation différentielle
1 1
2 __ ’ —_— — =
(p 1 ) A ( P 5 n) Z = 0.

Cette solution est de la forme

=5\
Z= K1 i
P+5 \Pt+ 5

Pour calculer la constante K, nous voyons que Z est un polynome en

1 dont le terme de plus bas degré est 1 H 1 est le trans-
P+ 5 »+ 5 P + -5
formé du produit de e—% par le terme constant de L (z). Comme Lﬁ?)(0)=l,
p— L\

K=1. Dou l,(p)=

1 1
pt+45 \Pt+5
D’une facon générale soit C, la transformée de Laplace d’une distribu-
tion 7T, €’ (Ry)
(C‘z) =<Tx, e—p£>

Tp existe pour R, (p)> 0.

~—
La série de Laguerre de T, = 2'b, .2, (x) se transforme dans la série

1 1
(’est une série entiére en T Si K. (p) >0, <1 et la série
P+ P+

converge puisque les b, sont & croissance lente. On retrouve le fait que la
transformée de Laplace d’une distribution de J&’ (I_it+) est une fonetion holo-

12. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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morphe pour ‘¥, (p) > 0, et on peut vérifier que cette fonction est a crois-
sance lente pour |p | — co.

REMARQUES : Autres exemples de séries de Laguerre.
1) Remarquons que

S~—— S——
L (p)=Ce?2, L, (x)) = (L, (x), eP%).

Ce qui nous permet d’obtenir la série de Laguerre de la fonction e—#*

pour ¥, (p) >0

1\ "
-] o 1 —7

e =3 l,(p) Lp(@)= 3 T T | £ @
n=0 n=0p+_2_ P+?

Cette série converge vers e—#* au sens de o (Ry).
2) Nous pouvons encore calculer I, (p) pour ‘¥, (p)=0. Nous avons

alors
- L [i—y
I, () =Ce % L, (x)) = I T | (A réel).
i}.-{——2— i).-l——é—
. 4 JT
Si nous posons tg ¥ = 24, _7<0<?’
1 n
— —il
1 1 = _]__e—"’=2cosm9 e~ et f——— = e—2ind,
. 1 1 .
7-|—1}. V;_z_l_z. 2—|—ul
d’otlt :
o —_—
e\“\?lp —¢2%" —2c089 X (— 1) efentn? O (x)
n=0
w\ o \
cos (—;Z— tgﬁ): 2cosd I (— 1)" cos (2n -+ 1) & L, (®).
n=0

- . —
sin (—2— tgﬁ) =2cos? 3 (— 1) sin (2n 4 1) 9 L, ().

n=0
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Ces formules pourraient permettre d’étudier les transformations de Fourier
d’une série de Laguerre.

CoNVOLUTION. Etudions le produit de convolution de deux fonctions
de Laguerre a ’aide de la transformation de Laplace.

T— T—
Lo (x) * L, () a pour transformée

1 \n+m 1 \n+m 1 \n+m+1
( —?> _ (p‘?) (1’—7>
1 \ntm+2 1 \ntmt1 1 \ntm+2
(p+7) (p+3> (p-l-g)
1
P
puisque =1— 1
P+ P+

d’ol1 :
Lo (@) = Ly (@) = -Qm—l—n (@) — —Qm+n+1 (w)'

Formule qui permet de calculer le produit de convolution de deux
séries de Laguerre.

8. Structures hilhertiennes.

Rappelons que les fonctions de Laguerre .2, (x) forment une base or-
thogonale de L2 [0, co]. Ce sont les fonections propres de Popérateur de La-

de \ dx
Les relations (5.1) et (5.2) montrent que F établit un isomorphisme de
J(Ry) sur lui-méme et de &’ (Ry) sur lui-méme. I’opérateur — E étant
positif, nous pouvons définir (— E)* pour s réel quelconque, et introduire
de nouveaux espaces de Hilbert.

d d 1
guerre F: Y — — (w — ) - % Y, associées aux valeurs propres — (n-l— 5).

DEFINITION. s dtant un nombre réel quelconque, on appelle K* le sous-

espace de S (R,) formé des distributions T=2Sa, m) telles que 3 |a,|*n? <+ oo
s est le sous-espace de o’ (Ry) formé des distributions 7' telles que

T—
(— Ey TeL?[0, o] K* est un espace de Hilbert, pour lequel les .2, (¥)
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forment une base orthogonale, avec la norme
2 , 2 1 \2
IUWW=W—EYmm=zhm%w+?»

E établit un isomorphisme de 9 sur 9Y*—1.
Toute distribution de &’ (Ry) appartient & un espace *, puisque la
suite de ses coefficients est & croissance lente.

9. Dérivées et primitives de séries de Laguerre.

On rappelle qu’une distribution appartenant a &’ (1_2+) admet une pri-

mitive unique dans &’ (R,).
De la formule (6.1) on déduit

d T— — T— 1 Te—
iz (ag L, (@) + (ay — ag) Ly (®) ... 4 (@0 — an—1) L0 (#) ...) = 5 (ag Lo (@) +

S—

T
+ (ag + @) Ly (@) ... + (@n—y + ay) Lo (2) ...

formule qui permet de calculer, de proche en proche, les coefficients de la
dérivée ou de la primitive d’une série de Laguerre donnée.
11 sera parfois plus commode d’utiliser, au lien de la dérivation, opé-

d 1
rateur 6 = n + - Nous avons en effet

0 [Bn (@) — Loy (@)] = L (®),

S— Te—— S—
6 [-sen (.’ﬂ) b »Qn—l-l (x)] = ogn (w)’
d’otr :
T— S— S—
(9.1) 0 [ag Ly (@) + (@ — ) Ly (@) -+ (@n — ny) Lo (). ] =
~— ~—
= ay Ly (®) + .. + an Ln (@) + ...
Rappel de définitions (d’apres [7]).
On appelle 9¢*(Ry) Iensemble des éléments u € D’ (Ry) tels quil existe
Ue€ Y (R) vérifiant U=wu sur R .
On appelle Cf{’(ﬁ+) I’ensemble des éléments de %*(R) dont le support

est dans E_,_.
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c}C’(E_F) et 5{“‘ (I—E_,.) sont deux espaces en dualité. Les relations d’in-
clusion suivantes sont vérifiées, algébriquement et topologiquement :

D(By)E  S(By)C U (Rp) =AU (Ry) €D (Ry),
DRy N (R E R (Ry) e (Ry) D (Ry) (5,8 €R, s < 8');

deux espaces symétriques par rapport au centre de ce tableau sont en
dualité.

aT
Si Te’ (R), on désigne par T la dérivée de T dans )’ (R) (en par-

ticulier dans @’ (R,)).

d
Si Te®' (Ry), on désigne par =

_ _ * _ _
‘%applique C}?s (R4) dans Qf e (R4) et % applique 9¢*(Ry) dans 9! (R,).

*

la dérivée de T dans D’ (Ry)

* —
%} est Vopérateur adjoint de — g-a—: dans la dualité entre les %¢*(Ry) et les

G - (R4).

du_du
Si u est une fonction dérivable définie sur R, nous avons d—: = d—:

si et seulement si u (0) = 0.
Cherchons des relations d’inclusion entre les espaces de Hilbert que

nous avons définis sur des sous espaces de o’ (].TE_|_) (les espaces K®) et les
espaces 9(*(R,) ou s (Ry).

ProrosITION III. Pour tout s =0, les inclusions algébriques et topo-
logiques suivantes sont vérifiées :

IIL1. K At (Ry),

1.2, G- (By) € KA.

On ne peut pas améliorer ces inclusions; autrement dit pouwr t <s, on

wa pas Kt Y (R—+) (nt 9%—‘ (lTB_,_) =29 )}

REMARQUES-I. Pour s =0, un élément de X* est une fonction et peut
étre identifié & un élément de D’ (Ry); c’est dans ce sens quest envisagée
Vinclusion ITI.1.
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II. A la différence des séries de Legendre, pour s quelconque, v =1,

C){‘(E_,_) n’est pas inclus dans un espace Y? (de méme Cff"-' (E+) ne contient
pas d’espace Y —v); en effet les fonctions de °X* vérifient des conditions
de décroissance 3 linfini que ne vérifient pas nécessairement celles de

— . o1
¥ (Ry). (Par exemple une fonction ¢ égale a ~, pour r =1 et convena-

blement régularisée pour 0 <<z << 1 appartient a tous les %S(E+), §s=>0,
1 1
et n’appartient pas a !, car E(p)= — vy pour =1, donc E(p) n’ap-

&X
partient pas & L?[l, 4 oo].

10. Lemmes. Normes sur 9(* (E;) et %~ (E,), s entier = 0.

= d
Soit @ € ¥ (R4), s=1. Alors %(E est une fonction de L?[0, oo], done

sommable au voisinage de 0; par conséquent ¢ tend vers une limite finie
1 quand x— 0. La fonction ¢, =@ — 1.2, s’annule done pour x =0, et
'\ .

a*p, d — d a* 1

1
i —dz P Comme au § 9, posons 0 = -+ —, et posons 6* = wta

LEMME 1. Soit ¢ =1L+ @,, ¢,(0)=0. Les hypotheses suivantes
sont équivalentes: (s >1)

PEU(RL); @ €U (RBy); O*pe U1 (Ry); 0% € U1 (Ry);

0 ¢, € A1 (Ry).

En effet il résulte des propriétés classiques des espaces de Sobolev que
@ €W (Ry) <=> 6*p € Y~ (Ry) (voir par exemple [7]).

On définit, par récurrence pour s entier = 0, une norme C}(’(R_,_) en

posant: [@lle — = @],,; si peU(B}), s=1, et si p=1L+ ¢,
(R i
@, (0) =0, nous posons || ¢ “%’"(1—5_’_) =]+ || 6%, [|ops— )

On véritie facilement qu’on a bien une norme. Montrons par récurrence
que cette mnorme est équivalente a la norme usuelle. Si nous supposons
P’équivalence vérifiée jusqu’a s — 1, il suffit de montrer que

d* @ 2
de [[9*~1(B)

2 2
”‘I/ IIQ{‘(E_'_) o ”99 ”q(s~1 (I_{+) +
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puisque la norme usuelle vérifie une équivalence analogue. Il suffit done
de vérifier que

10.1 2|4 (6%, | : @ o
(10.1) l |+“ q’i“c;(s—l(ﬁ_l_) N“‘P||Q("—1(§+)+ “dx %a—l(l—q—)’
De
/29990’ dr = [@*]
0
on déduit
1Bl =leO P[5t

Dol | 12| est majoré, & un facteur constant prés, par le second membre
de (10.1) pour s > 1.
D’autre part

2 2 .
116* @4llgpe—1 = 16* ¢ llpe—1 &) puisque 6* 2, = 0

et, d’aprés la définition de O, cette expression est majorée, & un facteur
constant preés, par le second membre de (10.1).
a* |

e sont majorés, &4 un fac-

D’autre part || ¢ ”;3—1 (1—€+) et

2 et (B )
teur constant preés, par || 6* s—1,3 donc par le premier membre, ce
’ Pllge ( R+)’ )

qui montre 1’équivalence.

REMARQUE (Lemme 1.2).
L’opérateur O a un inverse unique dans &’ (E.,.), qui coincide avec la

~—
x

convolution par E = e_?; et pour 8§ = 0 nous avons
o pu— o —_—
Te ¥ (R+) <=>0TeNH (‘H—])(R.I.)

o —
On définit alors par récurrence une norme sur 9—*(R.) (s entier = 0),
équivalente & la norme usuelle, en posant

I =[Tllg

$=0=1 (&) pour s =1, si T'=07T, Ted (ky).

0_‘ -
24 (By)

Si Teq (By), 175 g, =17l
+
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1’équivalence des normes peut étre montrée & 1’aide de la transformation
de Fourier.

LEMME 2. Dérivation et espaces K%
2.1. Si peXs s=>1, 6% pe)(s—1,
2.2. Si TeN—® s=0, 6 TeY—6+1),

DEMONSIRATION de 2.1.; cas s = 1.
S—

Soit X b, .L,(x) la série de Laguerre de ¢, et soit @, = by} b, ...+ b,,. Alors

n=0
by =, — a,—1 et Z a,.L,(x) est la série de Laguerre de 6 ¢ (voir (9.1)) et
n=0
¢E%s<:>zlbnlz "23< + Oo<:>2!a’n—an—l |2”’23< + 00,

Nous avons

(10.2) [ ntp — 0 = but + oo+ D P = bua] + o [ b 2 =

=] »
< ( 2| by (04 k)”) ( > (n+ k)—'“) (’aprés Vinégalité de Schwarz).
k=1 k=1

»
Comme 3 |bnyi|?> (n + k)* est borné et comme
1

n=

» 1
—23
;ﬁl (0417 < 2s—1 n2-1"’

la suite a, est de Cauchy et tend donc vers une limite .
Considérons la série de Laguerre de ¢, = ¢ — l.2); elle ne différe de

celle de ¢ que par le premier terme by = b, — I.
Si nous posons a, = by + b,+ ... b,, nous voyons que a,=by+ b, ...

\ ~
wi +bp—1—0. Za, 2, («)est la série de Laguerre de 0 ¢, (d’aprés formule
(9.1)).

REMARQUE. La formule (10.2) montre que la série 2b, est absolument
— oo

convergente ; donc b, .2, (x) converge uniformément et ¢ (0) = 2 b, = I;
0

la constante I, donc la fonction ¢,, sont bien celles envisagées dans le

lemme 1.

Supposons maintenant s > 1.
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Comme

oy =0, ap =Dy + by oo & by = — (Bnps + bngas e + bugp + ..,

|0£n|2= |b”+1+bn+2-.. +bﬂ+p"‘ |2£ (kZ |b,,+k |2(n +k+1)23—1) (kZ (n + k + 1)-23+1)
=1 =1

x 1 1
2 28—1 R
<(Z sl o) gy
d’o,
1 o
(n L 1)s—2 | OCn|2 < - 3 |bn+k |2 (n 4 k)21 ,
28 — 2 k=1
d’ott,
5 1)2—2 | o, 2 > > n 2 28—1 - 28 2,
Z 0 a3 3 [huaf e ke =g S b

Pour s =1, comme o, = (bpy; + bnys... + buyp...), il résulte de ’inégalité
de Hardy ([5] p. 246) que

ZlanP <4 I n?|b, 2
n=1

n=0

Zn¥ b, 2P < 4 co<=—> @Y <=—>¢p, €K?*,
et:

Sn52 | g, [2 < 4 00 <==> 0 @, € Y 1.

Il résulte donc des inégalités précédentes que, pour s =1,

PLENS—>0 @, €Y.
On sait que
@ ENS <=—>peY?®
et d’autre part

— —
0, =06%p, et 6*¢p, = 6*p, puisque 0* L, = 0;
d’o
pENI=—>0*pe YL

Il résulte des calculs que

l| 6* ¢ Hq@-] < K| ¢, |]va pour s >1
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d’otr
|| 6* @ “%8—1 <Ko ||CKS"
DEMONSTRATION de 2.2. (lemme 2).

Sm—
Nous désignons encore par 3b,.2,(x) la série de Laguerre de 7' et
posous a, = b, + b, ... + b,.

—
Nous avons T€ N % <=> 3| b, > n=2 < 4 oo. Za, L, (x) est la série
de Laguerre de 6 T.

Supposons d’abord s > 0.

Nous avons:

an [P = | By + B, oot b,.|2g(k§0 | be k—%s+1) ( 3 k”—l)

k=0

g( s [ bx 2 k—2s+1) (n + 1)
k=0 28

Slafeyre<i 3 2 | bg [2 B2t
n n=0 k=0 (n + 1)2

d’our :

Or, Zu, étant une série a termes positifs, 3 u, << -+ oo entraine
n=1
> kuk .

k=1 .
n=1 n(n+1) o nfl o < + o

oo

Done:

S apPn 1) B2 < K, 3 |b(n 4 1)=2.
n==0 n=0

Pour s= 0, d’aprés I’inégalité de Hardy ([5] p. 239)

3 |anlt (o + 1) < K Z | b [

n=g

Nous voyons done que, pour § >0, T€ 2 —>0T¢c K~ et
10T flopmsms < K[| T [lg—s -

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION III.

Démonstration de 3.1 pour s entier.
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Pour s =0, K° = H°(Ry) = L?[0, + oo]. Supposons la formule 3.1
vraie jusqu’a Vindice s — 1.

Alors @ € Y*=>0*p €Y1 (lemme 2); 8* ¢ € W*—1 => O*p € Y*—1(R,)
(hypothése de récurrence); 6%p€ H*—1(Ry)=—> @€ ¥*(Ry) (lemme 1).

L’inclusion topologique résulte de la comparaison des normes.

On montre que la proposition 3.1 est vraie également pour s > 0 non
entier, en utilisant le théoréme d’interpolation de Lions, par un raisonnement
identique & celui qui a été utilisé dans 1’étude des séries de Legendre.

Montrons que la relation 3.1 ne peut pas étre « améliorée », c’est-a-dire
que pour ¢ < s, Kt U (Ry).

En appliquant le théoréeme d’interpolation, on voit qu’il suffit de le
montrer pour s = 1.

Considérons la suite a, définie par a, =(n + 1)=%, « > 0 et posons
by =ay,=1, b, = a, — ay—1; alors b, = (n + 1)=* —n—% co — an—*"!

\
et la série X b, est absolument convergente; donc 3 b,.0,(¥) converge

uniformément, soit ¢ (x) sa somme; alors ¢ (0)= 3 b, = 0 et

n=0
— T e o ao —
o ? Yo o de &
990—2 e 2+dx nioan,@n(m)-

PEN <=>3 | by P 0¥ < 4 00 <=> 3 n2"2+2% < 4 00 <=—> 20> 2t — 1

—_— \ p—
Q€U (Ry)<=—> 0" p € U (R}) <—=> I 0% < +4 o0 <=> 20 > 1.

8i 2t —1 < 2z <1, ce qui est possible lorsque ¢ < 1, alors @ €K’ et
@ ¢ A* (R4). Done, pour ¢ <1, At Kt (Ry).

Démonstration de 3.2.

3.2 peut se déduire de 3.1 par dualité; on peut aussi le montrer dire-
ctement, par récurrence, pour s entier, a 1’aide des lemmes. Pour s = 0,

‘)C°=C§C° (Ry) = L%[0, co]. Supposons la formule 3.2. démontrée jusqu’a

Vindice s — 1. Alors, si T € ¥—*(Ry); il existe Te 9%—(3—1)(E+) tel que
T =0T (Lemme 1.2); donc, d’apréds ’hypothése de récurrence, T € Y~ ¢—1;
et, d’aprés le lemme 2.2, T=0TeN—*.

La formule 3.2. s’étend, comme la formule 3.1, au cas ol s n’est pas
entier.

Comme 3.1, on montre qu’elle ne peut pas étre « améliorée », c’est-a-dire

o . A
que pour t>1, ¥~ &€ K~ Ici encore on peut se ramener au cas s=1.
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———

Soit 7 = Z a, 2, (); prenons a,=n*; si T =9T, C a pour série de
S—

Laguerre CT=2 b, .2, (%), avec b, = @y — @, o0 an®—L
Alors :

TENt<=>3|an[Pn% < 4 0o <=> I 2% < 4 oo <=> 2 <2t —1

o o

TeH T (Ry) <==>TEN (Ry)<—> 3| b | < + 00 <=> 3 02 < + oo

<=> 20 < 1.

o j—
Si 26— 1 < 20 << 1, ce qui est possible pour ¢ <1, alors T €Y1 (R;) et
) —
T¢K—t; done, pour ¢ <1, Y1 (Ry) & K
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CHAPITRE III

POLYNOMES DE JACOBI

1. Opérateur de Jacobi D, 4.

a, B étant des nombres réels > — 1, considérons Vopérateur f— D, 4 f
défini par:

d d
Dupf== |1 —al=e(1 )"~ (L — 2)e (1 + @) /)| -

S est, pour le moment, une fonction suffisamment dérivable sur [— 1,1]. (On
posera 2 =]—1,1[, donec 2 =[—1, 1))
En développant, sous obtenons :

2 )
Depf=(—a) L 4 p—a— Gt at DY 1wy

Les polynémes de Jacobi P\* P (x) vérifient ([18], p. 60)

Do g (PP (@) =— (0 + a+ ) (n + 1) P,"P (2), n entier = 0.
Ce sont des fonctions propres de D, g pour les valeurs propres
— (4 a+p)(n+ 1)
Cas particuliers a = f = 0, polynémes de Legendre,
o0=f=— > » » Tchebychev, ete.

REMARQUE: le polynéme de Jacobi p®#, usuel (non normalisé) peut
étre défini par

(=1

d n
(1 — o) (1 2 ple P (@) = (@) [(L— 2y (L + 2+ ).

Le polyndme pi# (), qui lui est colinéaire, et normalisé, c’est-a-dire
tel que
1

f(] — a2 (1 a)f (P A ()P der =1

-1
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vérifie
1

(F(n+a—l— 1>F(n+/3+1>)_? (@) (g)
Fot Ol mfatptn)

([13] p. 67-68)

Qa+p+1
2+ a—+p+ 1)

o |-

PP (2) = (

D, g est autoadjoint pour la forme bilinéaire
1
(= [0 —ar4ays w7 s
=1

autrement dit: (D, 4 f, 9) = (f, Da,pg) (on suppose f, g€ D? (ﬁ), de sorte
que toutes les intégrales ci dessous existent).
En effet,

(D-,pf) g)=

1
= [0 —aratay g o —erea o L= aps) |7 s
=1
d n
=li—e g —ara arg]

1
d d
— [ — ey L0 = 1 0] 0 — a1 s,
~1

La partie intégrée est nulle et dans lintégrale restante f et g jouent
un role symétrique: donc (D, ¢ f, 9) = (f, Da, g 9)-

2. Séries de Jacobi.
Soit ¢ €D (2); alors (p, P\*?) existe ; posons

1

an (@) = (g, PP) = f 1 — (1 + of ¢ @) PP (@) do;

—1

a, (p) est le n-téme coefficient de Jacobi de @ ; I an(p) pA () est la série
de Jacobi de ¢ (pour les constantes a et f).
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Coefficients de Jacobi de peD(RQ)

Soient «, # fixes > — 1. Les P\%? formet un systéme orthonomal pour
la forme bilinéaire définie ci-dessus. Alors, d’aprés l’inégalité de Bessel

E‘ | @n (@) |2 < 4 oo d’olt ay, (p) = 0(1).
n=0

Soit D g Vopérateur D, z itéré k fois. (k entier > 0).
Alors

an(D 5 9) = Dk g, PPy = (¢, D* PP) =
=[—@m+atpo+1 @ Pr=[—@0+ a4+ B+ 1)} a.(p)

par ailleurs a, (D:, @) =0 (1)
Dol a,(p) = 0 (n—2%) quel que soit k.

Dot : la suite des coefficients a, (@) est a décroissance rapide.

3. Majoration des polynomes de Jacobi et de leurs dérivées sur [—1,1].

De la formule entre polyndmes de Jacobi « usuels » ([13], p. 63)

L (pfoh @) =5 (0 4 @t B 1)pleth s (o)
en itérant k fois la dérivation, on obtient
() 207 @ = G 0ot Bt 0 ok Bt 20 n- st BB it 0,

— k
Or sup pathks+h (z) = (n + q) co(h — k2 quand n» — oo 8i
ze[—1,1] n—k

1
sup(a + %k g+ k) = — 5 en posant ¢ =sup (« + %, § + k); d’autre part
1
sup |p[a+k b’+k)( )l n 2
ze(1,1]

Donc, en posant ¢ = sup (a4 %, 4 k) si sup (« + %, ﬂ—|-k)2_—%—, et

, 8i sup (@ 4% B+ k<< ———;— ([13], p. 168).

1
qQ=— —;— si sup (@ + %, 8+ k) < — -5 (ce dernier cas suppose k = 0), on

d\k
—_ (a, B)
(dm) bl P (w)

a dans tous les cas

1
sup o n?t¥ quand n — oo.
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Revenons au polyndéme normalisé P.** (x); nous avons P* 7 () co
1

)
‘\3( ° ) 1’5.“’ 2 () quand n — oco. D’oit

aA\E
sup K%) PP (x)

k— ot
2

4. Convergence de la série de Jacobi de ¢ €D (Q).

Considérons la série de Jacobi d’une fonction qu(Z)(!_)), soit X a, pih ().
Comme IP,?" A (x)| est majoré sur [— 1,1] par un polynéme en n», pour n
assez grand, qu’il est est de méme pour chacune de ses dérivées; comme,
d’autre part, la suite des a, (¢) est & décroissance rapide, la série X' a, ph (x)
converge uniformément ainsi que ges dérivées sur [— 1, 1].

Donc cette série converge dans (D(ﬁ). Elle converge vers une fonction
dont les coefficients de Jacobi sont les a, (), et qui coincide done avec g,
puisque les P,E“’ A () forment un systéme total sur [— 1, 1].

5. Coefficients de Jacobi des distributions.

Soit 7T une distribution ayant un support contenu dans UVouvert
Q=1]—1, 1[. Soit €D (). Sur le support de T, la fonction (1 — x)* (1 4 x)f ¢
est O (elle ne lest pas en général dans Q).

Alors { T, (1 — 2)* (1 + o)) P*P ) existe.

D’autre part, toute fonction (€= a support dans £ peut s’écrire
& = (1—ux)* (14x)® ¢, ¢ étant une fonction ¢ qui peut étre prolongée par

une fonction ¢ dans £.
Si u est une fonction définie dans une partie de R contenant [— 1, 1],
on appelle w (x) 1a fonction égale a u (x) pour x €[— 1, 1] et & zéro & lexté-

rieur de cet intervalle.
Alors puisque (1 —2)* (1 4+ 2)f p = P € D (Q),

(PP (1 —ap (14 apg) existe.

Soit I a, PP le développement de Jacobi de ¢. Alors: (dans ce qui
suit, nous écrivons P, au lieu de P,*7)
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N ~
(ST, (l—ar (142 PP, (1 —a (14 a)f o)

n=0

—( Z(T, (1 —ap (1 +af P By (1 —ap (1o 3 anPy)

n=0 n=0

N
= 3 ¢, {T, (1 —x)* (1 +x)f P,)> 4 cause de Iorthonormalité des P,

n=0

=(T,(1 —a) (14 a)f ga,.P,.).

n=0

Quand N— oo, (1 — )% (1 + «)f 2 a, P, converge uniformément ainsi que ses
dérivées sur le support de T'; la derniére expression obtenue tend donc vers

(T,(1 —a) (1 4-a)f @), et la série > (T, (1 —a)* (1 +2)f P2FY PP que
n=0

nous appellerons série de Jacobt de T, converge vers T dans D’ ().

Les coefficients de Jacobi de la distribution T,
bp=(T, (1 —a) (1 + ) P (@)

forment une suite & croissance lente (méme démonstration que pour les
séries de Legendre).

6. Montrons maintenant que si wune distribution T a son support contenu

dans ﬁ, (et mon dans ), il n’existe en général pas de série de Jacobi
convergeant vers T, si o ou B est == 0.

Montrons par exemple que pour o == 0, aucune série de Jacobi ne
converge vers la mesure de Dirac au point - 1, notée ¢, .

En effet, supposons que > b, 1'_5,5“' ﬂ)=61 32 bn ?,f“’ A est alors une me-

n=0 n=0
sure, elle peut étre prolongée aux fonctions continues sur [— 1, 1].
En particulier, si o > 0,

( = b, Peh (1 — @ (1 4 a)f PP y=10 pour tout entier k.
n=0
Mais Porthogonalité des P.*” entraine
(3 0, PP, (1 —ap (14 a)f PP =, .
n=0

0, aurait donc un développement en série de Jacobi dont tous les coefficient
seraient nuls, ce qui est impossible.
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Dans le cas a << 0 on montrerait de méme que tous les coefficients de
Jacobi de J, seraient infinis.

7. Réciproque.

Une série de Jacobt 3 b, fyf“* B dont la suite des coefficients est a crois-
sance lente converge vers ume distribution de D’ (£2) qui ne se prolonge pas

nécessairement en une distribution de Q' ().
En effet, si les b, sont & croissance lente, il existe un entier k tel que

b P(ﬁﬂ)
(—1)" (n+ o+ B)F (n + 1)

converge vers une fonction f continue sur £; sur Vouvert 2, 3 b, piP
converge vers D’ﬁ, g (f), qui est donc une distribution sur 2. (En effet, les
singularités des coefficients de D, ; n’existent qu’aux bornes de I’intervalle £).

Ce raisonnement ne s’applique pas aux distributions de @’ (), 'opé-
rateur D, s n’étant en général pas défini aux bornes de lintervalle £.

Montrons, sur un exemple, qu’une série de Jacobi dont la suite des
coefficients est a croissance lente ne définit pas nécessairement une distri-

bution de @’ (). Ainsi, pour a et §>> 0, la série
® 1
2 gentathpghie=

= 3 Jentatn(

ﬁMs

et (20 +a + 1) I'(2n 4+ B4 1) )TP‘“"”
(n+a+p+1) I'2n+1) I'(2n+ o 4+ 1)

a ses coefficients a croissance lente, et cependant

o 1 ~
({ 21?(27& + o+ B)plnh, 1> n’est pas défini, autrement dit la série
n=

©o

1
=z ( j 1 @2n + a + ) plu P (x dw) est divergente.
n=1

et |

En effet, de la formule ([13], p. 63)

(B I @) = (20 o 4 F)pfe P @),
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on déduit

1

1
f—z— (2n + o -+ B) pl» A) (x) da =_—p.(2¢;‘:_11’ A—1) (1) __.pfzg:l_ll, A=1) (— 1).

-1

Or
2n -+ «

(a—1, p—1) = 9 a—1

g () (% CH) et 1)
et

a— — J— 7 2n ﬁ —
Py P (— 1) = (— 1 (% +' 1)m—(2n+1)ﬂ .

D’ou

(2n 4 1)¢=1 si a = B, ¢ =sup(«, f)

ey AN (1) — pERy A (— 1) oo
2n+1 2n+41 9 (2% + 1)0‘_1 Si @ — ﬂ

Dans tous les cas
(=] 1 oo
(2 g@ntatppif 1)= = (G530 — i3~ (= 1),

cette somme est infinie.

Donnons un autre contre-exemple avec « et § < 0; considérons les
1

1 1 1
polynémes de Tchebychev Pn(_7’_7) (), définis par Pn(—?_?) (cos 9) =

P}
= V— cos n .
JT

Considérons la somme finie

1 N ;
2) (#)=1+4 2 X cos 2nd =—S—m——(§i\:—;’!——lﬁ= Sy ().
n=1

y -

1
14+V2a 292(,, 2
n=1

Nous avons
1

1 b 1 1
{8y (@), P,g' T 77) (@) = f Sy () Pk(“ 77 7) (%) do

-1

=V_i_ fsin (2N 41) & cos k0d0=]/—§l— (2N+1k+1 + 2N_1k+1)

0

si k est pair. Cette expression tend vers zéro quand N —> co. Le premier
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7 e (L1 _1
membre est nul, 8i k¥ est impair. Or 1 4 21/—;— > P2g 2’ 2) () est une
n=1

gérie de Jacobi dont les coefficients sont & croissance lente. Nous pouvons
considérer que cette série converge vers une distribution qui annule tous

1 1
les Pg— 2 _—‘-’_) (x), donc toutes les fonctions de D (£2); c’est donc une distri-

bution nulle sur [— 1, 1]; il #’y a donc pas unicité de la représentation des
distributions sur [— 1,1] pas des séries de polyndmes de Tchebychev.

D’une fagon analogue, les fonctions de Laguerre générales

1 _x
L @)= 6 LY (@), 0> —1

e

forment une base orthonormale de L?[0, oo}, les L{ (@) étant les polyndmes
de Laguerre généraux, vérifiant

-z _a (@) __l _d_n —2 pnta
e «x L, (w)_n!(dx> (e=% anto),

On montrerait, comme pour les polynémes de Jacobi, qu'on peut repré-

senter les fonctions de c§ (R;) par des séries 5 a, Ln(x) dont les coefficients
sont & décroissance rapide, mais que, pour o == 0, il ne peut y avoir en

général de représentation des distributions de o (E+) par des séries 2 b, .0, (x)

a

dont les coefficients sont & croissance lente. (A cause du facteur x 2).



en séries de fonctions orthogonales ete. 573

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. BaoueND1 et C. GOULAOUIC, Comptes-rendus 266 série A - 1968 p. 336.338 et
Archive for rational mechanics and analysis Vol. 34, N 5, 1969, p. 361-379.

[2] M. GUILLEMOT-TEISSIER, Comptes-rendus 262 série A - 1966 p. 1159.1157.

[3] M. GUILLEMOT-TEISSIER, Comptes-rendus 265 série 4 - 1967 p. 419.421.

[4] M. GUiLLEMOT-TEISSIER, Comptes-rendus 265 série A - 1967 p. 461.464,

[5] HARDY, LITTLEWOOD, POLYA, Inequalities - Cambridge 1952.

[6] E. W. HoBsoN, Spherical and ellipsori dal harmonios. Chelsea.

[7] L. HORMANDER, Linear partial differential operators - Springer-Verlag, Berlin.

[8] J. L. Lions, Bull. Math. Soc. Sc. math, Phys. R. P. Roumaine, nouv. série 2 (50) n°4
1958, p. 419.432.

)

[9] MiT1AGIN, Uspeki Math. Nauk 16. 1961 p. 63.132.

[10] L. RoBIN, Foctions sphériques de Legendre et fonctions sphéroidales Gauthier-Villars, Paris
(3 volumes).

[11] L. ScuwARrTz, Théorie des distributions, Hermann, Paris 1966.

[12] L. ScuwaARrTz, Ecuaciones diferenciales parciales elipticas - Bogota 1956.
[13] G. SzEGO, Orthogonal polynomials - Am, Math. Soc. Colloquium 1959.
[14] H. TrIEBEL, Math. Annalen 177 (1968) p. 247.264.

[15] M. ZERNER, Comptes-rendus 268 série 4 1969 - p. 218.220.



