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ESISTENZA E REGOLARITA PER IL PROBLEMA
DELI’AREA MINIMA CON OSTACOLI IN » VARIABILI

M. G1AQUINTA - L. PEPE (})

In questo lavoro ci occuperemo dell’esistenza e della regolarita delle
goluzioni del problema dell’area minima per le superfici cartesiane di asse-
gnato contorno che si mantengono al di sopra di un ostacolo vy ().

Il lavoro consta di due parti. Nella prima parte diamo dei teoremi di
esistenza e unicitd nelle classi delle funzioni continue e lipschitziane. Nella
seconda parte daremo un teorema di regolarita C! ¢, nelle ipotesi di ostacolo
y (x) regolare, sfruttando dei risultati relativi ai funzionali uniformemente
ellittici con ostacoli.

Risultati per funzionali uniformemente ellittici con ostacolo si possono
ritrovare in Brezis-Stampacchia [3], i quali usano metodi diversi dai nostri,
nello spirito delle diseguaglianze variazionali. Risultati relativi al tipo di
problema qui affrontato sono contenuti in un lavoro di H. Lewy e G.
Stampacchia di prossima pubblicazione.

Ringraziamo E. De Giorgi, E. Giusti, M. Miranda coi quali abbiamo
discusso i risultati di questo lavoro.

PARTE 1

ESISTENZA E UNICITA

Notazioni. Sia £ un aperto limitato di RY, N =2, Q la sua chiusura,
992 la sua frontiera indicheremo con C° () la classe delle funzioni_ continue
su Q, Lip (2) la classe delle funzioni lipschitziane su £ e con Lip (2), k = 0,

la sottoclasse delle funzioni di Lip (£2) con costante di Lipschitz minore o
uguale a k.

Pervenuto alla Redazione il 6 Ottobre 1970.
(*) Lavoro eseguito nel’ambito dei gruppi di ricerca del C N.R.
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(A) Per area di Lebesgue di [y =u(@)xec Q] intendiamo il funzionale
definito su C°(Q):

n p—
area % = inf {min lim []/1 + 3 (Di u,)? dw | u, € Lip (9),
i=1

n-+4oo
(]

%, —> % uniformemente; .

Si ricordi che se € Lip(£), allora area w = /V 14 | Du? dx
4

(B) Diremo che p: 42— R verifica la B.8S.C. (Bounded slope condition)
con costante k se per ogni x € 0% esistono a,bERY, con |a|<k e |b|<FE,
tali che

N N
Elai(?/i“"‘vi) —I—q)(w)sqo(y)si_zl b (yi — ;) + @ (x) MV y€d L.

(C) Diremo che £ aperto di RY, N = 2, é uniformemente convesso se
esiste una costante k mon negativa e, per ogni x€ 082, un iperpiano mn, di RY
passante per x, tale che Q venga a trovarsi in uno dei due semispazi deter-
minati da n,, e per il quale valga

— 2
sup—————lx yl

- << k.
v e o dist (v, ;)

1. Esistenza e unicitd nella classe Lip (2).
In questo paragrafo dimostriamo il seguente teorema.

TEOREMA 1.1. Sia 2 un aperto convesso limitato di RY ; siano ¢ : 92 — R
una funzione che verifichi la B.8.C. ¢ y una funzione lipschitziana su (2 con
w=¢ su 08Q. Allora esiste unica w € Lip (£2) che risolve il problema
(I) area % == min
nella classe

[2€Lip(Q):2=¢ su 82, 2 >y su Q.

Cominciamo col provare un principio di massimo per le soluzioni del
problema (I).
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Qui e nel seguito indicheremo con ¢, e @, due funzioni definite su 902
e con v, e vy, due funzioni di Lip () verificanti le relazioni y, << ¢, su
08, wy << @, su 0L

LeEMMA 1.1. Siano u,, U, € Lip; (9) soluzioni del problema (I) rispettiva-
mente nella classe {2 € Lips (Q) 2 = ¢, su 882, 2=y, su 2} ¢ nella classe

{2 € Lipx (Q) 2 = @, su 00, 2=y, su Q).
Se o, <@, su 892 e y, < vy, su Q, allora
(1.1) uy (@) < u, (2) Mz € Q.

Dim: Supponiamo per assurdo che 4 = {x ¢ Q:u, (2) > u, (@)} F= .
Siano:
wt = max (u, , u,)

w— = min (4, , 4y)

evidentemente wt,w—€Lips(2), wt=y, su 2 e wt|;0 = ¢,, mentre

w—=1vy, 8u 2 e w|30=¢,. Allora, poiché u, e u, sono soluzioni del
problema (I)

area wt = area w,
Q 2

(1.2)

area w— = area w,
Q Q

d’altra parte
area wt = area u, ~+ area u,

Q Q-4
(1.3)
area w— == area U, -}- area u,
Q 4 —4

segue quindi dalle (1.2) e (1.3) che

(1.4) area u, == area u, .
A A

Inoltre u; = u, su 0A e u =y, su 4, pertanto u, e wu, risolvono il
problema (I) nella classe {2 € Lip; (.Q) Z=u, = U, Su 04 2=y, sSu A} ; ma
allora, poiché il funzionale area & strettamente convesso su Lip (A), u, = u,
su A. Queste contraddice la definizione di A. c. v. d.
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PROPOSIZIONE 1.1. Siano wu,, u,€ Lipg (Q) soluzioni del problema (I)

rispettivamente mnella classe (2 € Lipy(Q)2z = u, su 89, 2=y, su Q) e nella
classe {zELipk(!j) 2=, su 092, 2=y, su 5} Allora
(1.5) max | u, — u, | << max {max | u, — u, |, max |y, — y, |}

Q 20 o)

Dim: Osserviamo che u, |+ max {max | u, — u, |, max |y, — y, [} =u, + M
Y] )

risolve il problema (I) nella classe {2 € Lipy (2): 2 = u, + M su 692, 2=y, +M

su £}, che, inoltre
uy < uy+ M su 02

W, <y, + M su Q.

Allora per il lemma 1.1 si ha

(1.6) u < u, + M su Q.

Analogamente si ottiene che

(1.7) Uy < u, 4 M su Q.
Dalle (16) e (17) si ricava la (1.5). c.v. d.
Riprendiamo ora ad occuparci dell’esistenza di soluzioni del problema

(I), stabilendo un risultato molto importante per la dimostrazione del teo-

rema 1.1.
PRrROPOSIZIONE 1.2. Sia £2 convesso, w € Lip, (.?2); sta u una funzione lip-

schitziana su Q, tale che la sua restrizione a 892 werifichi la B.S. C. con
costante k; w risolva il problema (I) nelle classe {z€ Lip, (§):z=u su 09

2>y su .Q—} Allora w € Lipmax, ¥) (ﬁ).

Dim: Cominciamo con il valutare |u (¥) — « (2”)| quando €92 e o’ € Q
Siano a, bEMRY con |a| <<k, |b| <<k tali che valga
bi (yi — @:) + (@) = IT+(y)
My €00,

I

N
11— (y) =_£1 Gy — @) +u (@) <u(y) <
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N ~
Sia Pt(x’)= Z bi(x{ — «) un piano per IT+ N II— tale che

P+@)y=II+ (@) N @' €Q

| ¥ | = max (k, k).
Sia x € 89 tale che

N ~ ~
Sbi(w;—x)y=|b"| |2 —a]|.
=1
Allora
P+ (@) — P+(@) = b | |2’ — 3|

@) —yp@=<|V||a’ —7|

e quindi, poiché P+ () = v (¥), risulta

y (2') < P+ (a) M 2’ € Q.
Allora si ha
-y <uy) <Pty VyeqR
y(x) < Pt () MaeQ
e quindi per il lemma 1.1
- ()<< u(@)<< Pt+(a) Vo' e

da cui si ricava che \ 2€0Q e M 2’ €2 si ha:
(1.8) | (x’) — u(x) | < max (h, k) | &' — x|.
Siano ora w,2’ € Q ed indichiamo con 7 =4a" — &, con Q,={x -+ 7,x€2)

con u,(x) la funzione definita su Q. da u.(x 4 v) = u (x). Avremo allora che
u e u, risolvono il problema (I) rispettivamente nelle classi

{2€Lip, (2N 2):z2=u 8u §(2NQ2,), 2=y su 2n 2.}
(eeLip(2NnL,):z2=u, su §(2NKQ,), 2>y, su 2n L2,}

Poiche z’€02n Q,, per la proposizione 1.1 esistono y €9 (2, N L) e
’
y €02n Q, tali che

| u (@) — u. (') | < max (|u(y) —u, )|, |v@)—vw:¥)])
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ora, poiché oy oy — t appartiene a 942, si pud applicare la (18) e concludere
| (2') — w.(2¢’) | << max (max (h, k), k) | | = max (b, k) | &’ — |

e quindi ancora la (18) per x,’ € Q c.v.d.

Dimostrazione del teorema 1.1. Sia h la costante di Lipschitz di vy, e
sia &k la costante della B.S.C per ¢.
Sia
V= {vELipzma,(h,k)(ﬁ): v=1¢ su 692, v>vy su !5}

La classe V & non vuota, & compatta nella topologia della convergenza
uniforme per il teorema di Ascoli-Arzeld. Allora, poiché il funzionale dell’a-
rea & semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza uniforme su V,
esiste u € V soluzione del problema (I) in V; inoltre per la proposizione 1.2

u € Lipmax(h, k) (Q). _
Sia ora z una qualunque funzione lipschitziana su £ con 2z = ¢ su 022

e 2=y su 2; per ¢ sufficientemente piccolo u 4 ¢t (2 — u)€ V e quindi

(1.9) area (v + ¢ ( — u)) = areau per t abbastanza piccolo.

Poiché area (u + ¢ (2 — u)) & una funzione convessa in ¢ la (1.9) & vera
per ogni t€[0,1], in particolare per ¢t = 1. Si ha

area 2 = area u

ciod u risolve il problema di area minima nella classe

{zELip(!_)):z=<p su 08, 2=y su .?—2} c.v.d.

2. Esistenza e unicita nella classe delle funzioni continue.

In questo paragrafo proveremo il seguente teorema.

TEOREMA 2.1. Sia Q2 un aperto limitato ed uniformemente convesso di RRY ;
sia @ una funzione continua su 99, @€ C°(0Q), sia weC®(Q) con y<g
su 08. _

Allora esiste unica u € C° () che risolve il problema

(I) area w = min
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nella classe
(fECO(Q): f=0q su 09Q,f=v su)

a) Teorema di esistenza. Dimostreremo questo teorema servendoci di
un procedimento di approssimazione nel quale ci sard utile la maggiorazione
stabilita nel seguente lemma.

LEMMA 2.1. Per ogni aperto limitato e convesso 2 c IRV esiste una oco-
stante O (£2) tale che, se u é soluzione del problema (I) nella classe

(2€Lip (2): 2 =u su 82, 2=y su 2, ye Lip (Q))
ed f€0°(Q), f=v su Q, risulta
(2.10) area u << area f -+ ¢ (2) max |u — f|.
FY)
Dim: Per la definizione di area di Lebesgue sara sufficiente dimostrare

la (2.10) per le f€ Lip(2), f=v su Q.
Sia 0, (x) la funzione di Q in 1R definita da

% 1 se dist (x, 092) > e
0 (@) =< gist (a, 592)

. se dist(z, 002) << ¢

0. (x) & lipschitziana con costante 1/¢. Indichiamo con f, (x) la funzione

Je(@) =1 — 0, () u(x) + 0. (2) f ()

J:(x) & lipschitziana ed inoltre f, | ;0 =u| 50, fi = y.
Allora per la proprietd di minimo di », risulta

area u << area f, Me> 0.
Dr’altra parte

area f,gareaf+/]1)(f,—f)|dw.
2
Per completare la dimostrazione del lemma bastera, quindi, provare che

(2.11) lim[]D(f,_,—f)[dwgc(ﬂ)maxw—ﬂ.
e -0t 20
2
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Quasi ovunque su £, si ha

D(fe—f)=(01—0:()D(u—f)+ uw—s)D1 — 6, (x))

Per il teorema di Lebesgue

(2.12) lim /[(1—9,(w))D(u—f)ldw=0

e —> 07T,
inoltre

flu_fllp(l—e‘(”)'dxgifl“—fldws sup |u — | D82 — 2)
€ Q—Q, &
a 20

dove 2, = {r € Q: dist (x, 092) > &}. Ma

(2.13) lim sup |u—f]|
e—ot 0—0,

w :c(Q)Suplu_jl
& oR

Allora dalle (2.12) e (2.13) si ricava la (2.11) e quindi la tesi. ec.v.d.

Dimostrazione del teorema di esistenza. Sia {p,} una successione di fun-
zioni di classe O?(IR¥) le cui restrizioni a 662 convergono uniformemente a
@: le ¢, |0 verificano la B.S. C. (cfr. [5]); sia {y,] una successione di fun-
zioni lipschitziane su Q convergenti a v su Q.

Consideriamo la successione dei problemi di minimo relativi all’ostacolo
v, @ al dato al bordo ¢, -+ n;az)x (p — @n) + n;a})x (wn — v) (®). Sia u, la so-

luzione lipschitziana dello n-simo problema, che esiste ed ¢ unica per il
teorema 1.1.
Per la proposizione 1.1, si ha

max | w, — uy | << max {max | ¢ 4 max (p — ¢3) + max (yr — y) —
Q 8 92 08

— @n— max (p — gp) — max (y, — ) |, max |y — g || <
Exe) YY) )

< 2 max | gn — g | + max | yi — ya|
R 2

(%) Si osservi che y, < ¢, + max (¢ — ¢,) + max (y, — ) su Q.
0N o0R
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quindi la successione {u,] converge uniformemente ad una funzione continua

usu Q, la quale verifica u = ¢ su 92 e u =y su Q.
Ancora, se f€(°(Q), f=¢ su 882, f=vy su Q si ha

(2.14) area w <C area f.

Infatti, posto
Jo=J+ max (y, — Y) (= yn)

Q

per il lemma 2.1, si ha

area w, << area f, + ¢ (2) max |u, — fp| =
20

= a‘rea‘f—l_ c(‘Q) max | Pn — @ + max (‘P - ¢n)|
Y 0R

e passando al limite »— co, poiché I’area di Lebesgue & semicontinua
inferiormente per la topologia della convergenza uniforme, si ha la (2.14).
c.v.d.

Osservazione 2.1. La funzione u che compare nella dimostrazione pre-
cedente ha area finita. Infatti, fissata f€ Lip (2) f=wysu Q, per il lemma 2.1

area u, << area f - ¢ (£2) max |u, — f — max (y, — y) |
20 Q
da cui

area w << area f + ¢ (2) max |u — f| < 4 oo,
20

b) Teorema di unicitd. Nel seguito supporremo sempre che £ sia un
aperto uniformemente convesso. Sia f€ C° (Q) con area f < + oo, & allora

noto (cfr. [5]) che Varea di (y = f (x) x€ Q) & data dalla variazione totale
su £ della misura vettoriale » di componenti »;= D;fi=1,..., N e vy, =
misura di Lebesgue; in simboli

(2.15) area f == [| dvg| .

Q

Cominciamo col provare un teorema di wunicita per il problema del-
V’area minima con ostacolo piit debole di quello enunciato.

8. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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PROPOSIZIONE 2.1. Siano f, g soluzioni del problema (I) nella classe
z€ C°Q):z2=f=g su 42, 2> su Q}.
Supponiamo f € Lip (Q) e area g < -+ oco. Allora
(2.16) f=gsuQ

dim : Le D;g sono misure, mentre
area f = fVl + [ DS da.
9

Sia u una misura rispetto a cui siano assolutamente continue le D;g

e la misura di Lebesgue. Se indichiamo con I); fe Dig le derivate (di
Radom-Nikodim) di f e ¢ rispetto a 4 e con « la derivata della misura di
Lebesgue rispetto a u, P’area delle funzioni che risolvono il problema (I) si
esprime come

N .
min —/Va”—f— > |le|2 d,u—/l/ocz—l—z | Dig |* dp.
i=1
2

La funzione f—;g ¢ uguale a f=g¢ sudf e f—|—g >wysu Q, quindi
. f 2
/ D,‘f_;g dyu = min
2

ma d’altra parte

f+9

AL

e allora nella (2.17) vale il segno di uguaglianza u-quasi ovunque. Indicato,
allora, con £, l'insieme

2.17) 2]/« 4+ s

i=1

N I
a2+2]Dif(2—|—Voc2—|—2|D.-g [?
i=1 i=1

quindi

2
—_2—*_—!1' du = min

=(x€Q: a(x) =0}

dalla (2.17) segue che Df = Dg in Q — Q.
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D’altra parte si ha

f|d7g|—|-[|dvg|—— f|d'yf‘=mln

.Q—.Qo Q—Qo
[1asi= 1y
R—8 Q—Q
da cui
(2.18) f| Dgldu=0
poiché

0= [lav,|= [|g] s
2 £

Dalla (2.18) e dal fatto che Df = Dg su £2 — Q, segue che le misure
D;f e D;g coincidono su £ e quindi, poiché f=g¢ su 99, vale (2.16).
c. v.d.
Conseguenze della proposizione precedente & il seguente lemma, che
utilizzeremo nella dimostrazione del teorema di unicita.

LEMMA 2.2. Siano w, € 0°(£2) e y, € Lip (Q). Siano FEC*(Q) e we Lip (Q)
soluzioni del problema (I) rispettivamente nella classe {2 € C° Q): 2= f su
82, 2=y, su Q) ¢ nella classe (¢€Lip(Q): z=1u su 892, 2=y, su Q).
Inoltre sia, area f < 4 oco. Allora, se f<<u su 082 ¢ yp, <y, su Q, si ha

(2.19) f<<u su Q

e lo stesso é vero se si invertono i segni di diseguaglianza.

Dim: Sia {y,) una successione di funzioni lipschitziane su Q tale che
Yo —> v, uniformemente in Q; sia {fa}c Lip (9) tale che f, =y, e

areaf_.hm /Vl—i— S | Di fu|? da.

n — o

Supponiamo che la (2.19) sia falsa. Posto w= max (u,f) 8i ha w 3= u.
Poiché uw & soluzione unica del problema dell’area minima tra le lipschi-
tziane aventi i suoi stessi valori al bordo e =>wv,, w &, per il lemma 2.1,
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goluzione dello stesso problema tra le funzioni continue aventi i suoi stessi
valori al bordo ¢ =, ; e allora, per la proposizione 2.1 & unica. Quindi
esiste ¢ > 0 tale che
area w > areau -} ¢
o) 2

Poniamo w, = max (u, f,), w, converge uniformemente in £ a w e
Wn = Y, ; quindi si ha

min lim area w, > area u-+t e
n— oo (]

allora, passando eventualmente ad una sottosuccessione, possiamo supporre
che per ogni n
area w, > area u 4 e.
2 o)

Detto allora A, = {r€Q: f,(x) > u(r)] avremo

area 1w, = fV1 + | Df? dm—|—f V14 |Duf da
Q—A,
quindi

(2.20) f;/1+|1)j;,|*2dx>ﬁ/1+|1)u?dw+s .

Poniamo ¢, = min (f,, ) € o = min (f, u), {0,] converge uniformemente
aosu D o=fsuole o=y su Allorasi ha

(2.21) alea /<< area 0 << min lim area o,
2

n — oo Q

d’altra parte

area o,.__fV1+|Du]2dx+fV1+|Df,.|2dx

224,

e per la (2.20), si ha

(2.22) area o, < area f, — ¢ W n.
Q el

Da (2.20) e (2.22) segue allora che:
area f <l area f— ¢
2 Q

che & assurdo poiché area f < -} co. c.v.d.
Q
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Dimostrazione del teorema di unicita : Siano {@}F] e {@;] due successioni
di funzioni continue con le loro derivate dei primi due ordini su IRY e tali
che :

o=t =0, =9y

lim g = lim ¢y =¢ uniformemente su 0%

n -+ co n - oo

Siano {y}} e {y-} due successioni di funzioni lipschitziane su 2 e tali
che:
A v, = Yop1 == ¥,

lim = lim y- = uniformemente su Q.
n— oo n — oo
Si pud sempre supporre yi << ¢t (v << @) su 4.
Sia w} (w-) la soluzione del problema dell’area minima nella classe delle
funzioni lipschitziane = yw} (y) su Q e che assumono i valori of (@) su 8.
Grazie al principio di massimo e alla convergenza uniforme dei dati,
u;{‘ e u- convergono, come abbiamo osservato nella dimostrazione del teorema
di esistenza, uniformemente su £2 ad una funzione continua u che risolve
il problema dell’area minima relativamente all’ostacolo y e al dato al bordo ¢.
Sia ora v¢€ G°(§) un’altra soluzione del problema, per ’osservazione 2.1
si ha area v << -+ oo quindi per il lemma 2.2

u;gvguj; su Q
e al limite per n — oo _
v=u su L.

Questo prova completamente il teorema 2.1. c.v.d.

PARTE II
REGOLARITA

Notazioni. Indichiamo con LP? (£) lo spazio delle funzioni misurabili
tali che:

1/p
||“I|Lp(g)=(f|“|pdw) <+ oo 1<p<oo
(2]
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C*(2) & la classe delle funzioni continue in 2 con le derivate di ordine

<k; Ck=(Q) & il sottospazio delle funzioni di C*(£2) che hanno le derivate
k-sime holderiane con esponente a, 0 << o << 1.

Il completamento di G"(S_J) rispetto alla norma

: 1/p
H““Ek,p(g)= |i|ik |ID“”£1’(9) 1<p< + oo
© = (i y .., %,) lo indichiamo con H*~» (%)
Il completamento di 00" (ﬁ), funzioni di 0’"(!—2) a supporto compatto in
Q, rispetto alla norma || |4« 5, lo indichiamo con Hy? (Q).

Diciamo infine che wu€ Hi? (2) se per ogni x€f2 esiste un intorno
V (x) € 2 tale che w € H*%? (V (x)).

Sia E un sottoinsieme chiuso di Q; wuna funzione we€ H1.2(RQ) si dice
non negativa su E nel senso di H' se esiste una successione {u,} di funzioni
01(Q) (0=(8)) tale che: (i) u,=0 su B, (ii) up,—>u in H1}2(2) per n—> co.
Piw in generale diciamo che, per u€ H1.2(2) e ve H:2(Q), u=v su E nel
senso di HL2 se wu —v=0 su F nel senso dt H1?2,

Si vede che (ad es. cfr. [4]) la diseguaglianza v = su FE nel senso di
H12 implica che v >y & soddisfatta per tutti i punti di E eccetto al pin
un insieme di capacitd zero e che linsieme {u€ H"?(Q): u— @€ Hy 2 (Q),
u =y} & un insieme chiuso e convesso di H!2(Q).

1. Funzionali uniformemente ellittici.
Sia f (x, p) una funzione definita in 2 > R¥ a valori in 1R tale che
(@) I (@ p) € C* (2 < RY) (%),
(ay) Esistono », 1€ R (0 < » < 1) tali che
vipP<f@mp<i(lpF+1)
VIERS T frpy@p) GG =S Waed WpeRY VeeRy

*f

0%; bxj '

(®) Si noti che nel seguito non si userd mai I'esistenza delle derivate
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(ag)

‘ =M|p| WV xe M = costante positiva.
VPERY

Bw, op;

Siano ancora ¢ e vy due funzioni appartenenti ad H?12(Q), con
() =y (r) su §a.
E ben noto (cfr. ad es. [6]), in queste ipotesi, che il funzionale

F(u)= | f(x, Du) dz
l

& fortemente continuo e, quindi, debolmente semicontinuo inferiormente su
H12(Q). Con i metodi diretti del calcolo delle variazioni si dimostra allora
facilmente che il funzionale F () ammette minimo unico nella classe 4 =
={uEH1’2(Q): u—@€Hy (2) u=y su 5}

Introduciamo la seguente funzione :

N_a_ af(xf Dy)

= max {0, —
o @, u) mx(, 2 =T

)max (0, v — ).

LEMMA 1.1, Sia {y,) una successione di funzioni di H?%?%(Q2) convergente
a yin H>2(Q); sia {u,} una successione di funzioni di H2(2) convergenti

a uin HL2(0). Allora
[g(x,un)dm—)fg(w,u)dw
Q2 Q
Dim: Si ha:

flg(‘”,“n)—y(w,uﬂdw:
Q

N
=f‘ max (0, — 2 -a%_: i(?;.)i")) max (0, y, — u,) —

—-max<0 ——ZJ‘V 9 u)maxw,w—u)

dr <<
i=1 0%i op:

N 8 8f (@, Dyn)
gfmax<0 ;518"0. T)Itp,. v+ u, —u|de +

— 3 —

N 8 of (@, Dyy) ¥ o9 af(x,Dw)
,__.1 8-’”; 319. i=1 a'”t

+[max (0, v — u)
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bg 112 1/2
g(f[max(() —5'1 a‘;ﬂ%’—;}i )) <f| wn——w-l—un,——u|2dw) +
Po} 2

12 N 8 af (x, Dyy,) ¥ 4 of(» 2o\
_up of (@, Dyw) 5 8 6f (%, Dy) i
([[max (0, y—u)] d”) [‘ 21 0 opi ifl ox; op; d”)

QOsservando ora che :

N 2
f ‘max (o _x 9 M) de o limitato
Q2

=1 8 A 31);

/|tpn—tp+un—u]2dw—>0

e che

i af(x’DWn) . ZIY i af(x) Dw) :
i=1 0%; opi i=1 0%; op:

converge a zero puntualmente ed & maggiorata da una funzione di IL!(Q),
si ottiene

f|9(%“n)——g(w,u)]dx_>0

ciod la tesi. c.v.d.
Come conseguenza del lemma 1.1 si ha che il funzionale

F (u) =[(f(w, Du) + ¢ (@, )} do
2

& fortemente continuo (quindi, perch® convesso, debolmente semicontinuo
inferiormente) in H12(£). Segue allora che ¢ (u) ammette minimo unico

nella classe of =o€ HL2(Q); 0 — @ € Hy (Q)l.

TEOREMA 1.1. Sia weH22(Q) e sia o€ HL2(Q) con ¢ =y su 3§
Sia u la soluzione del problema

(I) B (u) =jf(w, Du) dr = min
2

nella classe A —= {uEHM(Q):u—~<pEH0’2(Q),u21,u su ﬁf. Sia v la solu-
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zione del problema
(II) F(v) =f{f(w, Dv) 4 ¢ (», v)} dr = min
@

nella classe of = [ve HL2(Q): v — g€ Hy"? (2)).

Allora u=v

Dim: Cominciamo col far vedere che per ogni w € H2 (), w =y su 94
(L.1) F(wvy) < F(w) (¢)
Supponiamo, prima, che we 0= (2) e y 0 (2), allora;

Favvy) = ff(w, Dw) dz + /nf(w,Dtp)dw.

fwz i fw <

D’altra parte, sfruttando la convessitd di f rispetto a p e integrando
per parti, si ha:

of (x, D
/{f(m’D‘l’) f(w,DW]dmgf M(D'P——D’w)dx——
w<vi Swlpt =t N , af( Do)
— x, Yy
o / i=1 a$l Bp, ( ’M)) dr <
Jwlpp
N 9 of (x, Dy) _ ,
= f %( = 8 op: ) Og(w—-w)dw_ fg\av, w) do
Swlyt -

da cui segue la (1) per w, y€ (=,

Siano ora we HL2(2) e w€ H>2(2) con w == y, esistono due successioni
{wa) e {y,] di funzioni C* () tali che w,=> vy, su 92, w, — w in HL2(Q)
e y,— v in H?22(Q). Infatti poichd w — w = 0 esiste una successione {u,}c
0> (Q) tale che u,—> w — vy in H"2(Q) e u, =0 su §Q; basterd allora
prendere w, = u, + y, .

Tenendo ora conto che w, v v, converge in H2(2) a wv y, F(v) & for-
temente continuo in H.:2(Q), w,—> vy in H2?2 e del lemma 1.1, passando al

limite su
7(wﬂ \4 Wn) = C](wn)

8i ottiene la (1.1) per ogni we HL2(2) e w =y su 44,
Sia ora v la soluzione del problema (II) in of; per la (1.1)

Fovy) < F).

(*) (fvyg) @) = max (f (x), g (%))
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Dall’unicitd della soluzione del problema (II) in o segue allora che
vvy =9 ciod v=vy. Ma se v =y, F(v)=F (v) e quindi v minimizza F
in A. D’altra parte il problema (I) in A ha soluzione unica, allora v = u.

¢ v.d.

Lo studio della regolarita della soluzione del problema (I) & ora ricondoto
allo studio della regolarita del minimo del funzionale %(u). Come & ormai
standard si studiera separatamente la regolarita all’interno e quella al bordo

Per lo studio della regolaritd all’interno sara utile una formulazione
locale del teorema 2.2; per questo diamo la seguente definizione.

Definizione 1.1. Diremo che uEHﬂ,‘f (2) ¢ minimale per F in £ se
per ogni @€ Oy ().

Fovo () = f {f(w, D)+ g (@ 0| de <

supp ¢

=

supp @

S@,D(u+ )+ g@uv+¢)rde= F (u+ @)

supp ¢

Analogamente diremo che wu€ HE? (2) ¢ minimale (con ostacolo ) per
Fin 2 se u=1y e per ogni p€ 0y (2) con u + ¢ =y

Fouppy (%) < Fsupp o (¥ + @).

Oss. 1.1. w€ HL2(£2) & minimale per (F) in 2 se e solo se u mini-
mizza F(F) su ogni 9, cc 2 (ciod Q, c Q) tra le funzioni di H12(,) che
hanno su 04, la stessa traccia di u.

Possiamo allora enunciare il seguente teorema.

TEOREMA 1.2. u€ Hyy’ () & minimale (con ostacolo ) per F in Q se
e solo se ¢ minimale per F in L.

Regolarita dell’interno.

TEOREMA 1.3. Sia u E}Iﬂ,'(,z(Q) minimale per

F(u) =/{f(w, Du) + g (#, w)} dw
Q

in Q, con peH2?(Q),p > N. Allora u appartiene ad Hyl ().
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Dimostreremo il teorema 1.3 facendo vedere che le » minimali per
& sono limiti di successioni di funzioni regolari, minimali per funzionali
approssimanti £

Cominciamo col fare alcune considerazioni. Sia 6 (¢) la funzione di 1R
in IR definita da

1 se t >0
0(t) = <
0 gse t<<0
posto v
1(x)=max(0,—-—-2’ iw)
i=10%  ¢Pi
si ha

y—u

g (x, u) = max (0, y — u)-7 (r) = 7 (%) f 0 () dt.

Sia {6, (t)} una successione di funzioni di classe C*! su R tali che:
(i) 0<0,(t)<<1 per ogni n e per ogni t€1R
(i) 6,() =1 pert>%,9,.(t)=0 pert<—%
(iii) 6.(t) =0
poniamo s

I (2, u) =1 (w) f 0, (t) dt

—0o0

ovviamente si ha

®y) g™ (@, u)| < T@)|u|+ 1A 4|y])r@)

(by) g™ (w, w) & di classe O, rispetto a u, inoltre

<t (x:).

39(“)
1 ou

Osserviamo ancora che per la condizione (iii), g™ (x,u) & convessa in
u, quindi il funzionale

Fo) () = f (F (%, Du) + ¢ (@, )] dz
Q2

ammette unico minimo nella classe of = {u€ H 12 (2)u — g€ Hy" *(Q)).
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Con le notazioni precedenti vale la seguente proposizione.
ProPOSiZIONE 1.1. Sia u,,EHhI,;;2 (82) soluzione dell’equazione di Eulero

de =0 M@t (" ()

=1

N
(1.9) ] { 5 @, D) Do + g (m, )
Q

relativa al funzionale

Fm) (v) = f { f (x, Dv) + ¢ (@, v)} dw
g

con w€H>?(Q), p>N. Allora u, € Hi%? (Q).
Inoltre per ogni coppia di aperti 2, cc Q) cc 2 si ha la maggiorazione

(1'3) “ Un “32, P Q) <c¢

dove ¢ é una costante che dipende da N,v,A M, Q2,, 2, ,p,| vz e da

()
” Un ”Hl, 2(0) *

Dim. Usando la tecnica standard dei rapporti incrementali (vedi ad es.
Morrey [6] pag. 34-39) si ottiene che u,.EHﬁg”(.Q), che per ogni coppia di
aperti 2, cc Q, cc Q vale la maggiorazione

(1.4) “ Un ”32, 2 (@) <c(N,vi, M, Qu ‘Qo) { “ Un “1:[1, 20, + “ 4 “32. 2(90)]’

e che, per ogni S=1,..., N la funzione v = Dgu, & soluzione dell’equa-
zione lineare ellittica a coefficienti discontinui

N
(1.5) [2 Joipy @ Dtn (2) Div Dy p doe =
iT=1
2

N
=f2 G D; ¢ dx V(pEOom(.Qi)
i=1
2

con
(1.6) Gi= 815 9" (@, W) — fi;z, (% D).
Poniamo

=2 qpq =gk ().

1 1 1
(®) ¢% @ VYesponente di Sobolev relativo a ¢, —f=-—=—, 86 ; <N, ¢f=p
a5 Ik N
se ¢ = N.
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e, fissata una sfera Brcc £,

1 k1
Ri=R|[1l —— 3 —]|.
* ( 22, 2")
Si ha la maggiorazione

an | D“n“qu(B )—<— ¢(N,»y 4y My Bg, Bry s i, k) [ 4| 1,20, + ||’P||H2.p(go)}
Ry

Infatti, per induzione su %, la (1.7) & vera per k = 0. Supponiamo Ia
(1.7) vera per k, poich®é la D,u,,s=1,..., N, verifica l’equazione (1.5) e
G:€ L (Bg,)

1.8 Q; =¢ Du,
I L R

}

L% (Bgy,)
%
per noti risultati di regolarita (cfr.[8]) si ha che D unELq" (B, 48=1..,N, e

| Dt |

=ellDul . e, ]

T, po
By L (BRy

da cui la (1.7), tenendo conto di (1.4) e (1.8).

Sia ora k tale che Tty = N, allora, poiche¢ D,u,s==1..N verifica
Pequazione (1.5) e ovviamente @;€ L4 (BRE+1)’ esiste (cfr. [8]) o, 0 <=1,
tale che D*u, € 0’0-"(BRE+2) s =1...N ed inoltre

(1.9) | Dyun HOO,G(BRHQ <cf|u ”HL 2 (B + [lw ”H 2,2 (Bp) J-

Ma allora i coefficienti fy, p;(x, Du, (x)) dell’equazione (1.5) sono continui,
quindi per i risultati sulla teoria L? per equazioni lineari a coefficienti
continui ([1], [2]) si ha

D;(D,uy) € L, (9) s=1,.., N
ciod u, € HY? () e ‘vale la maggiorazione
(1.10) “ D;Dsu “LP(BR) =c { ” D; tn ”H L2(B,p + ” G"”LP(BM)}

dove ¢ & una costante che dipende da N,», A, M, R,p e dal modulo di con-

tinuita di fp,p; (®, Duy), ciod della norma di D,u, in C%°(B;g), e quindi in

definitiva dalla || u,| ;2 2, © dalla ||y | 52 2. Tenendo allora conto delle

(1.9), (1.10), (a,), (by), (1.7) e (1.4) si ottiene la (3). c.v.d.
Siano ora in grado di dare la dimostrazione del teorema 1.3.
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Dimostrazione del teorema 1.3, Sia uEHllgf(Q) minimale per & in Q;
preso £, cc Q sia u, la soluzione del problema

T (v) = f {f (%, Dv) + g™ (@, v) } do = min
2

nella classe
A= (veH"?(Q): v —we Hy *(Q)).

Per la proposizione 1.1, se £, cc Q, allora u, € H2?(8Q,).
Per le (a,) e (b,)

(1.11) “unl|H1,2(Qo)Sc(Nﬂ’yl’ Qo“l““HI»Z(m)_'_”wllﬂzvz(ﬂe)+1}
infatti

vf|Dun|2dx—fz]u”dx——[r(lwl—l—l)dmﬁ

2 8o 12

=/

2

7@ D)+ g (@, w)) do < [ (f (@ Du) + g (2, 0) ) dw=
2

<A|(|Dw?|+1)de+ |v|u|de 4 [z(|yp|+1)
/ [

da cui Y e>0

v[lDun|2dx—ef]u——un|2dwglf[17u|2dw+llQol+
2o 2 2

—[—2[1|u|dw-|—2fr(1+|w])dx—|—e”lfrzdx

20 20 20

da cui, tenendo conto della diseguaglianza di Poincaré (v — unEH01‘2(QO)) e
scegliendo ¢ abbastanza piccolo si ottiene la (1.11).

Per la (1.11) la successione {u,} & equilimitata in H'?(£), quindi esiste
una sottosuccessione {u,,} convergente debolmente in H* ?(£2)) ad una v € A,;
e 8i ha

(1.12) ff (%, Dv) de << min limff (xy Duy,) dz
Pt k — oo a
(1.13) /g (@, v) de << lim fg("’” x, Uy,) Az .
k — co

82y 20
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La (1'12) & conseguenza del fatto che / S (2, Dw)dx & debolmente semi-
)

continuo inferiormente in H2(£,). Resta (ola provare la (1.13).
Ricordando la definizione di g™ (v, w) si ha

[ f 9" (@, uny) — f g (, v)
90 90

Y—Yn p—v
=U1(x) f Onk(t)—-e(t))dt—[ O(t)dt}dx =
2y —0c0 Y—ln,

+ oo
gft(x)fwnk—9]dtdw+[r(w)|v—unk|dxg
.Qo —00 QO

< ||z

1

1/2
f[@nk—9|dtmis(90)+(f|v—unk|2dx) §
1

20
Poiché 0, converge puntualmente a 0, per il teorema di Lebesgue

1

Op,—06|dt—0 per n —» oo
| Oy,

-1

d’altra parte u, — v in H?(LQ,): questo dimostra la (1.13).
Analogamente si verifica che:

(1 14) f g (®, w)de = lim | g™ (2, w) dz.
2 "_’OO.QO

Dalle (1.12), (1.13) e (1.14) segue che v & minimale per & in £, in-
fatti per ogni ¢ € 07 (£2,)

f gf(x, Dv) + ¢ (=, v)} de << mikn lim f gf(w, Duy,) + g(ﬂk) (2 tny) ¢ doe <<

— 00
supp @ supp @

éminlim[{f(x,Dv+D<p)+g("k)x,v+<p) dr <

k —+ oo
supp @
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=

S (@ Dv 4 Do) + g (v, v + @) dz.

supp @

Inoltre v = u su §&,, ne segue che v =u su £,. Ancora, per lunici-
ta, tutta la successione {u,} converge debolmente a w.

Dalla (1.3) e dalla (1.11) segue che, se 2, cc Q,

H Un ”H‘A’,ID(QI)g ¢

dove ¢ & una costante che dipende da N,» 1, M, 2,,2,,p, || v “H2’p(90) e da
| %l g1 2 gy ciod {un} & equimilitata in H>2(L,). Allora esiste una sottosuc-
cessione {u, ) che converge debolmente in H>?(Q,) a una w(€ H>?(£,));
poiché {u,} converge in H.2(£)) a wu, segue che w=wu, su £,, ciod
uw€H»?(Q,). La tesi segue allora dall’arbitrarieta di £, . c.v.d.

Regolaria al bordo (%). Per la regolaritd did {2, mediante un opportuno
cambiamento di variabili ’equazione (2) si riduce localmente ad una equa-
zione nella w, = u, — @, verificata su una semisfera BE — {we rY || <
< Rxy =0} e la w, & nulla sulla parte piatta {xy = 0} di B}g.

L’equazione trasformata ha le stesse proprieta dell’originale, eccetto che
per gli andamenti. Facendo i rapporti incrementali, nella direzione tangen-
ziale, come per l’interno, si mostra che D, w, € H-2(Bf)r <<R,s =1..N—1
e che v, = D; w, soddisfa ’equazione trasformata di (5). Poiché si ha giad
la differenziabilita all’interno, per Dellitticita, si risolve l’equazione in
Dy Dy w, e si vede che Dy w,€ H1’2(Bj') e verifica la trasformata di (5).

Da qui e dai risultati all’interno segue che v, = D, u, € H12(2) e che
v, verifica V’equazione (5) (cfr. [6]). Ora, con un discorso analogo a quello
della proposizione 2.1, utilizzando i risultati di regolaritd relativi al proble-
ma di Dirichlet (efr. [8], [1], [2]) per equazioni lineari ellittiche si ottiene
che u, € H2?(Q) e che

K “112,1'(9) <cN,»hply ”HznP\.Q) e “H%P(g) [l un | g1, 2(_()))'
D’altra parte
lwn [l 1,20y < € 00 4 M| 2D @ Nl 1,200, + | ¥ 720200, + 1)

quindi si vede (si confronti la dimostrazione del teorema 2.1) che una sot-
tosuccessione di {u,}, un,, converge debolmente in H?%? ({) e converge pro-
prio al minimo u del funzionale F(u) in of = (u€ HL2(2): u-— @€ H"*(Q)},
ciod we H2?(Q).

Concludendo, possiamo enunciare i seguenti teoremi :

(%) Essendo il procedimento ormai standard, diamo solo la traccia, della dimostrazione.
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TEOREMA 1.4. Sia u€ Hyb,® (2) minimale (con ostacolo y) per il funzionale

F(u) = [f (%, Du) dz
2

con wEH2?(Q), p > N. Allora u€ HEE ().

In particolare u € CL (), con =1 ——1\1.

p

TEOREMA 1.5. Sia Q2 di classe C? Siano ¢ (x) e y(x) due funzioni ap-
partenenti ad H*?(2) (p>N), con ¢ @)=y () su 0. Sia u il minimo
del funzionale

F(u)= [f(w, Du) dx
2

nella classe A= {(vEH"*(Q): v — @€ H)?(Q), v>vy su Q). Allora
weH2? (Q).
N

In particolare u € 0"“(!—2) con aa=1— ; .

2. Regolaritad per il problema dell’area.

Sfruttando i risultati del paragrafo precedente, si dimostrano i seguenti
teoremi di regolaritd relativi al problema dell’area minima con ostacolo.

TEOREMA 2.1. Sia u una funzione localmente lipschitziana mintmale (con
ostacolo ) per il funzionale

area u=[V1+|Du|2dx.
2

Supponiamo we C2(Q). Allora per ogni «,0<<a <1, u appartiene a Cp.*(9Q).

TEOREMA 2.2. Sia Q un aperto uniformemente convesso con frontiera di
classe C% @ la restrivione a 92 di una funzione di classe C2, ye 0% (Q)
o=y su 0%. Sia u€Lip (Q) la soluzione del problema

area u=fV1+|Du|2dw=min
2

9. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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nella classe [zELip(.(_J): =@ su 892 z=vy su Q). Allora per ogni a,

0<<a<<1, u appartiene a CL (L),

Dim. del teorema 2.1. Fissato Q,cc £, u€Lip (£2;) ¢ soluzione del pro-

blema dell’area minima nella classe {2 € Lip (!_2;,) Z=wu su 8 z2=>y su .{30}.
Sia &k la costante di Lipschitz della wu.
Indichiamo con f(p) una funzione di classe OZ (IR¥), che coincida con
J1 4 2 p? per |p| < 2k ed inoltre tale che esistano m, M, », 1 costanti po-
gitive per cui

mlpP<f(p)<M(|p]P+1 ¥ pERY

V[ EP < foumy (P) & &5 <A &P \ EERY

u € Lip (ﬁo) ¢ l'unica soluzione del problema

(2.1) F (u) =[f(1)u) dx = min
2

nella classe {z € Lip (2,) 2= su 0Q,, 2=1vy su Q,}, in quanto % & minimo
relativo interno per ¥ (u) ed il funzionale F (u) & strettamente convesso.
Inoltre u & soluzione del problema (2.1) nella classe A = {ve H:2(Q,):
v — uEHOI'z(.QO) v>=vy Ssu .Q_O}, poiché F(u) & fortemente continuo iu
H*2(Q) e Lip (£, & denso in 4. Allora per il teorema 1.4 del paragrafo
precedente u € Cp,* (£2) per ogni o, 0 <<a<1. c.v. d.

Dim. del teorema 2.2. La dimostrazione & analoga a quella del teorema
2.1: si sfrutta il teorema 1.5 del paragrafo precedente.
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