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DERIVATION SUR UN GROUPE LOOALEMENT
OOMPACT ET ABELIEN

A. ABDIK

CHAPITRE I

DERIVEE CONVOLUTIVE DANS UN GROUPE ABELIEN
LOCALEMENT COMPACT

1. Quelques propriétés importantes.

1.1.1. - 1. Notations. Dans tout ce qui snit G désignera toujours un
groupe localement compact abélien et nous écrirons: G est LCA. La loi
de composition de G sera notée multiplicativement, e désignera son élément
neutre et m sa mesure de Haar. Si H est un sous-groupe fermé de @,
nous noterons par mg, sa mesure de Haar, par Mg celle de G/H. Nous

noterons par H le sous-groupe de G orthogonal a H. 2;7 étant le groupe
dual de @, ¢ son élément neutre et i sa mesure de Haar.

Chaque fois que nous parlerons d’une fonction sur @, il 8’agira toujours
d’une fonction définie sur @ a valeurs complexes. K (@), 0%(Q), C>~(G),
O (@) désigneront respectivement ’ensemble des fonctions continues sur @,
a4 support compact; l’ensemble des fonctions continues sur @, nulles &
Pinfini; 1’ensemble des fonctions continues et bornées sur @, ’ensemble
des fonctions continues sur @. Chaque espace cité sera muni de sa topo-
logie habituelle. L! (@) sera I’ensemble des fonections définies sur G, m-inté-
grables ; M1 (@) sera Pensemble des mesures bornées sur G. L'(G) et M1(Q)
seront munis de leurs topologies habituelles.

Pervenuto alla Redazione il 24 Gingno 1970.

4. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.



270 A. ABDIK : Dérivation sur un groupe

Nous noterons i, Papplication canonique de G sur G/H. Si f est une
fonction définie sur @/H, Vapplication j,: f—>f o i, permet d’identifier f
avec une fonction définie sur @, invariante par H.

1.1.2. - 2. Nous annoncerons, sans démontrer, les propriétés suivantes.

1.1.2. ProprIETE 1. Soit H un sous groupe fermé du groupe G, LCA.
En choisissant bien m, m et mg,, on a:
a) M*(G/H) est image de M'(G) par i,.
b) Papplication my: g—> g*my, g€ L' (@), est un homomorphisme
surjectif de L! (@) sur L' (G/H)

fg(w) dm (x) =f(g * mH) (a'c) de/H (@); &= ig(x)
& ¢z
voir [1].
1.1.2. PROPRIETE 2. Si fe L' (@), ?: Ff est la transformée de Fourier
de f. ?(y)=[<w,y>f(w)dm(x), yE€ G. Si ?E L1 (@), on a:

G

f(x)=f<w,y>?<y)dz<y>=<€7?><w>.
é

On sait que }\(y) est définie N y¢€ (/3‘\, et?est une fonetion continue
sur G et nulle & Vinfini. Si f et g€ Lt (@), F(fxg)=71 g. Soit A4 (G) =
= F(L1(@)). A (@) est une algebre partout dense dans 00(6\); en outre F
est une application lindaire, continue et injective de L' (Q) dans 00(6).

Sipue M (@), Fu =; est la transformée de Fourier de la mesure bornée
,u;,’z; est une fonction continue et bornée sur /(; L’image de V’algébre M1 (@)
par F sera notée par B((;\) qui est une sous-algébre de C* (@), F est encore
linéaire, continue et injective. Voir [1].

1.1.2. PrOPRIETE 3. Soient H un sous-groupe fermé de G, H! le sous-

groupe de G orthogonal & H, u une mesare bornée sur G. Pour que u=
Fu soit invariante par H il faut et il suffit que le support de u soit
contenu dans H!. Voir [1].

1.1.3. - Nous allons tirer quelques résultats.



localement compact et abélien 271

1.1.3. ProprosITION 1. Soient H un sous-groupe fermé de @, H! le

gous-groupe orthogonal dans é\, 4, une mesure bornée dans @, v son image
dans G/H. Alors Fv est la restriction de T u a H!L.
Cette proposition est évidente quand on identifie H! au dual de G/H.

1.1.3. PrOPOSITION 2. Soient H un sous-groupe fermé de @, LCA,
H! le sous-groupe orthogonal & H dans é:fE LNG), ng(f)=Ff* mH=f.

La restriction de f\ﬁ. H! est égale a la transformée de Fourier de z. (f).
(C’est une conséquence de la propriété 1 - (1.1.2.) et de la proposition
1 - (1.1.3.).

COROLLAIRE 1. Soient H un sous-groupe fermé de G, H son orthogonal

A\
dans G. On a alors les résultats suivants:
19) Les fonctions de A (H1) sont les restrictions a H! des fonctions

N

appartenant & A (G). Les fonctions de B (H!) sont les restrictions a H!,

des fonctions appartenant & B (/G\).
2%) Pour que f« m, =0, f€ L'(G), il faut et il suffit que la restriction

de/j\' a H1 g’annulle.
La premidre partie est le résultat de la propriété 1 - (1.1.2). La deux-
idme partie est évidente.

COROLLAIRE 2. Soient H un sous-groupe fermé de G, LCA, H! son

orthogonal dans /G\, g € L (G). On suppose les hypothéses suivantes vérifiées:

a) Papplication : x—)fg(a:h) dm o (h), (x € @), est continue.

b7
b) la restriction de Fg a H! est 1, -intégrable. On a alors:

f g () dm (k) = f (T 9) (7) digy (7).

H HL

La mesure gm sur G, a pour image dans G/H la mesure g'mG/H (o

i(x) =, g=g* myg); g est continue intégrable (hypothese: a) fg(h)dmﬂ(h)
"

est la valeur de la g en Pélément neutre de G/H. f(‘ffg) (y) ddg, () est la

HL
valeur de la transformée de Fourier de la mesure bornée (Fg¢)4,, en 1élé-

ment neutre de G/H. D’ou la proposition.
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Remarquons que [(g (h)) dmg (k) peut étre considéré comme la valeur

b4
de la transformée de Fourier de la mesure bornée gm, en I'élément neutre

de G/H:1.

1.1.4. - On sait, [1], que A((I}\) est partout dense dans 0°(/G\) et dans
C(é\). Il en résulte qu’a partiv de L' (@) on peut obtenir toutes les fonctions
continues sur ?i, A(Zv’\) étant muni de la topologie de la convergence uni-
forme, son complété est €O (’d); si Yon munit A4 (’é) de la topologie de la
convergence compacte son complété redonne G(/G\).

Munissons 4 ((/}\) de la topologie de la convergence uniforme, alors toute
forme lineaire continue sur A (/G\) peut étre identifiée & une mesure bornée
sur 6 De méme, toute forme linéaire continue sur 4 (;}\) quand on munit
A (/G\‘) de la topologie de la convergence compacte peut étre identifiée & une
mesure & support compact sur 6\ De plus, comme 'application: F: f——>?
est linéaire, injective continue de L!(@G) dans 00(’6?), sa transposée F est

une application linéaire et faiblement continue de M‘((l}\) dans L (G);
L® (@) est le dual de L!(G).

II. Certaines propriétés des sous-groupes.

1.2.1. - 1. Les sous-groupes d’un groupe G, LCA, vont jouer un role
important dans la suite, nous allons les étudier de pres.

1.2.1. THEORBME 1. Powr quun sous-groupe jermé H d’un groupe G,
LCA soit non-ouvert, il jaut et il suffit qu’il soit localement m-négligeable.

Il est m-mesurable, 8’il n’est pas localement m - négligeable, alors
HH-1= H est un voisinage de ¢, donc H est ouvert.

Si H est localement m-négligeable, comme le support de m est G, H
n’est pas ouvert.

REMARQUE 1. Soit H un sous-groupe fermé de G. Si H n’est pas ou-
vert, alors m et m, sont étrangeéres. Par contre si H est ouvert, on a alors

m, = o (m/H), a étant une constante; m/H : la restriction de m a H.

H
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RieMARQUE 2. Tout sous-groupe K compact et non ouvert de G est
m-négligeable,

COROLLAIRE 1. Soit ¢ un groupe LOCA, et non-discret. Alors tout

sous groupe H discret de G est non-ouvert; H! n’est pas compact dans (,?\

H est localement m-négligeable (puisque m est une mesure diffuse).
Done H est non-ouvert: théoréme 1 — (1.2.1.) — il en résulte que H!
est non compact.

1.2.1. Proros1TioN 1. Soit P une partie m-mesurable de G ; si I n’est
pas localement m-négligeadble, alors le sous-groupe H engendré par P est né-
cessairement ouvert.

Pc H, et par hypothése H n’est pas localemeunt m-négligeable, H est
ouvert: théoréme 1. (1.2.1.).

COROLLAIRE 1. Soit g€ L' (@), g 3= 0; le support S(g) de ¢ engendre
un sous-groupe H ouvert.

S (9) n’est pas localement m-négligeable; donc H est ouvert: proposition

N Pas
1 - (1.2.1.). Voici une autre preuve: g = g est continue sur @, invariante
N

par H! qui est nécessairement compact puisque g est nulle & Pinfini, done
H est ouvert.

1.2.1. PROPOSITION 2. Soient H un sous-groupe fermé de G, H, un autre
sous-groupe fermé contenu dans H. Pour que H, soit localement m -négligea-
ble, il faut et il suffit que H, ne soit pas ouvert relativement a H. Dans le
cas ow H est non ouvert et compact dans G, H, supposé ouvert relativement
a H, alors H; west pas localement mp-négligeable, alors qu’il est localement
m-négligeable ; de plus H/H, constitué dun nombre fini d’éléments.

C’est une simple conséquence du théoréme 1 - (1.2.1.) appliqué H.

Remarquons que si on se donne un sous groupe H fermé de G, alors
g€ L' (H) peut &tre identifiée a une mesure bornée gm, de G. Donc la

transformée de Fourier de g.m, est un élément de B(Z%‘\) et aussi de
A(/(;/Hl); mais non de A((.?).

III. Une autre caractérisation.

1.3.1. - 1. Désignons par Hom (G, R), Pespace vectoriel formé par les
représentations réelles et continues de G. Sur Hom (@, R) la topologie de
la convergence simple et la topologie de la convergence compacte sont iden-
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tiques. Hom (G, R) muni de l’une des deux topologies devient un espace

complet et localement convexe. Hom (G, R) et Hom (I, 6) sont isomorphes.
Si H est un sous-groupe ouvert de G, Papplication @, qui fait correspondre
a l€ Hom (@, R) sa restriction ¢, (I) & H, est linéaire continue, surjective.
(Cf. : [2], page 48).

1.3.1. PROPOSITION 1. Si H est un sous-groupe ouvert d’un groupe @,
L0OA ; Hom (H, R) est isomorphe a Uespace quotient de Hom (G, R) par
Hom (G/H, R).

(’est une autre formulation du théoréme 1, ch. 1 de Ries [2].

COROLLAIRE 1. Si H est un sous-groupe ouvert de @, tel que:
Hom (H, R) = {0},

alors Hom (G, R) = Hom (G/H, R).
(C’est une conséquence de la proposition 1 - (1.3.1.).

1.3.1. ProprosiTioN 2. Soit G un groupe LCA, alors Hom (G, R) est
un espace de Baive.
G = R" < G’ ou @G’ admet un sous-groupe ouvert compact G’/ [3].
Done
Hom (@, R) = Hom (R" <X G/, R) > R™ < Hom (G’, R).

D’autre part, Hom (G’/, R) = {0}, car G’/ est compact, donc:
Hom (G, R) = Hom (Q’/G”’, R).
Corollaire 1 de la proposition 1 - (1.3.1.). Il en résulte que:
Hom (@, R) > R" < Hom (G'/G"’, R),

on sait [2] que Hom (G’/G’’, R) est un espace de Baire: G’/G’’ est discret:
Hom (@, R) est un espace de Baire.

1.3.1. THEOREME 1. Si H, est un sous-groupe fermé de @, LCA, a
chaque I, € Hom (H, , R) il correspond € Hom (G, R) telle que la restriction
de ! & H, est I, (Cf. [4]).

1.3.1. LEMME 1. Soient G un groupe LCA et x€ G. Ou bien n— a®
est un isomorphisme de Z sur son image ou bien Vimage de Z par cette 1e-
présentation est un sous-groupe relativement compact de¢ G. Voir: A. Weil [3].



localement compact et abélien 275

1.3.2. - 2. Nous allons étudier certaines caractéristiques d’un groupe
G, LCA.

1.3.2. DEFINITIONS. Soient G un groupe LCA et a€ G.

1) Nous dirons que a est un élément de torsion de G si DVordre de a
est fini.

2) Nous dirons que a est un élément compact de G s’il existe un sous-
groupe compact K contenant a.

Tout élément de torsion de G est évidemment un élément compact ;
mais la réciproque n’est pas toujours vraie: par exemple si G est compact
tout élément de G est compact, mais il n’est pas en général un élément
de torsion. Par contre si G est discret, alors tout élément compact de G
est un élément de torsion.

1.3.2. THEOREME 1. Soitent G uwn groupe LCA et x,€ G; x, est un élé-
ment compact de G si et seulement si 1(x,) = 0, pour tout 1€ Hom (G, R).

x, est un élément compact de G ; il existe, par définition un sous-groupe
compact K contenant x,. Or toute l€¢ Hom (&, R) s’annule sur K, done

l(xy) =0, M l€ Hom (G, R).

Supposons que ¥ l€ Hom (@, R), I(x,) = 0. Soit H le sous-groupe cy-
clique engendré par w,; désignons par H sa fermeture. Si H n’est pas
compact, il est nécessairement isomorphe & Z Lemme 1 - (1.3.1.). Donc,
alors, Hom (H, R) == {0}.

Soit alors [, € Hom (H, R), 1, =0, évidemment I, (x)) 3=0. On sait —
1 - (1.2.1.) — quwa I, il correspond € Hom (@, R) dont la restriction & H
est I, . On aura donc I(x)) ==0; ce qui est contraire a ’hypothése. Autre-
ment dit H est nécessairement compact: lemme 1 - (1.3.1.); x, est domne
un élément compact de @G.

1.3.2. THEOREME 2. L’ensemble des éléments compacts H,y, d’un groupe
G, LOA ; est un sous-groupe fermé de Q.
Considérons le sous-groupe H défini par:

H=011{0}, !¢Hom (& R).

Si w€eH, l(x)=0, V l€Hom (G, B)=—>Hc H;: théoréme 1 - (1.3.2.), en
vertu du méme théoréme si x€ Hy, l(x)=0 pour toute !€ Hom (G, R) —>
=—> H,c H. Donc Hy= H qui est évidemment un sous.groupe fermé de G.

¥
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Remarquons que si x¢ H,, il existe alors I/, € Hom (@, R), telle que

ly () == 0.

1.3.2. PROPOSITION 1. Soient G un groupe LCA et H un sous-groupe

fermé de G. On suppose :

19 aucun élément de H sauf e, n’est compact,

29 aucun élément de G/H sauf e, élément neutre de G/H, w’est compact.
Alors G ne posséde aucun élément compact.

Il suffit de montrer que si x€ G (x¢ H), alors x n’est pas compact.
Soit i5;: G — G/H. Si x est compact, il existe un sous-groupe compact K
contenant x; alors iH(:é) est compact en G/H, car il est contenu dans
ig(K) qui est un sous groupe compact de G/H. Ce qui est contraire a
Phypothese.

1.3.2. PROPOSITION 2. Svient G un groupe LCA et H un sous-groupe
owvert de G. Si Hom (H, R)>2{0} et Hom (G/H, R)= {0} alors Hom (G, R)=1{0)}.
On a immédiatement :

Hom (@, R) = Hom (G/H, R).
Corollaire 1 de la proposition 1 - (1.3.1). Don¢ Hom (@, R) = {0}.

1.3.2. PROPOSITION 3. Soient G un groupe LCA et H, Vensemble des
éléments compacts de @ ; alors aucun élément de G/H, sauf 6= ip, (€) nest
compact.

H, est un sous-groupe fermé de G: théoreme 2 - (1.3.2.). Soit we G/H,,
x=2zH,, 2€G, (¢¢ Hy), ¢ Hy=>11,€ Hom (G, R) telle que I,(x) =0 et
lo (wH) = 1, (x), puisque I, s’annule sur H,: théoréme 1 - (1.3.2.). On voit
qu’il existe

1, € Hom (G/H, , R),

telle que T(;(w)= lo (®) &= 0. Donc aucun élément de G/H, n’est compact.

1.3.2. NoTATIONS. Soient G un groupe LCA et é: le groupe dual.

On désignera par:
N\
doy (resp. y,), la composante connexe de e (resp. ¢)

FaS

H,, (vesp. Iy), ’ensemble des éléments compacts de @, (resp. G).

1.3.2. LeMME 1. Soient G un groupe LCA et (/}\ le groupe dual; on a
alors :
95=F0,Fol=go et 73=HO,H01=}’0-

(voir Hewitt-Ross [5]).
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1.3.2. THEOREME 3. Soit G un groupe LCA, les trois propriétés sont
équivalentes :
(i) G est connexe

(ii) tout élément de é\est non compact, sauf?
(iii) tout sous-groupe fermé de G, distinct de G, est localement m-né-
gligeable.
Pour Péquivalence de (i) et (ii) voir Hewitt-Ross [5], ou le lemme 1.1.3.2.

Fas P
(ii)==>(iii): Alcun sous-groupe, sauf e de G n’est compact, puisque

tout élément de {r\', sanf ¢ est non compact. Donc tout sous-groupe H fermé
de @, (H == @) est non ouvert, ce qui équivaut a: H est localement m-négli-
geable : théoréme 1 - (1.2.1.).

(iii) ==> (ii) : Si tout sous-groupe fermé H de @, (H 5= @), est localement

m-négligeable, alors H est non ouvert: théoréme 1 - (1.2.1.), done H west

N\
pas compact dans G D’od le résultat.

COROLLAIRE 1. Soient G un groupe LCA et Z}\le groupe dual. Il
existe un sous-groupe fermé H de @, tel que G/H soit connexe, si et seu-

lement si Z}\ posséde un élément non compact.
Si y€G est non compact, le sous-groupe cyclique I, engendré par y

est isomorphe A Z; > G/I't est compact, connexe.
Si H == @G est un sous-groupe fermé de @, tel que @/H soit connexe,

alors aucun élément de (G/H)* > H!, sauf e west compact : théoreme 3 -
(1.3.2.).

1.3.2. THEOREME 4. Soient G un groupe LCA et G le groupe dual.
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) @ est totalement discontinu
(ii) Hom (R, @) = {0}
(iii) 4l ewiste un sous-groupe ouvert I' de é\tel que :

Hom (I'y R) = ({0} et Hom ((;711, R) = {0}.

(i) <==> (ii): @ est totalement discontinu <=>g = fe} <=>gl=
=lef<=—>T,= @ <=> Hom ((/1’\, R) = {0} <=> Hom (R, G) = {0].
0 )

(ii) ==> (iii): Hom (R, @) = {0} <=> Hom (&, R) = {0}, = &, répond a
la question.
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(iii) ==> (ii): Si I" est un sous-groupe ouvert de @ tel que: Hom (I, R)=

= {0} et Hom (/G\/F, R)={0}; on a: Hom ((/;\, R) = {0} : corollaire 1, de la
proposition 1 - (1.3.1,) donc Hom (R, G) = {0}.

1.3.3. - 3. Soient G un groupe LCA, @ le groupe dual H,, g, et I,
7o étant tels qu’ils sont définis dans « Notations» - (1.3.2.).

1.3.3. THEOREME 1. Le sous-groupe g, H, est ouvert dans G ; il est le
plus petit sous groupe ouvert de @, contenant H, .

On sait [3] que: 1% g, R* <X F ou F est un groupe abélien compact
et connexe; 29 G X2 R" <X G’ ou G’ est un groupe LCA, contenant un
sous-groupe @’/ compact et ouvert.

H, est un sous-groupe de @ et G',< H,; donc H, est ouvert dans
G’. 1l en résulte que R" < H, est un sous-groupe ouvert de G. Or g, H ™
™ R* < H,, puisque F € H;,. Donc g H, est ouvert; évidemment il est le
plus petit sous-groupe ouvert de @, contenant H;, (puisque g, H, > RB" > H,).
Signalosons de plus que: g,N H, est compact.

Remarquons aussi que dans ce cas g H, = (y, N T}t car g H, = g H,,
puisque g H, est ouvert.

REMARQUE 1. 8i G est totalement discontinu, alors H, est ouvert;
puisque g, = (¢} et g,H, = H, est ouvert: théoréme 1 - (1.3.3.). Donc si G
est totalement discontinu et de plus H, = {e}, alors G est discret.

Soit un groupe LCA; si H, est ouvert alors g, est compact. Car
9 S Hy; g,=9,0 H, est compact. Réciproquement si g, est compact alors
H, est ouvert. En effet, g, H, et g H, est ouvert: théoréme 1 - (1.3.3.);
comme H,==g,H,, H, est bien ouvert.

RAMARQUE 2. Supposons G connexe, alors H, est compact. En effet,
go= G et Hy= H,Ng, qui est compact. Alors Hi = y, est ouvert

=> G =y, X G/yy: [T]

1.3.4. - 4. Considérons Vespace O! (@) formé par les fonctions f sur {}\
telles que f€ L' (6/)\‘) et Ffe€ It (G). On sait [3] que les fonctions appartenant
a O! (@) sont continues et que Oi(a) = F (O (@)).

Si fet ge O' (@), alors fxg€e (O (G) et fg€O'(G). Autrement dit,
0! (@) posséde deux structures algébriques : structure d’algdbre convolutive
qu’on notera par O! « (@); structure d’algdbre multiplicative qu’on désignera
par O!-(@).
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8i fe0'(@); N(f)=|fll -|—|lf/'\||1 est visiblement une norme. L’espace
O! (@) muni de cette norme est complet. En effet, soit une suite de Cauchy,
fn €0 (@) pour tout &> 0, il existe N > 0, tel que n et m > N —>

=> || fa — fml|ls + || fo — fu |y < & Done;

19 || fo — fm || << e => f» est une suite de Cauchy dans L'(@); elle
admet donc une limite f, € L! (G).

29) ||fAn—;”:n I < e=—>f, est une suite de Cauchy dans L!(G); elle

A\

admet donc une limite g,€ L! (G).
D’autre part comme ||;;—f;|| <|Ifo—7Full; _7/‘; est la limite, pour la

convergence uniforme, de ]f"; On sait: ([7] corollaire 1 du théoréme 2, chap.

4, 2), qﬁe j/“;= go - Il en résulte que f, € O! (@)
De plus pour tout &> 0, il existe M >0, tel que ”fo—fn H ¢/2 des

que = > M, d’aprés 1°; et ”f;—ﬁ”igs/Z des que n > M, dapras 29),

Done N(fo—fa)=|fa —Ffolli + ||}“; —_;'; ||, tend vers 0, quand n tend vers
Pinfini. L’espace O! (@) est donc un espace de Banach.
Soit u€M1(@); pour toute f€O! (@), on a ux»feO!(G). En effet,

px fELY@), de plus F(u * f) =7;?E y (Z%\‘) et elle est continue.

Soit w€ M1!(Q) Vapplication: f— uxf de O!(G) dans O! (@) est un
endomorphisme ; cette application est continue: il suffit de remarquer que
I’on ait:

Nuefllolall N7 et e A<l all 17l 17 -

1% Fet & établissent entre les espaces O' (@) et O! ((/}\) deux isomor-
phismes, dont Pun est la réciproque de Dautre.

Désignons par O (@) le dual topologique de O! (G). On ¢q les résultats
suivants :

a) O (@) est partout dense dans (°(@); la topologie induite par
0% (@) sur O'(@) est moins fine que la topologie initinle. Donc toute forme
linéaire continue sur 00 (@) est aussi une forme linéaire continue sur O!(@Q):
autrement dit M?! (@) s’identifie & un sous-espace de O (G).

b) On sait: [3] que O! (G) est partout dense dans L!(G) et la topo-
logie induite par L!(@) sur O! (@) est moins fine que la topologie initiale.
Donc toute forme linéaire continue sur L! (@) est aussi une forme linéaire
continue sur O! (@): autrement dit L (@) qui est le dual de L! (@), s’iden-
tifie & un sous-espace de O (@). En particulier B (@) et O! (@) s’identifient
a deux sous-espaces de Ox(0) car:

B(G) cL>(@) et OY(@)c L*(G)
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20 O= (@) étant muni de la topologie forte, F et F établissent entre

0> (@) et O (Z;?) deux isomorphismes. F et F seront définis par transposition,
compte tenu du résultat de 1°).
Si fe0O!' (@) et LEO®(G), on a:

(L, FfYy=AFLf> et (L, Ff)=LFLf>.

P
Si la mesure de Haar m sur G et la mesure de Haar 1 sur G sont
harmonisées.

1.3.4. PROPOSITION 1. Soit UEO®(G). Si U est une mesure bornée sur

@, les définitions des FU et F U, au sens de 2°) (1.3.4.) coincident avec celles
de la propriété 2 - (1.1.2.).

Si U est une mesure bornée sur @, désignons par f sa transformée de
Fourier au sens de la propriété 2 - (1.1.2.). On sait que f¢€ B(/G\) et f peut

N\

étre identifiée & un élément de O~ (G). Alors pour toute ¢ € O! (é‘), on a:

f @) e dly) = / (F o) (@) AT (&)
A G
G

done FU =f.
Si u est une mesure bornée sur @, Fu ne dépend pas du choix d’une
mesure de Haar.

Il en résulte que M!(G) et B(/G\) sont isomorphes si 'on identifie
M*! (@) & un sous-espace de O® (@), et B(é\) A un sous-espace de O°°(Zv‘\).
Méme remarque pour L' (@) et 4 (é\).

On a déja vu que si ,uEM‘(a) et gEO‘(Z}\) on a: ,u*gEOi(C/T'\). On
aara également la propriété suivante: si g € Ot (é\) et (pEB(é\), nous avons:

N\

pg€0! (@)

4. Dérivée convolutive.

1.4.1. - 1. Soit @ un groupe LOA. Nous désignerons par U (@) la
famille des sous-groupes ouverts de @, tels que la dimension de l’espace
Hom (H, R) soit finie. Si HE€ U(G) alors Hom (G, R)/Hom (G/H, R) est de
dimension finie, puisque Hom (@, R)/Hom (G/H, R) est isomorphe & Hom (H, R):
proposition 1 - (1.3.1.).
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Nous noterons, avec Riss: [2] par H (@) la famille des sous-groupes
compacts K de @, tels que la codimension de Hom (R, K) soit finie dans
Hom (R, G).

Si KeH (@), alors on a KleU(G) et réciproquement. En effet, si

kEH(?}\), par définition Hom (R, a/K) est de dimension finie d’apres ([2],
chap. I, th. 1), Donc Hom (K!, R) est de dimension finie, comme K! est
ouvert dans G; on a K1€ U (G). La réciproque est évidente. Remarquons
de plus:

a) le sous-groupe g, H,€ U (@), car g, H, est ouvert; théordme 1 -
(1.3.3.) et gy Hy>= R" < H,: Hom (g9, H,, R) est de dimension finie. Puisque

N\

Yo IoEU(G), on a: gon Hy€ U (GQ).
b) Si g, est compact, alors H, et I, sont ouverts: remarque 1 du

Ea

théoréme 1 - (1.3.3.). Done H,€ U(Q) et I e U(Q)==>¢,€ H(G) et ;/OEH(a).
¢) Si K est un bon sous-groupe compact de Z}\, au seus de Bruhat:

[8], alors KEH(@). En effet, é\/K est un groupe de Lie et il est ’extension
d’un groupe discret 4, par R" X T? => K1 k"X Z? X E ol E est un
groupe compact. D’out le résultat.

1.4.2. - 2, Nous allons définir une autre notion de dérivée sur un
groupe G, L € A, qui sera lie & la structure d’algébre convolutive de L!(@G).

1.4.2. DEFINITION 1. Sotent G un groupe LCA, 1, un élément non nul
de Hom (G, R); nous dirons qu'une fonction f définie sur G est convotutivement
dérivable relativement a l,, si f€ L' (@) et 1, fe L1 (@)

l,f sera appelée dérivée convolutive de f relativement & 1.

Dans toute le suite, aun lieu de: «f est convolutivement dérivable »
relativement & I;, nous dirons: «f est (-dérivable » relativement & [, .

Désignons par L (G; ;) Pensemble de toutes les fonctions définies sar
G et C-dérivables relativement & l;. On a évidemment L!(G; l))c L!(G).
Nous avons les propriétés suivantes:

(P,): Papplication f—1;f est linéaire de L!(@,1,) dans L!(Q).

(Py): si fet ge L1 (@, 1), on a: | (fxg)=1,f+g -+ f=1l,9. En effet:

(of* 9) (@) = f lo (@) £ @) ¢ (&) dm (0

(f» lo g) (@) = f F @)1 (1) g (¢) dm (1),
d’ou

bfeg)=bfrxg+S+lg.
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Comme 1, f et l,g € L! (@), nous avons: I (f* g)€ L' (@). Donc:
Sxg €L (@5 1)

1.4.2. DEFINITION 2. Nous dirons quwune fonction f définie sur Q est une
Jois C-dérivable, si f€ L' (@) et si 1 f€ L' (G) pour tout 1€ Hom (@, R). Nous
désignerons par L!(G;i,J) Vensemble de toutes les fouctions définies sur G
et une fois C-dérivables.

Soit m un entier positif. Nous dirons qu’une fonction f définie sur G
est m fois C-dérivable, si pour tout systéme d’entiers positifs:

{Pyy Pyyuuy Py} avee P+ Py+ ...+ Pr<<m,

pour tout systéme:
(s lgy s ln)
les I, € Hom (G, B), on a:
@ik, ., Um fe L (@),

Nous désignerons par L!(G;m,J) Vensemble de toutes les fonctions définies
sur @ et m fois C-dérivables.
Soit ’espace: Li(G;oo,J)=QL1(G;m,J). Si une fonction f€ L! (G ;00,J)

nous dirons que f est indéfiniment C-dérivable. Nous avons alors:
K(G)e L' (@; co0,J)C L} (G5 m,J)c L (G;i,J)c L (G, 1) c L (G).

1.4.2. GENERALISATION. Soit I, un élément non nul de Hom (G, R).
Notons par M’/ (@,l,), Pensemble des mesures bornées sur @, telles que
lou € M1 (G). L’application: u— lou de MY(@, 1)) dans M (@) est évidemment
linéaire. Si u et v€ M1 (@, 1) ona:

by(wxv)=Tlouxy+pnxl».

De plus la mesure de Dirac § est ’élément-unité de M?* (@, 1) et 1,6 =0.
Nous avons ainsi défini la C-dérivée sur M?* (@, 1).

Nous formerons de méme les espaces M1(G;1,J), M!(G;m,J) et
M*(G; co,J). Evidemment 3€M!(G; oco,J). Plus généralement toute me-
sure sur @, a support compact appartient a M?!(G; co,dJ). En particulier
une mesure ponctuelle sx de masse égale a 1, placée en € G est un 6l6-
ment de l’espace M1 (G; co,J).

1.4.3. - 3. H étant un sous-groupe ouvert de G, L € A, formons ’espace
I!(H; 1,J), toute fonction f€ L' (H; 1,J) peut étre considérée comme une
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fonction sur @, nulle en dehors de H et égale & f sur H. D’aprés (1.3.1.)
et la remarque 1 du théoréme 1 - (1.2.1.), f devient alors un élément de
L} (G;1,J). Donc pour tout HE U(Q), Vespace L!(H; 1,J) peut étre iden-
tifié & un sous-espace de L!(G; 1,J).

1.4.4, - 4. Soit H un sous-groupe fermé de &, LCA.
a) L’espace L'(H;1,J) peut étre identifié & un sousespace de

M'(G;1,J). En effet, & chaque !€Hom (H,R) correspond Te Hom (G, R)

telle que la restriction de T a Hest l: théordme 1 -(1.8.1.); si fe L1 (H;1,J),
Jmy et lfm, peuvent étre identifiées a des mesures bornées sur G.

b) Si € LY(G/H;1,J), j;(9) et j(lp)€ L (G) pour tout L€ Hom (G/H, R).
Done, on peut identifier ¢ & une fonction g sur @, qui est une fois C-
dérivable relativement aux ! € Hom (G, R) qui sont nulles sur H.

¢) Soit fEL!(G;1,J), on a:

femg e LY (G/H) et lfsmg €L (G/H),

pour toute !€ Hom (G/H, R), donc fxmy € L' (G/H;1,J). Si le¢ Hom (@G, R)
est non nulle sur H, on a encore f+m, et lf+«m €L (G/H), mais on
Wa pas l(femg)=1f*xmg.

Pourtant si H! est compact ou si H=H,, alors pour tout l¢ Hom (@G, K)
et pour tout f€ L'(@; 1,J) nous avons: l(f+mg)=1f*m €L (G/H)

d) Supposons H! totalement discontinu, alors Hom (G/H, R)= {0}:
théordme 4 - (1.3.2.). Alors tout f€ L' (@), f+m €L'(G/H; o0,J) et toute
C-dérivée de fxm, est nulle sur G/H. Par contre si g€ L' (G;1,J) et
l€¢ Hom (G, R), | f+my € L' (G/H), mais I f*my n’est pas nulle en général.

REMARQUE. Soit u€ M (@): si le support de u est contenu dans H,
alors u est indéfiniment C-dérivable, mais toute C-dérivée de u est nulle.
Supposons H, ouvert; c’est le cas par exemple si g, est compact:
remarque 1, du théordme 1 - (1.3.3.). Soit f€ L' (Q); si le support de f est
contenu dans H,, alors f€ L!(G;o0,J), mais toute O-dérivée de f est nulle.
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CaAPITRE 11

DERIVEE AU SENS DE J; COMPARAISONS

1. Définition de la dérivée au sens de J.

2.1.1. - 1. Reprenons V'espace L'(@, 1)) de la définition 1 - (1.4.2.).

DEFINITION. Soit f€L! (G, 1), on a f et I, f€ L (&). Done F(f)=1
ot F(l,f)€ A (G). Posons J1,f = F(l,f). Nous appellerons J1,f dérivée
au sens de J, de la fonetion }\, suivant [, .

Dans toute la suite au lieu de «Jlo}’\est la dérivée, au sens de J, de

la fonction ;’,\ suivant I; », nous dirons «J lo_? est J-dérivée de}': suivant l;».
Désignons par F(L! (@, 1)) Pimage de L' (@, 1[;) par F Nous avons les
propriétés suivantes :
a) Papplication : ?——)JZO? de Vespace ¥F(L! (@, 1)) dans A(Z}\) est
linéuire : défiuition 1 - (1.4.2.) - (P)).

b) si 7 et g€ F(L(G,1,), on a:

AN AN N Ea

JILF =T g+FI 19

définition 1 - (1.4.2.) - (P,) et

?.:)\Et (LG, L), Ji, (./f\ 9)EA (6)-

Formons les espaces F (L (G ;1,J)), F(L (G; m,J)) et F(L' (G; oo J)).

Si /f\E F(L1(G;1,Jd)), ona ?E A(@); JI _;'\existe pour tout ! € Hom (G, R)
et appartient & A ((/}\). Nous dirons: ? est une fois continuement J-dérivable,

Notons par Jf = dJ 1, Jl;...J 1, ol p est un entier =0 et !¢ Hom (G, R).
Désignons par J,‘E,’_,, 5, = Jl’:1 o Jl’;g 0w 0 Jl‘;", P ={PyyPgy-,ba) 6tant un
gysteme d’entiers positifs et les !, € Hom (G, R).

Soit }'\E F(LL(G; m,d)), le;;lg"'ln ;‘\ existe pour tout systéme d’entiers
positifs p = {p, , Py ... , Pn} avee p, 4 py+ ... + po << m et pour tout systeéme
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{lislyyeeyla); les I € Hom (G, R). Nous dirons que ?est m fois continue-

ment J-dérivable. Evidemment Jl’f .,.zﬂ;"\E A (Zz'\). L’entier positif m s’appelle
Iordre de dérivation.

Soit ]/”\E F(L (G c0,dJ)); toute dérivée de tout ordre de ?existe, con-
tinue et appartient & F(L!'(G; oo,J))./]\" sera dite indéfiniment et continue-
ment J-dérivable.

GENERALISATION. Soit M!(@,l;), D’espace défini dans généralisation

(14.2.). Si peM (G, 1), u et ug€ M (G). Done Fu=r et F(ly )€ B(Q);
posons

Jlyp=Flyp
Nous dirons que J lo/’; est J-dérivée de ;; suivant l,. L’application :

/‘_‘*Jlo//;

ost linéaire de F(M* (G, 1,)) dans B (@), si 1 et »€ F(M1 (&, 1), on a:

Jlh(pr)=Tlhuy +ul i)
et

N N\

By eF(ML(@, 1), 1y (x 7)€ B

Nous formerons de méme les espaces T(M1(G;1,J)), T(M1(G;m,J))
ot F(M1(G;00,d)). Si we(M!(G;1,J)), u est continuement, une fois J-
dérivable. J 17 existe pour tout 1€ Hom (G, R), et 1, J L€ B(G). Soit

/;:E F(M1(G;m,d)),

;; est m fois continuement J-dérivable. Si ;Ef(M‘(G; co, J ), ;est indé-
finiment et continuement J-dérivable. Toute J-dérivée de tout ordre de ;:
appartient a B(Zx'\). N

Evidemment 46 =1 est un élément unité de B (@) de plus J1 =0
pour tout !€ Hom (@, R); puisque I 6 = 0 pour tout I€ Hom (@, R).

2.1.2. - 2, Soient H un sous-groupe fermé de G et pueM'(G;1,J),
nous supposons que le support de u soit contenu dans H. Alors ,,; est in.
variante par H! et Jl;:= 0 pour tout !€ Hom (G/H, R).

5. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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Soit I" un sous-groupe fermé de é\ Nous avons:
19 Si pe L1 (I't;1,J), on a ge A (/(;/F) et Jlge A (/(3/1“) pour tout
l € Hom (@, R); on peut identifier gd un élément de F(M1(G;1,J)) (1.4.4.) - a.

20) Soit @€ L (G/I";1,J) on a @eA(I’) et JlgpeA (") pour tout
leHom (G/I't, R). De plus, il existe g€ L! (G ; 1,J) telle que la restriction

de/_(; a I est ;)\, et la restriction de Jl:/: pour tout ! € Hom (G/I't, R) & I'
est Jlg: (1.44) - b
3% Soit _7/‘\E F(IL(G;1,Jd), la restriction de J l}'\a I’ west pas, en
général, égale a la J-dérivée suivant I de la restriction de }\a I': (1.4.4)-c.
Pourtant si I" est ouvert ou si I'=y,, alors la restriction de Jt?a
I' est égale & la J-dérivée suivant I, de la restriction de fa I.
4% Supposons I' totalement discontinu, soit /g\E FUL(G;1,J) la
restriction de Jl;}\a‘m I" n’est pas nulle en général, mais, la J-dérivée sui-

vant I, de la restriction de Z;\a 1 est nulle.

2.1.3. - 3. Soit w€ M1 (@), telle que le support u soit coutenn dans H,.
//; est non constante, continue sur (/}\, bornée, indéfiniment J-dérivable et

J 1% =0 pour tout € Hom (G, R).
Supposons H, ouvert. Soit f€ L!(G) telle que le support de f soit

contenu dans H;. Alors ?EA(@) et }‘\est indifiniment J-dérivable, on a
J l?: 0 pour tout I€ Hom (@, E).

Soit ¢ une fonetion sur ,(; indéfiniment et continuement J-dérivable;
nous dirons que g est du type dérivée-nulle si ¢ n’est pas constante et si
J1lg=0 pour tout € Hom (@, E).

2. Comparaison de la dérivée an sens de Riss avec J-dérivée.

2.2.1. - 1. On sait [2] que Hom (@, R) et Hom (R, (,}\) sout isomorphes.

Nous noterons par ?l’élément de Hom (R, ¢) qui correspond & l€ Hom (G, R).

2.2.1. THEOREME 1. Soient G un groupe LCA, @ le groupe dual et

P
x, € G; x7l considérée comme une fonction su G est indéfiniment, continuement
J-dérivable. Bt on a J a7t =1(x) 21 pour tout 1€ Hom (G, K).
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Soit ¢z, la mesure ponctuelle de masse égale a 1 placée en x,. On a

Fewy=wa;1, a7l(y) =<2, y).

Or
ex, € M1 (G ; 00, J),

donc ;' est indéfiniment, continuement J-dérivable: généralisation (2.1.1.).
PREUVE 1. Soient € Hom (G, R) et g € L! (G). Nous avous
(Leag g) @) =1(we) g (") = L (xy) (& Ty * g) (@).
D'ou :
Flewys g) =1(x,) F(exy* g),
Jlag - Fg=1(x) w5 " Fg,

d’otr :

Jlag' =1(x,) @ "

Jlagh) (y) = L) @0 () =L (@g) <@y, y)-

PREUVE 2. @, et lex, peuvent étre identifier & deux éléments de

O= (@) (1.3.4.). Soit g€ O! (é\). Nous avons ( F(lexy). 9> =1(x) (Fg) (1) =
= {l(@y)ay"',y g>. Done on a: Jlag' =1 (x,) @, " : proposition 1 - (1.3.4,).

2.2.2. - 2. Soient G un groupe L C 4, ’(5 le groupe dual.

2-2.2. LEMME 1. Soit #, un élément de G. Considérons x; ' comme une

fonction sur 6, alors pour tout 1€ Hom (G, R), on a: d/l\wo—l =dJla".
Soit 1 € Hom (G, R); nous avons J I @y = I (x,) xy': théoréme 1 -(2.2.1.).
Or

ATwyt = 1 () a3
([2], chap. 1.) avec:

(g, 1(t)) = <1(x,), t), t€R et leHom (G,R).
Done

Jio = dlat.

EaS
2.2.2. THEOREME 1. Soit 9 € O'(Q) dérivable au sens de Riss suivant
A A ~ ~ ~ A
ly, l,eHom (R, G); s8i dly y€O' (@), alors il correspond & 1,, Uélément

l,€ Hom (G, R), tel que g est J-dérivable suivant 1 et on « d/l;g= Jlyg.
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Soit x, un élément quelconque de G. Nous avons
dly(wy *xg)=dljxy, xg=ux, *xdlyg

([2], chap. 1, § 3, proposition 6 et 7). On sait: lemme 1 - (2.2.2.), que & /l:,

il correspond ’élément I € Hom (G, R) tel que d/l;wo_l =dJI, wy = Iy (mo)wo'l.

Alyay w g =1y (@) (Fg) @) et x5 % dlyg=ax, -(Fdlyg) (@)

ce qui donmne:
L Fg=Fdl,g.

Or g et dlygeOt (6‘\‘) done Fg.€ 0! (G) et C_]d/l:,g =1, Fg €O (G). Ce qui
prouve que g est J-dérivable suivant I, et on a:

F{ §d;o\g}—'=7[lo F 9): d;;9=Jlog-

S

2.2.2. PROPOSITION 1. A (G) étant Despace défini par Riss ([2]), toute
fonction g appartenant & A (Z}\) est indéfiniment continuement J-dérivable ;
pour tout 1€ Hom (@, R), on a Jlg =dll\g.

N\ N\

Soit g une fonction sur G, quelconque, appartenant a A(@). On a
FgeA(Q) et Fg est indéfiniment C-dérivable, de plus toute C-dérivée de
F g appartient & 4 (G); donc g est indéfiniment, continuement J-dérivable
et toute J-dérivée de g de tout ordre appartient a A (6/7’\).

Soient g€ A (/G\) et ¢ Hom (G, R). Evidemment J lg existe et appartient
aa (é‘;. A t’élément ! il correspond 1’élément ?E Hom (R, ?;‘). Par hypothese
dll\gEA(é\). Nous avons done g et d?gEO‘(é\), les conditions du théoréme
1 - (2.2.2.) sont remplies. Il en résulte que & ?il correspond le méme I, et

on aJlg=d/l\g.

COROLLAIRE 1. Soit A? (/G\) le dual de A(a\). Sur V’espace A‘(a) la
transposée ‘Jf, de la J-dérivée suivant I, et la transposée ta1 de la dérivée
au sens de Riss suivant /l\coi'ucident pour tout !€ Hom (@, R).

N\

Soit T'€ A (G) une S-distribution quelconque. On a

CIUT, gy =(T,Jlg) et (alT,g)=<(T,dlg)
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A\

pour tout g€ A (@) et pour tout I€ Hom (G, R) nous avons J lg = dll\g:
proposition 1 - (2.2.2.). Done J 1T = Q1T pour tout T¢ A’((?).

2.2.2. THEOREME 2. Soit ¢ € F (M (G, 1)), ¢ et J 1, ¢ € B(G) générali-
sation (2.1.1.). gn a les propriétés suivantes:

a) On peut identifier @ a un élément T de A’(a\) et J1l, a un élément
T, de A’ (/(i). De plus nous avons WJi,1T = T,. R R
b) A Véiément ly€ Hom (G, R) il corrvespond Vélément l,€ Hom (R, G),

tel que J 1, = d/l\qo.
Si D est un polynome de dérivation au sens de Riss et P un polyndme
en ET;ZE Hom ((/}\, R); il est évident que pour tout g € A (/G\), @ P (Dg) et
(J 1, p) P(Dg)€ L? (Z%\). Done on peut identifier ¢ & un élément 7' de A’ (’G\),

N\

et J1, a un élément T, de A’(G). Nous avons

Jhwg)=Ulhe g+ el

D’ou
f ?0) (Tloo) ) 410) = — [ 1o0) ) g ) 2 ()
Donc
<T,Jlog>=_<T1,g>.
Ce qui donne Wiy T = — T, = — JI,o.

Nous pouvons done poser J ||T = T, =dJ l,p. Or & I, correspond 7;, tel
que *J 1, T ="1'd 1, T: corollaire 1 de la proposition 1 - (2.2.2.); il en résulte

que J Il = d/l\oqo au sens de A’ (é\). Comme ¢ et J I, sont continues,

A\
on a aussi JIl;¢ = d ;@ au sens de fonction.

CONSEQUENCE. Sur les espaces de fonctions définie dans (2.1.1.), J I et
d | coincident pour tout ! € Hom (@, R).
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