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DÉRIVATION SUR UN GROUPE LOCALEMENT
COMPACT ET ABÉLIEN

A. ABDIK

CHAPITRE 1

D~RIVEE (JONVOLUTIVE DANS UN GROUPE ABÉLIEN
LOCALEMENT COMPACT

I. Quelques propriétés ilnportuntes.

l.l.l. - 1. Notations. 1)ai&#x3E;s tout ce qui suit G désignera toujours un
groupe localement compact abélien et nous écrirons : G est LOA. La loi

de composition de G sera notée multiplicativement, e désignera son élénieiit
neutre et m sa mesure de Haar. Si g est un sous groupe fermé de G,
nous noterons par m H sa mesure de par celle de Nous

noterons par IC le sous groupe de G orthogonal à H. G étant le groupe
11, 

,

dual de G, e sou élément neutre et À sa mesure de Haar.

Chaque fois que nous parlerons d’une fonction sur G, il s’ugira toujours
d’ane fonction définie sur G à valeurs complexes. j8"(~), 

désigneront respectiveinent l’ensemble des fonctions continues sur G,
à support compact ; l’eiiseinble des fonctious continues sur G, nulles à

l’infiui ; l’ensemble des fonctions continues et bornées sur G, Fensemble
des fonctions continues sur G. Chaque espace cité sera muni de sa topo-
logie habituelle. L’(G) sera l’ensemble des fonctions définies sur G, n2-inté-

grables ; 1111 (G) sera l’ensemble des mesures bornées sllr G. LI (G) et 
seront munis de leurs topologies habituelles.

Pervenato alla Redazione il 24 Gingno 1970.
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Nous noterons ÍH l’application canonique de G sur GIH. Si f est une
fonction définie sur l’application jg : f --~ f o i~ permet d’identifier f
avec une fonction définie sur G, invariante par H.

1.1.2. - 2. Nous annoncerons, sans démontrer, les propriétés suivantes.

1.1.2. PROPRIÉTÉ 1. Soit 8 un sous groupe fermé du groupe G, LCA.
En choisissant bien iie, et on a :

a) est l’image de par 1~_.
b) l’application ng: g -~ ,~ ~ ~~2g, est nu homomorphisme

suijectif de Li (G) sur Li (GIH)

est la transformée de Fourier

On sait que f (y) est définie V y E G, et f est nne fonction continue

sur G et nulle à l’infini. Si f et y(f*g)= Soit A (G) _
==y(L()). A (G) est une algèbre partout dense dans C° (G); en outre y

est une applicatio linéaire, continue et injective de dans C° (G).
Si p E (G), = ft est la transformée de Fourier de la mesure bornée

est une fonction continue et bornée sur G. L’image de l’algèbre 

par y sera notée par B (G) qui est une sous-algèbre de C°° (G), y est encore
linéaire, continue et injective. Voir [1 J.

1.1.2. PROPRIÉTÉ 3. Soient H un sous-groupe fermé de G, H le sous-
"

groupe de (~ orthogonal à H, p une mesure bornée sur G. Pour que p =

CJ lA soit invariante par H il faut et il suffit que le support de p. soit
contenu dans Voir [1].

1.1.3. - Nous allons tirer qzcelqzies résultats.
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1.1.3. PROPOSiï!ON 1. Soient H un sous-groupe fermé de G, Hl le

sous-groupe orthogonal dans G, fl, une niesure bornée dans G, v son image
dans GIH. est la restriction de à Hl.

Cette proposition est évidente quand on identifie gl au dual de G/H.

1.1.3. PROPOSITION 2. Soient H un sous-groupe fermé de G, LOA,
.

le sous-groupe orthogonal à Ii daus 

La restrietion de f à gl est égale à la transformée de Fourier de 
C’est une conséquence de la propriété 1 - (1.1.2.) et de la proposition

1 - (1.1.3.).

COROLLAIRE 1. Soient H un sons-groupe fermé de G, g son orthogonal

dans G. On a alors les résultats suivants:

1°) Les fonctions de A sont les restrictions à H1 des fonctions
11,

appartenant à A (G). Les fonctions de B (H1) sont les restrictions à H1,
-"

des fonctions appartenant à B (G).
2°) Pour que 1. = 0, f E Li (G), il faut et il suffit que la restriction

de j à H s’annulle.
La première partie est le résultat de la propriété 1 - (1.1.2 ). La deux-

ième partie est évidente.

COROLLAIRE 2. Soient .H un sous-groupe fermé de G, H son

orthogonal dans G, g E L (G). On suppose les hypothèses suivantes vérifiées:
r

a) l’applicatiou : est continue.

b) la restriction de 7g à est ~gl - intégrable. On a alors :

La mesure sur G, a pour image dans la mesure (où

est continue intégrable (hypothèse : 
g

est la valeur de la g en l’élément neutre de G/H. est la

1

valeur de la transformée de Fourier de la mesure bornée (97g) Â-UJL en l’élé-

ment neutre de D’où la proposition.
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Remarquons que ¡ .(h) peut être considéré comme la valeur
./
H

de la transformée de Fourier de la inesure bornée en l’élément neutre

de 

1,1.4. - On sait, [1], que A (G) est partout dense dans C° (G) et dans

0 (6). Il en résulte qu’à partir de Li (G) on peut obtenir toutes les fonctions

continues sur G, A (G) étant iiiuiii de la topologie de la convergence uui-

forme, son complété est C° (G) ; si l’on mnuit A (G) de la topologie de la

convergence compacte son complété redonne 0 (G).

Munissons A (G) de la topologie de la convergence uniforme, alors toute

forme linéaire continue sur A (G) peut être identifiée à une mesure bornée

sur G. De même, toute forme linéaire continue snr A (G) quand on inunit

A (G) de la topologie de la convergence compacte peut être identifiée à une

mesure à support compact snr G. De plus, comme l’Hpp1ication: : 
-

est linéaire, injective continue de dans C° (G), sa transposée if est

une application linéaire et faiblement continue de dans L°°(G);
L°° (G) est le dual de Li (G).

II. Certaines propriétés des sous-groupes.

1.2.1. - 1. Les sous-gronpes d’un groupe G, LCA, vont jouer un rôle
important dans la suite, nous allons les étudier de près.

1.2.1. THÉORÈME 1. H cl’un gi-oitpe G,
LCA soit faut et il suffit qit’il soit nt-négligeable.

Il est nimesarable, s’il n’est pas localement iii - négligeable, alors

H H-1 = H est un voisinage de e, donc H est ouvert.

Si .H est localement m-négligeable, comme le support de nî est G, H
n’est pas ouvert.

. REMARQUE 1. Soit B un sous-groupe fermé de G. Si .g n’est pas ou-

vert, alors 1U et sont étraiigères. Par contre si H est ouvert, on a alors
= a (rr~/g ), a étant une constante; 1nl H: la restriction de 1n à H.
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REMARQUE 2. Tout sous-groupe g compact et non ouvert de G est

11l-négligeabJ e.

COROLLAIRE 1. Soit G un groupe LCA, et non discret. Alors tout

ous groupe .g discret de 6 est non-ouvert; .H1 n’est pas compact dans G.
.H est localement in-négligeable (piiisqtie ni est une mesure diffuse).

Donc H est nou-ouvert : théorème 1 - (1.2.1,) - il en résulte que .gl

est non compact.

1.2.1. PROPOSITION 1. Soit P une 2aa?’üe 7n-n2esu1’able de G; si l’ n’est

pas rt-acégligecrble, alors le soits-gi-oupe H eitgeit(ii-é pa1’ P est né-
ouve1.t.

et par hypothèse H n’est pas localement m.négligeable, H est
ouvert: théorème 1. (1.2.1.).

COROLLAIRE 1. Soit g E L1 (G), g ~ 0 i le support ~’ (g) de g engendre
uu sous-groupe H ouvert.

S (g) n’est pas localement 1n-négligeable; donc g est ouvert : proposition
1*11 1-1

1 - (1.2.1.). Voici une antre preuve: CJg = 9 est continue sur G, invariante

par qui est nécessairement compact puisque g est nulle à Finnniy donc
.g est ouvert.

1.2.1. PROPOSITION 2. Soient H un de G, Hl un, autre
fer1né contenu H. que Hi soit loealeiiieitt 

ble, il fnut et il suffit que Hi ne soit pas it H. Dans le

cas où H est non onvert et cosrapact dans G, H, supposé relativement

à H, alors Hi n’est localenieiit alors qu’il est localefiirnt

plus constitué d’un fini cl’éléuccrcts.

C’est une simple conséquence du théorème 1 - (1.2.1.) appliqué H.
Remarquons que si l’ou se (loiiiie un sous groupe H fermé de G, alors

peut être ideutifiée à une mesure bornée gnag de G. Donc la
, 

transformée de Fourier de est un élément de B (G) et aussi de
-

A (GIH-L); mais non de A (G),

III. Une autre caractérisation.

1.3.1. - 1. Désignons par Hom (G, Il), l’espace vectoriel formé par les
représentntioirs réelles et continues de G. Sur Horrr (G, R) la topologie de
la convergence simple et la topologie de la convergence compacte sont iden-
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tiques. Hoin (G, .R) muni de l’une des deux topologies devient un espace

complet et localement convexe. Roin (G, .R) et Hom (R, G) sont isomorphe.
Si -U est un sous groupe ouvert de G, Inapplication Qg qui fait correspondre
à sa restriction H, est linéaire continue, suijective.
(Cf. : [2], page 48).

1.3.1. PROPOS1TION 1. Si H est sous-groupe ottvert d’un g1’oupe G,
LOA ; Hom (H, R) est isoiiiorphe à l’espace quotient de Hom (0, Il) par
Hoin R).

a 

C’est une autre formulation du théorème 1, ch. 1 de Ries [2].

COROLLAIRE 1. Si ~ est un sous-groupe ouvert de G, tel que :

alors Hom (G,1~) = Hom (GIE, R).
C’est une conséquence de la proposition 1 - (1.3,1.).

1.3.1. PROPOSITION 2. groupe LCA, aclors Hom (G, R) est

un espace de Bait’e.

G = Bn m G’ où G’ admet uu sous-groupe ouvert compact G" [3].
Donc

D’autre part, Hom (G"~ R) == car G" est compact, donc :

Corollaire 1 de la proposition 1 - (1.3.1.). Il en résulte que:

on sait [2] que Hom (G’/G", R) est un espa,ce de Baire : G’/G" est discret :
Hom (G, R) est un espaces de Baire.

1.3.1. THÉORÈME 1. Si Hi est un sous-groupe fermé de G, .LCA, à
. chaque 11 E Hom R) il correspond l E Hom (G, R) telle que la restriction

de l à Hi est 11 (Cf. [4]).

1.3.1. LEMME 1. Soient G un groupe et x E G. Oit bien n --~- xl,

est un isoiiiorphi-gme de Z sui- son image ou bien l’i1ua,ge de Z par cette ’t’c.

présentation est un so2cs-groupe relativement conipact de G. Voir : A. Weil [3].
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1.3.2. - 2. Nous allons étudier certaines caractéristiques d’un gronpe
G, .L CA.

1.3.2. DEFINITIONS. Soient G un groupe ct a E G.

1 ) Nous que a est un élénlent de torsion de G si l’ordre de a

est fini.
2) Nous que a est éléiiieitt cotiî_pact de G s’il existe un sous-

K contenant a.

Tout élément de torsion de G est évideitiment un élément compact;
mais la réciproque n’est pas toujours vraie: par exemple si G est compact
tout élément de G est compact, mais il n’est pas en général un éléinent
de torsion. Par coutre si G est discret, alors tout élément compact de G
est uu élément de torsion.

1.3.2. THÉORÈME 1. Soient G ini groupe et xo E G ; Xo est un élé-

de G si et settlement si 1 (xo) = 0, tout l E Hom (G, R).
Xo est un élément compact de G ; il existe, par dé6nition un sous-groupe

compact K contenant xo . Or toute lE Hom (G, R) s’auuule sur K, donc

Supposons que §f 1 E Hom (G, R), l (xo) = 0. Soit H le sous groupe cy-

clique engendré par xo; désignons par H sa fermeture. Si H n’est pas

compact, il est nécessairement isomorphe à Z. Lemme 1 - (1.3.1.). Donc,
alors, Hom (H, R) ~ (0).

Soit alors l1 E Hom (H, =1= 0, évioemment l1 (xo) =1= 0. On sait -

1 - (1.2.1.) - qu’à If il correspond dont la restriction à H

est li . O11 aura donc 1 (xo) ~ 0 ; y ce qui est contraire à l’hypothèse. Autre-

ment dit H est nécessairement compact: lemme 1 - (1.3.1.) ; i xo est donc

un élément compact de G.

1.3.2. THÉORÈME 2. Lleiisemble des éléiiieitts cotiipacts H d’un groupe
G, LCA ; est feî-iîié de G.

Considérons le sous-groupe .H défini par :

Si x E .g, 1 (r) = 0, V 1 E Hom (G, R) -&#x3E; .g c Ho : théorème 1 - (1.3.2.), en
vertu du même théorème si x E (x) = 0 pour toute 1 E Hom (G, R) ==&#x3E;
&#x3E; Ho c H. Donc go = H qui est évidemment un souî3.groupe fermé de G.
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Remarquons qne si il existe alors (G, R), telle que

10 (x) # 0.

1.3.2. PROPOSITION 1. Soient G un groupe LCA et H un 

de G. On suppose:

1°) aucun élénieiit de H sauf e, n’est 

2°) ititettît de G/H sauf e, éléntent neutl’e de GIH, n’est conlpact.
A lors G ne possèd e aucun élé1nent 

Il suffit de inontrer que si x E G alors x n’est pas compact.
Soit 2g; G - GIH. Si x est compact, il existe un sous-groupe compact K

conteiiaiit x; alors iH(x) est cOlnpact ell G/.g, ear il est contenu dans

qui est un sous groupe cOJnpact de G/.g. Ce qui est contraire à

l’hypothèse.

1.3.2. PROPOSl1.’ION 2. Soient G un gi-oiil?e LCA et H ’lUt sotts-groupe
ouvert de G. Si et Hoiti (GIH, R) -_= (0) (1 loi-s 

On a Îlnlnédiatemeut:

Corollaire 1 de la proposition 1 - (1.3.1). Doue 

1.3.2. PROPOSITION 3. Soient G groupe LCA et Ho Ileitseiitble des

conipacts de G ; alors aucun = (e) °

. 
110 est un sous groupe fermé de G: théorèrne 2 - (1.3.2.). Soit 

telle et

puisque 10 s’aunule sur Ho: théorème 1 - (1.3.2.). On voit

qn’il existe

-

telle que (x) = lo (x) =p 0. Donc aucun élément de GIEO n’est conlpact.
11,

1.3.2. NOTATIONS. Soient G un groupe .LCA et G, le groupe dual.

On désignera par :

go, (resp. yo), la composante connexe de e (resp. e)

Ho, To), l’ensemble des élément,s compacts de G, (resp. G).

1.3.2. LEMME 1. Soient G un gi-oit pe LCA et G le dual ; on n,

alors :

(voir Hewitt-Ross [5]).
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1.3.2. THÉOItÈME 3. Soit G un groupe LOA, les trois sont

équivalentes :
(i) G est coltitexe

(ii) tozct éléolent de G est non e

(iii) tout de G, distinct de G, est le)caleîiteiit ’ln-né-

gligeable.
Pour l’équivalence de (i) et (ii) voir Hewitt.Ross [5], ou le lemme 1.1.3.2.

(ii) ===&#x3E; (iii) : Aleun sous-groupe, sauf e de G n’est compact, puisque

tout élément de (Y, sauf e est 110n compact. Donc tout sous-groupe H fermé
de G, (.H # G) est non ouvert, ce qui équivaut à : H est loealelnellt 1n-négli-
geable : théorème 1 - (1.2.1.).

(iii) &#x3E; (ii) : Si tout sous-groupe fermé .g de G, (H ~ G), est localement

m-négligeable, alors H est non ouvert : théorème 1 - (1.2.1.), done H n’est

pas compact dans G D’où le résultat.

COROLLAIRE 1. Soient G un groupe LCA et G le groupe dual. Il

existe un sous-groupe fermé H de G, tel que GIH soit connexe, si et seu-

lemeiit si G possède un élélnellt non compact.

Si y E G est non compact, le sous-groupe cyclique r, engendré par y
est isomorphe à Z; est compact, connexe.

Si H # G est un sous-groupe fermé de G, tel que soit connexe,

alors aucun élément de Hl, sauf e u’est compact : tbéorème 3 -
(1.3.2.).

1.3.2. THÉORÈME 4. Soient G ’Un groupe LCA et G le groupe ducr l.

Les trois sltivantes sont équivalentes.
(i) G est totalefzent discontinu

(ii) Hom (R, G) _ {O}
(iii) il existe ouvert r de G tel que :

est totalemeiit discontinu

répond à
la question.
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(iii) &#x3E; (ii): Si I’ est un sous-groupe ouvert de à tel que: Hom (r, R)=

_ (0 et Hom R) = {O}; on a : Hom (G, R) = (0 : corollaire 1, de la
proposition 1 - (1.3.1.) donc Hom (R, G) _ (0j.

1-1

1.3.3. - 3. Soient G au groupe LCA, G le groupe dual Eo go et 
Io étant tels qu’ils sont définis dans « Notations » - (1.3.2.).

.

1.3.3. THÉORÈME 1..Le go Ho est ouvert dans G ; il est le

plzcs petit sous groupe ouvert ~ie G, contenant Ho.
On sait [3] que : 10) X F où ~’ est un groupe abélien compact

et connexe; 20) X G’ où G’ est un groupe LCA, contenant un
sous-groupe G" compact et ouvert.

go est un sous-groupe de G’ et donc Ho est ouvert dans
G’. Il eu résulte que est un sous-groupe ouvert de G. Or 

puisque Donc gogo est ouvert; évidemment il est le

plus petit sous-groupe ouvert de G, coiitenaii t y (puisque goho RI’ X Ho).
Sigualosons de plus que : go est compact.

Remarquons aussi que dans ce cas = (y. ri car = 

puisque est ouvert.

REMARQUE 1. Si G est totalement discontinu, alors .go est ouvert;
puisque et est ouvert: théorème 1 - (1.3.3.). Donc si G

est totalement discontinu et de plus alors G est discret.

Soit un groupe si ~o est ouvert alors go est compact. Car

i est compacts. Réciproquement si go est compact alors

..go est ouvert. En effet, go c Ho et go.,go est ouvert: théorème 1 - (1.3.3.);
comme .go = Ho est bien ouvert.

RAMARQUE 2. Supposons G connexe, alors Ho est compact. En effet,
go = 6 et go fl go qui est compact. Alors Ho’ = yo est ouvert

[7].

1.3.4. - 4. Considérons l’espace 01 (G) formé par les fonctions f sur G
-

telles que f E Li (G) et c; 1 E .L1 (G). On sait [3] que les fonctions appartenant
à Õ1 (G) sont continues et que 01 (G) = (C1 ( G)).

Si f et g E C~1 (G), alors f. g E 01 (G) et fg E 01 (G). Autrement dit,
Õi (G) possède deux structures algébriques : structure d’algèbre convolutive
qu’on notera par Õ1. (G) ; structure d’algèbre multiplicative qu’on désignera
par ~i . (G).
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est visiblement une norme. L’espace
- . , , ..... - 

11- Il..&#x26;.’’ , 11- 11&#x26;

01 (G) muni de cette norme est complet. En effet, soit une suite de Cauchy,

est une suite de Cauchy dans Li (G); elle

admet donc une limite fo E Li (0).
11,

est une suite de Cauchy dans L’ (0); elle

admet donc une limite go E .L1 (i97).
D’autre part comme est la lilnite, pour la

n

convergence uniforme, de ln. On sait : ([7] corollaire 1 du théorème 2, chap.

- 
- 

,,- -"""1- ’1- --1.-

l’infini. L’espace Õ1 (G) est donc un espace de Banach.

Soit l’application : de ~1 (G) dans est uu

endomorphisme; cette application est continue : il suffit de remarquer que
l’on ait :

- 

1°) établissent entre les espaces 01 (G) et Oi (G) deux isomor-
phismes, dont l’un est la réciproque de l’autre,

Désignons par le dual topologique de 01 (G). On q les résultats
suivants :

a) est partout dense dans 0° (G); la topologie induite par

C° (G) sur 01 (G) est moins fine que la topologie initiale. Donc toute forme
linéaire continue sur C°(G) est aussi une forme linéaire continue sur 
autrement dit s’identifie à un sous-espace de 0- (G).

b) On sait: [3] qne ~1 (G) est partout dense dans Li (G) et la topo-
logie induite par L’ (6) sur Oi (0) est moins fine que la topologie initiale.
Donc toute forne linéaire continue sur .L1 (G) est aussi une forme linéaire

continue sur Ôi (0): autrement dit L- (G) qui est le dual de Li (G), s’iden-
tifie à un sous-espace de 0- (G). En particulier B (G) et s’ideuti6ent

à deux sous-espaces de 0°°(C) car:
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2°) 0°°(~) étant nlnni de la topologie forte, 7 et y établissent entre

000 (G) et (G) deux i,,ïomorplii,,iiiies. 7- et 9 seront définis par transposition,
compte tenu du résultat de 1°).

Si et ~ E (~°° (G), 

Si la mesure de Haar nt sur G et la mesure de Haar Â sur G sont

harmonisées.

].3.4. PROPOSITION 1. Soit Si U est une mesure bornee sur

G, les définitions des U et ~ U, au sells de 2°) (1.3.4.) coïncident avec celles

propriété 2 - (1.1.2.).
Si U est une mesure bornée sur G, désignons par f sa transformée de

Fourier au sens de la propriété 2 - (1.1.2.). On sait que f E B (G) et f peut
être identifiée à un élément de Ôoe (G). Alors pour toute g E Oi (G), on a :

donc 7 U:= 
Si li est une mesure bornée sur G, ne dépend pas du choix d’uue

iiiesiire de Haar.

Il en résulte que et B (G) sont isomorphes si l’on identifie

à un sous-espace de CD- (G), et B(G) à un sous-espace 

Même remarque pour et A (G).

On a déjà vu que si i 
’ 

aura égalelnent la propriété suivante : si g E 01(G) et nous avons :

4. Dérivée convolutive.

1.4.1. - 1. Soit G un groupe LCA. Nous désignerons par U(G) la

famille des sous-groupes ouverts de G, tels que la dimeusion de l’espace
Hoin (H, R) soit finie. Si HE U (G) alors est de

dimension finite, puisque non] (G, R)jHorn est isolnorphe à Hom (H.R):
proposition 1 - (1.3.1.).
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Nous noterons, avec Riss : [2] par H (G) la famille des sous-groupes
compacts .g de G, tels que la codimension de Hom (R, K) soit finie dans
Hom (R G).

Si KEH(G), alors on a KI E U(G) et réciproqnement. En effet, si

par défiuition Hoiii (R, G jg) est de dinensiun finie d’après ([2],
chap. I, tli, 1). Donc Hom (K 1, R) est de dimension finie, comme K1 est
ouvert dans G ; on a U (G). La réciproque est évidente. Remarquons
de plus :

a) le sous-groupe go Ho E U (G), car go Ho est ouvert ; tbéorème 1 -

(1.3.3.) et Hom est de dimension finie. Puisque
À

on a : 90 n Ho E U (G).
b) Si go est compact, alors Ho et ro sont ouverts : remarque 1 du

théorème 1 - (1.3.3.). Donc HoE U(G) et roE et IOEH(G).
c) Si K est un bon sous-groupe compact de G, an sens de Brulat :

[8], alors En effet, est un groupe ue Lie et il est l’extension

d’un groupe discret L1, par Rn X TP &#x3E; X ZP X E où E est un

groupe compact. D’où le résultat.

1.4.2. - 2. Nous allons définir une autre notion de dérivée sur un

groupe 0,1 L C A, qui sera liée à la structure d’algèbre convolutive de Li (G).

1.4.2. DEFINITION 1. Soient G un gro2cpe LOA, 10 un éléiiieitt non nul
c1e Hom (G, R) ; nous lli1’ons fonction f définie G est convottitivei&#x3E;ient

dérivable lo, si ./. E Li (G) et lo f E Li (G).
lo f sera appelée dérivée coavolutive de f relativement à lo .
Dans toute le suite, au lieu de: « f est convolutivement dérivable »

relativement à do, 1 nous dirons : « f est relativement à lo .
Désignons par Zo) l’ensemble de toutes les fonctions définies sur

G et C-dérivables relativement à lo . On a évidemment lo) C Li (G).
Nous avons les propriétés suivantes :

(Pi) : l’application f - lo f est linéaire de Li (G, 10) dans Li (G).

et

d’où
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Comme ~ nous avons : Donc:

1.4.2. DEFINI1’ION 2. Nous qu’une fonction f définie G est une

fois C-dériuo,ble, si f E 1~1 (G) et si l f E Li (G) pour to2ct l E Hoin (G, R). Nous
désignerons par Li (G i, J) l’ensetnble de toutes les foaictioars définies sur G
et une fois C-dérivccbles.

Soit m un entier positif. Nous dirons qu’une fonction f définie sur G
est 1n fois si pour tout système d’entiers positifs :

pour tout système :

Nous désignerons par Li(G;1n,J) l’ensemble de toutes les fonctions définies
sur G et nt fois 0-dérivables.

Soit l’espace: Li (G; oo, J) = n Li (G; iii, J ). Si une fonction JE Li (G ; 00, J )
m

nous dirons que f est indéfiniment 0-dérivable. Nous avons alors :

1.4.2. GENERALlSA1’ION. Soit lo un élément non nul de Hom(G,R).
Notons par M" (G, 1.), l’ensemble des mesures bornées sur G, telles que
lo,u E M 1 (G). L’application : de M 1(G, lo) dans est évidemment

linéaire. Si Il et v E M 1 (G, lo) on a :

De plus la mesure de Dirac ô est Isolément unité de M 1 (G, 10) et Zo = 0.
Nous avons ainsi défiiii la C-dérivée sur (G, lo).

Nous formerons de même les espaces M 1 (G ; 1, J), et

oo, J). Evidemment |V| (G; oo, J). Plus généralement toute me-
sure sur G, à support compact appartient à oo, J). En particulier
une mesure ponctuelle Ex de masse égale à 1, placée en x E G est un élé-
ment de l’espace oo, J).

1.4.3. - 3. g étant un sous-groupe ouvert de G, L c A, formons l’espace
Il (H; 1, J), toute fonction JE L1 (H; 1, J) peut être considérée comme une
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fonction sur G, nulle en dehors de .g et égale à f sur .ff. Diaprés (1.3.1.)
et la remarque 1 du théorème 1 - (1.2.1.), f devient alors un élément de

Li (G ; ;1, J). Donc pour tout l’espace Li (H; 1, J) peut être iden-
tifié à un sons-espace de 1, J).

1.4.4. - 4. Soit H uo sous-groupe fermé de G, 
a) L’espace 1 J ) peut être identifié à un sous espace de

-

En effet, à chaque 1 E Hom (H, R) correspond 

telle que la restriction de l à H est l: théorème l-(1.3.1.);si/6Z~(~l~J)y
et If ni H peuvent être identifiées à des mesures bornées sur G.

b) Si pour tout lE Hom (GjH,R).
Donc, on peut identifier g à une fonction g sur G, qui est une fois C-

dérivable relativement aux 1 E Hom (G, R) qui sout nulles sur g.
c) 1~ J), on a :

pour tonte 1 E Hom R), donc 1, J). Si 1 E Hom (6, R)
est non nulle sur H, on a et mais on

n’a pas l ( f ~ ~iB ) = l f ~ ~ng .
Pourtaut si .gl est compact ou si alors pour tout lE Hom (G, R)

et pour nous avons : l (f * = Li (GIH).
d) Supposons H1 totalement discontiuu, alors Hom (G/H, R) --- 

théorème 4 - (1.3.2.). Alors tout f E L1 (G), f. m~ E .L1 00, J) et toute
C-dérivée de est nulle sur Par contre si y6L~(7;l,7) et
l E Hom (G, R), mais n’est pas nulle en général.

REMARQUE. Soit si le support de ,u est contenu dans 

alors Il est iiidéfiniineiit C-dérivable, mais toute C-dérivée de ft est nulle.
Supposons Ho onvert; c’est le cas par exemple si go est compact:

remarque 1, du théorème 1 - (1.3.3.). si le support de f est
contenu dans y alors f E Li (G ; oo, J ), mais toute 0-dérivée de f est nulle.
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OHAPI1’RE II

DÉRIVÉE AU SENS DE J ; COMPARAISONS

1. véflnition de la dérivée au sens de J.

2.1.1. - 1. Reprenons l’espace Li (Q’, lo) de la définition 1 - (1.4.2.).

.11

Nous appellerons dérivée

au sens de J, de la fonction f, suivant lo.
.11

Dans toute la suite au lieu de est la dérivée, au sens de J, de

la fonction f, suivant 10 », nous dit-oits « J lof est J dérivée suivant 

Désignons par 7(L’ (6~ 10» limage de Li ((~, ~) par 7. Nous avons les
propriétés suivantes:

(1) l’application: de l’espace dans A (6) est
linéaire : défiuition 1 - (1.4.2.) - (Pl).

définition 1 - (1.4.2.) - (P2) et

Formons les espaces (

~~ n

et appartient à A (G). Nous dirons : / est une fois continuement J-dérivable.

Désignons par 

système d’eutiers positifs et les

existe pour tout système d’entier

positifs 1 et pour tout système



285

(il y 12 y... 1,,); les 1, E Hom ( G, R). Nous dirons que est nt fois continue-
- 

ment J-déri vable. Evidemment L’entier positif tu s’appelle
l’ordre de dérivation. 

Soit f E (G ; 00, J)) ; toute dérivée de tout ordre de f existe, con-
_ 

/

tinue et appartient à  (L1 (G ; 00, J)). f sera dite indéfiniment et continue-
ment y-dérivable.

GENEKALisATiON. Soit (65 lo), l’espace défini daiis généralisation
/ /

(1.4.2.). Si et Donc 

posons

11, /"0,.

Nous dirons que J 10 ft est J-dérivée de p suivant lo . L’application :

est linéaire de (G, lo)) dans

et

Nous formerons de mêine les espaces f (M i (G ; 1, J», 
"" "Il

et iF (M 1 (G ; 00, J)). Si ju E (M 1 (G ; ))) est continuement, une fois J’-

déri vuble. existe pour tout et ft, Soit

n n 

p est z fois continuement J-dérivable. est indé-

Î1ll11118I1t et continuement J-dérivable. Toute J dérivée de tout ordre de p

appartient à B (G).
Evideminent £Fà = 1 est un élément unité de B (G) de plus J 1= 0

pour tout 1 E Hom (G, R) ; puisque 1 8 .- 0 pour tout 1 E Hom (G, R).

2.1.2. - 2. Soient H un sous-groupe fermé de G et 
/

ous supposons que le support de li soit contenu dans H. Alors p est io.

variante par H1 et J 1 It = 0 pour tout 1 E Hom (G/H, R).

5. gnnadi della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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Soit T un sous-groupe fermé de G. Nous avons :

/’0..

l E Hom (G, R) ; on peut identifier 93 à un élément d

telle que la restriction

et lu restriction de pour totit 1 T’

, 

général, égale à la J-dérivée sui vaut 1 de la restriction r : (1.4.4.) - c.

Pourtant si F est ouvert ou si 0393 = yo , alors la restriction de J 

r est égale à la J-dérivée suivant l, de la restriction de f à l’.
..

4°) Supposons h totalement discontinu, soit la

restriction de J l g à 0393 n’est pas nulle en général, mais, la J-dérivée sui-

vant l, de la restriction t1e g est nulle.

2.1.3. - 3. Soit telle que le supporta soit contenu dans H° .

li est non constante, contiuue sur G, bornée, indéfiniment J-dérivable et
11,

J 1 li = 0 pour tout l E Hom ( G, R).
Supposons ouvert. Soit f E Li (0) telle que le support de f soit

ontenu dans Alors et f est indifiniment J-dérivable, on u
/

J 0 pour tout l E Hom (G, R).

Soit g une fonction sur G indéfiuiuaent et continuement J-dérivable ;
nous dirons que g est du type dérivée-nulle si g n’est pas constante et si

pour tout l E Hom (G, R).

2. Comparaison de la dérivée au sens de Riss avec J-dérivée.

.11

2.2.1. - 1. On sait [2] que Hom (G, R) et Hom (R, G) sont isolnorphes.
Nous noterons par 1 Ilélèment de qui correspond à 1 E Hom (G, R).

, 

2.2.1. THÉORÈME 1. Soient G un groupe LCA, G le groupe dual et

considérée une fonction -Ru G est indéfiniment, continuement
Et on a J l 1 = l (xo) pour tout lE Hom (G, R).
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Soit e X0 la mesure ponctuelle de masse égale à 1 placée en xo. Ou a

Or

donc 1 est indéfiiiimeiit, continuenent J-dérivable : généralisation (2.1.1.).

PREUVE 1. Soient et Nous avons

D’où :

PREUVE et peuvent être identifier à deux éléments de
...........

C°° ( G) (1.3.4.). Soit 9 E C), (G). Noua avons ( (l E xa), g ) = t (xo) (97g) (xo) =
= ( l (xo) xy’ g . Donc on a : 1 = l (x.) proposition 1 - ( 1.3.4,).

2.2.2. - 2. Soient G un groupe L c A, G le groupe dual.

2-2.2. LEMME 1. Soit xa uu éléiiieiit de G. Considérons 
1 
comme une

 i 
fonction sur G, alors pour tout l E HOIH (G, R), on a : d 1 ,x = J 

Soit 1 E Hom (G, R) ; nous avons J 1= Z (xo) théorème 1 - (2.2.1.).
Or

([2], chap. 1.) avec :

Doiic

2.2.2. THÉORÈME 1. Soit e au sens de Riss suivant
n

alors il 

10 E oili (G, R), tel que g est suivant
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Soit xo un élément quelconque de G. Nous avons

n

([2], chap. 1, § 3, proposition 6 et 7). On sait: lemme 1 - (2.2.2.), que à 10
.;tI".. 

il l correspond l’élément tel que d Lo 10 (xo) x 1.

ce qni donne :

prouve que g est J.dérivable sui vaut lo et on a :

2.2.2. PROPOSITION L A (G) étant l’espace défini par Riss ([2]), toute

fonction g appartenant à A(G) est indéfiniment continuement J-dérivable ;

pour on a 9

Soit 9 une fonction sur 6, quelconque, appartenant à A (6). On a

et est indéfiniment de plus toute 0-dérivée de

7g appartient à A (G); donc g est indéfiniment, coiitinuement J-dérivable

et toute J-dérivée de g de tout ordre appartient a A (G).

Soient g E A (G) et 1 E Hom (G, R). Evideinment J 1 g existe et appartient
à A1 (G). A t’élément il correspond l’élément 1 E Hom (R, 0). Par hypothèse

d 19 E A (6). Nous avons donc g et d 1 g E 01 (6), les conditions du théorème

1 - (2.2.2.) sont remplies. Il en résulte que à 1 il correspond le et

on a 

COROLLAIRE 1. Soit le dual de A(G). Sur l’espace la

transposée de la J-dérivée suivant l, et la transposée td 1 de la dérivée
au sens de Riss suivant 1 coïncident pour 

Soit une S.distribution quelconque. On a
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pour toLlt g E . (G) et pour tout 1 E Hom (6, R) nous avons J l g = d l g :

proposition 1 - (2.2.2.). Donc tJ 1 l’ = td l T pour tout T E 1’ (G).

2.2.2. THÉORÈME 2. Soit 99 E (M i (6, 10)), cp et J E B (G) géllérali-
sation if, les propi-iétéq suivantes

Oit peut à un élénteîtt T de A’ (G) et J lo à un élé1nent

Ti de A’ (G). De plus nous itvoits tJ 10 11 = Tl
b) A l’élél1ent 10 E Hom (G R) .il correspond l’élément lo E Hom (R, G),

tel que J 10 g = d l 99.
Si D est un polynôme de dérivation au sens de Riss et P un polynôme

en ri; ri E Hom (G, R) ; il est évident que pour tout g E A (G), 99 P (Dg) et

(J 10 p) P (Dg) E Li (G). Donc on peut ideiitifier p à un élément l’ de .’ (G),
et J 10 cp à un élément Ti de A’ (G). Nous avons

D’où

Donc

Ce qui donve

Nous pouvons donc poser J loT = Or à 1() correspond 1;, tel

que T == td 10 T : corollaire 1 de la proposition 1 - (2.2.2.); il en résulte

que un sens de A’ (G). Comme p et sont continues,
on a aussi J 10 ç3 = d 1, 99 au sens de fonction.

CONSEQUENCE. Sur les espaces de fonctions définie dans (2~.1.)~ J l et

d 1 coïncident pour tout 1 E Hom (G, R).
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