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SUR APPROXIMATION DES HYPERSURFACES

par ANDRE HIRSOHOWITZ

1. Introduction.

Si £, est un ouvert de Stein d’une variété de Stein £2,, peut-on
« approcher » les hypersurfaces de £, par des hypersurfaces de £,? La ré-
ponse est, en général, négative mais il s’en faut d’assez peu pour qu’on ose
espérer un résultat & peine moins fort (cf. la conjecture p. 6). En attendant,
on est conduit & chercher des caractérisations des couples (£, , 2,) pour
lesquels la réponse est positive. On obtient ainsi des résultats rappelant le
théoreme d’0Oka-Weil et reliant 1’ « approximation » des hypersurfaces a celle
des fonctions méromorphes.

2. Convergence d’ensembles analytiques.

Soit X un espace métrique compact. Si F, et F, sont deux fermés de
X, on peut poser

d(F,,F,))=sup sup inf d(x,y).

1=1,2 ¢ Fi yEF:.;_i

On munit ainsi ’ensemble des fermés de X d’une structure d’espace métri-
que compact. La structure topologique ainsi obtenue est indépendante de la
métrique choisie sur X ([0] Ch. IT §4 Exercice n° 14).

Si maintenant X est localement compact métrisable dénombrable & I’in-
fini, on considérera I’ensemble F (X ) des parties fermées de X comme un
sous-ensemble de F (:Y\ ) ol :f est le compactifié d’Alexandroff de X, au

moyen de linjection P|— Py {oo}. Comme ? est métrisable, on peut ainsi

Pervenuto alla Redazione 3 Luglio 1970.
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munir F(X ) d’une structure d’espace topologique compact métrisable. Dans
la suite, nous n’utiliserons que les suites convergentes pour cette topolo-
gie. A cet égard, nous disposons du critére suivant:
Soit F, une suite de fermés de X ; la suite F, converge vers le fermé
F si et seulement si
19 Pour tout x dans F il existe une suite x, dans X telle que x, ap-
partienne a F, et tende vers .
2% Pour tout compact K de X ne rencontrant pas F, il existe un
rang A partir duquel F, ne rencontre pas K.
L’ensemble des sous-ensembles analytiques d’une variété n’est pas fermé
mais on a le théoréme suivant dit & Bishop:

THEOREME 1. Soit X, une suite convergente de sous-ensembles analy-
tiques de dimension pure p d’un ouvert £2 de C¥. Si le volume 2p dimen-
sionnel de X, est localement majoré indépendamment de =, la limite X de
la suite X, est un sous-ensemble analytique de £ de dimension pure p.
On trouvera une démonstration de ce théoréme dans [6].

Nous ajouterons simplement un exemple di a K. Stein [5] et qui nous
intéresse tout particuliérement:

EXEMPLE. Soit 2 DVouvert de C* défini par 2, 2, == 0, et soit dans 2

5 7y =€
la courbe I' paramétrée par : .
2y = €*
Soit
0= ((z;,29) | |2, | = | 2] = 1].

Le nombre d’intersections de C et I' est impair. Au contraire, si H est
une courbe (fermée) de C?, le nombre d’intersections de C et H est nul pui-
sque O est homotope & zéro dans C?. A partir de cette constatation, il est
facile de se convaincre de ce que I' n’est pas limite des traces sur Q d’une
suite d’hypersurfaces de C% Signalons que K. Oka a proposé un exemple
analogue [4].

3. Enveloppes de compacts.

Soit 2 une variété de Stein et soit K un compact de £ et notons g (K )
l’intersection des ouverts de Stein de £ contenant K. On a la

ProposiTION 1. Pour qu’un ouvert de £ soit de Stein, il faut et il
suffit qu’avec tout compact K il contienne g (K).
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DEMONSTRATION. Vérifions d’abord que ¢ (K) est compact et admet un
systéme fondamental de voisinages de Stein. Si U est un voisinage ouvert
de Stein de K, on peut intercaler entre K et U un ouvert de Stein V re-
lativement compact dans U. L’ensemble ¢ (K ) est alors compact comme
intersection de compacts. Maintenant ¢ (K) admet un systéme fondamental
de voisinages de Stein: en effet, au besoin, & I'aide d’un plongement de 2
dans un espace numérique, on peut construire un voisinage U de g (K), de
Stein et relativement compact dans £. Soit V un voisinage de g (K ) con-
tenu dans U et supposons que V ne contienne pas de voisinage de Stein
de g (K). Alors les fermés W n(U— V) ont, lorsque W décrit la famille
des voisinages ouverts de Stein de g (K), la propriété de l’intersection finie.
Leur intersection n’est donc pas vide. Soit # dans cette intersection: x n’est
pas intérieur & chaque W sans quoi «x serait dans g (K). Soit donc W, pour
lequel x est point frontiere. On peut alors choisir un W voisinage de Stein
de g (K ) relativement compact dans W, et donc tel que W ne contienng
pas 2. D’ou Pabsurdité.

Maintenant, la condition nécessaire étant évidente, considérons un
ouvert U de £2 tel que si K est dans U, g(K) aussi. En présentant U
comme réunion croissante de compacts exhaustifs K,, on a U= l,{ g (Kyn)-g(K,)
étant compact et admettant un systéme fondamental de voisinages de Stein,
on peut lui trouver dans U un voisinage ouvert relativement compact dans
U et de Stein, soit U,. Comme les K, sont exhaustifs, on peut extraire de
la suite U, une suite croissante, ce qui prouve que U est de Stein.

C.Q F.D.

PROPOSITION 2. Soit 2 une variété, K un compact de £. Alors ’enve-
loppe d’holomorphie usuelle de K s’écrit aussi:

Ko =[(2€Q [N feO"(Q):|f ()= inflz'{lf(w)l?-
xe
DEMONSTRATION, Soit z hors de j\(g et g€ O (L) tel que g(z)=1>
> |lg|lx. Alors e=¢ ne s’annule pas et on a |¢=¢@)| < inf|e—9@ |,
ve K
Réciproquement, soit 2z dans 2 et supposons qu’il existe f dans O*(2)
1
telle que |f(2)| < inf |f(r)|. Alors si on pose g = —,
ze K f
lg(2)| > sup |g(x)].
ze K
C.Q.F.D.
Soit £2 une variété, K un compact de Q et soit mK, ’ensemble des

points 2z de Q tels que toute fonction analytique sur £ s’annulant en 2 ait
des zéros dans K.

4 . Annalr della Seuola Norm. Sup. Pisa.
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PROPOSITION 3. K, peut s&’écrire
(2€eQ | feO0@): |f(2)| = inl’r;|f(x)|}
TE

et est en conséquence fermé.
Démonstration évidente.

PROPOSITION 4. Si £2 est de Stein, pour qu’un ouvert U de £ soit de
Stein, il faut et il suffit que pour tout compact K dans U, ygKy soit compact.

DEMONSTRATION. Elle découle sans difficulté du travail de T. Docquier
et H. Grauert (Math. Ann., 140, 1960, p. 94-123). C. Q. F.D.

Enfin, si £ est une variété et K un compact de O, notons Ko len-
semble des points 2z de 2 tels que toute hypersurface de £ qui passe par
2 rencontre K.

Nous verrons plus loin que si £ est de Stein, et K est un compact
de £, Ko est compact. Nous donnerons ici un contre-exemple pour le cas
ol 2 n’est pas de Stein. Construisons £ par éclatement (cf. [7]) de Vorigine
dans C? et prenons pour K une sphére entourant l'origine dans C2. Il est
facile de voir que K, est dans ce cus la boule toute entiere privée de
I’hypersurface issue de 1’éclatement.

4. Théordmes d’approximation.

PROPOSITION 5. Soit {2 une variété de Stein, f une fonction analytique
sur 2 et posons H = f—1 (o). Toute fonction analytique sur £ — H est limite
uniforme sur les compacts d’une suite de fonctions méromorphes dans 2
dont les pdles sont contenus dans H.

DEMONSTRATION. Si £ est égal a C* et f(2) =2, , il est facile de voir
que Vapproximation peut se faire & ’aide des sommes partielles de la série
de Laurent. Nous raménerons donc le cas général a celui-la.

Soit p un plongement de 2 dans (21! et plongeons 2 dans C2"+2 par
(p,f). & — H est ainsi plongée dans (>+2 — (2»+1, En prolongeant a
(22 — (21 toute fonction donnée sur Q — H, on se rameéne au cas
antérieur. C.Q.F.D.

PROPOSITION 6. Soit £ une variété de Stein et h une hypersurface de
Q, alors 2 — I est de Stein.

DEMONSTRATION. Considérons £ comme une sous-variété de C* et soit
U un voisinage de Stein de £ dans (" tel qu’il existe une projection ana-
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Iytique ¢ de U sur L. Un tel voisinage existe ([1] Th. VIII C 8). Posons

b= o~ ! (h); c’est une hypersurface de U. U —T est localement pseudocon-
vexe donc de Stein d’aprés un théoréme classique d’Oka. 2 — h est alors
de Stein comme sous-variété d’une variété de Stein. C.Q.F.D.

PROPOSITION 7. Soit £ une variété de Stein, h une hypersurface de £2.
Alors toute fonetion analytique dans 2 — h est limite uniforme sur tout
compact de 2 — h d’une suite de fonctions méromorphes dans £ dont les
poles sont contenus dans h.

DEMONSTRATION. Soit ¢ le faisceau analytique cohérent sur £ des fone-
tions holomorphes dans 2 — b méromorphes dans 2 et admettant des sin-
gularités d’ordre 1 le long de h. Maintenant, soit ¥ un point de h, f un
germe de fonction analytique en x définissant » en x; d’aprés le théoréme

1
A de Cartan, — = 3 ¢g;m; ou les m; sont des sections globales de < et

r
les ¢g; des germes de fonctions analytiques au voisinage de x#. On a donc

1=2g¢;f m;. Mais, vu la définition de %, fm; est analytique au voisinage
de x. Il en découle que l'une au moins des fonctions fm; est non nulle au
voisinage de x. Notons m, la fonction méromorphe correspondante.

Maintenant, soit %, la suite des composantes irréductibles de % et =,
un point de h, . La suite x, tend vers le bord de Q. D’aprés ce qui pré-
cede, on peut choisir une suite m,, de fonctions méromorphes dans Q telles
que m, soit holomorphe hors de h, et tende vers 'infini au voisinage de
z, . La suite d’hypersurfaces h, étant finie ou tendant vers le vide, on peut
choisir des coefficients 1, de fagon que la fonction X' 4, m,, soit méromorphe
dans £, holomorphe dans £ — h, et tende vers Vinfini au voisinage de chacun
des points x, . Notons », cette fonction. C’est une section du faisceau £
I’ensemble P, des points de k au voisinage desquels », ne tend pas vers
l’infini est un sous-ensemble analytique de 2 qui ne contient aucun des x,
done aucun des h, . Il est donc de codimension 1 dans h. Maintenant P,
admet une décomposition en composantes irréductibles et si y, est une suite
de points rencontrant chacune de ces composantes irréductibles, on peut
comme précédemment construire une fonction r, section de &% tendant vers
Pinfini au voisinage de tout x de P, sauf sur un sous-ensemble analytique
P, de codimension 1 dans P,. On définit ainsi ry,..,7,, Py,..., P, et on
obtient P, = (J pour »n suffisamment grand puisque les dimensions des P;
gont strictement décroissantes.

Soit maintenant p un plongement de 2 dans C¥. Nous allons voir que
P’ = (p, ¥y ., ) réalise un plongement de 2 — b dans C¥*t». Pour cela, il
nous suffit évidemment de prouver que cette bijection est propre.
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Soit K un compact de C¥t», K sa projection sur C¥ et L limage ré-

ciproque de b par p. L’ensemble L est compact dans 2 puisque p est un
plongement. 11 nous reste donc & montrer que p’—!(K) n’a pas de point
adhérent dans h, ce que précisément la construction des »; nous assure.
Maintenant, soit ¢ une fonction analytique sur £ — h; d’aprés le théoréme
B de Cartan, g, considérée comme fonction sur p’ (£ — k), est la restriction
a p’ (2 — h) A’'une fonction entidre sur CN+" tout entier. On peut alors ap-
procher cette fonction sur les compacts de p’ (2 — ) par les sommes par-
tielles de sa série de Taylor, donc par des polyndmes en les coordonnées.
Comme les coordonnées restreintes a p’ (2 — h) sont des fonctions méromor
phes sur £, on obtient l’approximation cherchée. C.Q.F.D.

CONSEQUENOCE. Si on reprend les notations de I’exemple de la page 2,
on déduit de la proposition précédente que toute fonction analytique dans
£ — I' peut étre approchée par des fonctions méromorphes dans 2 et que
toute fonction analytique dans £ peut étre approchée par des fonctions mé-
romorphes dans (C?. Par ailleurs, il est notoire qu’il existe des fonctions
analytiques dans 2 — I" qu’on ne peut approcher par des fonctions méro-
morphes dans (2 On est ainsi conduit a la

CONJEOTURE. Soit V une variété de Stein, U un ouvert de Stein de
V, alors il existe une suite décroissante (2; d’ouverts de Stein de V, avec
V=280, et U=in telle que toute fonction analytique dans £; puisse
Gtre approchée uniformément sur chaque compact de £2; par une suite de
fonctions méromorphes dans ©Q; ;.

Il nous est maintenant possible de prouver la

ProPoSITION 8. Si 2 est une variété de Stein et K un compact de £,
1 o est compact.

DEMONSTRATION. Soit &’ une hypersurface de £ ne rencontrant pas K.
A\
D’apres la proposition 6, Kg_j; est compact. 11 nous suffit donc de montrer

P
que Ko = o Q=® Ko_n . 11 est clair que ;Ko contient ’intersection. Mon-

trons donc que Kg,_j contient K, . Soit 2 hors de I/(\g_h:. Si 2z est dans

I/, 2 n’est pas dans ,Ko. Si z est dans 2 —~A’, on peut trouver f analyti-

que dans 2 — b’ telle que | /()| > Sup|f|. La proposition 7 nous permet
K

d’affirmer Dexistence d'une founction ¢ méromorphe dans £2, analytique an
voisinage de K U {z} et telle que |g(2) | > Sup|g|. L’ensemble des poles de
K

————— contient # sans rencontrer K. C. Q. F.D.
g— 9@
En lemme on a la
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PROPOSITION 9. (Oka-Weil). Soit £ une variété de Stein, K un compact
holomorphiquement convexe de (2. Toute fonction analytique au voisinage
de K est limite uniforme sur K de fonctions analytiques dans £ (cf. [3]
Théoreme 5.2.8).

THEOREME 2. Soit £ une variété de Stein et K un compact de Q.
Toute fonction analytique au voisinage de Ko est limite uniforme sur ,Kg
d’une suite de fonctions méromorphes dans £.

DEMONSTRATION. On peut supposer K = ;K, d’apres la proposition 8.
Soit 2’ un voisinage ouvert de K ou f est définie. I’ensemble Ko est un

compact. Posons L = ﬁ\g — O’ 11 est compact. Soit & une hypersurface de

£ ne rencontrant pas K:ﬁg,.h est un compact de 2 — h donc de L.
Ly= LN Kg_; est compact et Knhf]_ o L, = (JJ. Puisque L est compact, on

s A\
peut trouver hy,...,h, telles que LN Ko, N..N Ko, = (J. La réunion

des h; est une hypersurface h et on a évideminent /K\g_h c . Le résultat
découle alors des propositions 9 et 7. C.Q. F.D.

5. Autres théorémes d’approximation.

THEOREME 3. Soit V, une variété de Stein et V, un ouvert de Stein
de V,. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Toute fonction analytique dans V, peut étre approchée uniformd-
ment sur tout compact de V, par une suite de fonctions méromorphes
dans V,.

(ii) Pour tout compact K de V,, gKy, contient ,Kv,.

(iii) Pour tout compact K de V,, g Ky, contient V, N Ky, .

(iv) Pour tout compact K de V,, V, N Ky, est compact.

(v) Toute hypersurface principale de V, est limite dans V, d’une
suite d’hypersurfaces de V,.

DEMONSTRATION. 11 est évident que (ii) ==> (iii) == (iv). Montrons que
(iy==> (iii) : Soit K un compact de V, et z dans V, et hors de g Ky,. Soit
f une fonction analytique dans V, s’annulant en 2 sans s’annuler sur K.
L’hypotheése (i) nous assure l’existence d’une fonction m méromorphe dans
V,, analytique au voisinage de KU (2}, s’annulant en 2z sans s’annuler

1
sur K. Les poles de_n? forment une hypersurface h de V, passant par 2

sans rencontrer K.
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Montrons que (iii) => (v). Soit H une hypersurface principale de V,,
et # un point de H. Pour tout compact K de V, — H, on peut trouver
une hypersurface h de V, passant par x sans rencontrer K. Ceci implique
que H contient la limite des traces sur V, d’une suite d’hypersurfaces h, de
V, passant par . On peut alors conclure en envisageant une suite », de
points de H partout dense dans H.

Montrons que (v) ==> (iv). Soit i un compact de V, et M un voisi-
nage compact de K dans V,. Nous montrerons le

LEMME 1. My, est un voisinage de Ky, .

DEMONSTRATION DU LEMME. On peut supposer que V, est une sous-
variété de C» et que £ est un voisinage de Stein de V, muni d’une projec-
tion analytique o sur V,. Il est facile de voir que Ky, = ,Ko. Soit , une
suite de points de V, — ;My, tendant vers un point . Il nous faut mon-
trer que ¢ ,Ky,. Soit = o ! (M). On peut trouver A" passant par x, sans
rencontrer M. 7{,.= o~ (h,) passe par x, sans rencontrer M. Posons &=
=d (K, 0" — ﬁ). Pour » suffisamment grand d (z,x,) <e On voit alors
que w&ff\g_zn. Le raisonnement de la proposition 7 permet de construire Tt
puis h, passant par x sans rencontrer K. L.e lemme est démontré.

Maintenant g Hy, est compact. Nous montrerons que Ky, NV, c gMy,.
Soit # hors de gMy, et /I une hypersurface principale passant par x sans
rencontrer M. Soit U un voisinage compact de x. I’hypotheése (v) nous permet
d’affirmer ’existence d’une hypersurface & de V, rencontrant U sans rencon-
trer M, ce qui prouve que x n’est pas dans lintérieur de ,My,.

Montrons que (iv) ==> (i). Soit f analytique dans V,. Soit M un com-
pact de V,. Posons M’ = My,0V, et M = My,N(Vy,— V,)- M’ et M’
sont deux compacts disjoints et M’y M’/ = ,My,. D’aprés le théoréme 2, la
fonction qui vaut fsur M’ et 0 sur M’/ peut étre approchée uniformément
sur M par des fonctions méromorphes dans V,.

Montrons que (iv) =—> (ii).

Comme (iv) =—> (i) => (iii), il nous suffit de montrer que si M est
un compact de V,, M’/ est vide. Soit a € M’’. D’aprés le théoréme 2, on
peut trouver m méromorphe dans V, holomorphe sur M valant 0 en x et

1 . .
non nulle sur M’ P définit alors une hypersurface h passant par x sans

rencontrer M’.
Le théoréeme 3 est démontré.

THEOREME 4. Soit V, une variété de Stein, V, un ouvert de Stein de
1", . Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) Toute fonction méromorphe dans V, peut étre uniformément ap-
prochée sur tout compact au voisinage duquel elle est holomorphe par une
suite de fonctions méromorphes dans V,.

(ii) Pour tout compact K de V,, ,Ky, = 3Ky,

(iii) Pour tout compact K de V,, Ky, = 1Ky,N V,
(iv) Toute hypersurface de V, est limite sur V, d’une suite d’hyper-
surfaces de V,.

DEMONSTRATION. Elle est analogue 3 celle du théoréme 3:

Il est évident que (ii) =—> (iii)

Montrons que (i) ==> (iii)

Soit K un compact de V, et x un point de V, hors de Ky, . Soit h
une hypersurface de V, passant par x sans rencontrer K et M un voisinage
compact de K ne rencontrant pas h. Enfin, soit f une fonction méromorphe
dans V,, holomorphe dans V, — h et admettant un pole en x. On peut
construire par un procédé diagonal une suite m, de fonctions méromorphes
dans V, telle que pour tout compact L de V, — h, m, soit, & partir d’un
certain rang, holomorphe au voisinage de L et tende uniformément vers f
sur L. Soit h, ’ensemble des poles de m, . Au besoin en extrayant une
sous-suite, on peut supposer que la suite de fermés h,N V, converge dans
V,. Soit P la limite. Il est facile de voir que & est dans P sans quoi la
formule de Cauchy montrerait que f est analytique au voisinage de .
Autrement dit, tout voisinage de 2 rencontre 1’une des hypersurfaces h, qui
ne rencontrent pas M. Par suite, # n’est pas intérieur a ,My,. D’apres
le lemme 1, # ne peut, dans ces conditions, appartenir & ,Kvy,.

La partie correspondante de la démonstration du théoréme 3 s’adapte
sans difficulté pour montrer que (iii) =—> (iv)

Montrons que (iv) => (iii)

Soit # un point de V, — nKy, et soit I une hypersurface de V, pas-
sant par z sans rencontrer K. Soit L un voisinage compact de Ky, ne
rencontrant pas h. Ly, ne rencontre pas h. Maintenant, I’hypothése nous
permet de trouver une suite h, d’hypersurfaces de V, tendant vers ! sur
V, sans rencontrer ,Ly,. Il en découle que 2 n’est pas intérieur & pLy,,
donc n’est pas contenu dans ,Ky, d’aprés le lemme 1.

Montrons que (iii) => (i) et (iii) => (ii)

Soit m méromorphe dans V, et K un compact de V, au voisinage
duquel m est holomorphe. Alors m est holomorphe au voisinage de Ky,
et par suite, au voisinage de ,Kv,N V,. Prolongeons m par la fonction
constante et égale a N au voisinage de Ky, — V, D’aprés le théoréme 2,

le prolongement obtenu m est limite uniforme sur ,Ky, d’une suite de fonc-
tions méromorphes m, dans V,.
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Ceci démontre (i).
Maintenant, pour N suffisamment grand, en envisageant des fonctions

1 .
de la forme m, on prouve que ,Ky, — V, est vide c’est & dire

(ii). C.Q. F.D.

6. Exemples divers.

En développant ’étude de V’approximation par les fonctions méromor-
phes, qu’on pourrait appeler rationnelles, dont Vensemble des poles est une
hypersurface principale, on pourrait démontrer deux théorémes analogues
aux théorémes 3 et 4 et concernant Papproximation & ’aide d’hypersurfaces
principales. Nous préférons montrer des exemples prouvant que des pro-
priétés d’approximation ne sont pas équivalentes.

Pour une paire (V,, V,) de variétés de Stein emboitées, notons Lz (resp.
Lgg) la propriété d’approximation des hypersurfaces principales de V, par
des hypersurfaces (resp. hypersurfaces principales) de V, et L celle d’ap-
proximation des hypersurfaces de V, par des hypersurfaces de V,. Comme
nous ’avons vu sur lexemple de K. Stein, la propriété Lg, n’est pas
« transitive ». Elle ne saunrait donc étre équivalente & aucune des propriétés
Lgg ou Ly,. Sur le méme exemple (2, C?) on voit que Lgy n’implique
pas L,,. Je ne sais que dire en ce qui concerne Pimplication inverse.
(C — {0}, C) fournit Pexemple d’une paire qui vérifie Lzp et L;, sans étre
de Runge. Enfin, il est clair que toute paire de Runge a la propriété Lpg
mais elle n’a pas, en général, la propriété L.

7. Les variétés compactes.

Certaines variétés compactes présentent suffisamment de fonctions
méromorphes pour rendre intéressants des résultats analogues aux théorémes
2, 3 et 4. Nous n’énoncerons que ce qui concerne l’espace projectif mais
tout s’étend sans difficulté aux sous-variétés du projectif dont les hyper-
surfaces sont traces d’hypersurfaces du projectif, ce qui est le cas, par
exemple, pour les variétés grassmanniennes [2]. Notons l’espace projectif P.

ProPoOSITION 10. Soit & une hypersurface de P, toute fonction analy-
tique dans P — h est limite uniforme sur les compacts de fonctions méro-
morphes dans P ayant leurs poles sur h.
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DEMONSTRATION. Elle devient évidente lorsque le lemme suivant est
acquis.

LeMME 2. Il existe une suite finie (f,,...,f») de fonctions méromor-
phes réalisant un plongement de P — k dans C¥.
Soient (z, ,...,#,4;) des coordonnées projectives, f une équation de h.

xa
S (@)
sent une injection propre de P — h dans un espace numérique. Cette injec-
tion est méme réguliere hors d’une hypersurface de P. En envisageant un
nombre suffisant de systemes de coordonnées, on parvient & diminuer jusqu’a
— 1 la dimension de ’ensemble des points de non régularité. C.Q.F.D.
En s’appuyant sur la proposition 10, on démontre sans difficulté sup-
plémentaire les

Posons f, () = | @ | = degré de f. 11 est facile de voir que les f, réali-

THEOREME 5. Soit K un compact du projectif dont le complémentaire
est réunion d’hypersurfaces. Toute fonction analytique au voisinage de K
est limite uniforme sur K d’une suite de fonctions méromorphes dans P.

THEOREME 6. Soit £ un ouvert de Stein de P. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(i) Toute fonction analytique dans £2 est limite uniforme sur les
compacts de @ de fonctions méromorphes dans P.

(if) Pour tout compact K de £2, ,Kp € gKo

(iii) Pour tout compact K de 2, 20N ,Kpc zKo

(iv) Pour tout compact K de 2, Qn ,Kp est compact

(v) Toute hypersurface principale de Q2 est limite dans £ d’une suite
d’hypersurfaces de P.

THEOREME 7. Pour un ouvert de Stein 2 de l’espace projectif, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Toute fonction méromorphe dans £ peut étre uniformément ap
prochée sur tout compact au voisinage duquel elle est holomorphe, par une
suite de fonctions méromorphes dans P.

(i) Pour tout compact K de £, Ko = Kp

(iii) Pour tout compact K de O, Ko = ,Kpn Q2

(iv) Toute hypersurface de (2 est limite sur £ d’une suite d’hyper-
surfaces de P.

Je remercie chaudement 4. Douady qui n’aura pas quitté Nice sans
lire ce manuscrit, apporter & son contenu les plus heureuses modifications et
doter la Proposition 7 de la démonstration correcte qui lui faisait cruelle-
ment défaut.
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Axpori: HirscrowInz : Sur approximation
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