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SULLA PERTURBAZIONE DELLE DISEQUAZIONI
D’EVOLUZIONE PARABOLICHE

Nota di MARCO BIROLI (*)

SUNTO - Si dimostra un teorema di esistenza ed unicitd per il problema di Cauchy relativo
a disequazioni d’evoluzione paraboliche contenenti perturbazioni M di L (C(0,T; H);

L*® (0, T; H)).
(per il significato delle notazioni cfr. § 1)

§ 1. Introduzione ed enunciati.

Sia V uno spazio di Hilbert reale di norma || ||, V* il duale di V e
|| ||* 1a norma duale su V*.
Sia H uno spazio di Hilbert identificato con il suo duale per il prodot-
to scalare (,), | | la norma indotta su H dal prodotto scalare (,).
- Sia W uno spazio di Banach reale uniformemente convesso di norma
Il lw, w=« il duale di W e | ||w* la norma duale su W*.
Supponiamo che lo spazio VN W sia identificato con un sottospazio denso
e separabile di H; indichiamo con (V' n W)* il duale di Vn W e con ¢,)
la dualitd tra V0 W e (V0 W)*
Supponiano inoltre che l’iniezione di V' N W in H sia compatta.
Sia K un insieme chiuso e convesso di ¥'n W; supponiamo O€K e
che K sia chiuso in W.
Indichiamo con @ (v, v) una forma bilineare su V soddisfacente alle
seguenti proprieta :

(1,1) la@ol=<Cllu] lv]l  uveV

1, 2) @ (u, u) = o [u]? MuevV

Pervonuto alla Redazione il 18 Luglio 1970.
(*) Istituto di Matematica del Politecnico di Milano. Lavoro eseguito usufruendo di
una borsa di studio del C. N. R. presso I’Universitd di Parigi,
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2 M Birorr : Sulla perturbacione

ove [ ]¢ una seminorma su V tale che (|u |? 4 [u]?)!/? definisce una norma
equivalente su V.
Sia poi A€ L (V, V¥, tale che

(1, 3) CAu,v) = a(u,v) MuveV

Indichiamo con B un operatore non lineare da W in W* che gode delle
seguenti proprieta :

(1, 4) (Bu— Bo,u —v)=>0 Mu,vevVnWwW
(1, 5) (Buyu)= B, ||u|t —B|u|? MuvevnWw
ove ,=0, 8, >0e 1< p<+ o0
(1, 6) IBultv<yllulgt + K >0 MueVaWw
Diamo ora una definizione :
DrF. 1. S8ia M€ L(C(0,T;H); L*(0,T; H)) e u(t) in L= (0, T; H); poniamo
=u(s) ¢.o0. su [o,?]
rou(8) =
= g.o. su [t, T]
St dice che M é di tipo locale se esiste una costante u, tale che Nt t,€[0, T'] sia
[l 7o M u (B) HL°°(0, rEm =M | 7% () ]| oo (0, T; H)

Artola in [1] ha dimostrato il seguente teorema :

Ta. I. Sia f, ®)€ L' (0, T; H), f, () e L* (0, T; V*), f5(t)€ L¥ (0, T; W¥*)
(p” indica coniugato a p) f() =f, )+ fo, ) + f5(t) e MeL(C(0,T; H);
L* (0, T; H)) di tipo locale; consideriamo il problema

w’ (8) + Au (t) + Bu (t) + Mu (t) = f ()
% (0) =u, € H

1,7

Tale problema ammette una ed una sola soluzione u (t) tale che

w(t)eC(0,T; HYn I2(0, T; V)n L?(0, T; W)
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Lo scopo di questo lavoro & estendere il Th. I al caso di disequazioni d’e-

voluzione paraboliche, che contengono funzionali non differenziabili.
Indichiamo con H (u) un funzionale convesso definito su VN W e con

H, (u) dei funzionali convessi definiti sa V' n W Gateaux-differenziabili.
Supponiamo che H (u) e H,(u) soddisfino le seguenti proprieta :

(1, 8) H, (), Gateaux-derivata di H (u), pud prolungarsi ad un operatore
lineare, positivo emicontinuo da V in V* e

[Hy | <Cllul + K&  NVueV

oppure
(1, 8%) H, {(u) pud prolungarsi ad un operatore monotono positivo emi-
continuo da W in W* con
1B, @) < Oflullft + K ue W,
inoltre
(1,9) Mot eLr(0, T; W)n I2(0, T; V)

H (v (t), H, (v (t) sono integrabili e ¥/ s€ [0, T|

7n-—+0

lim f H, (v (1) dt = f H (v () dt
0 0

(1,10) sia (v, (t)} una successione in L?(0, T; W)n L*(0, T; V) tale che

lim v, (t) = v (t)

n — oo

in L?(0,T; V) e in L?(0, T; W); si ha ¥ s€[0, T|

n — oo

lim fH(vn(t)) dt=fH(v(t)) dt ;
0 0

(1,11) sia {v, (t)} tale che
lim* v, (t) = v (t)
n—0

in L? (0, T; W) e in L*(0, T; V); si ha in [0, T)

n—>0
0

min lim '[H,, (vy (1)) dtg[H(v(t)) dt
0
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Dimostreremo i seguenti risultati:

Tr. II. Siano f(t), u,€ K, M come al Th. I.
Oonsideriamo la disequazione d’evoluzione parabolica

1,12) f{(v’(t),v(t)-—u(t))—l—(Au(t),v(t)—u(t))
0

+ (Bu(t), v (t) — wu(t) )+ { Mu(t), v(t) — u (t))
+ Hv(l) — Hu®)—fE), o) —u () dt =

=5 (106 —w@F — 20—}

Mo(t)e L*(0,T; V)n L?(0, T; W) con v’ (t)€ L2 (0, T; H)
v €K q.0. in [0, T]
u(t)eC(0,T; H)N L? (0, T; V)n L? (0, T; W) u(@) €K q.o.
in [0, T], u(0o)=u,
Bsiste una ed una sola soluzione di (1,12)
TH. IIL. Siano {fi n(t)], {fo,n(®)}, {f3,n(t)} successioni rispettivamente in

L'(0, 1y H), L?(0, T; V*, L? (0, T; W*) (p’ indice coniugato a p).
Supponiamo che

(1, 13) lim f;, .(t)=/f,(t) in L' (0, T; H)
(1,14) lim fo . (t) =f, () in L*(0, T; V*)
(1,15) lim f3, , () =f3(t) in L¥ (0, T; W¥*

e poniamo
So @ =fi,n (O) +Fo,n () + fo,2 () € F(O) =S, () + S (&) + f3(0).

Sia {uy,,} una successione in K tale che

(1,16) lim* wy, =u, in VN W

" -+ 0
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Consideriamo le disequaziont d’evoluzione paraboliche

(1,17) f(< v (8), 0 (1) —u(t)) + CAu (@), v () —u ()
0

+ {Bu (t), v () — u (t) + { Mu (¢), v (t) — u (¢)> + H (v (2)) —
—H @) —<f@v@) —u@)}dt =
=5 {0 6) — w () [F — | v(0) — u, ?
o) eL2(0,T; V)N L? (0, T; W) con v’ (¢) € L2 (0, T ; H),
v(t) € K q.o. in [0, T]
w(t)€C(0, T; HINL2(0, T; W)N L2 (0, T; W) u(t)e K q.o.

in [0, T'), u (0) = u,

(1,18) [t @00 —ww) + <o — e
0

+ { Bu (t), v (t) — w (t) > 4  Mu (), v () — u (t)>

T+ H (0 (0) — H (u8) — < fo (00 () — u () dt =
=5 (106) —wis) P — | 0(0) — won

Mo@)e L0, T; V)N L?(0,T; W) con v (t)€ L* (0, T; H)
v(t)€ K q.0. iu [0,T]
u@®)eCO,T; H)YNL*(0,T; V)NL?(0,T; W) u(t)eK
q o. in [0, T.] w (0) = u¢,n,

ove Me L(C(0,T; H); L~ (0, T; H)) é di tipo locale.
Indichiamo con u (t) la soluztone di (1,17) e con u, (t) la soluzione di (1,18);
st ha
lim w, (t) = u ()

-
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in C (0, T; H)ein L2(0,T; V) e

LHm* u, (¢) = u ()

n -+ 00
in L? (0, T; W).
Nel § 2 si dimostra il Th. IT applicando il metodo di penalizzazione ed
un metodo di regolarizzazione analogo a [3].
Nel § 3 si dimostra il Th. III ed infine nel § 4 si forniscono esempi
di applicazione dei risultati ottenuti.

§ 2. Dimostrazione del Th. II.

Incominciamo con il dimostrare la unicitd della soluzione di (1,12)
a) Unicita
Siano u, (t) e u, (1) due soluzioni della disequazioue d’evoluzione (1,12);
poniamo

1
w (1) = 5 (g (t) + uy (B).
Sia w, () definito dalla relazione

N w0, () + w, (£) = w (?)

w (0) = u,.
Si ha allora

2,1)  w, (t)€ L2 (0, T; V)N L2 (0, T; W), w, () € K q. 0. in [0, T]

(2,2) w, (t) € L (0, T'; H)
(2,3) lim w, (t) = w () in C (0, T; H), L* (0, T; V), L?» (0, T; W)
7n—+0
(2,4) max lim /( Wy (t), w, () — w (8)) dt << 0
7n—0
0
8 €[0, T1.

Poniamo in (1,12) w, (t) = v (t); si ha

8

(2,5) f {Cop (8), wy (1) — uy (8)) + CAuy (t), w, (£) — w, (1))

0
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~+ CBuy (t), w, (t) — u, (6)> +  Muy (8), w, (t) — u, ) +
+ H (w, (8) — H (uy (8) — <f(B), wy (t) — ug (£))} dt =

1
2? | w0, () — u, (5) 2

(2,6) fKW;/ (©), wy (t) — u, > + <A“2 (&), wy (8) — u, >+
0

—+ CBuy (t), w, (8) — uy (8)) + (Muy (), w, (£) — uy (6)) +
+ H (w, () — H (uy (1)) — Cf (8), w0, (t) — wu, (£))} dt =

1
2? | w, (8) — ugy (s) |?.
Facendo la semisomma di (2,5) e (2,6) si ottiene

(2,7) f{< wy (8), wy () — w (8)) + CAw (8), w, () — w (8)) +
0

+% (Buy (t), wy, (t) — u, () + —;— { Bu, (t), w, (t) — us (t)) +

5 (B (g () + H (a5 (2) —
— Lf (), w, (&) — w (@)} dt = 1/4 {|w, (5) — uy (8) [* +

+ | wy () — w4 (5) [*).

< Mw (1), w, () — w (1)) + H (10,(t) —

Facendo tendere  — 0 e tenendo conto di (2,3) e (2,4) si ottiene
8
1
(2,8) > | w, (8) — uy (8) |2 gf( Bu, (t) — Buy (t), uy (t) — u, (t)) dt < 0
0

da cui
| uy (8) — uy (8) P << 0 => u, (s) = uy (8)
da cui la tesi.
b) Hsistenza
Cominciamo con il dimostrare la tesi nel caso in cui si abbia H (u) = 0.
Sia J: W — W* la mappa di dualitd tale che

(Ju,u) = || u |5, M ue W,
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Indichiamo con Pgxu la proiezione in W di v € W su K e consideriamo
DPoperatore
Bu=dJ(u— Pgu).

I’operatore f: W — W*, (4), & un operatore di penalizzazione per K ed
essendo 0 € K, si ha

(Buyu)=0 Mue W.

Consideriamo il problema

1
(2,9) W (0) + Au (0) + Bu (t) + Mu (f) + — B u () = £ (1)
u (0) = u,.
In base al Th. I, il problema considerato ammette una ed una sola soluzio-

ne wu, (t).
Procedendo come in [1] si ottiene

(2,10) lu, (8)| < ©
T
1)2
2,11) (/H w, (t) | dt) <0
0
T
1/p
(2.12) (/” ug (2) |15, dt) <
0

t t
2,18)  Ju. )P <<|u [P+ 2f<f(77)7“e(?7) >dny —2/<Mus(n),“e(’7)>d’7
0 0

Enunziamo ora il seguente lemma, la cui dimostrazione & identica alla
dimostrazione del teorema di Ascoli-Arzela vettoriale :

LemMA 1. Sia {w.(f)} una successione in (0,7 ; H). Supponiamo che
vi sia nna successione {t,} densa in [0, T'], tale che 'insieme {u,(t,)} sia, 3/ n,
relativamente compatto in H e che fissato o > 0 arbitrario esistano 4,, ¢,
dipendenti da o, tali che

|ue(t 4 6) —u.(t) | <o 0<<d<4,

M t+ 0, te[o, T, £ ¢&);
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allora la successione {u.(f)} & relativamente compatta in C (0, T; H).
Osserviamo ora che si ha:

T
%f(ﬂus(t), u,(t) ) dt <<
0

T

=5 D)+ ) — [ w0, w@)ae—

0

T T
—f( Bu, (8), u.(t) ) dt —/( Mu,(t), u(t) ) dt
0 0

+[<ro, uwr <o
0
da cui
hm—f(ﬂu,, u,(t) ) dt = O
e§—0
ossia
T
o 1 P
(2,14) lim - || we (t) — Prwg (8) || dt = C
&0
0
ossia
T
(2,15) lim f (| B s () ||4)e" dt < .

0

Dimostriamo ora che le funzioni u,(f) soddisfano le ipotesi del lemma 1.

Fissiamo ¢ positivo arbitrario e dimostriamo che se T'<< ——— & possibile

10 10 4 C*
determinare d, indipendente da ¢ e da u,, che si suppone variare in un

insieme limitato di V NnW, tale che
[we(t + 0)— u () P <o 0<<d<4,

Mht+6€[0,T)(8<T).
Si ha

(2,16) Cug (B)y e (t) — wg > + CA (u, (8) — wg)y w,() — ug ) +
+ (B (u, (1), we(t) — o) +
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1
< Mus (t)> ue(t) — U > "+‘ ? < ,‘*yus (t) - ﬁ Uy y ue(t) _“0> - <f(t)7 ua(t) - “0) -

— CAug, u () — uy
da cui

(2717) % | U, (t) —_— ’tl,o ‘2 < (f(t) —_ Au,o, U, (t) — “0 >
— B (u, (1)), ug Y —  Mu,(8), . (t) — wy)

Integrando (2,17) si ottiene

¢
|, (t) — u, lz = 2[<f(’7)_A“0a e () — uy ) dy
¢

t t
— 2[(3 (s (n)), ©o ? Ay — 2f<Mus(1;), we () — uy > dn.
0 0
In base a (2,10), (2,11) e (2,12) esiste §, indipendente da ¢ e da wu,, che
varia in un insieme limitato di V nW, tale che

o

[ u(8) — uy > << 5

060,

Osserviamo che si ha
(i (¢ 4+ 6) — uy (8)) + A (u (¢4 0) — u.(t) +
+ (B (s (t + 0)) — B (u.(8)) + M (u,(t 4 ) — u.(t) 4

o (Bl 8) — ) = £ 6+ &) — £ 0.
Moltiplichiamo la relazione sopra scritta per wu,(t 4 d) — wu,(t)
Cug (8 4 8) — e (8), we(t + 8) — w,(8)) 4 A (u, (¢ 4 8) — u.(2)),

yUe (8 ) — ue (8)) + (B (us (¢t + 3)) — B (us (t)), ue (¢ 4 6) —
_ut(t)> + <M(ue(t+6)_’us(t))’ ue(t+6)"_’us(t)>

B e )= F (0, et 8) — ) = 7+ 8) — /(1)
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da cui
d
| O —u O =T+ 8 — £ (), walt + 8 —

— () ) — (M (we(t + ) — us(2)), we(t + 8) — s (D) )
ed integrando

| we ¢+ 8) — u, () P << | w, (8) — w, [* 4

t
n 2f<f<n 4 8) — () el - 8) — way)d iy —
0

_ 2f<M(us(n S 8) — wa )y 1 - &) — e () dn.
0

Osserviamo che, senza perdita di generalitd, pud supporsi

—d

(2,18) f|f1<t+a A0 @ 0=6=39,
T—3 "

(2,19) ([ dneta—ropea)'sgs o=o=e
T—48

(2,20) ([ane+o—rommea)’sg. o=o=e
)

o .
Inoltre da (2,10), tenendo conto che Tglo—,u()? si ha

t
(2,21) 2/< M (u,(n 4 8) — we(n)), we(n 4 0) — e () ) dyp < % .
0
Da (2,18), (2,19), (2,20) e (2,21) si ha
(2,22) |u, (¢t + 8) — . () P < o. 0<6<34,

Ora da (2,11) e (2,12) si ottiene che & possibile suddividere Vintervallo [0, T'],

se T > W;:?ﬁ’ in intervalli di ampiezza minore di Tﬁ—m, mediante
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punti ¢, , ¢y, ..., t, tali che Vinsieme {u,(t;)li=1,.. » Si mantenga limitato in
1

Possiamo allora affermare che (2,22) & valida comunque scelto 7.

Si conclude dunque che le funzioni u,(f) soddisfano le ipotesi del lemma 1.

In base al lemma 1, & possibile estrarre da u,(¢) una sottosuccessione,
che ancora indichiamo con w,(t), tale che

lim w.(¢) =u() in C(0,T; H).

e—~0
Sempre da (2,11) e (2,12) si pud supporre, senza perdere di generalita,

lim* u, () = u(¢) in L2(0,T; V)

20

lim*w.(¢)=w () in L?(0,T; W).
g—0

Dimostriamo che u (t) € K q.o. in [0, T'].
Da (2,15) si ha

T
limO/ (|| Bue(2) |[3v)?" dt = 0
0

quindi

(2,23) lim Bu.(t)=0 in LP(0,T; W)

&0
Da (2,21) e (2,23) si ha

Quindi Bu(®)=0 q.o. in [0, T].
uindi
u(t)€ K q,0. in [0, T).

Dimostriamo ora che wu (f) & soluzione della disequazione (1,12), supponendo
H=0. Sia v(t)¢ L*(0,T; V)n L? (0, T; W) con v’ (¢)€ L* (0, T ; H) e v (t)e K
q.o0. in [0, T]. Si ha
Bo(t)=0.
Quindi
<;8us(t)’ v (t) - u‘e(t)) = < ﬂ?) (t), v (t) - ue(t) > = 0.

Si ha poi

(2,24) f( v (1), v (t) — us (t) > + Au, (2), v (t) — u.(2)) +
0
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+ (Bu, (1), v (8) — ws (8) ) + < Mu, (), v (8) — u, (1)) —

—Uva—mmanjwm—mmwm—mmm
0

— 2 [Py 00 — wya =
0

2ﬂvm—mwvm—mmM2
0

=5 06 — 0@ — o) — u].

Si ha

s—>0

(2,25) lim f (v’ (8), v (t) — u(t) ) dt = f (o’ (), v (t) — w()) de
0 0

&g~—0

(2,26) lim f (f@), v(@E) — u(t))dt = f (f),v(E) — u())dt
0 0

(2,27) lim | v (s) — u.(s) P =|v(s) — u(s)[?
e—0

(2,28) lim f(Mus(t), v (8) — u,(t) ) dt = /'< Mu (8), v (t) — w (¢)) dt
£-+0 .
0 0

Dimostriamo ora che

(2,29) /% CAu(t), u (t) — v () ) 4+ (Bu (t),u (t) — v (¢) )} dt
0

< min lim | { Au, (&), %, () — v (&) > + < Bu, (), w, (t) — v () )% dt

§¢—0

Osserviamo, [2], che la funzione u (f) pud essere approssimata mediante una
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successione {u, ()} tale che

(2,30) 1, (0) = 1y, u, () € K q.o0. in [0, T
(2,31) uy, ()€ L2(0,T; H)

(2,32) lim w, (t)=w(t) in L?(0,T; V), L?(0,T; W) e in C(0,T; H)

(2,33) max lim f{ Uy, (E)y 1y (8) — w (8) ) dE << 0

n — co

Da (2,32) si ha

8

(2,34) lim f{ CAu, (), we () — uy (8) ) + € Bu, (t), u, () — wun (t) )% dt =

n— oo
0

=[§ CAu, (@), u, &) — u () -+ < Bu, (), u, (1) — u (t) >E di
0
uniformemente rispetto ad ¢; dunque

(2,35) max lim max limf : CAu, (B), u (8) — up (8)) +

z—0 n — co

+ { Bu, (t), u:(t) — u, (t))} at =

8

max lim max 1im[§< Aug(t), u (1) — un (8)) +

n -+ 0o &0
0

+  Buy (8), u (t) — un (1) >§ dt =

= max lim
e—0

CAu(t), u (t) — w (t) ) -+ < Bu, (t), u (t) — u (t) ); dt

Si ha allora

s

max limf
&0

0

C Aug (8), us (t) — u (8) ) + € Buy (t), we () — w (8) ) dt =

= max lim max 11m ﬂ CAug (t), u(t >+ (Bus s U (B) — uy (2) D) dE <<

n — oo
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<~ max lim max lim

n — 0o &£+ 0

f [l (8 2 () — wat) > + < Mty (), um (6) —
0

— U () ) — (@), Un (8) — () D] dt — i| Un (8) — u(8) >t <<
gmathiﬁ(un(t )y Un (&) — % (8) > 4 < Mu (8), up (2) — w (6) > —
— L f(O)yun (t) —u(t)d] dt<<0

Consideriamo V’operatore (A -+ B)(u(t)) = Au (t)+ Bu(t);
tale operatore ® monotono limitato emicontinuo da L?(0,s; V)N L?(0,s; W)

a L?(0,s; V* 4+ L? (0,8 ; W*); allora, [4], si ha

CAu(),u(t)y—v(@t)) + < But)ut) — v () dt <<

(2,36) /8 '

0

< min lim %/{ Aug(8), u,(8) — v (8) ) + € Bug (8), u(t) —'v(t) o dt

&> 0

Da (2,25) (2,26) (2,27) (2,28) e (2,36) si ha

f%(@’() t—uw@))+CAu@), v(E) —u(®t)) +

0

+ {Bu(t),v ) —ut )+ Mu(t)y,vt)—ut)) —
—(f@)yv ) —u())dt = — ! {|v(s)——u(s P — v (0) — u,[?)

La tesi & cosl dimostrata nel caso particolare considerato.
Passiamo ora a dimostrare la tesi nel caso generale.
Consideriamo la disequazione d’evoluzione

(2,37) /{( o )y v(t) —u@))FCAu®t), v (@) —u @)+ {Bu),vE) —ut)

0

F Mu(t), v @) —u(t)) + CHyu ), o) —ult)) —
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1
— < f(@E)yv () — u(t) dt2—2— {[v(s) —u(8)]P—|v(0) — u, 3
v(t)€L*(0,T; V)N L2(0, T; W) con v (t)¢ L* (0, T; H) e v (t)e K q. 0. in [0, T
w(@) €00, T; H)NL2(0, T; V)N LP(0,T; W), u(t)€ K q. 0. in [0, T], u(0) = u,.
Dalla parte precedente si ottiene che tale disequazione variazionale ammette

una ed una sola soluzione wu, (¢).
Sempre precedendo come nella parte precente si ricava che

(2,38) le funzioni w, (¢) sono equicontinue ed equilimitate in H.
(2,39 IR

0
(2,40) f”u,, ) ||wdt< C

I possibile allora estrarre da wu, (f) una sottosuccessione, che indichiamo
ancora con {u, (t)}, tale che

(2,41) lim u, ({)=w(t) in C(0,T; H)
70
(2,42) lim:‘ u, (t)y=u() in L*(0, T; V) e L?(0,T; W)
ﬂ—b

Si ha allora: u (f)€ K g.0. in [0,T] e

(2,43) lim f( v’ (t), v(t) — u, (t)) dt = f( v’ u, (t) ) dt

n-+0

(2,44) llm f(f y U () — uy (8)) dt = f(f(t),v(t —u(t)) dt

(2,45) lim | v (8) — u, (8) > =|v(8) —u(s) |
n—0

(2,46) f(Mu,, ) — u (t) )dt-[(Mu v(t) — u(t))dt
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Dimostriamo ora che

/‘{(Au(t),u(t)——v(t)) + { Bu(t),u () — v (t)) dt <<
0

<< min lim f

n—0

CAu, (8), uy (8) — v (8)) 4+  Buy (t), u, (t) — v (¢) >} dt

Consideriamo la disequazione (2,37): & evidente che ogni soluzione di
(2,37) & pure soluzione della disequazione

8

ean [ @0 —u )+ Can v —u o) + Bu, 00— u®)

0
4 {Mu(t), v () —u(t)) + H, (v () — H, (w(®) — {f(#),v () —u(t))) dt =

=5 l0e—u@r = v —up
v ()€ L2 (0, T; V)nL2(0, T; W) con o (t)€ L2(0, T; )
v()€ K q.o0. in [0, T]
w(t)€C, T; H)A L0, T; V)N L?(0, T; W) w(®)€K q.o. in [0, T]

% (0) == U,

Osserviamo inoltre che & sempre possibile, [2], trovare una successione
{un (t)] approssimate w (t) tale che

(2,48) u, (1) € K q.o0. in [0, 7], u, (0) = u,
(2,49) uh (t) € L2 (0, T ; H)

(2,50) lim w, (¢) =w(¢) in O(0, T; H), L*{0,T; V) e L?(0,T; W)

7 - oo

n —» oo

(2,61) max lim f( Up ()y Uy, (F) — u (8)) dE<< 0
0

2 . Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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Poniamo in (2,47) u, (t) = v (f); si ha
L]

(2,62) f %( Ay (), uy () — un (8) ) 4 (Buy, (t), u, () — uy, () D dt <

0
8

=/

0

g () U () — ty (1)) + { My (8), up () — u,y ()0 +

I, (t (1)) —Hy (1t (8) — < () 200 (8) — 0, (8 f; at

Osserviamo ora che si ha

lim J’%( Au, (), w, () — wy () 4 CBuy (8)yuy (1) — un (2) )} dt =

n — oo

0

8

CAuy, (t), uy, ) — u(t)) 4+ < Buy, (t), uy (6 — w (2) ); dt
uniformemente rispetto ad 7

Si ha allora

(2,53) max lim
7n—0

O%h

%( Au, (t)y u, (t) — u (t) > 4 € Bu, (8), u, (t) — w (t) )2 dt =

8

= max lim max lim/

7n—0 n-—+ 0o

C A (), 1, (8) — u (8)) -+ < By (8), 1, () — u(t) >§ it =

0

8

= max lim max lim {( Auy (t), u, () — u(t) ) -+ Buy (), u, (t) — u(t) )} dt <<
n— oo 70
0

8

< max lim maxlim / Ctt (2), Un (8) — Uy () ) =+ My (8), ua(t) — uy )

91— 00 n->0

- H, (un (8) — Hy (ty () — <7 (8), 2 (§) — 2, (1) >} it <

n — oo

< max lim [{(u#. (t), Un (8) — w (8)> -+ < Mu (t), un () — w (t)) +
0

+ H(ua (1) — H @) — <f(t), u (f) — u(t)?} dt < 0.
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Consideriamo 1’operatore (A - B) (u(f)) = Au(t) + Bu(t); tale operatore &
monotono limitato emicontinuo da L?(o,s, V)N L2 (0,8, W) in L?(o,s, V* 4
+ L? (0,8, W¥); allora, [4], si ha

(2,54) f{(Au(t), w(t) — v (t)) + < Bu(t), u(t) — v ()] dt <
0
n—0

< min lim ]{( Au, (t), u, ) — v (t)) 4 < Bu, (t), u, (t) — v ()} dt.
0

Dimostriamo ora che wu (¢) & soluzione della disequazione d’evoluzione (1,12),
Osserviamo che

(2,55) lim f H, (v (t) dt = f H v (t) dt
K 0 0
(2,56) min lim j H, (u, (t) dt = f H (u (t)) dt.
7 >0
0 0

Da (2,43) (2,44) (2,45) (2,46) (2,54) (2,65) e (2,56) si ha
f{w' &)y v()— u(t)) + CAu(t)y v () — uw(®)> 4+ {Bu(t), v () — u(f))
0

+ (Mu(t),v(t) —u(t)) + H@@) — H@m@) + {f@), () — ut))) dt =
2%(|v(s) —u(s)[2— | wio) — u, 2.

Dunque u (t) & la soluzione di (1,12); la tesi & cosl completamente dimostrata.

§ 3. Dimostrazione del Th. 11I.

Osserviamo che da (1,16) segue
(3,1) lim #y o = u, in H
n — oo

ed
(3,2) | wo,n || -+ || 2o [lw < C.
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Inoltre da (1,13) (1,14) e (1,15) segue che, fissato o positivo arbitrario, &
possibile determinare J, indipendente da n tale che, per é <<,

-4
(3,3) J-lfl,n 4 06) — fin ()| at < i(f_c
0
_"{'—6
3,4 ([0 =7 @) < 12
0
I—4
3,5) ([Int+ 0= fm@ i) < 135

0

Da (3,2) (3,3) (3,4) e (3,56) si deduce allora che le funzioni wu, (f) sono equi-
continue in H procedendo come al § precedente.

Sempre procedendo come al § precedente si deduce facilmente che &
possibile estrarre da {u, (f)}, una sottosuccessione che ancora indichiamo con
{un (t)}, tale che

(3,6) lim w,(t) = u,(t) in C (0, T; H)
(3,7) lim u, (t) = u,(¢) in L?>©0,T; V) e in L?(0,T; W)

Da (3,7) si ha: u, () € K q.o. in [0, T].
Da (3,1) (3,6) e (3,7) si ha

(8,8) lim ] Co7 (B), v (8) — wun () At = f (v (B), v () — wu, (¢)) dt
0 0

n -» oo

n — oo

(3,9) lim f(f(t), v () — un () dt =f<f(t), v (t) — u, (8)) b

(3,10)  lim f ¢ My (8), v () — un (8)) dt = f  Mug (), v (t) — u, (1)) dt
0 0

n — oo

(3,11) lim | v (0) — up,n [>=|v(0) — % [?

n -+ oo
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(3,12) lHm | v (8) — u, (8) 2= | v(s) — u, (s) [>

n— oo

Con un procedimento analogo a quello usato nel § precedente si ottiene

B3 [ Auy 0, 0y = 00 + By (0 4, () — 0] dt <
0

8
< min lim f{( Ay (t), wy (t) — v (8) ) 4 By (t), ua () — v (2)] dt.
e 0
Procedendo ancora come al § precedente si deduce che u, (f) & soluzione di
(1,17) e dalla unicita della soluzione di (1,17) si deduce che u, (t) = u (t)
che (3,6) e (3,7) valgono per ’intera successione {u, ()}.
Da (3,13) si ha poi

8

(3,14) max lim [ € Aw, (8) — Auy, (8), uy (§) — up (1)) dt << 0
da cui
(3,15) lim [u, () — u, (£)] = 0.

Da (3,6) e (3,15) si ottiene

lim w, (t) = u, (f) in L?>(0, T; V).

7n — oo

§ 4. Esempi.

Sia Qc R* un aperto di frontiera I" sufficientemente regolare e sia
V=H!Q), H= L)

a(u,*v)::f
o)

n ou ov
iji'l ai; () %, 29—9(:-, + a, (@) u (x) v (2); do

ove
ay(x), ay (@) € L (Q)

Zaj@ &= §1 | & 2

=1

ME=(&, ., &)ERY q.o. in Q ay () =0 q.0. in Q.
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a) sia ora W= WLr(Q)e B: W— W* definito dalla relazione

<Bu,v>=f >
a =1

Sia poi M u(t)e C (0, T; H)

ou
o0x;

—1 du gv
-z »—1
7. o, + b (x) | u(x) | u (%) v (x); do

(p>1), b(x)eL>(Q).

Mu (t, x) = J K (s, t) u(s, x) ds

ove Mte[0,T] K(-,t)e L' (0, T) e K:[0, T]— L'(0, T) & in L=(0,T;
Lt(0, T)).

B facile verificare, [1], che M€ L(C (0, T; H); L* (0, T; H)) & un
operatore di tipo locale.

Sia infine

St @) € L' (0, T5 L*(Q)) + L*(0, T5 (H* (%)) + L¥ (0, T5 (W2 (2)¥)
Poniamo poi Hu = 0 e
K=f{v)|v@eH (Q)nWhr(Q), vx) =0 su I'}.

In questo caso particolare tutte le ipotesi del Th. II sono valide e quindi
possiamo asserire che (1,12) ammette una ed una sola soluzione

w(t,x)€ 00, Ty L2(2)NL?>0, T; H1 ()N L? (0, T; WL» ().
Poniamo ora, supposto v(x) sufficientemente regolare,

ou
&v,

81} n
52 = 3 aylore s, %) + 3
)’A, B ij=1 =1

p—1
g—' cos (v, @;).

Allora (1,12) & formalmente equivalente al problema

ou "9 ou L ou | P—1 Ju
—_ . 1, = t
m u§1 32, (a,,(w)am) é‘laxi( Fo )—I—jK (8, ) u(s, @) ds = f(f)
u(t,x) |p=0
M0 suIx[0,T)
oy = !

A, B
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u,au =0 su I'x[0,T]

dIyA,B

b) Sia ora
V= W,{Bu,v)=a @, Yu,veEV

H) =g [10@)] 059> o, Aol e B (@) = ¥
r K=V

Sia b (¢, )€ L* ([0, T) < £) e w () nna funzione soddisfacente alle seguenti
proprieta

(@) w(t) & misurabile su [0, T]

() esiste ¢;= ¢ tale che t —w (t)=0 per t€[t;, T] e t —w(t) <O
per t€[0, t,|.

Poniamo
— 1, = inf (t —w(t)
te [0, tof
9 (t @) € Lt (— 79, 05 L*(2).
Poniamo

(=b(t,x)u(t—w(t),x) q.0. in [t,, T] < 9

Mu (t, )=
(—_—o q.0. in [o, t,[ < 2
=b(t,x)g(t—w(),x) q.o. in |o,t,[ < £

Ji(ty )=

= q.0. in [t, T]x< Q.

Osserviamo che, [1], M€ L (0 (0, T; L?(£2)); L® (0, T; L? (£2)) & di tipo locale
e fy (4, ®) € L' (0, T'; L? (L))
Sia infine

So (8, @) € L' (0, T'5 L? () + L* (0, T5 (H* ()"
J(ty x) =f ¢ +f2 (¢t 2).

In questo caso particolare tutte le ipotesi del Th. II sono valide e quindi
possiamp asserire che (1,12) ammette una ed una sola soluzione

w (t, @) € O (0,5 L*(2))n L2 (0, T ; H! (Q)).
Poniamo ora, supposto v (x) sufficientemente regolare

ov 2 ou
E = ijil g (m)aTvi cos (v, x;).
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Allora (1, 12) & formalmente equivalente al problema

o 2 9 ou
a—t—ziila—%(“ﬁ(ﬁ) a—xi)+b(t,m)u(t-w(t),w):f(t,w)
ou ou ou
QU —— I —1 — = . 0, 0
2 o, <y, ua”AgO, u(z}au g) 0 q.0. su I' < [0, T]

u (0, ) = uy(x) € H! (Q)

u (¢, @) =g (t, ») in [—«ZO,O[XQ.
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