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UN TEOREMA DI REGOLARITA ALLA FRONTIERA
PER SOLUZIONI DI SISTEMI ELLITTIOX
QUASI LINEARI

FERRUCOIO COLOMBINI

Introduzione.

Lo studio della regolarita all’interno per le soluzioni deboli di sistemi
ellittici quasi lineari in dimensione arbitraria e di tipo generale & stato
iniziato da Morrey [14] e da Giusti Miranda [9] e Giusti [7], i quali danno
dei teoremi di regolaritd quasi ovunque. Risultati di regolaritd in tutto
I’interno non possono essere stabiliti in generale, data l’esistenza di contro-
esempi (vedi [6] e [10]).

In questo lavoro mi propongo di trattare il problema della regolarita
delle soluzioni sulla frontiera, che sara anche essa stabitita nella forma di
regolaritd quasi ovunque.

Precisamente, verranno considerati sistemi ellittici quasi lineari del
gsecondo ordine, del seguente tipo:

(0.1) Ay = 3 3 [, A (@, u). D' uy DIy, do =
i fhk
=22 Sofi (@). Dig, de M 7 €05 (I (4)

Pervennto alla Redazione il 10 Aprile 1970.

I risultati di questo lavoro fanno parte della mia tesi di Laurea, discussa all’Uni-
versitd di Pisa il 20 ottobre 1969. Ringrazio il Prof. Ennio De Giorgi relatore della mia
tesi, il Prof. Enrico Giusti e il Dott. Livio Piccinini con i quali ho discusso molti punti
di questo lavoro.

Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca del Comitato Nazionale per la
Matematica CNR - Anno 1970.

1) In tutto il lavoro, a meno di avviso contrario, le somme in ¢ o in j si intende-
ranno estese da 1 a n; quelle in k o in k¥ da 1 a N,
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dove £ & un aperto limitato di IR*, con frontiera di classe (}1, uE€ [Hlf,c(.Q)]N ,
i coefficienti Afjk verificano le condizioni :

Alfe 0° @2 < RY)
(0.2)
| 4| < L

(0.3) z 2A$k5;5£2|5|2=;‘§;£i[2 M EERY,

i,j bk
Quanto al secondo membro supporremo :
(0.4) Sre[Lam—tte (PN (3) 0<a< 2

Si studiera il relativo problema di Dirichlet, cio® cercheremo una u
appartenente a [Hy, (.Q)]N soluzione di (0.1), tale che:

(0.5) Uag =@
con @ traccia di una funzione & abbastanza regolare, precisamente :
(0.6) @ € [H! 2n—2+e]V (3)

In queste ipotesi dimostreremo il seguente teorema :

TEOREMA. Per ogni soluzione u€[H!'(2)]¥ del sistema (0.1) con la
condizione al bordo (0.5), nelle ipotesi (0.2), (0.3), (0.4) e (0.6), esiste un sotto-
insieme £, C Q, con Q, aperto in £, tale che:

up € Ond (Q,) (h=1,..,N).
Se ue [Hﬂ,:f’(Q)]N, (p=2), allora si ha:

dimg, (Q— Q) <<n—p().

. . . . hk . . . . . .
Se inoltre i coefficienti A;; sono uniformemente continui nel loro insieme di

(%) Per la definizione degli spazi L?* HLP* vedi cap. I.
(3) Per una caratterizzazione delle tracce di funzioni appartenenti ad H1'? A, vedi [2].
(*) Indichiamo con %, la misura di Hausdorff a-dimensionale, con dimqf la dimen-

sione di Hausdorff. (Per le definizioni vedi cap I).
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definizione Q < RY , allora pit precisamente si ottiene :
%n_p (.(_2 - QO) =0.

. . . . k
Per la frontiera invece tale risultato vale sempre, anche se gli AZ- noNn 80N0
uniformemente continui; si ha cioé sempre :

Wy (62 — [62 0 Q,]) = 0.

Per dimostrare il teorema supporremo che la frontiera di £ sia piana; nel
caso generale di frontiera di classe C! c¢i si riporta facilmente al caso di
frontiera piana; basta infatti osservare che la trasformazione che localmente
porta la frontiera in una parte di iperpiano, essendo di classe C!, mantiene
le proprietd (0.2), (0.3) e (0.4) del sistema, e mantiene inoltre I’hélderianita
della soluzione, trattandosi sempre di risultati locali.

Osserviamo poi che la regolarizzazione per il problema di Dirichlet
con dato al bordo non nullo seguira immediatamente da quella per il pro-
blema con dato al bordo nullo. Ricordiamo innanzitutto che, essendo £ di
classe C!, si ha l'inclusione (per il teorema 1.2):

(0.7) HL2n—2te(Q)c Q02 ().

Poniamo ora w = u — @, per cui w € [H, (Q)]N, ed & soluzione del problema
di Dirichlet, con dato al bordo nullo, relativo al seguente sistema :

i hk,

>y [A?jk(x,w—l— @(w))-Diwh-Djﬁkdm=
Q

=zZz V@) — A @, 0 4 D (@) - D' Dy (@){-DIppde Ny € [Co (AP
T a

Abbiamo allora che w & holderiana di esponente «/2 in £,, con 2,
aperto in ﬁ; inoltre per la (0 6) e (0.7) @ & holderiana di esponente o/2
in tutto Q; si ha cosl la regolaritd anche della u = w 4 @.

Dal teorema enunciato, grazie a mnoti risultati riguardanti i sistemi
lineari (vedi ad es. [13], par 6.4) segue che se i coefficienti Aﬁ'j” e fjk hanno
derivate di ordine s holderiane, allora ogni u; ha derivate di ordine s 4 1
holderiane in £, — 9. Risultato analogo si ha per la frontiera, supponendo
che 90 sia di classe C*t!, e che il dato al bordo ¢ sia traccia di una 9P,
la quale abbia derivate di ordine s 4 1 hdlderiane.
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Se si suppone poi che gli A?j" e f,—k siano analitici, e altrettanto siano
082 e @, allora anche le u;, sono analitiche in £,. Per questi risultati di
analiticitd vedi ad es. [13], par. 6.7..

Notiamo che se w appartiene allo spazio [Hi" ()" ed & soluzione del
nostro sistema, allora w & holderiana in tutto §, purché i coefficienti A:',-k
siano uniformemente continui. In queste ipotesi infatti, dal nostro teorema
si ottiene che l’insieme dei punti singolari in £, ha misura di Hausdorff
zero dimensionale nulla, cio® & linsieme vuoto.

Osserviamo infine che se uE[Hlf,0 (Q)]N ¢ soluzione del sistema, allora
necessariamente si ha che il gradiente di » & sommabile con potenza mag-
giore di 2; ciod Du€[LE, ()™ per un opportuno p > 2, che dipende solo
dal sistema considerato. Questo fatto si dimostra facilmente adattando il
ragionamento con il quale Meyers dimostra in [12] un risultato analogo nel
caso delle soluzioni deboli di equazioni ellittiche del secondo ordine in
forma di divergenza. Possiamo quindi dire che senz’altro ’insieme dei punti
singolari ha dimensione di Hausdorff strettamente minore di » — 2.

CariToro I. - NOTAZIONI E TEOREMI PRELIMINARI.

1) Notazioni.

Indichiamo con 1R" lo spazio euclideo reale ad n dimensioni.

Considereremo sempre funzioni a valori reali e gli spazi di Banach
considerati saranno sempre spazi reali.

Sia ora F un sottoinsieme di 1R".

C° (BE) & lo spazio di Banach delle funzioni continue e limitate in F,
con la norma :

Il % |lowm = sup |u|.
E

CY2(E), 0 < a<<1, & lo spazio di Banach delle funzioni limitate ed unifor-
memente hdolderiane, con la norma:

[l 1lgn, amy = sup || 4-[ulu,
dove

[w (@) — u(y) |
Wy p=s8up ———— '
(e, 2 w,yepE |z —y|*
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%2 (B) o lo spazio delle funzioni hélderiane su ogni compatto K C B, con
la topologia indotta dalle seminorme | % ||y, a,, al variare di K nell’insie-
me dei compatti contenuti in E.

Indichiamo con B (v,, R) la sfera euclidea di centro x, e raggio E;
ciod B (x,, R) = {#,x € R*,|x — x,| < R}. Inoltre sarda B = B (0, 1).

Per le derivate useremo le seguenti notazioni: sia f: R® — IR; per
i=1,..,n D'f = gf/ox;; inoltre Df & il vettore (D! f, ..., D*f). Se inve-
ce p & un multiindice, ciod p = (p,, ..., pn), allora sard :

|p]
Pl=pit e brp— 07

8.701”1 390:" '
Sard poi £ un aperto limitato di R", 62 la sua frontiera, Q la sua
chiusura.
Diremo che £ & di classe C! se per ogni z€ 5f2 esistono un aperto B
contenente 2, ed una funzione g € C! (B) tali che:
(1) QnB ={x,x€B,g(x)> 0
(2) 9@ =0, |Dg)]|=0.

Cc* ([_2) ¢ lo spazio di Banach delle funzioni continue in Q con le deri-
vate di ordine << k, normato con :

ul|l ke = 2 sup|DPu].
lwlos = = swo| D7ul
lond (Q) @ lo spazio delle funzioni di o (2), con supporto contenuto in £.
Ok (Q), 0 << o<1, & lo spazio di Banach delle funzioni che hanno le
derivate k-esime holderiane, con la norma:

% {lg, oy = I % [l ok + 2, D7tk

Indichiamo con L? (2),1 << p < + oo, lo spazio di Banach delle funzioni
di potenza p sommabile (secondo Lebesgue) sn {2, con la norma:

1/p
Il = ([ 12 @17 as)”.
Q2

fndichiamo con L (£2) lo spazio di Banach delle funzioni misurabili ed es-
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senzialmente limitate in £, munito della norma :

| w ”L°°(.Q) = sgp ess |u|.

Hk2? (), k intero non negativo, & lo spazio ottenuto completando lo spazio
C* (.ﬁ) relativamente alla norma:

| “H’f.p(g) = (mzs

i » 1/p
D 2
Hok’p & il completamento dello spazio 00'” rispetto alla norma H"? In par-
ticolare sia I'c 0 2, e u€ H"2(2); diciamo che w ha traccia nulla su I se

0 limite in H!"2 di una successione w* di funzioni appartenenti a C!(Q),
nulle su I

. k k k2 k. . .
Scriveremo H" e H, per H e H, ?, rispettivamente.

2) Spazi di Morrey L?*(0) e spazi L7 *(Q).

Diamo qui la definizione e le proprieta che ci serviranno degli spazi
Lr»i(Q) e Lr4(Q), rinviando per le dimostrazioni a [3] e [4].

DEFINIZIONE 1.1. Indichiamo con LP*(Q), 1 <<p < + o0, =0, il
sottospazio di L2 (£2) delle funzioni » per le quali:

402050, = sup B [ [w)]7 dy <+ oo
1§E>0 Bz, R)n 2

Si dimostra che L?* & uno spazio di Banach con la norma scritta. Si di-
moatra facilmente che L?° & isomorfo a L?, e L™ a L=,

Indichiamo con u; , la media integrale della funzione sommabile » rela-
tiva all’insieme B (xr, o) N £, poniamo ciod:

1

mis (2N B (1, 0)] w(y) dy.
2n B(z, o)

(1.1) Ug o =

DerFINIZIONE 1.2. Indichiamo con L»4(Q), 1<p <+ oo, 1 =0, 11
sottospazio di L7 ({2) delle funzioni « per le quali:

[u]j;,,,l == sup R~* j |u(y) —upg|?Pdy < 4+ 00 (0 =diam Q)
2?.6 B, R)n Q
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In altri termini u € .07 2% (£) se esiste una costante positiva M (u) tale che
per ogni x, € £ e per ogni R, con 0 << B < o si abbia:

| (%) — ug g |? de < M (u) R*
Bz, B)n @

L£2.4(Q) & uno spazio di Banach con la norma:
” U “_Ql'- l([)) = ” v ”Lp(.Q) + [u]ﬁp»l .

DEFINIZIONE 1.3. Diciamo che un aperto £ & di tipo (A) se esiste una

costante positiva I{ tale che per ogni « € Q e per ogni R >0 (e B < diam Q)
risulti :
mis [2Nn B (x, R)) = K R".

Osserviamo che ogni aperto di classe C! & di tipo (A).

TEOREMA 1.1. Supponiamo ehe 2 sia di tipo (A); allora
i)y per 0 << 1 < m, L2* ¢ isomorfo ¢ LP*,
ii) per 1 > n, LP* & isomorfo a C%2, con o = (1 — n)/p. In parti-
colare, se A > n -+ p, allora u é costante su ogni componente connessa di £2.
iii) per 1 ==, si ha lo spazio limite €, (£2), che non & isomorfo allo
spazio L2 (), (co L (2)); vale invece Vinclusione :

L () c €, (82) (5).
Osserviamo che se 2 & di tipo (4), e u € L»*(Q), (rispettivamente
w € LP 1 (Q)), posto w(x) = u (x) per x € 2, ¢ w(r) =0 per z€R" — Q,
anche w € L?* (1R"), (rispettivamente w € .27 4 (IR™).
3) Spazi H:»* (Q).

Per questi spazi vedi [4] e [15]. Noi daremo la definizione, ed un teo-
rema che ci sard utile nel seguito.

DEFINIZIONE 1.4, Indichiamo con H%?4(Q), 1<p < 4+ 00, 4 =y,
il sottospazio di H*? (£2) delle funzioni » tali che:

D™u € 274 () per ogni m con |m| =k

(3) Per una caratterizzazione di €, vedi [11].
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I%22(0) & uno spazio di Banach con la norma :
” u “Hk‘ ?’:l(g) = ” v “H k,pk‘Q) +|m‘[2=k[Dm u]ﬁp- 1(9) .

Per quanto visto sugli spazi .07 * (), si ha:

i) H%»0(Q) & isomorfo a H*? (Q)

ii) Se 2 & limitato e di tipo (4), e se n < A<n + p, allora
H*%»*(Q) & isomorfo a C%¢(Q), con o = (1 — n)/p.

TEOREMA 1.2, Sia @ un cubo di R*, 0 << 1 < n, e p=1. Allora
iysept+i<n HLoicLvi, conp<t<pmn—~An—71I—p!
ii) se p + 1=, HLPit c Lrn
iii) se p + 1 >n, HU22 2 O"# con u= (A + p — n)/p.

A noi servird di questo teorema la parte iii), che vale anche per aperti £
molto pit generali, ad es. con frontiera localmente lipschitziana.

Osserviamo che se £ & di tipo (4), e u€ H(f“")’ (£2), posto w (x) = u (x)
per z € Q, e w () = 0 per x € IR* — 2, anche w € HE:2» * (IR").

4) Teoremi di Poincaré, Sobolev, Rellich.

Riportiamo P’enunciato di questi tre teoremi; per la dimostrazione vedi
ed es. [1].

TEOREMA 1.3, (di Poincaré). Sia @ un cubo di R™; esiste una costante
¢ = ¢ (n) tale che per ogni w € HYL?(Q) risulta :

]| u (@) — uq |? de = ¢ (n) [diam Q]P/Z | Diu (@) |» da.
Q 1

Anche questo teorema vale per aperti @ molto pilt generali, ad es. per
aperti @ limitati e convessi.

Daremo ora D’enunciato del teorema di Sobolev, in una forma che non
¢ la pid generale, ma che a noi bastera.

TEOREMA 1.4. (di Sobolev). Sia Q un aperto di classe C', sia u € H*(Q),
con &k >n/2, sia 1 il massimo intero minore di m — n/2 (I =m — [n/2] —1)
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Allora u€ C' (Q2). Inoltre per ogni |a|<<1, x €2,
| D*w (@) | <y (|t]|m o+l o)

dove y é una costante che dipende solo da £ ¢ k. Se inoltre Q & limitato

allora € Ct(Q).

TEOREMA 1.5. (di Rellich). Sia 2 un aperto di R™ limitato di classe C!.
Allora ogni successione limitata in H™(L) ha una sottosuccessione convergente
in Hi(Q), se j << m.

5. Misura di Hausdorff e funzioni di Hl».

Diamo innanzitutto la definizione di misura di Hausdorff, e dimensione
di Hausdorff, per un insieme qualunque di R™

DEFINIZIONE 1.5. Sia « >0, e X C IR"; definiamo la misura o«-dimen-
sionale di X, che indicheremo 9, (X):

na/‘z

(1.2) 9 (X)=1lim inf (Z (diam Xy Y X;D X, diam X< o) T T T

s—0F g

dove I'(x) & la funzione di Eulero.

DEFINIZIONE 1.6. Sia X < R"; definiamo la dimensione di Hausdorff
di X, che indicheremo dimg, (X ):

(1.3) dimq, (X) = inf {& = 0: U, (X) = 0}

Riportiamo ora l’enunciato di due teoremi (per i quali vedi [8]), di cui avre.
mo bisogno nel seguito.
Sia, come sempre, £ un aperto di IR™.

TEOREMA 1.6. Sia f wuna funzione localmente sommabile in £, e 0 <
< o < n. Posto

E, =) x€Q: max lim o~ / |f(y)|dy>02
e—ot .

Bz, e)n 2

8t ha: *

Ky (B,) = 0.
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In particolare sia u € Hi? (2) (8), p << n; allora posto

Z,=lr€f: max lim o?~" / | D (u(y)|?dy >0
em? Bz, e)nQ

8t ha:

C’){n—p (21) - 0

TEOREMA 1.7. Sia u EH&,’J’ (82), p <n.
Ricordando la definizione (1.1) e posto :

2, ={r€Q: non esiste lim u; ,{Ujr € Q:lim |uy | = + oo}
e—~0 e—0

8i ha, per ogni ¢ > 0:
C’}fn—p-{—s (22) = 0.

Diamo infine un ultimo teorema sul comportamento della misura di
Hausdorff sotto trasformazioni Lipschitziane.

TEOREMA 1.8. Sia X € 1R, tale che per un o = 0, si abbia:
W (X) = 0.
Sia @ un’applicazione lipschitziana di un intorno U di X in WR"; allora si ha :
Ha (D (X)) = 0.

DIMOSTRAZIONE Bastera osservare che per ogni x,€ X, e per ogni
R < dist (xy, 0U), si ha:

D (B (v, , R)< B (P (x), AR)
dove i & la seminorma lipschitziana di &, cioe:

up| D (x,) — D (m,) |

=238
|2, — @, |

per », e x, €U

e quindi, se X c EJB (v;, Ry), si ha anche @ (X)c l‘J B (D (x;), ARY).

®) HI(},;I’ (22) ® lo spazio delle funzioni che sono, con le loro derivate prime, di

potenza p localmente sommabile in £
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La tesi segue allora dalla definizione di misura di Hausdorff, osservando
che per dimostrare che 9, (X )= 0, (per un « =0, e per X cIR?) invece
di prendere gli X; generici, possiamo prendere sfere di 1R". Q. E. D.

CariToLo II. - REGOLARIZZAZIONE ALIINTERNO DI Q.

In questo capitolo considereremo il problema della regolarizzazione delle
soluzioni del nostro sistema all’interno di Q.

Trattandosi di risultati di carattere locale, non sara restrittivo supporre
0 limitato.

Considereremo separatamente il caso dei coefficienti A.f}k uniformemente
continui in Q < 1R*, e quello dei coefficienti continui. Nel primo caso, oltre
ad avere una maggiore semplicita di dimostrazione, si riesce a dare una
stima pitt precisa della misura di Hausdorff dell’insieme 2 dei punti sin-
golari ; e questo, fra P’altro, & utile per soluzioni uE[th,'c"(.Q)]N , come ab-
biamo visto nell’introduzione.

1) Aleuni lemmi relativi ai sistemi lineari.

Ci serviranno in seguito tre lemmi relativi ai sistemi lineari. Il primo
di questi & la maggiorazione di Caccioppoli.

LEMMA 2.1. Sia 2 un aperto limitato di IR™ ¢ siano ait funzioni misu-

rabili in 8, verificanti le condizioni:

(2.1) |af;"|g1} (j=1,..,n; h, k=1,..,N)
(2.2) 2 2a@aa=2 2|GF=|

quast ovunque in 2, e per ogni &€ R,

Siano poi fi* funzioni in L2(R), per j=1,..,n; k=1,...,N.

Bsiste allora una costante @ = Q (n, N, L) tale che se uE[th,c (Y e
soluzione del sistema

(2.3) Awyy)= 3 3 [alf - D'up-DIypda =

(] h,k!_)

=2'Z'ffjk-1)jt/rkdx My e[Ch QT
j ok
Q



Ferruccio CoLoMBINI . Un teorema

126
allora per ogni x, €8 e per ogni o, R(0 < ¢ < R < dist (x,, 69)), st ha:

Q)

|Du|2dngE(R-—g)_2 / |u|2dm+zj‘ff Ifjklzdx

(2.4)
B (20, R) B(z,, B)

-B(xOO o)
DIMOSTRAZIONE. Sia n5€ 0; (B (xg, B),0<yp<<1, =1 in B(x;,0) e

| Dy | < 2/(R — o).
Posto y, = n?-uy, si ha, grazie all’ipotesi (2.2) di ellitticita :

>z f | Di(pup) Pdx < 2 = f al¥ - D (quy) - DI (quy) dw =

i h 4jhk
Bz, R) Bz, R)

=22 a?j"gD"n-Dfn-uhouk—{—n-Df'n-Diuh-uk—|—
i, hk
" B (%o, R)

der =

~+ D'y Diug-up + 52 D' up- DI wy

=22

f aX¥AD g - DI oy — - D - D +
i hk

B (20, R)

+ n- Ding- Diwg-up 4 92 Diup- DIwg 4 27 Dig - Diup-up} de =

=2

al¥ Y Din « DYy - v — wie  Dimg- D () +
W5 bk

B (2o, R)

fik e Dig.up + 5D (qug)t de.

+un-Dig- DI (i de + 3 5
7 k B(xo,R)

Abbiamo in quest’ultimo passaggio utilizzato il fatto che » & soluzione di

(2.3). Usando ora la nota maggiorazione :

2|a-b|<ea? 4 1/eb?

(") D’ora in poi con la notazione | Du | indicheremo 2' X | D"uh 2.
T h
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per ogni a,b reali, e ¢ reale = ( che, se a e b sono vettori di IR", diviene :

2;_¥laj-bj| <cellal+ 1/ 0P
8i ha:

E( d 2 dx + %
?%’ j | D¥ (nua) | w_(RQ 7 f | w |2 do A szgk | ua | X<

B, R) B(z, R) Bz, R)

Qs
R —

[ e +22 [ 151 D000 <

B (@, R) B, R)

<oy [ wratrgiole [ et [ powrad+

B(x, R) B(%, R) B (%, B)

taite [ upat [ rpasde

R—p
B (w , R) B (%, R)

+o [ 1Doupats [ 1rp .

3
B (%, R) B (2o, R)

3
Scegliamo ora g = % . 9s i 8= 1/3.

R—o' 2T R—
Si ottiene cosi:

@5  ~ [ D () lzdwgw—_l——%[ f lu|2dw]+4[ f 1 dw]
B(fto.R) (& (@0 , R) B (z0, R)
dove @,, @, e Q; dipendono solo da =, N, L.
Dalla (2.5) si ottiene immediatamente la (2.4), poiché # =1 su B (x,, o).
Q. E. D.
Daremo ora un lemma di convergenza del tipo del lemma 2 di [9].

LEMMA 2.2 Sia @} (v =1,2,..) una successione di funzioni misurabili
in B = B(0,1), convergenti quast ovunque in B a delle funzioni a?j", equilimi-

tate ed equiuniformemente ellittiche, cioé :

(2.1) || < L

(2.2%) 3 adf@bi=2 > |& =&

,j ko k
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Sia fj’" una successione di funzioni appartenenti a L? (B); supponiamo che
le fjk" convergano debolmente in [L2 (B)]"N ad una f,-k. Sia w" una successione
in [H (B)n L* (B)]" tale che:

(2.6) A (W)= 3 X f af;“ Dy Dy, de =
Bihk
B

=x3 [ e v yerdhm)”
j
B
e 8t supponga che:

(2.7) w —wu in [L? (B)]¥ (8).

Allora w appartiene a [HILC(B)]N, e st ha, per ogni 0,0 < p <1

(2.8) w” — u in [L? (B (0, o)]¥

(2.9) Diw — Diw in [L2(B (0, o)) ¥ (i=1,2,..,n)
e inoltre

(2.10) A (u,p) = ’_Z;_ th fa:.'j" «Diu, - Diy, dr =
B

=33 ff,"- Dlypdr N ye[C (B
Jj k.
B

DiMOSTRAZIONE. Per il teorema di Banach-Steinhaus le u* sono equi-
limitate in [L?(B)]Y, perch®é debolmente convergenti. Per lo stesso motivo
le f,-k" sono equilimitate in L? (B).

Segue allora dal lemma precedente che, per ogni o, 0 <o < 1, le Diu”
sono equilimitate, e quindi debolmente convergenti, in [L?(B (g, 0))]¥; ne
segue la (2.9), e quindi per il teorema di Rellich (teorema 1.5) la (2.8).
Abbiamo cosi che uE[Hﬂ,c (B)]N.

Per dimostrare la (2.10) osserviamo che

(2.11) £ W= [P pde v ey veldh B
B

(8) Con il simbolo —s indicheremo la convergenza debole.
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Inoltre, per la convergenza debole delle £ in [ (B)]N, si ha:
(2.12) [ﬁkv-Djwk da —> [f,-"-pfw,c da.
B B

DBastera percio provare che A* (u”, v)— A (u, y).
Per questo consideriamo

A7 (wyy) — A (4, ) = A (W — u, ) + A" (0, y) — A (w”, )

Dalla (2.9) segue che lim A4 (u” —u, ) = 0; inoltre

¥ — 00

|A*(w,y) — AW, y) | < 2 th |}l (@) — «iF ()| | Diun| -| DIy da.
l’] il
B

Sia ora ¢ < 1, tale che supp w< B (0, ¢); si ha:

| A7 (v, p) — A (v, p)| <

1/2 12
‘f}Dw’Pdm} .

<Cyp) 2 > § [| alk () — a* (x) |* da
iink (. Y Y
B(0, 0 B(0, o)

Dal lemma (2.1) segue allora che A” (w*,y) — A (w*, yv)— 0, e quindi

lim A4 (v, v) = A (u, v) Q. E.D.

¥ — 00

LEMMA 2.3. Siano bf}k delle costanti verificanti le condizioni:
¢ k
(2.13) || < L

(2.14) 3 S VREE =] M EETRMY.

iwihk

Siano poi f}e 2B (j=1,...,n3k=1,...,N)
Esiste allora una costante A = A (n, N, L) tale che se w appartiens a
[HJm(B)nL2(B)]N ed & soluzione del sistema

(2.15) Ewy) =233 [b?j"-p"uh-pfw de =

Lj hE,
B

=33 [fj"-th,uk dx My e[Ch (B]Y
j k .
B

9. Annali della Souola Norm. Sup. Pisa.
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allora per ogni ¢, 0 < o <1, st ha:

(2.16) U (0,0) << A/230*> U (0,1) + 0> F (0, 1)}
dove
(2.17) U@y, B)=R™ | |ui®) — uy g|*de(®)
B (20, R)
(2.18) F(r,, R) = R* ™ f|f|2 dx
B (z0, R)

(2.19) U, p= ;" R | u(x)dx (wy = mis (B (0, 1)").

B (%, R)

DIMOSTRAZIONE., Poniamo u = v 4 w, con w € [H, (B)N r (B)]N e solu-
zione del sistema omogeneo :

(2.20) B (w,y)=0 per ogni ye[Cq (B)]Y

e ve[ﬂo1 (B)]N goluzione del problema di Dirichlet relativo al sistema

(2.21) Be,p)=23 [ JF D pyeda vy e[C B .
i k.
B

Stabiliamo separatamente delle maggiorazioni per v e per w.
i) Per w vale la seguente maggiorazione :

(2.22) W (0, 0) < O (n, N, L)+ W (0, 1) (0 <e<1).

Per la dimostrazione vedi [9], lemma 3

ii) Consideriamo ora la v. Tenuto conto del fatto che v & nulla al
bordo, possiamo sostituirla nel sistema (2.21) anche al posto della v, otte-
nendo cosl (usiamo anche Vellitticita dei coefficienti, e la disuguaglianza
di Holder):
(2.23) / | DofPdr< = zf b D' v Dy dw =

Bo,1) R
1/2 1/2
=j2%’[j}"-vakdwg |f|2de ;[ | Do [*dx

B(0,1) B(0,1) B(,1)

(?) Con |u(x) — Uy R [> intendiamo X |u, (x) — gy B 2.
) k )
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Da cui si ottiene

(2.24) f | Dv > dz gf | f | da.
B(0,1) B(0,1)

Dalla (2.24), per la disuguaglianza di Poincaré, si ottiene, per ogni g, 0 <o <<1:

(2.25) |v(@_vo,epawgy(m.ng[m [ de <
B0 B, e
(2.26) < y(n)-0? [le [2de <<y (n)-0? [ |fPde.
B@©,1 B(0,1)

Ritorniamo ora alla w. Osserviamo innanzitutto che, per le posizioni fatte,
Uy, o == Vo, + Wo,0, © quindi si ha:

(2.27) [ u (@) — up, o> << 2| V(@) — vo,0 |24 2| w () — wp, 4 |2

Usando questa disuguaglianza, oltre alle (2.22), (2.25) e (2.26), si ha:

(2.28) [[u(w)—uo,g|2dwg2f |v(w)—v0,9|2dx+2f |w (@) — 10, o |Pdw<<

B(0,e) B, 0) B(0,0)

gy(n)-ezf f2de + gt [ [0 (@) — w0y [t dw <
B(0,1) B(0,1)

=

gy(n)-g2[ | f P de + 0-9""’2%] |u(w)—u0,1|2dw+f |v—wo,, > de
B(0,1) B(0,1) B(0,1)

s?(")-egf |f|?de+ C- g +? / Iu—uo,:lzdw+0-7(n)e“+2fl/’lzdwé

B(0,1) B(0,1) B(0,1)

gA/Z%e”“f |“(w)_u0,1,2d‘x+92[ | fI? de
B0, 1) B(0,1)

dove A = 2max [C(n, N, L), y (n)-(1 4 O)], e quindi dipende solo da =, N, L.
(nel corso della dimostrazione abbiamo conglobato eventuali costanti nume-
riche nelle costanti C e y). Q. E.D.
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2. Regolarizzazione delle soluzioni.

Dimostreremo innanzitutto un lemma fondamentale ; grazie al lemma 2.2
di convergenza, si riesce a dare una disuguaglianza del tipo di quella valida
per sistemi a coefficienti costanti, stabilita nel lemma precedente, anche
per opportuni sistemi quasi lineari. La dimostrazione & fatta per assurdo,
e si basa sulla considerazione di successioni di soluzioni di sistemi lineari
aventi per limite soluzioni di sistemi a coefficienti costanti, e sulla applica-
zione dei lemmi 2.2 e 2.3.

LEMMA 2.4, Per ogni z(0 <1 <C1), esistono due costanti o, = 0, (v, £,
AN 1Y, Ry= R, (s, 2, A , f) tali che se w € [H! (2)I¥ & soluzione del sistema
(0.1) nelle ipotesi (0.2), (0.3), (0.4), e con Vulteriore ipotesi che le funzioni A%’
siano uniformemente continue mnei loro argomenti, e se per x,€ Q2 e per
R< RyAd(xy,08) si ha:

(2.29) U (®, R) < ag
(2.30) F (xy, R) = R*" f | f]? dx < o2
B (20, R)
allora :
(2.31) Uy, tR)<< A37* Uy, R)+ 2" F (x,, R)!

(A= A4 (n,N, L) & la costante del lemma 2.3).

Di1MOSTRAZIONE. Se il lemma non fosse vero esisterebbero un = (0 <7
<7 < 1), una successione x, € £, una successione o, — 0, una successione
R, — 0, una successione u” € [H! (£2)]¥ di soluzioni di (0.1) tali che :

(2.32) max} U’ (x,, R,), F’ (2, , R)} = o,
(2.33) U”(x,,tR)> A3 U (2, , R,) + " F” (x,, k).

Poniamo ora
(2.34) v (y) =0, v (x, + R, y) —ui, x,

(2.35) ;" (y) = o, "R, f; (@, + Ry y)

(2.36) y(y) =R, ¢ (@ + R, y).
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Sostituendo nel sistema (0.1), grazie alle posizioni (2.34)-(2.36), si ottiene,
mediante semplici calcoli :

(2.37) ZZ -/A., @ + R, ¥, 0, " (y) + uz,, &, ). D' DYy dy =
Wik
B0, 1)

=2 ffdf" (¥)- D7y dy M ye[C (B]Y

Le (2.32) e (2.33) diventano:

(2.38) max} V> (0,1), D»(0,1){=1
(2.39) VY (0,7) > A3* V> (0,1) + ?=D* (0, 1)} = 42> 0
dove

Vr(0,7) = z—”f|v’(y)——vg,t|2dy e D’(O,z)=z2—"f]d;."|2dy.

B (0, 7) B (0, 7)

Infatti sostituendo nelle (2.32) e (2.33) si ha:

V’(O,l)=[|v’(y)—vg,1|2dy=

E0,1)
0_2 2
=1;"f |u” (@, + R, y) — uz,, g, | d@, + R,y)=0,°U" (z,,R,)
VB(’V’RP)
Rz—ﬂ
D¥(0,1) = f|f"w+Ryldy— |ffPdw = o2 F” (v, R).
"By > Bz, , R,)

Passando eventualmente a sottosuccessioni, che indicheremo ancora
con v*, si ha:

(2.40) v —wv  in [L*(B)¥

infatti le v sono equilimitate in [L?(B))¥ : / [v* (@) Pde <1
B
(2.41) o*vv—0 quasi ovunque in B

infatti }|| v ||z (B){» & limitata, quindi ||, v"| = o, | v"|| — 0; percid, pas-
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sando a sottosuccessioni, si ha la (2.41)
(2.42) Al (my, wh R —> b perchd le A} sono limitate
(2.43) a” — d; in [L*(B)™ per lo stesso motivo di (2.40).

Da (2.41) e (2.42), tenuto conto della uniforme continuita delle funzioni
ALY, si ha:

(2.44) A @, + By, 0,0 () + ui, 1) —> by q. ov. in B.
Applicando il lemma 2.2 si ha allora :
(2.45) v — in [L2(B(0,0)]¥ Mo (0o

(2.46) Div’— Div in [L2 (B0, o))]¥ Vo (0<o<1)

(2.47) 53 | b D oDy dy = 2"%‘[01}‘ @)D’y dy N we[C(B)Y .
]
B

i bk,
B

Ma il sistema (2.47) & a coefficienti costanti, possiamo quindi applicare
il lemma 2.3, ottenendo :

V(0,7) << A/2 §22 V (0, 1) + 22— D (0, 1)}

mentre, passando al limite nella (2.39), si ha:
V(0,7) = A} V(0,1) 4 2= D (0, 1)}.

Infatti V*(0,7) converge a V (0,7), perche, per la (2.44), abbiamo :
v — 0, —>v—mu,, in [L?(B(0, )"

osserviamo infatti che la successione numerica }v; .{ converge a v, .. Inol-
tre, per la (2.40), passando al limite nel secondo membro della (2.39) si ha :

V (0,1) << min lim V~ (0, 1)

Y — O

e analogamente, per la (2.43)

D (0,1) < min lim D7 (0, 1)

¥ -+ 00
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Si ha cosl I’assurdo, tenendo anche conto del fatto che:
V(0,7)=A47>>0 Q. E.D.

Diamo ora un lemma corrispondente al lemma 2.4, senza perd l'ipotesi
di uniforme continuitd delle funzioni A?j". Osserviamo che nelle ipotesi in
questo caso c’¢ anche una condizione sulla media; e sard questo fatto a
rendere meno precisa la stima della misura dell’insieme dei punti singolari.

LEMMA 2.5. Per ognt 7(0 <z < 1) e per ogni M > 0 esistono due costanti
positive oy = o, (v, M, @, AL, ff), Ry, = R, (zr, M, 2, Al /}) tali che se we
E[H! ()Y & soluzione di (0.1) nelle ipotesi (0.2), (0.3) e (0.4), ¢ se per x,€ L
e per R<R,Ad(xy,08 £2) si ha:

(2.48) Ulx,, R) < og

(2.49) F(x,, B) < 0(2)

(2.50) ]u%,RIgM

allora :

(2.51) Uwy,tR)<<A?U(x,, R) + = F(x,, R)

(di nuovo 4 = A4 (n, N, L) & la costante del lemma 2.3).
Come abbiamo gia osservato, essendo il risultato di carattere locale, si

pud supporre £ limitato, e le funzioni A:',-k definite e continue per x che
varia in Q.

DIMOSTRAZIONE. Si procede come nel lemma 2.4 fino alla (2.41). In
luogo della (2.42) si puo supporre :

(2.52) x, > g, R, —> U
Da questa, per la continuitd degli A!}", si ricava che:

(2.427) Alf @, + R, y, 0,9 (y) + uz, 2) —> Aij (%, 4) = b’ q.ov.in B.
La conclusione & identica a quella del lemma 2.4, Q. E. D.
Diamo ora altri due lemmi, i quali ci dicono che se il lemma 2.4, (ri-

spettivamente 2.5) vale per un certo punto ed un certo raggio R, allora vale
in quel punto anche per z* R, con %k intero e t abbastanza piccolo.
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Y

LeMMA 2.6, Se u appartiene a [H ()Y, & soluzione del sistema (0.1)
con le condizioni (0.2), (0.3), (0.4), e con la ipotesi di uniforme continutta de-

gli Ai'}k, e in un punto x,€ £2 verifica le condizionsi:

(2.53) Uy, B) < oy =o,(r, Q, A3, f)
(2.54) F(x,, R) < 0y = 0} (v, @, A", fi")
dove
(2.55) v < (2 A)y-1/e-a)
(2.56) R < R, Adist (x,, 692)
ook |1 g )" (1 e — ATt
(2.57) B, = Ry(7, 92, A} ’fj)A[7./TJ A ) W

LA
(2.58) p=22 175" .2, n=24a g
allora per ogni intero k=0 si ha:
(2.59) Ux,,* R) << vk og .
DiMosTRAZIONE. Osserviamo innanzitutto che, poiché j;-k € L> "% eggen-

do per la (2.57) BRI < og/,u risulta, grazie anche alla (2.58):

(2 60) F(wo,e)=e2—"2§f [fiPdr<pe*<ol Vo 0<oe<E,.
J

B (%9, @)

Dimostriamo ora la (2.59) per induzione su k. Per k=0 la (2.59) si
riduce alla (2.53). Supponiamo ora la (2.59) vera per k¥ — 1: questa, insieme
alla disuguaglianza (2.60), ci permette di applicare il lemma 2.4 a U (z,, 7* R),
ottenendo cosi :

(2.61) U@y, R) << A}* U(xy, o' R)+ 2> F (x,, "1 R){ <<
< A g2tka—a Og __|_ A " 2—n+tka—a Ra

Dalla (2.57) segue allora immediatamente la (2.59); l’induzione & cos}
completa. Q. E. D.

LEMMA 2.7. Se w appartiene a [H' ()N, & soluzione del sistema (0.1)
con le condizioni (0.2), (0.3), (0.4), e in un punto x,€ 2 verifica le condizioni
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(valgono ancora le (2.55) e (2.58)):

(2.62) | ey, & | << M/2
(2.63) U@, , R) < o?
(2.64) F(z,, B) < o
dove |

hE % M Wy 1/2 1 —_ 1:02
(2.65) 01 == 00 (f, M’ Q, Al] ’fj ) A 7 [—2—:, . m__—n/—z
(2.66) ' R < R, adist (z,, 0 Q)
2.67 Bo— R, (i, M, 2, A fFya |l ot WA i |"
(2.67) 0 0(1, y =4y u,ff) 9 ; 2T

(ricordiamo che w, & la misura della sfera unitaria in 1R"),
allora per ogni intero positivo k si ha :

(2.68) U (5, o B) < v*}1/2 U (w, , B) + p v R}
(2.69) U (=), 7" R) <1 o2 < o?,

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo innanzitutto che, poiché f,*€ L2 n—2+a es.
sendo per la (2.67) Ri < (1/2)(o}/u), risulta, grazie anche alla (2.58):
(2.70) F(z,,0)<<o0i per ogni o (0 < o< R,

Abbiamo inoltre, mediante semplici calcoli: (1°)

—12
(2.71) | Uy, 0 — Uy, o | < [(U (5, 7))/ + v="2 (U (m,, 0)*?] (—)

(19) Abbiamo infatti, per quasi tutti gli x€ B (%, 0):
[Ugy 0 = Uy, 10 P=201 thgy, o — 0 @) [P+ 0y (o— v (@)]*].
Integriamo ora sulla sfera B (x,,70): (B (%, t0) © B (x,, 0))
wnz"Q"]u%’e—uxo’wleZ{ / l[u—~u%‘0[2+|u—ux0'w|2§dxj
B(zo, 7€)
[y, 0 — gy, 20 P =2 w;._l [v7" U2y 0) + Ulxy, 70)]

da cui si ha la relazione voluta ((a + b)‘/2 = all? + pl/2 per a,b=0).
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valida per ogni ¢ << dist (¢,, 02). Dalla (2.71) si ricava immediatamente
per ogni intero positivo k:

—12 k& )
272) |y, | <Lt |+ (147 (%) 3 (U @y, @ B

J=0
Dimostriamo ora per induzione su k (2.68) e (2.69), insieme alle rela-

zioni seguenti :

k
(2.73) U(wy,v* B)<< (A Ux,, R) + v 3 (A2 F(x,, 7" R)

i=1
(2.74) | - | << M.

i) Dimostriamo queste maggiorazioni per k = 1.

La (2.73) si riduce a U(x,,7 R)<< A+*[U (xy, R) + v=" F (,, R)], che &
vera per il lemma 2.5, che possiamo applicare a U (x,, 7 R) grazie alle ipotesi
(2.62), (2.63) e (2.64).

Dalla (2.73) segue la (2.68), grazie alle (2.55) e (2.58): infatti

Uy, R)<< A}WP U (xy, R)+ > " F(x,, B} < *}[1/2] U(xy, R) + v~ Re}.

Dalla (2.68) segue immediatamente la (2.69), per la (2.63) e (2.67).
Dimostriamo infine la (2.74). Dalla (2.72) si ottiene :

0\ 712 : .
|ty e | < [y, = |+ (1 + 70) (7) MU (g, BRI+ (U @y, © B4
Applichiamo ora le (2.62), (2.63) e la (2.69) gia dimostrata nel caso &k = 1.
Si ha allora:

—_— /«
oo S 22 (1) (5) o v

Maggioriamo ora la somma tra parentesi } { con la somma della intera
serie, che & convergente, ed utilizziamo la (2.65):

—1j2
| ey, s | < M2 + (1 + 77P) (%’l) / 0y I-%z;/—z < M/2 4 M/2=M.
ii) Supponiamo ora le (2.68), (2.69) e le (2.73), (2.74) vere per k — 1,
e dimostriamole per k.
Per avere la (2.73) applichiamo il lemma 2.5 a U (x,,7* R), il che &
possibile essendone verificate le ipotesi, grazie alla (2.70) che ¢ sempre vera,
e grazie alle (2.69) e (2.74), supposte vere per k — 1 per l'ipotesi induttiva.
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Si ottiene allora:

Uwy, ™ R) << A}1? Uy, 1 R) 4+ 22" F (zy, ' R){ <

k—1
gAzzz l(Atz)"’ LU (xy, R) 4+ 1" 3 (A2) F(@y, 7511 R)| + 2" F(ay, v+~ R)g =

=]

k
= (A} U(x,, R) 4 1" 5 (A2} F (2, = R).

i=1

Dalla (2.73) segue la (2.68), grazie alle (2.55) e (2.58), analogamente a
quanto fatto nel caso k= 1:

k
Uz, ™ R) << (AI2)" U(x,,R) 4+ v 3 (A F (@, =i R) <

=1
k
< (1/2) 2% U (2, , R) 4 ™ uR* ek 3 (1/2)igis p—ia <
=1
< v*3((1/2)] U (,, R) + pr—™ R%{.

Dalla (2.68) segue immediatamente la (2.69), per la (2.63) e (2.67).
Dimostriamo infine la (2.74). Usiamo la (2.72), le (2.62), (2.63) e la
(2.69), gia verificata fino a k.

\—1z k )
|“%,,kRISIu%,RI+<1+r—"’2)(%) 3 (U (g, o/ R <

Jj=1
w,\ 12 ko
< M/2 4+ 1+ "2 (?> o0 3 92,
j=1
Procedendo ora come nel caso k=1, si ha:
—apas [©n —1/2 1
|, gl <<M/2+ 1+ ”/)(7) O T am =M.
I’induzione & cosl completata. Q. E. D.

Possiamo ora dimostrare il teorema di regolarizzazione per l’interno.
La dimostrazione & divisa in due parti: nella prima si considera il caso dei
coefficienti A;}k uniformemente continui, nella seconda parte gli Af;',-k sono
goltanto continui.
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TEOREMA 2.1. Per ogni soluzione uE[Hl%,c (Q)]N del sistema :

(0.1) Awy)= 3 z fAZ;-" (@, %) D' up- D vy, dw =
LA
(2]

=23 fff(w)-D"wk do v (G @)”
J
Q2

dove £ ¢é un aperto limitato di R™, con frontiera di classe C!, i coefficienti
A:}k verificano le condizioni :

Alle 0 (2 < RY)
(0.2)

| A5 | <L

(0.3) 22A3k§25£2|5|2=25152|2 v EeR™

i hok
ed il secondo membro appartiene allo spazio di Morrey L*»n"—2+e;
(0.4) et @Y 0<a<?2
esiste un aperto £, c Q, tale che:

up € 0% (2,) (h=1,..,N).

. . N h . . . .
DIMOSTRAZIONE. (Caso dei coefficienti A.f uniformemente continui). Fis-
siamo innanzitutto z:

(2.75) T = (2 A)-le—a)

In corrispondenza di z troviamo ¢, ed E,, come risultano dal lemma 2.4, e
quindi anche E, dato dal lemma 2.6.

Sia ora x, un punto di £ per il quale esiste un R positivo, con la
condizione R < R, A dist (x,, 082), tale che:

(2.76) Uz, , B) <.
Esiste allora un J (0 << 6 << R) tale che:

(2.77) U@ R,) <0 M, |[¢—a|<0 (Re=R—|x — x|
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Inoltre, grazie alla scelta di R, , si ha:
F, R) < ol Ma, |e—a| <o

Possiamo cosi applicare il lemma 2.6 a U (», R,) ottenendo che per ogni
x€B (x,,d) e per ogni intero k=0 si ha:

(2.78) U, ©* R) < 0?1k,

Vogliamo ora dimostrare che una relazione corrispondente vale anche
per ogni g, comunque scelto, purché abbastanza piccolo. Preso dunque un
0, con la condizione :

0< o< RER—0<R,
indichiamo con k Vintero per cui
(2.79) TR, <o<7R,.

Si ha allora, tenendo presente la definizione di U (x, g), e le relazioni (2.78)
e (2.79):
—1

] : U(w’ Q)S U(x’ Tk Rx)g O%‘tak<0§ [E——] Q“

" U(w, Q) < [ﬂ; Ra;

e quindi, per ogni x€ B (x,,d), e per ogni 9,0 <9< R —4, si ha:
oZT "

2. —_— .
( 80) U(“"’Q)< (R_a)a é’

Dalla (2.80), per il teorema 1.1, che, come abbiamo visto nel capitolo I,
da una caratterizzazione degli spazi delle funzioni hélderiane in base a di-
suguaglianze integrali quali la relazione (2.80) appena dimostrata, segue che
% & holderiana con esponente «/2 nella sfera B (x,, ).

Percid w & holderiana, con esponente «/2, in un aperto £, c 2.

Q. E. D.

. . . hk . .
DIMOSTRAZIONE (Caso det coefficientt A;; continut),
Fissiamo innanzitutto 7:

(2.81) T = (2 A)"1e-a)
Sia poi z, un punto di £ per il quale si abbia:

(2.82) lim U (x,,0) =0
e—0
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ed inoltre

(2.83) lim wu, o esiste finito.
o —0

Dalla (2.83) segue che esistono un M ed un R’ tali che
| ey & | << M/4 MR 0<R<ER.

In corrispondenza di z ¢ di M troviamo o, ed R, dati dal lemma 2.5,
e quindi anche o, ed R, (con lo stesso significato che nel lemma 2.7). Pos-
giamo inoltre supporre Eog R’ . Esistera infine per la (2.82) un opportuno
R, R<<RyAdist (x,,0 Q) tale che Ul(x,, R)<1/20?.

Posto allora R, = R — |2 —x,|, si pud determinare un 4, con 0 < < R,
in modo che se x € B (%,,0d), si abbia:

| e, m, | << M2 U(x, Rs) < o?.
Tnoltre, essendo R, < R < R, si avrd anche :
F(x, R;) < U%
e quindi, per il lemma 2.7:

(2.84) U, R)<ol1** N x€B(xy,0d), e /& intero.

La tesi segue come nel caso dei coefficienti uniformemente continui, a
partire dalla formula (2.84), che coincide con la formula (2.78). Q. E. D.

4. Dimensione di Hausdorff dell’insieme dei punti singolari.

Considereremo infine il problema di valutare la dimensione dell’insieme
2 dei punti singolari: qui sorgerd la differenza tra coefficienti continui, ed
uniformemente continui.

TrOREMA 2.2, (Caso dei coefficienti Afj" uniformemente continui). Sia

we[H o (.Q)]N (p == 2) soluzione del sistema (0.1); supponiamo che gli A;}" siano
uniformemente continui in 2 < RY; allora si ha:

(2.85) W (2 — Q) =0
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da cui in particolare segue :
(2.86) dimg, (Q — Q) <<n —p

(2, & come nel teorema precedente, I’insieme dei punti regolari).

143

DIMOSTRAZIONE. Per quanto visto nel teorema 2.1 si ha che Pinsieme

dei punti singolari & contenuto in X, , dove

ZizngEQ:max lim Q-"/ |4 (@) — Uy, o > dx >0F.
e—ot .
B, 0

Applicando la disuguaglianza di Poincaré, e poi di Holder, si ottiene:

e | |u@) — Uy, fPdr <y (n) > | |Du(x)dr <
Bz, @) B (20, 0)

< y (n) ™ % / | Du |7 dx §2/p f dx

Bz, 0 B (&, @)

1—2[p

2/p
=y (n) >~ w2 (on)1—2p g j | Du |? dx § =y’ (n)[gp“"] | Du |? dw‘

B (%0, 0) B (20, 0)

Possiamo cosi applicare il teorema 1.6, ottenendo

WUn—p (Z;) =0
e quindi la tesi.

V4

Q. E.D.

TEOREMA 2.2°. (Caso dei coefficienti Al continui). Sia w € [Hu? ()"

(p = 2) soluzione del sistema (0.1); supponiamo ora che i coefficienti A?j" siano

solo continui nelle variabili x ed u ; allora st ha, per ogni ¢ > 0:
Hn—pts (2 — L9) =0
e quindi, anche in questo caso, si ha :

dimg, (2 — Q) < n — p.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto visto nella dimostrazione del teorema 2.1
8i ha che l’insieme dei punti singolari ¢ contenuto nell’unione di 3, e %,,
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dove :

I =€ Q:max lim o™ [ |u (€) — g o|* dx > 0

e—ot
B (2, @)
3, = [®, € 2: mnon esiste lim wy J U {2 €Q2: lim [ug, o] = 4 oo}.
e—0 e ~0

Come nel teorema precedente abbiamo, per il teorema 1.6:
qgn—p (21) = 0.

D’altra parte dal teorema 1.7 si ha:

C}(n—p-f‘g (22) =0 v & > 0.

In conclusione :
C}(n——p+s(21U22)=0 VS> 0
e quindi la tesi. Q. E. D.

CariToLo III. - REGOLARIZZAZIONE AL BORDO:
PROBLEMA DI DIRICHLET CON DATO AL BORDO NULLO.

In questo capitolo vogliamo dare un teorema di regolarizzazione al
bordo, corrispondente a quello per l’interno dato nel capitolo precedente.
Nella dimostrazione di alcuni lemmi daremo soltanto un accenno a quanto
vi & di analogo ai corrispondenti lemmi per linterno.

Come abbiamo gia osservato nell’introduzione, supporremo che la fron-
tiera di £ sia piana.

In questo capitolo indicheremo con £ la semisfera B (X,, r) N {r, = 0},
e con I' la parte piana della sua frontiera, cioé I'= B (X,, »)n {x, = 0}
(X, ovviamente & un punto dell’iperpiano {v, = 0}).

Sara poi per x € |, = 0}, B* (z, r) = B (%, r) 0 {2, = 0}.

1. Alcuni lemmi relativi ai sistemi lineari.

Daremo qui tre lemmi, corrispondenti ai lemmi cap. I, par. 1).
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LeMMA 3.1. Siano al}f funzioni misurabili in Q, verificanti le condizioni
(2.1) e (2.2) (rispettivamente limitatezza ed ellitticita).

Siano poi f} funzioni in L?(Q), per j =1,..,n; k=1,.., N.

Esiste allora una costante @ = @ (n, N, L) tale che se u € [Hyse (Q)]N e
soluzione del sistema (2.3) ed inoltre w ha traccia nulla su I’y allora per ogni
%, € I'" e per ogni ¢, B (0 < ¢ << R; ed R tale che B* (x,, R)C &), si ha:

(3.1) [|Du12dng§(R—g)—2f \ulzdw-[-Z"ka |fj’°|2dw§.

. . j
B* (%, @) B* (% , R) B* (29, R)

DIMOSTRAZIONE. Sia 7€ Cg (B (¥, R), 0 <y <1,y =1 su B (x,,0)
e |_pn | < 2/(R — ). Sia 5 la sua restrizione a B* (v, , R). Posto vy, =
= 9%.uy, si ba che y appartiene a [Ho1 (B* (%, , R))]N.

Si ha percio, con calcoli analoghi a quelli del lemma 2.1:

22[ | D (qua) 12dwg f|u|2dx+

B* (a0, R) \-""o s R)

tgcfa [ 1 art L [ 1Dow ]t

B, R) B B

+R%g g%/ |“|2d“'+gif |f P dw

B* (2, R) B* (2, R)

1
e[ 1Daupar + 2 [ (rpal.
B, B) 3B, B)
3Q2 Qa

Scegliamo ora g = R—Q; &y = F—o ; &5 =1/3. Si ottiene cosl:

1 30 + Q3
(3.2) ?-[ID(nu)lzdng./ |“|2dx+4[ /lflzdx]
B*(zy, R) B* (2, R) B* (2 ,

dove Q,, @, e @3 dipendono solo da n, N, L.
Dalla (3.2) si ottiene immediatamente la (3.1), poiché 4 = 1 su B* (x,, o).

Q. E. D,
Daremo ora un lemma di convergenza.

10. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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LEMMA 3.2. Sia a}f” (v =1, 2, ...) una successione di funzioni misurabili
in B* = B* (0,1) = B (0, 1) N {x, = 0}, convergenti quasi ovunque in B* a
delle funzioni a%" , equilimitate ed equiuniformemente ellittiche, (cioé verificano
le (2.17) e (2.2), con L indipendente da »).

Sia fj"" una successione di funzioni appartenenti a IL? (B*); supponiamo
che le f} convergano debolmente ad una fF in [L* (B*)*N. Sia w una succes-

sione in [Hioe (B*) N L2 (B*)]¥ tale che:

(3.3) A w,y)=2 3 [aff-Du;.-Diy dz =

4.j hk
B*
=73 [ff’”'D" v, Az Ny €[04 (BHY
B*
ed inoltre
(3.4) u” ha traccia nulla su I’ per ogni ».

Si supponga che :
(3.5) w—u in [L? (B*)¥ .

Allora w appartiene a [Hyp, (B*)]", e si ha, per ogni o, 0 < o <1

(3.6) w—u in [L? (B* (0, o))]¥
(3.7) Diw — Diu in [L2? (B* (0, o))]¥ (t=1,2,..,n)
ed inoltre
(3.8) Awyp)=2 % fa%" - Diw,-Diy, de =

. j h kB*

=33 /fjk.DJ' v, dx My €[CF (BM].
ik
B

Infine si ha :

(3.9) % ha traccia nulla su I.

DIMOSTRAZIONE. Le (3.6)-(3.8) si dimostrano nello stesso modo con il
quale nel lemma 2.2 si dimostrano le corrispondenti (2.8)-(2.10).

Dimostriamo dunque la (3.9). Per le (3.6) e (3.7) si ha che u” converge
ad » debolmente in [H* (B* (0, o))" .

Dalla (3.4) segue che per ogni intero positivo » troviamo una funzione
v € [01(B*]¥, con supporto contenuto nel semispazio {x, > 0}, e tale che:

(310) ” v — w ”Hl(B*) < ]/V.
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Verifichiamo che la successione v” converge debolmente ad u mnello
spazio [H*! (B* (0, 0))]¥ ; infatti per ogni u€[H?* (B*(0,0))" si ha:

(3.11) |<v”—u,,u>51|g[(v”—u",,u)gl|+
1w —uy pdm | << 1y || plla + | v — uy ¥ |

e questa somma tende a zero quando » tende all’infinito.

Ma allora per il teorema di Banach-Sachs esiste una combinazione con-
vessa delle v* che converge ad u fortemente in [H! (B*(0,0))]"; e questo &
quanto ci serve, in quanto una combinazione convessa di funzioni di
[C* (B*]¥, con supporto contenuto in {x, > 0}, gode ancora di queste pro-
prieta. Q. E. D.

Diamo ora il lemma per i sistemi lineari a coefficienti costanti.

LEuMmA 3.3. Siano bf}k delle costanti wverificanti le condizioni date dalle
(2.13) e (2.14).

Siano poi fre L*(B*) (j =1, .., n; k=1,.., N)

Esiste allora una costante A’ = A’ (n, N, L) tale che se w appartiene a
(Hiso (B¥) 0 L2 (BY)¥ ed @& soluzione di :

(3.12) Buwy)= 3 3 |bf Dup-Dyyda =

Wi hk
B*
=22 [f;" DYy da M we[Co (B
ik i
ed inoltre
(3.13) u ha traccia nulla su I”

allora per ogni g, 0 <o < 1, 8i ha :

(3.14) U*(0,0) << A7/2 {0 U*(0,1) + ¢*~" F*(0, 1))

dove

(3.15) U* (x,, R)= R f | u|?de (g € {2, = 0}))
B* (%, B)

(3.16) F* (z,, R) = R [ |j|2 dx (a4 € {2, = 0}).

B* &, R)
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DIMOSTRAZIONE, Poniamo # = v 4 w, con w € [Hlf,(., (B*)n r’ (B*)]N e
soluzione del sistema omogeneo :

(3.17) E@w,v)=0 Mye[0BY", e w ha traccia nulla su I"
e vE [Ho1 (B*)]N & soluzione del problema di Dirichlet relativo al sistema

(3.18) By =233 f J}-Diy,de oy €[ B
ik
B*

Stabiliamo separatamente delle maggiorazioni per v e per w.
i) Per w dimostreremo che:

(3.19) W* (0, 0) < €’ (n, N, L)-g* W* (0,1) 0<eg<1)

Dal lemma 3.1, ove 8i ponga fjk = 0, segue che per ogni o, 0 <p <1,
vale la seguente maggiorazione :

(3.20) b / | Dwy 2 de << Q-(1 — )2 3 [ | wp | do .
" g (0, ) " (0,1)

Questa maggiorazione continua a valere se al posto di w sostituiamo
una qualunque derivata tangenziale della w, cio®@ una qualunque derivata
fatta rispetto alle variabili «,, .., x,—;, perché se D™w & una derivata
tangenziale si ha ancora:

(3.21) EDmw, p) =0 Myce[C (B9, e D"w=0su [

Lo stesso discorso invece non vale per le derivate in cui figurino deri-
vazioni anche rispetto alla variabile x,, perché queste derivate non si an-
nullano su I

Si supera questa difficoltd con un artificio ben noto.

Si voglia per esempio maggiorare lintegrale delle derivate normali
(6% w,/622). Dalla maggiorazione (3.20) scritta per qualunque derivata tan-
genziale Diw,, 1 =1, 2,..,n — 1, 8i ottiene:

n—1

n N
2 > | DIDiary P de <<

(3.22) 5
J=1 i=1 h=1
B* (0, 2/3)
n—1 N N
<0, nNL 3 3 | |DiwPde< Cy(n,N, L) 3 flw,,[zdw.
j=1 k: =1

=1 .
B%(0, 3/4) B¥(0,1)
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Osserviamo ora che la (3.12) corrisponde, formalmente, al sistema scritto in
forma differenziale :

k

n bhk 0% uy, . » o afj

N
3.23 2 2 b =
(8-23) Lj=1 n=1 O 0w 0wy =1 0@

k=1, .., N.

Ora dalla (3.23), scritta per w, e quindi con f*=0, ci ricaviamo le
Df.' » Wy, in funzione delle D?j Wy, con ¢ e j non contemporaneamente uguali ad n.

Infatti dalle (3.23) si ha che le D3, w,, h=1,..,N, soddisfano un
sistema di N equazioni lineari, in cui la matrice dei coefficienti & non de-
genere grazie all’ipotesi di ellitticita.

Da questa osservazione e dalla (3.22) segue allora che:

N
(3.24) s [ | Dipwn |* do <
=t B* (0, 2/3)
c N n—1 % 62’wh 2d o N 2
<= 2 2 — | dr < z [ wy, |? de.
o - j=1 i=1 f 0% 0; g . l hl
B* (0, 2/3) B*(0,1)

In questo modo si riesce a maggiorare la norma nello spazio [L?(B* (0,
2/3)]¥ di tutte le derivate seconde della w con la norma in [L?(B*(0, 1))|¥
della w:

N N
(3.25) > | D*wy > de < O3 = f | w | do
=l fal=2 B* (0, 2/3) =t B*(0,1)

(le costanti Oy, O, e Oy dipendono solo da n, N, L).

Partendo da questa maggiorazione, e con uguale tecnica, si maggiora
la norma in [L? (B* (0, 2/3))]¥ delle derivate terze, e cosl via. In generale
indicato con k un qualunque intero maggiore o uguale a 1, si dimostra la
seguente maggiorazione :

N
(3.26) 1011z @ 0, gy = Co (5 Ny Ly ) =

h=1
B*(0,1)

| wy, |? dee .

Se k¥ > n/2, dal teorema di Sobolev (teorema 1.4) e dalla relazione (3.26),
segue :
(3.27) sup | Dw (z)|*< C; (n, N, L) f | w|? da

x € B* (0,1/2)
B* (0,1)
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e quindi, usando il teorema di Poincaré (teorema 1.3), tenuto conto del fatto
che w ha traccia nulla su I, si ha, per ogni o, 0 << o << 1/2:

h=1 h=1
B* (0, 0) B* (0, o)

N N
(3.28) b | wh|?de < Og(n, N)@* 3 f | Dwa | de <
N
< Cy(n, N, L) o"t2 3 f | w |? da.
h=1

B (0,1)

Dalla (3.28) segue la (3.19) per ogni g, 0 << o<1, con la costante
C’ (n, N, L) data da max (C,, 2"t
ii) Consideriamo ora la v. In modo perfettamente analogo a quanto
fatto per l’interno, si ottiene :

12 . 112
| DoPde < |f]2davt / | Do |2 da
B* (0, 1) B0, 1) B¥(0, 1)
da cui si ha:
(3.29) | Dv |? de << | f? d.
B* {0, 1) B*10, 1)

Dalla (3.29) per la disuguaglianza di Poincaré, tenuto conto del fatto
che veE[Hg(B"]¥, si ottiene per ogni o, 0 << o <<1:

(3.30) f |v ]2 de <y (n) 0? | Dv|?de <

B*(0, @) B* (0, ¢)

<y (n) ot / | Dv 2 de < y (n) o flflgdx-
B* (0, 1) B* (0, 1)

Ritorniamo ora alla . Ricordando che w = v -+ w, si ha:

[repaese| [ jopact [ jwpa|syme [ st
)

B* 0, ¢ B* (0, @) B* (0, 0) B* (0, 1)

+oew [ Juparsyme [ I7Pas+
B*(0,1) B* (0, 1)
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+0'Qn+2g f w2 dw + |v|2dw2g
B0, 1) B0, 1)

=y f If[2 dw 4+ 07 gt ] (uPdet O ym) [ |fPde<
B* (0, 1) B* (0, 1) B* (0,1)

= 4’/2 tg"“ f |u|?> de + @ j |f|2dw§
B0, 1) B¥(0, 1)

dove A’ =2 max [C'(n, N, L), y(®)-(14 (’)], e quindi dipende solo da
ny N, L. Q. E.D.

2. Regolarizzazione delle soluzioni.

Diamo innanzitutto un lemma corrispondente al lemma 2.4, La dimo-
strazione & simile, notiamo perd che in questo caso, cioé sulla frontiera, an-
che per coefficienti AZ—" non uniformemente continui, non 8i hanno ipotesj
sulla media, a differenza di quanto avveniva all’interno. In conseguenza
gulla frontiera la misura di Hausdorff » — p dimensionale dell’insieme dei
punti singolari & nulla per soluzioni in H.?, tanto con coefficienti unifor-
memente continui, quanto soltanto continui,

LEMMA 3.4. Per ogni = (0 < v < 1), esistono due costanti positive o, =
=0, (1, 2, AL, fH), R, = Ry (r, @, A, f}) tali che se we[H (Q)]¥ & soluzione
di (0.1) con le ipotesi (0.2),(0.3), (0.4), ed u ha traccia nulla su I' e se per
2, €I e per R<<R,Ad(xy, 02 —I') st ha:

(3.31) U*(x,,R) < og

(3.32) F*(x,, R) < og

allora :

(3.33) U* @y, 7R) < A’ i U* (2, B) + " F * (2, R))

(A’ = A’ (n, N, L) & la costante del lemma 3.3).

DIMOSTRAZIONE. Se il lemma non fosse vero esisterebbero un (0 <t <(1),
una successione x, € I, una successione o¢,—> 0, una successione R, — 0,
una successione w” € [H1 (2)]¥ di soluzioni del sistema (0.1), con la condi-
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zione al bordo w* = 0 su I, tali che:
(3.34) max [U* (z,, B,), F* (v, , R,)] = o?

(3.35) U* (,,7R,) > A’ [z* U* («, , R,) + 2" F* (x, ,R,))

Poniamo ora :

(3.36) v (y) = o v (¥, + R, y)]
(3.37) 4> (y) =o' By [fF (w + R, y)]
(3.38) v (@) = RE1le@® 4+ R,y).

Le v” risultano nulle su I'"; inoltre sostituendo le posizioni (3.36) (3.38)
nel sistema (0.1), si ottiene, mediante semplici calcoli, che le v* soddisfano
il sistema :

(3.39) s> f A @, + Ry yy 0, v (y)- Divy- DIy dy =
2
Bk B¥(0, 1)
= f f f ;" (y)- Dy, dy Ny €[C5 (BM)Y .
B*(0,1)

Le (3.34) e (3.35) diventano rispettivamente (i calcoli sono esattamente
gli stessi che nel lemma 2.4):

(3.40) max [V* (0, 1), D* (0, 1)] =1
(3.41) V*(0,7)> A’ (22 V¥ (0,1) + 2= D¥ (0,1)} > A" 72 >0
dove
V*(0,7) =7~ |v(y)|2dy e D*(0,7) =" | &} |? dy.
B* (0, 1) B* (0, 7)

Passando eventualmente a sottosuccessioni, che indicheremo ancora
con v”, 8i ha:

(3.42) w,— x, €T

(3.43) ) in [L? (B*)¥
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infatti le »* sono equilimitate in [L? (B*)|V :

v () Pdy <1

B
(3.44) 0, v — 0 q. ov. in B*

infatti { || v”||zs(p)» @ limitata, quindi || o, v | =0, v"||— 0; percid, pas-
gsando a sottosuccessioni, si ha la (3.44).

(3.45) A,’:}k (%) + R, vy, 0, v* (y)) —> A?jk (44, 0) q. ov. in B*

grazie alla continuita delle A!}k in 2> RY, e per la (3.44).

(3.46) di* — df in [L® (B%]*Y per lo stesso motivo di (3.43).
Applicando il lemma 3.2 si ha allora:

(3.47) v—v in [L*(B*(0, o))" Vo, (0<e <)

(3.48) Div— Div in [L*(B* (0, o) Mo, (0 < o< 1)

Infine, sempre per il lemma 3.2, v & soluzione del sistema :

(3.49) z A (@, 0)-Divy- Dy dy =
i 'kB*('o,x)

=33 | &) Dydy Ny €[0) (B*IY
! kB* (0, 1)
ed inoltre v =0 su I.
Ma il sistema (3.49) & a coefficienti costanti, possiamo quindi applica-
re il lemma 3.3, ottenendo :

V*(0,7) << A7/2 {z* V*(0, 1) + >~ D*(0, 1)}
mentre, passando al limite nella (3.41), si ha:
V*(0,7) = A’ [+ V*(0, 1) + 2= D* (0, 1)}.

Infatti V* (0,7) converge a V*(0,7) per la (3.47), essendo z < 1. Inoltre,
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per la (3.43), passando al limite nel secondo membro della (3.41) si ha:
V*(0,1) << min lim V™ (0, 1)

e analogamente, per la (3.46):
D*(0,1) << min lim D™ (0, 1).

Si ha cosl Vassurdo, tenendo anche conto del fatto che:
V¥(0,7) = A’ v* > 0 Q. E. D.

Grazie a questo lemma, nonchd agli analoghi risultati ottenuti per I'in-
terno, possiamo ora dimostrare il teorema di regolarizzazione fin sulla
frontiera.

TeEoOREMA 3.1. Sia uE[th)c (.Q)]N soluzione del sistema (0.1), con le tpotesi
(0.2), (0.3), (0.4), ed inoltre u abbia traccia nulla su I

Sia x un punto di I tale che:

(3.50) lim o= [ |w () | de = 0.
e—~ot 4
B* (, o)

Allora esiste un & > 0 tale che w é hilderiana di esponente a/2 nella se-
misfera B* (x, 0).

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo v = (2 A)~12—a) (1)) ed M reale positivo ar-
bitrario.

In corrispondenza di = ed M troviamo R, e g, (dove con E, indichiamo
il minimo tra IR, risultante dal lemma 2.5 per l'interno, e quello risultante
dal lemma 3.4 per la frontiera. Analogo per o).

Poniamo poi:

(3.51) 0y = 0y A M2+ (w,/2)2(1 — 79/2).(1 + v—ni2)—1
(3.52) 0, = 0,7+ . 3=(rtal2

B 1 o} lla T1 Og_(l — A 7))l
(3.53) = R, A ?:u— A TWH— .

(41) Con A intendiamo qui il massimo fra la costante che compare nel lemma 2.8 per
Vinterno, e quella del lemma 3.3, per la frontiera. Ricordiamo che 4, in ogni caso, dipen-
deva solo da =, N, L.
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Grazie all’ipotesi (3.50) esiste R << R A dist (;5; 092 — I'), tale che:

(3.54) U* (@, R) = R—™ f |ul de < o2.

B*(z, R)

Esiste allora un 6 (0 << § < R) tale che per ogni x,€ B* (%, 8), posto
R,,= R — |x, — «|, si abbia:

(3.55) Ry ] |ul?de < o2.
Bz, Bz)) n 2

Possiamo inoltre supporre 6 < R/4.
La tesi seguird se dimostreremo che esiste una costante H tale che per

ogni x, € B* (@, &) e per ogni ¢ < (R — 0)/2 si abbia:

(3.56) o~ | % (@) — gy, o |* de << H-p* ('?).

B (,0)n Q2

Osserviamo intanto che per ogni w, € B* (x, R) e per ogni p << R si ha:

(3.57) s f P f |f7 7 de < g“-llfllfL?,n_2+a]nN = pe* < o?
! Bz, e) N L2

essendo o* << R* < R* < 0%/2 p, grazie alla (3.53).

Indichiamo poi, per ogni w, € B* (x, R), con x, la proiezione di x, su I,
ciod sull’iperpiano {x, = 0}, e con d, la distanza di x, da x,, ciod d, =
= dist (xy, I').

o}
Distingueremo due casi: i) x, € ["; ii) x, € Q.
i) Abbiamo, grazie rispettivamente alla (3.55) e alla (3.57),

(3.58) U* (%, Ry) < 0% & F* (2, Ry) < o}.

Applicando il lemma 3.4 dimostriamo per induzione su % che per ogni
intero positivo o nullo & si ha:

(3.59) U* (), 7% Ry) < 19 2.

(1) Con w, , indichiamo [mis (B (%), @) n@y -t / u (x) d.
Bxo,0)N 2
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La (3.59) per k = 0 si riduce alla (3 58), ed & quindi vera. Dimostriamola
per k, supponendola vera per k— 1 Osserviamo innanzitutto che grazie
alla (3.57), per ogni intero non negativo & si ha:

(3.60) F* (2, 7° Ry) < 0.

La (3.60) e la (3.59), supposta vera per k¥ — 1, ci permettono di applicare
il lemma 3.4 a U* (x,, 7* R,), ottenendo cosi:

U* (1, 7° Ry) << A {v* U* (05, 771 Ry) + 02" F* (x,, 7! Ry} <
< A g2tkea—a Ug "I" A 2—n u Fa—a R:o .
Percio per ottenere la (3.59) bastera avere:
A7~ of + A p RE " <o}
e quindi bastera che sia:

og (1 — A2~

R:O = A " t2—n—a

e questa condizione & verificata, grazie alla (3.53), essendo, per le posizioni
fatte, R, < R < R.
Sia ora g, 0 < ¢ << R,,; indichiamo con k Dintero per cui

1 R, < o << 7* R,
da cui si ricava, mediante semplici passaggi :
™ U* (25, 0) << (/7" By U* (w5, 0) << U* (). 78 By)) <

< o2 v < ol (v Rp) ™% 0"
e quindi, in definitiva:

(3-61) U* (,’z‘o’ Q) < 03'(R —_ 6)—&,1—71—01 .Qa

da cui infine si ottiene :

(3.62) o | 4@ — <o / ] de =
B* (0, €) B* (29, 0)

= U* (g, 0) < og(R — §)—e.gn—a.ga
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Abbiamo cosl dimostrato la (3.56) nel caso i).

ii) In questo caso x, € 502, e R,/2 = d, ; infatti si ha:
Eypy > R — 6 > 20 > 2d,.

Sia g, dy;, << 0 << R, /2, per cui 29 << R, < R, . Segue che B (x,,0)N
n 2 < B* (,, 20). Abbiamo allora :

(3.63) o™ | w (@) — Uy, o |? dw << o~ f | w (@) |?de <
B (%0, @)N A B (%, 0) N 2
<o |u (@) P do = 27 U* (2, 20).
B* (21, 20)

Usiamo ora la (3.61), ricavata nel caso i), valida per U*(x,, 20), essendo
20 < R,, , e otteniamo:

(3.63) o™ | % (@) — Uz, o [* da << 27 02 v~ (R — 8)72 2. 2.

B(x,0) N2

Vogliamo ora dimostrare che la (3.56) vale anche per o <d, . Appli-
cheremo il lemma 2.7 ; dobbiamo percid verificarne le ipotesi, cioe :

(3.64) | gy 5 ey | << M2
(3.65) U (2, dn) < o2
(3.66) F (g, dy) < o?.

La (3.66) & ovvia, grazie alla (3.57).
Dimostriamo ora la (3.65). Useremo successivamente le (3.63); il fatto

che dy, = d (¢, ,x,) < d (%, x) < 0; il fatto che 6 << R/4; ed infine la (3 52):
(3.67) Uz, dg) < 2"+ 77" 2 (R — )~ az <

< 2o e g2 [§/ R — O)|* < 2nte e 0} = o?.
Veniamo infine alla (3.64); dalle (3.63), valide anche per ¢ = d,,, abbiamo:

N4 2
2 * o,

(3.68) ) / |w |? de < m'd;o < 012 .

B (2, dzo)
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Applicando ora successivamente la disuguaglianza di Hélder, la relazione
(3.68), e la (3.51), otteniamo :

—1

| gy s day | = dzy 0m w (@) dx

1/2
< oy ? [d;o" | [? dw} <

B, dxo) B (2o, dxo)

<o, o7 P Mj2-(1 — 2o2)- (1 4 o271 < M2,

Possiamo allora applicare il lemma 2.7 ; otteniamo cosl, per ogni intero
non negativo k:

(3.69) U(rg, v dg) << %% (1/2 U (xg, day) + g0 77" dazy).
Sia ora g, 0 < ¢ << dy, ; indichiamo con % Dl’intero per cui:
Pl d, < o <<t dg .
Si ha cosl, analogamente a quanto gia fatto nel caso i):
™ U (g, 0) < (0/t* e U (24, 0) < U (,, T d,) <
< v (1/2 U@y, do) + pt " dgy) < v *(1/2 U (g, do) dg, "+ pr "} 0"
da cui, tenendo presente la prima disuguaglianza della (3.67), si ottiene :

U (®y, 0) < v™"~4{1/2.28Fa g7 .62 (R — 0)~ ui" oo

Abbiamo cosi dimostrato che, per ogni x,€ B* (x,d), e per ogni o, 0 <C
< o<<(R—9)/2, si ha:

(3.70) o™ |w () — Ugy, o | da << H 0"
B (z, Q) ne
dove
= olgn—a gl gTnoa gnde \ 2nta—1g—a g2 |
e -2 | 000O0“
= max B—0o¢ (R—or (R — oy “

e quindi H dipende solo dal sistema e dal punto .
Dalla (3.70), per il teorema 1.1, segue che u & holderiana di esponente

«/2 nella semisfera B* (x, 0). Q. E. D.
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3. Dimensione di Hausdorff dell’insieme dei punti singolari.

Consideriamo ora il problema di valutare la dimensione dell’insieme X
“dei puunti singolari. Come abbiamo gid osservato, per la frontiera non ci
sard differenza tra il caso dei coefficienti continui e quello degli uniforme-
mente continui.

Ricordiamo che con £ intendiamo la semisfera B*(X,, R)= B (X,, R)n
N {, = 0} (X, € {#, = 0}), e con I" la parte piana della sua frontiera.

TEOREMA 3.2. Se we[HLP ()Y (p = 2) ¢é soluzione del sistema (0,1), ed
inoltre w =10 su I, allora w & holderiana di esponente a/2 in I,; dove I,
é aperto in I, e:

(3.71) Wpp (I' — I'y) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto visto nel teorema precedente 3.1, si ha
subito che I, & aperto in I'; inoltre si ha che Vinsieme X & contenuto in
2y, dove:

(3.72) > =

z€I':max lim o= [ |u > de > 0}.
o0+ L
B*.z, o)
Applicando la disuguaglianza di Poincaré, e poi di Holder, si ottiene:

2

o™ / I u |2 de << y (,n) 92—11 f |D,u |2dw (13)S7,(n) [Qp—'n f |Dulp dx »

B* (z, 0) Bz, B (z, 0)

(i calcoli sono analoghi a quelli del teorema 2.2).
Possiamo cosl applicare il teorema 1.6, ottenendo :

(3.73) C'}(n—p (21) =0

e quindi la tesi. Q. E.D.

Enunciamo ora un teorema in cui riuniamo i risultati ottenuti separa-
tamente per l’interno e per la frontiera. La dimostrazione segue immedia-
tamente dal teorema 2.2 per l’interno, e dal teorema 3.2 per la frontiera.

(13) Abbiamo prolungato la u anche sull’altra metd della sfera B (x, @), ponendo u (x)=0
per 2, < 0. Allora we [H"? (B (z, o)}V
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TEOREMA 3.3. Sia ancora R la semisfera. Sia w€[HL? ()N soluzione
del sistema (0,1) con le ipotesi (0.2), (0.3), (0. 4), ed w abbia traccia nulla
su I'. Hsiste allora 2,c Q, con £, aperto in Q, (ricordiamo che per come
Pabbiamo definito £ contiene la sua parte di frontiera piana I') tale che
w € C% o2 (), ed inoltre:

Per quanto riguarda la parte di frontiera I, piu precisamente si ha:

Wp [T — (I'N Q)] = 0.

Universita di Pisa
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