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ALCUNE PROPRIETÀ DEGLI SPAZI ALGEBRICI

F. LAZZEPI, A. TOGNOLI (*)

Introduzione.

Dallo studio degli spazi analitici reali si trae la convinzione che, nel
loro ambito, ogni operazione topologicamente possibile sia analiticamente
possibile.

È dunque naturale cercare delle -strutture più rigide di quella analitica
su cui si possa però sfruttare il teorema di approssimazione di Weierstrass.

A tale scopo abbiamo definiti gli spazi algebrici.
Sia K il corpo dei reali o dei complessi ed Ô il fascio su .gn dei germi

di funzioni analitiche che sono nella chiusura algebrica dei polinomi, O sarà
detto il fascio delle funzioni algebriche.

Uno spazio algebrico sarà uno spazio, con fascio di anelli locali, local-

mente isomorfo ad un luogo di zeri di funzioni algebriche.
Nel § 1 si studiano alcune proprietà locali del fascio Ô (teorema di

preparazione di Weierstrass nelle varie forme e dimostrazione che le spighe
di 0 sono noetheriane).

Nel § 2 si da il teorema delle funzioni implicite nel caso algebrico.
Nel § 3 si studiano alcune proprietà degli insiemi algebrici di (si

prova fra l’altro che un insieme analitico Y di è algebrico se e solo se
è unione di una famiglia al più numerabile di componenti irriducibili (ana-
liticamente) di varietà affini).

Nel § 4 si prova come, dal teorema di approssimazione di Weierstrass,
segua che ogni applicazione continua fra varietà algebriche compatte di 
sia approssimabile con applicazioni algebriche.

Va notato che, a differenza del caso analitico :

Pervenuto alla Redazione il 17 Febbraio 1970.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo per la matematica del C. N. R,, contratto
N. 115.3038.00 5173.
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1) non ogni varietà algebrica reale connessa è immergibile in ’~’~
II) il teorema B per le varietà algebriche reali (anche immerse) è falso.

Notiamo infine che se V è una sottovarietà algebrica, reale, compatta
di 1Rn allora la struttura da noi introdotta coincide con quella definita da
J. Nash in [13].

Gli autori ringraziano il prof. R. Narasimhan per gli utili suggerimenti
da lui avuti mentre preparavano il lavoro.

§ 1. Definizione del fascio delle funzioni algebriche e proprietà locali.

a) Sia .g un corpo valutato completo ed TI un aperto di Kn, y notiamo

con, sfl u il fascio dei germi delle funzioni analitiche a valori in .g su U.

Quando non è possibile confusione indicheremo semplicemente con sil,
sflx denoterà la spiga di sil in r, x E U e Tu (Au) l’anello delle sezioni di

szlu su U. zn le funzioni coordinate di Kn, con g [x1, ... ~ x~~
noteremo l’anello dei polinomi a coefficienti in .g nelle n variabili 
Nel seguito l’anello ... , xn] sarà identificato al sottoanello di FKn (AKn)
formato dalle funzioni polinomiali.

Per ogni aperto V di U sia il sottoanello di formato

dalle funzioni analitiche f : V -~ .g tali che per ogni x E V esiste un intorno
V~ e degli elementi ,.. , ap di ... , xn~ tali che :

Gli elementi di T~y (O) saranno detti funzioni algebriche su V a valori in K.
Associando ad ogni aperto V di U l’anello delle funzioni algebriche su

V si definisce, con gli ovvii omomornsmi di restrizione, un prefascio su U.

Si verifica che detto prefascio è canonico, denoteremo con Õu il fascio
associato il quale risulta essere un fascio di anelli e di K-moduli. Detto

fascio sarà detto fascio dei germi delle funzioni algebriche su U.

Il fascio Õu è inoltre, in modo naturale, sottofascio di 9’lu (cioè C~~ è
un aperto di s4u e questo segue dal fatto che una funzione analitica che

sia algebrica in un punto è algebrica in un intorno del punto).
Nel seguito identificheremo le sezioni di Ou alle corrispondenti sezioni

di 

OSSERVAZIONI.

I) Sia V un aperto connesso di ed f E ry (0-v), allora esistono degli
elementi, non tutti nulli, di tali che
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Infatti su un aperto Vy di V la f soddisfa una relazione del tipo (1), ma
r 

,

la funzione qJ (z) _ ai (z) è analitica ed essendo V connesso risulta
i=o

cp (x) = 0, x E V, da cui la tesi.

II) Sia V un aperto di e supponiamo che su ogni
componente connessa Vn di V esistano degli fJqn di rvn, (O)
tali che :

In queste ipotesi f E jTy (O).
Infatti dire che f E 1’p (O) equivale a dire che fi E (O) per ogni n,

cioè che I~ «F è nella chiusura algebrica di K[xl, ..., xm] in (,~).
D’altra parte tutti gli elementi di sono algebrici su 

e quindi, per la risulta algebrica su .g ~x! ~ .., , xm~ e l’asserzione è
cos  provata.

Sia infatti una relazione a cui soddisfa f, allora :

da una relazione, a coefficienti funzioni algebriche, a cui soddisfa ‘f che
òr;

risulta quindi algebrica. 
axj

IV) Le spighe del fascio O sono anelli dotati di un unico ideale

massimale. Infatti i germi di funzioni algebriche sono unità dell’anello se e
solo se sono germi di funzioni non nulle nel punto (per l’Osservazione II).
Dunque gli elementi non invertibili di Õx formano un ideale, che conterrà
quindi ogni altro ideale proprio di 

V) Sia U, U 3 (O, ..., 0), un aperto connesso di Kn ed lE Fu (0), 
esistono allora degli elementi ao , ... , ocp di .g ~xi ~ ". ~ x~,] tali che :

p

il polinomio I oCt (x) ti è irriducibile.
;=o
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Se allora per ogni relazione di tipo (3) risulta

4’

Sia infatti 
, 

~ a;, (x) ( f (x))i = 0 una relazione, non banale irriducibile a
t==0

cui soddisfi f su U; se fosse aó --_ 0 dovremmo avere ./’=== O contro l’ipotesi
dunque aó =1= O ed è cos  provata la prima asserzione.

Supponiamo ora 2f sia algebricamente chiuso, allora si verifica (usando
ad esempio il teorema di preparazione di Weierstrass) che in un intorno di

(o, .. , 0) è definita un’applicazione (non necessariamente analitica)
rp ... , tale che, vicino a (0~... ~ 0) si abbia :

Se, per assurdo, ao dipendesse solo da x1, ... , si avrebbe per tutti i

punti ... , di un intorno di (0~ ... , 0) : f (r( , .,. ~ x~_~ , ~ (xi ~ .., ~ O

e quindi aa (xi , ... , xn_1) = 0 onde « 0 contro l’ipotesi.
Se :g non è algebricamente chiuso basta considerare f come funzione

algebrica nella chiusura algebrica di K e ripetere gli argomenti detti sopra.

VI) Sia K = C ed U un aperto di Zariski di Kn, 1 allora: 

nello delle funzioni razionali regolari su U.
r

Sia infatti f E Tu (O) ed 2 a; (x) (f(x))i = 0 una relazione non banale a
i=o

cui soddisfi f (U è connesso).
p 

, ,

Supponiamo anche il sia irriducibile.
i=0

Consideriamo l’applicazione olomorfa propria : U -~ U X C definita

(xl ", , = 
... , x~,))· In U X C è definito l’insieme

analitico

, , ~ , , , , , , , 

p 
,

cp è propria quindi è un insieme analitico, il polinomio ~ ai(x)ti è
;=o

irriducibile quindi Y è irriducibile dunque essendo dim cp ( U) = dim Y risulta
~(U) = Y.

, , , 

p 
~ , ,

Se il polinomio Z avesse grado q maggiore di uno fissato un
t==0

punto generico XO = (x1, ... , x°) esisterebbero q punti di Y che si proiette-
rebbero su XO ma allora f (XO) non sarebbe definita come funzione contro le
ipotesi.
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Dunque f soddisfa ad una relazione del tipo ao = 0 e perciò f
è razionale.

VI)’ Osserviamo subito che se k = 1R esistono elementi f di 1~’ 1R ,(CD)
che non sono funzioni razionali (ad esempio f (x, y) = (r2 + y2 + i).

VII) Sia ora .g = 1R oppure K = (t, U un aperto di K n ed f : U- K
una funzione C °° (nel senso delle variabili reali) tale che per ogni punto
xo E IJ esista un intorno Uxo e dei polinomi tali che su Uxo valga
pxo 

°

~ = 0. In queste ipotesi f è algebrica su U.
i=0

Infatti la f soddisfa formalmente ad una relazione analitica e quindi,
per i risultati di M. Artin (vedi [1~), essa è analitica da cui la tesi.

VIII) Sia Ú un aperto connesso di Kn ed f * 0 una funzione al-

gebrica.
Esiste allora un polinomio ao =1= 0 tale che :

q

sia é 0 una relazione e cui soddisfi f, è immediato che ao soddi-
i=0

sfa la (1).

b) Proprietà locali del fascio.
Sia g’ un corpo valutato completo, O il fascio delle funzioni algebriche

su 

Sia o l’origine di Kn, f E 00; diremo che f è regolare in Xn se f (0, ...
0, =~= 0.

Se i è regolare in l’ordine di zero di f(0, ... , si indicherà

con 

Con noteremo il fascio delle funzioni algebriche su identi-

ficato con l’iperpiano rn = 0 di Kn.

PROPOSIZIONE 1. (Teorema di preparazione di Weierstrass, 10 forma).
Sia f E 00 regolare in xn , y e sia s = 

Esistono allora E E 00, 2 R~,..., Rg E 00 (n -1) tali che

(2) E è una unità, nessuna delle R1, ..., R8 è unità.

Inoltre tali E, R1, .,. ~ Rs sono univocamente determinate da 1), 2).

2. Annali della Scuola Norm. Svp. - Piaa.
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PROVA. Essendo tali ~, R1, ". , Ra esistono analitiche, ed uni-
vocamente determinate. Basta dunque provare che se f è algebrica, anche
E, ... , Rs lo sono e per far ciò, in virtù dell’Osservazione Il), basta di-
mostrare che R1, ... , lo sono. Siano a, 9 ... 5 a, funzioni definite in un

intorno Ú dell’origine di Kn-1 , a valori nella chiusura algebrica di K, tali

che per ogni x E U, (x), ... , 08 (x)) siano le radici (con l’opportuna molte-
plicità) del polinomio

Vogliamo ora provare che lim ai (x) = 0, z ==== 1~... s.

La proposizione è vera nel caso analitico, dunque vale la (1) nell’anello
A e le Ri sono funzioni nulle nell’origine.

Essendo le ai radici del polinomio (3) si avrà, per x vicino all’origine :

Se per assurdo esistesse 8 ) 0 tale che in ogni intorno dell~origine di 
esistesse un x* tale che oi (x*) dalla (4) si avrebbe la relazione

la quale è ovviamente in contrasto col fatto che lim = 0, j = 1, ..., s.
X - 0

Vogliamo ora dimostrare che le ci sono algebricamente dipendenti dalle

La f è algebrica, quindi, per l’osservazione V) esi-

stono degli elementi (XO""’ ocp di K [Xi’ ..., xn] tali che in un intorno V

dell’origine di .gn si abbia :

Per tutti i punti xn_1) di un intorno W dell’origine di K n-1 si ha

perciò (xi , ... , ai ... , xn_1)) E v, i = 1~... ~.
Valendo la (1) si ha f (xi, ... , xn_1, ... , s§,-1)) = 0, onde dalla (5)

si ottiene aa ... , y ... , zl-1)) = 0 e questo prova che ci dipende
algebricamente da x1, ... , 

Le funzioni ... , -B~ sono analitiche, sono funzioni simmetriche delle
ai (e quindi dipendono algebricamente da x1, y... sn-i) perciò sono funzioni
algebriche. La proposizione è cos  provata.
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PROPOSIZIONE 2. Siano fo E 00 , fi E f2 E tali che fo = fí - 12 .
Esiste allora h E.9’Îo tale che :

PROV Ä. Possiamo supporre fo regolare in xn, y allora anche fi ed fg sa-
ranno regolari in xn e si avrà

Per il teorema di preparazione di Weierstrass nel caso analitico si hanno

le relazioni :

ove = 8nfi ed .Eo , 9 Rio sono algebriche.
Si ha Eo·Ro = R1E2R1R2 e quindi, per l’unicità della (2), garantita dalla

proposizione 1, si ha 9 

Risulta = x*" + R’ x*’ ’-’ + a1, ... , o,,, funzionia i 
= i 1 

= n I Xn ... 81 siano ai’ ... , a81 unzioni

definite su a valori nella chiusura algebrica di .g tali che per ogni
~1 (x), ... , a81 (x) siano le Si radici (con la dovuta molteplicità) del

polinomio R1 (x) ... -~- R:1 (x).
al , ... , a81 sono alcune delle funzioni al , ... , che danno le ra-

dici del polinomio Ro = R1 · R2 , dunque, per la proposizione 1, le a~ , ... , o,
sono algebricamente dipendenti da x1, ... , e perciò le R~ sono algebriche.
Si è cos  provato che è algebrica, dunque anche 
è algebrica e la proposizione risulta provata ponendo h 

COROLLA.RIO 1. Sia 00 l’anello dei germi di funzioni algebriche nell’ori-
gine di Kn, Ao quello delle analitiche. L’anello C)0 è a fattorizzazione unica ;
per di più data f E O0 ogni fattorizzazione di f in sIlo, ne induce una equiva-
lente (a meno dell’ordine e di unità) in 

PROVA. Sia f E f = una fattorizzazione di f in 
Ripetute applicazioni della proposizione 2 danno la tesi.

PROPOSIZIONE 3. L’anello 00 è noetheriano, e quindi è un anello locale.

PROVA. Dimostriamo la proposizione per induzione sulla dimensione

dello spazio Kn.
Sia A un ideale di dobbiamo provare che A è finitamente generato.
Possiamo supporre che esista f E A regolare in Xn. Sia A’ l’insieme dei

g E A regolari in xn . A’ genera A perché se g E A è non regolare in xn,
allora h ---. g - f E A’ è regolare in Xn 
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Sia ora g E A’; per la proposizione 1 si ha :

Con E algebrica invertibile ed algebriche non invertibili. La (1) prova
che A’ (e quindi A) è generato dai germi funzioni algebriche della forma

Rí xn 1-~- ... -~- R8 ~ y in particolare dunque A è generato in 00 da
A n00 (n - 1) [xn] = B, ove 00 (n - 1) [x,,] è l’anello dei polinomi in x~ a

coefficienti germi di funzioni algebriche in 0 origine di Kn-1. Per l’ipotesi
d’induzione 00 (rc - 1) è noetheriano, quindi anche 00 (n - 1) [xn] lo è.

Ne segue che B, e quindi A, è finitamente generato, e la proposizione
è dimostrata.

COROLLARIO 2. La coppia 00) è piatta. In particolare se A è un

ideale di °0, si ha = A, ove l’ideale generato da

A in 

PxovA. Il corollario è conseguenza del fatto che 00 ed Ao sono anelli
locali (noetheriani) aventi lo stesso completamento (vedi [11] Prop. 22).

PROPOSIZIONE 4. (Teorema di Weierstrass).
regolare d’ordine s in Xn - Per ogni g E ~o (n) esistono

h E 00 (n), .R1, ... ~ 00 (~t -1) tali che

Inoltre le h, R1, ... , sono univocamente determinate dalla (1).

PROVA. a) Per la proposizione 1 si può 

... -~- Ra con Ri ... , 00 (n - 1).
b) Basta provare la proposizione nel caso che f sia irriducibile.

Supponiamo infatti polinomio di grado si in Xn a coefficienti

in 00 (n - 1), per cui la proposizione sia provata. Se g E 00 (n) si avrà :

g f~ + T, con T, polinomio di grado  ~i 2013 1 in h2’ f2 + T2
con T2 polinomio di grado -,- s2 - 1 in xn . Sostituendo avremo : g = h2.
’(/2’/i) -~- f ~ ’ T2 -~- Ti = h~ . f+ T, e T sarà un polinomio di grado::;: s - 1
in Xn.

c) La proposizione è vera nel caso analitico, quindi la (1) può essere
scritta con Al solito basterà provare che

RI 9 ... R8 sono algebrici, ed anche h lo sarà.

d) Essendo f irriducibile, il discriminante 4 di f rispetto a Xn è non
identicamente nullo. Sia p (n) un policilindro di centro 0 E Kn ove gli ele-



605

menti di (1) sono definiti, e sia x E p (n - 1) =.p (n) n Kn-1 tale che 4 (:) =~= 0.
Proveremo ora che i germi indotti in x da R1, ... , 9 R, sono algebrici. L’equa-
zione f = 0 definisce s funzioni cr, 9... , Qs all’intorno di x ed a valori nella

chiusura algebrica K di .g; i valori di tali funzioni saranno distinti all’in-

torno di x essendo d (x) = 0. Sostituendo successivamente 61, ... a xn

nella (1) si ottiene

Il determinante del sistema lineare 2) nelle Ri (ae), ... , R8 (r) è il determinante
di Vandermonde delle a1 (x), ,.. ~ Q, (x), distinte per ipotesi, ed è quindi non
nullo. Allora 2) ha una ed una sola soluzione in una chiusura algebrica di
Õx (n - 1) e la proposizione è provata.
~ 

Sia A un anello locale, M un A-modulo. Diremo che M è quasi finito su A
se ha dimensione finita come spazio vettoriale su ove

MA è l’ideale massimale di A. Siano A, B anelli locali.

Diremo morfismo A - B un omomorfismo tale che 

Sia M un A - B un morfismo. Allora M può
considerarsi dotato in modo naturale (tramite ~) di una struttura di A-mo-

dulo. Nel seguito denoteremo con 0~ lo anello dei germi di funzioni alge-
briche in O E Kn.

TEOREMA (teorema di preparazione, forma generale).
A = Ôn ,B = ~m , cp : i ~ 2013~ ~ un B-modulo di tipo

,finito. Allora M è ,finito su A se e solo quasi finito su A.

PROVA. Se .M è finito, sarà evidentemente quasi finito. Mostriamo il

viceversa.

I° caso. A = Ôn-~ = Õ ... , B = Ôn = Õ (Xi’ ... , A - B

l’immersione naturale. Supponiamo esista f E B~ regolare in xn tale che

~.~f=== 0. Allora può supporsi + R1 + ... -~- R, , con R1, ... , R, E A,
ed M è quindi in modo naturale un modulo di tipo finito su B/( f ) che è

generato come A modulo da 1, rn, ... , y ove b indica l’immagine di b E B
in B/ ( f ). Quindi M sarà finito su A. Mostriamo che tale f esiste. Siano

mi , y... tali che le loro immagini in sia un sistema di ge-
neratori su K; siano poi mi , ... , mr’ E M generanti .~1 su B, e poniamo
~m~ , .., , = 

". ~ 
U (*l1’, ... , 
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p

Allora per ogni m E l!2 si ha m = a2 mi con oci E p (A) -+- .B. In.
i

fatti si avrà

Espressi i ,u~ come combinazioni lineari degli a coefficienti in B si ot-

tiene quanto asserito. Poniamo allora

ed infine f = det - a;; ).
1) Si 0, j =1, ... , ~. Infatti in generale sia Mun A-modulo,

p

e per i =1, .~. , ~, con ogni Rij in A.
i=1

Allora det (Rij ). ma, = 0, a =1, ... , p. Basta esprimere det svilup-
pando con la regola di Laplace rispetto alla prima colonna, e ricordare le

proprietà della matrice (Rij) delle aggiunte.
2) f è regolare in Infatti posto x1= ... = (0,..., 0, xn)

sarà costante essendo Quindi f (o, ... , 0, x,~) è un poli-
nomio non nullo di grado p in xn.

2° caso. Proviamo ora il teorema in generale.
Sia CD 2 Xn) 4 Ô 

a 

Fattorizziamo 99 nel seguente modo 9 à Ô (x1, ... , 
Ô 1 ... ove a è 1’immersione naturale e z è definita da ’t: yj - yj ,

xj -~ g (x~ ). Allora _ ~ o o. Se M è un modulo di tipo finito su ym),
lo sarà evidentemente anche su O ... , xn, yi 9 ... perchè r è surgettiva.

Spezziamo ora o in m inclusioni Õ (xl ... , ... , xn, y1) --&#x3E;

--&#x3E;O(x1...,xn,yl,y2)-....
Essendo M quasi finito su O (xl ... , sn) lo sarà a maggior ragione su
2 ... xn, y1... , Yi) per ogni i. La proposizione è provata allora applicando

un numero finito di volte il 1° caso.

§ 2. Il teorema delle funzioni implicité.

In questo paragrafo con .~’ indicheremo ~R oppure C.

LEMMA 1. Sia f : U --&#x3E; K una funzione algebrica definita sull’aperto U
di Kn+1 ed h : ~To 2013~ ~ u,na seconda funzione algebrica definita su un aperto Uo
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di gn = ~(x1, ... , Xn+l) E = 0) e tale che (x1, ... , h (x,,..., xn)) E U

per ogni E Uo. In queste ipoiesi la funzione 
... , xn)) è algebrica su ~o .

PROVA. Premettiamo le seguenti osservazioni :

a) basta dimostrare il lemma nel caso l~o ed U siano connessi cosa

che supporremo dunque verificata.

b) Uo --~ ~’ è una funzione analitica ed esiste un aperto non
vuoto W di D’o tale che ’P/ W sia algebrica allora V è algebrica su tutto Uo.

c) se f è identicamente nulla il lemma è banalmente vero, supporremo

dunque f @ 0.
Essendo f algebrica e non identicamente nulla esistono degli elementi

x di K ... , xn+1] tali che su IT si abbia

ed ao ~ 0.
Ponendo = h ..., xn) la (1) diventa :

Essendo h algebrica le funzioni ... , h) sono algebriche e quin-
di, per l’osservazione II), se qualche ai (x1, ... , xn , h (x1, ... , xn)) è non iden-
ticamente nullo la (2) prova che 99 è algebrica.

Esaminiamo ora il caso in cui oci (xl , -- - 9 Xn i h) == 0 per ogni i.

Sia xo n U, ove pn+i (Xl ... , ... , zn , 0).
In un intorno di x° le = ove

h’ (Xt, ..., = h ... , xn+1)), danno un sistema di coordinate locali
(analitiche).

Facciamo la seguente osservazione : sia V un germe di funzione anali-

tica definito nel punto x0, allora V dipende algebricamente da x, , ... , se

e solo se dipende algebricamente da x~ , ... , x~, y.
Infatti se 1jJ dipende algebricamente da x1, soddisfa ad una

relazione, non banale, del tipo :

e quindi:
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La funzione h’ è algebricamente dipendente da xl ... , xn quindi
fl; (r~ , , .. , u~ , y - h’), j = 0, ... , q, è algebricamente dipendente da 
Per l’osservazione II) dunque V è algebricamente dipendente da Xi , ... , xn, y.

Viceversa supponiamo, y dipenda algebricamente da x1, ... , allora

esistono p; E K [x1, ... xn,y L tali che :

Si ha allora :

Analogamente a prima risulta che ~(~~...,~~~+12013~) è algebrica.
mente dipendente e l’osservazione è cos  provata.

La funzione f in un intorno di x° dipende dunque algebricamente da

x1, ... , x~, , y dunque esistono tali che in un intorno di

XO risulti :

Sia t l’intero non negativo tale che tutti i polinomi yj siano divisibili

per yt ma non p~r yt+l.
Posto 5 = yj (Xi’ 9 y)/yt la relazione Z 2,j 2 xn , 0) 

~ 
j=0

..., Yn))j = 0 (1) è non banale e prova che cp è algebrica in un intor-
no di (xO) e quindi su Uo . Il lemma è cos  dimostrato.

TEOREMA 1. Sia Po = 1&#x3E;0’ X Po" E X Kh e siano assegnate delle fun-
zioni algebriche fi ..., 9 Yi 19 Yh), i =1, ... ,h definite in un intorno

di Po e tali che fi (P) = 0, i = 1, ... , h.

Supponiamo la matrice ( )=1, .... h 
abbia caratteristica h , in queste

ipotesi esistono delle funzioni algebriche definite su un intorno U di Pó in
Kn: Yi = ~~ (x1, ... , 2 Xn) i = 1,..., h, tali che : (Po’), ... ~ ph (Po» = Pó’ ed in
un intorno di Po in Kn X .gh risulti :

(1) Va osservato che, essendosi posto y = x~+~ -1~’ porre y = 0 equivale a sostituire
h (xi’ ... , ad xn+, .



609

PROVA. Per il teorema delle funzioni implicite nel caso analitico sono

univocamente determinate delle funzioni analitiche yi = ’"’ xn) i =1,..., h
che soddisfano la (1) e tali che (Pi (Po)? ..., Ph (Po’)) = Pd’.

Rimane da dimostrare che le cpi sono algebriche.
Dimostreremo il teorema per induzione su h.

Se h = 1 è assegnata una funzione algebrica f 1 (XI ... , a’n , y) tale che

la funzione analitica che soddisfa alla (1) ed

una relazione cui soddisfi la f (che per ipotesi è algebrica).
Per l’osservazione V) del § 1 la relazione (2) può essere scelta in modo

che ao dipenda da y.
Ponendo y = cp ..., xn) nella (2) si ottiene ao (Xí ... , e

questo prova che g è algebrica.
Supponiamo ora provato il teorema per h = w - 1 e dimostriamolo per

h = v.

Facendo eventualmente un cambiamento lineare nelle coordinate 
1

si può supporre 
y4 Po

Per la validità del teorema nel caso h =1 esiste una funzione algebrica
-

q1(x1 ... , rn , y2 , ... , yh) tale che vicino a Po risulti :

I seguenti due sistemi sono dunque equivalenti vicino a Po :
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Per il lemma 1 le funzioni ... , Xn, Y2 , ,.. , yh) sono algebriche
nelle variabili x1 j ... , xn, y2, ... , yh ed è facile verifica che il rango dello

Jacobiano , é h -1 (2).Jacobiano 
j-2, ... , h 

, è h-l )

Si può applicare l’ipotesi di induzione al sistema :

Siano yi ..., xn), i = 2, ... , h, le funzioni algebriche che risolvono
-

il sistema (5), per il lemma 1 anche qJ1 (Xi’ ... , = 991 (Xt , ... , xn , ·.., 

è algebrica ed il teorema è cos  completamente dimostrato.

COROLLARIO 1. Sia Uo un aperto di Kn _ ((x1, ... , 0)
f : una funzione analitica eà f ... , prolun-
gamento di f ad U0 X K.

algebrica se e solo se f’ è algebrica.
o

PROVA. Se f è algebrica è immediato che f’ è tale, viceversa sia f’
algebrica allora f risulta algebrica in virtù del lemma 1 (ponendo = O).

Siano U, V due aperti di Kn, g’~ rispettivamente e g : U -+ V un’ap-
plicazione.

DEFINIZIONE 1. qJ: U- V si dice algebrica se sono algebriche le
funzioni pi o 99 : ~2013&#x3E;. ~ ~ =1, ... , m, --~ g è la proiezione di

sulla i-esima coordinata. è un omeomorfismo e 99, ~-1
sono applicazioni algebriche allora 99 sarà detto isomorfismo algebrico.

DEFINIZIONE 2. Sia U un aperto di .gn ed S un chiuso di U, S dicesi
insieme algebrico di U se per ogni x E S esiste un intorno Ux di ~Y’ in U

(2) Dato il sistema di funzioni analitiche gi (xl, ... yh) = 0 i =1, ... , h a snp-
posto gi (0... 0) = O, sia Vo il germe di insieme analitico determinato dal sistema nell’ori-

gine e Co lo spazio tangente di Zariski a Vo. Si ha ovviamente n + h - rango =

aya o
= dim Co Da quanto detto segue ohe sistemi equivalenti hanno Jacobiano dello stesso rango.
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ed un numero finito f1, ... , fq di funzioni algebriche definite su Ux tali che :

DEFINIZIONE 3. Siano assegnate le funzioni algebriche fi , ... , f~ su un
intorno U di xO E Kn. Le funzioni ... , In si dicono un sistema di coordi-
nate locali, (in XO) se esiste un aperto ~I’, U :3 IT’ 3 xO tale che l’applicazione
cp : definita da : g ( p) = ( f~ ( p)~ ... f~, ( p)) sia un isomorfismo al-

gebrico fra U’ ed un aperto (p ( ~’) di K".

LEMMA 2. Sia 99 : U--&#x3E; V un’applicazione fra due aperti di Kn, Km ri-
spettivamente, le seguenti condizioni sono equivalenti

i) ~ è un’applicazione algebrica
ii) esistono delle funzioni algebriche fi : U -+ K tali (x) =

= (11 (x), ... , ,1m (x»
iii) per ogni funzione algebrica g : la funzione g ~T--~ K

è algebrica.

PROVA. i) =&#x3E; ii) è immediata infatti la condizione i) equivale a dire
che le funzioni fi’ = p, o cp sono algebriche ed ovviamente vale p (x) =
+ (fi (x)~ ... , 

iii) --&#x3E; i) è immediato
i) =&#x3E; iii) È sostanzialmente il lemma 1. Sia infatti g : V- K una

funzione algebrica e g’ : U X V - K la funzione g’ (u, v) = g (v), per il co-

rollario 1 g’ è algebrica.
Essendo q algebrica si ha cp (x) (fi (x), ... ,1m (x)) con fi funzioni al-

gebriche ; per il lemma 1 la funzione

è algebrica. D’altra parte dalle definizione risulta : g = g o 99 ed il lemma è

cos  provato.

3. Siarco fl .., , fn delle funzioni algebriche definite sull’intorno

U di x09 XO E Kn. Le seguenti condizioni sono allora equivalenti :
i) f1 , ... fn sono delle coordinate locali algebriche in XO

ii)’ z vettori 
’ 

vi ( afi ... . =1 ,.. n sono linearmente indi-
. 

O) 
o 

tt. Ì afi 1 Lo t. doii) i vettori vi = ax ’ ’ ax x0 
= 
’ 7 n, sono linearmente indi-

pendenti fra loro (ove ... , xn sono le funzioni coordinate di Kn)
iii) una funzione analitica e algebricamente dipendente da xi , .,. , xn

se e solo se è algebricamente dipendente da ... , fn ed inoltre f1, ... , fn
sono coordinate locali analitiche.
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PROVA. i) &#x3E; ii). Se ..., fn sono coordinate algebriche locali sono

anche coordinate analitiche locali e quindi vale ii).
ii) &#x3E; i) Le f; definiscono l’applicazione rp (x) = (fi (x) =y1 f,, (x) =

= yn) E Kn, dunque si ha il sistema

Se i vettori vt sono linearmente indipendenti, per il teorema 1, dal

sistema (1) si ricavano delle funzioni algebriche xi=hi (y1, .,. , tali che :

Dunque posto

si ha : 1jJ = id. e Perciò p è un isomorfismo locale e ciò prova i).
i) -&#x3E; iii) È conseguenza del fatto che, se vale i), fi , ... , fn sono

algebricamente dipendenti da xl , .,. , xn e viceversa.
iii) &#x3E; ii) segue dal fatto che fl , ... , fn sono coordinate locali analitiche.

COROLLARIO 2. U --&#x3E; V, ’P: V--&#x3E;- W due applicazioni algebri-
che fra aperti di Kn, gm , Kq, allora o cp : Ú-~ W è algebrica.

COROLLARIO 3. V un’applicazione algebrica dell’aperto U
di Kn nell’aperto V di Km e si (x) = (fi (x), ... , fm (x)). Sia xO E U

e supponiamo in un intorno di xO la matrice abbia rango costan-

te q.
In queste ipotesi esistono delle coordinate algebriche locali x~,..., x~ in

x° e yi ~ ... ~ (x°) tali che in esse r18ulti g (xi ~ ... ~ = (yi = xt ...
2 ~i==~0,..., 0).

PROVA. Ì3 identica a quella del caso differenziabile od analitico.

§. 3. Alcune proprietà degli insiemi algebrici.

a) La dimensione di uno spazio algebrico
In questo paragrafo con K indicheremo 1R oppure ~.
Sia U un aperto di Kn ed S un insieme algebrico di U, (per la de-

finizione vedi § 2).
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Sia Ou il fascio dei germi delle funzioni algebriche su U ed 9v il sot-

tofascio dei germi di funzioni algebriche nulle su V.

Il fascio Ou/9y = Op sarà detto fascio delle funzioni algebriche su V
e lo spazio con fascio di anelli (V, Oy) sarà chiamato spazio algebrico di

U. Il fascio Op è un fascio di anelli locali e le sue sezioni si possono in-

terpretare come funzioni continue su V che, localmente, sono restrizione
di funzioni algebriche definite su aperti di U.

Se V è un insieme algebrico di U e W è un secondo insieme alge-
brico di U ed accade che W e V allora diremo che (W, OW) è sottospazio
algebrico di ( Y, 

Dati due spazi algebrici (V, Ov), (V’, OV/) degli aperti di U, U’ di Kn,
dicesi morfismo di (V, 0v) in (V’, il dato di :

1°) un’applicazione continua p : V---&#x3E; V-’
-

2°) un omomorfismo di fasci di anelli locali 91 - 0y
Un morfismo dicesi isomorfismo se ammette un inverso.

Sia (X, Og) uno spazio con fascio di anelli locali, diremo che (X, Og)
é uno spazio algebrico (sul corpo .g) se :

I) lo spazio topologico ~ è paracompatto
II) lo spazio con fascio di anelli locali (X, Ox) è localmente isomorfo

ad uno spazio algebrico di un aperto di Kn.

""" 
Chiameremo morfismi fra spazi algebrici (X, Ox), (X’, Ox/) i morfismi

(cp, ~~‘) : (X, Ox) --+ (~’~ Ox’) di spazi con fasci di anelli locali ed isomorfismi
i morfismi ohe ammettono inverso.

Sia W un aperto dello spazio algebrico (X, Ox), chiameremo carta su

W (o rappresentazione locale di W) ogni isomorfismo fra W ed uno spazio
algebrico W’ di Kn.

,

LEMMA 1. Sia (q, q*) : (Y, Op) -- (Y’, Op-) un morfismo fra spazi alge-
brici di due aperti di Per ogni x E V esiste allora un intorno U in Kn
ed un’applicazione algebrica Ux --+ Krn (nel senso della definizione 1 del

§2) tale che: 991 -7 n ’u, = 

Viceversa data un’applicazione V --&#x3E; V’, che localmente sia

restrizione di un’applicazione algebrica, è definito un unico morfismo (q q*) :
(V,Ov)-&#x3E;(V’,Ov’).

PROVA. È del tutto analoga a quella che si usa nel caso analitico vedi

ad esempio [6].

OSSERVAZIONE I. Sia Op) uno spazio algebrico di un aperto U di K",
lo spazio con fascio di anelli è completamente determinato dal sot-
toinsieme V di U.
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Dato un secondo spazio algebrico (V’, Ov-,) dell’aperto ~’ di Km i mor-

fismi di V in V’ sono completamente determinati, in base al lemma 1,
dall’applicazione cp: V- V’.

OSSERVAZIONE II. Sia V un insieme algebrico dell’aperto U di Kn ed
I f un sottofascio di ideali di 0~ tale che :

y E U - Y &#x3E; (I’~ )~ --.- ( 0 ~)y (ove sono le spighe di I p ed

0~ nel punto y).
Il fascio = è un fascio di anelli locali e si può considerare

lo spazio con fascio di anelli locali (V, Op).
Definiremo spazio algebrico su K, (non ridotto), ogni spazio con fascio

di anelli locali (X, 0~) tale che :
~’ sia paracompatto
(X, Ox) sia localmente isomorfo ad un modello (V, del tipo sopra

descritto.

Come per gli spazi analitici si può considerare, anche per gli spazi
algebrici, la categoria degli spazi non ridotti (cioè con elementi nilpotenti).
Nel seguito ci occuperemo solo del caso ridotto, vogliamo solo notare che :

1) se (V, Ov) è uno spazio algebrico (non ridotto) dell’aperto U di
gn allora (V, Or) non è determinato dall’insieme V

2) nel caso non ridotto il lemma 1 va sostituito con l’analogo delle
proposizioni 1.2.4 e 1.2.5 di [14] (che valgono in virtù del corollario 2 del

§ 1).
Sia (V, 0v) uno spazio algebrico su K, per ogni x E Y è definita la

dimensione di Krull: d (Yx) della spiga di 0p in x. (con Yx denotere-
mo il germe di insieme algebrico individuato da V in x).

Sia (od quando è possibile confusione), l’ideale massimale

di dimensione su K di = dimensione di Zariski

di F~.

LEMMA 2. allora esiste uno spazio algebrico (W, 0 w) di
un aperto di che è isomorfo ad un aperto di Y contenente x e non esiste

uno spazio algebrico di un aperto di KP-1 godente di questa proprietà.

PROVA. Osserviamo che se V = gn, x = (0, ... , 0) = O allora 

si può identificare allo spazio vettoriale, su k, delle funzioni lineari su Kn

nulle all’origine e dunque Z _ ~c (infatti ha come generatori
(su .g) le classi di equivalenza dei generatori di come Ox modulo (vedi
[12]) dunque ha come generatori liberi le classi di x1, ... , xn).
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Nel seguito, per semplicità, supporremo x = 0. Sia ora Vo propriamente
contenuto in Kon ed la spiga in 0 del fascio dei germi delle funzioni

algebriche di ,Kn nulle su Yo . Per definizione si ha :

ed infine, per il teorema dell’omomorfismo risulta :

ove + è il minimo ideale contenente (~’Î~K~,)ó ed 
Dalla (1) si e questo prova l’ultima parte del

lemma.

p  n, esistono funzioni q-algebriche,
g1, ... , 9 definite in un intorno di 0 in .gn , tali che la matrice

abbia caratteristica n - p. Infatti se in non esistessero tali funzioni,
per la (1), la dimensione di sarebbe inferiore ad n -. p e quindi

contro 1’ ipotesi.
Per il teorema delle funzioni implicite esiste un sistema locale di

coordinate (g1, ... , gn p ~ y1, ... , yp) in 0 tali che in esse Vo risulti contenuto
nella sottovarietà lineare g1 = ... = gn-p = 0 da cui la tesi del lemma.

COROLLARIO 1. Sia (V, uno spazio algebrico, la funzione T : 

definita da semicontinua superiormente e quindi
l’insieme M dei punti in cui essa è continua è un aperto denso in V.

PROVA. Il fa,tto che T sia semicontinua superiormente deriva dalla

caratterizzazione di T (x) come più piccolo intero n tale che Vx sia realiz-

zabile in (vedi lemma 2).
Sia ora xo E V e t’ = min lim ’1" (x), esiste allora un intorno aperto

21-+Xo
z E V

di xo in V tale che y E -&#x3E; T (y) h t’.
L’insieme dei punti A = lz E T (z) = t’~ è un aperto non vuoto

contenuto in M. L’arbitrarietà di Uxo prova che M è denso. Avendosi poi
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che T è continua in xo se e solo se è localmente costante si ha che M è

aperto ed il corollario è cos  dimostrato.

Dato lo spazio algebrico (V, Op) diremo che esso è regolare (o non

singolare) in xo se Z = d 

LEMMA 3. Sia (V, 0p) uno spazio algebrico di Kf6 ed xo E V; le seguenti
condizioni sono fra loro equivalenti:

a) ( V, 0 -v) è regolare in xo e d = d (Vxo)
b) (Ov)xo è un anello regolare e d = d ( 
c) posto d = d esistono n - d funzioni algebriche g1, ... , gn-d,

definite in un intorno di xo , Y e nulle su Yxo, tali che la caratteristica della

matrice

d) la funzione continua nel punto xo e 

e) esiste un intorno aperto Uxo di xo in V che è isomorfo ad un aper-
to di 

PROVA, a)  &#x3E; b) è immediato dalle definizioni.

a) ==&#x3E; c). In generale si prova che ~ ~ d ( V~) (vedi ad esempio
[12]) la c) equivale a dire e quindi che 
che è la condizione a).

e) &#x3E; a), e) ====&#x3E; d) sono immediate conseguenze delle definizioni
d) ~=&#x3E; ~) Se vale d) esistono n - d funzioni algebriche ... , gn-d de-

finite in un intorno di xo e delle funzioni lineari y1, 2 ... yd (su Kn) tali che :
y1, ..., yd , g1, ... , gn_d sono un sistema di coordinate locali algebriche in xo .

Sia V ... ~ xn) = (Y1 (x~), ... ~ yd (Xj), (gi (s;) , ,- , gn-d (x~)), l’ isomorfismo

definito da dette coordinate locali fra un intorno di xo in .gn e l’aperto
U’ di Kn.

contenuto nella varietà lineare W’ di U’ avente equazioni
gí = 0, --- , gn-d === 0. Per dimostrare l’asserto basterà provare che, se vale

d), allora : V- W’ è aperta nel punto xo.
fosse il germe di un insieme analitico propriamente contenuto

in W~ (,, ,,) esisterebbero dei germi di funzioni algebriche, su non iden-

ticamente nulle, ma nulle ( Y~) .
Sia 9 l’anello di tali germi ed r l’intero tale che : esiste g E 9 che ha

parte omogenea di grado r non identicamente nulla, ma per ogni r’  r

non esistono in 9 funzioni con siffàtte proprietà.
Presa una tale g essa si annulla (Vxo) ma almeno una delle sue

derivate deve essere non indenticamente nulla su V ( Vxo) (perchè almeno
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una delle sue derivate ha parte omogenea di grado r - 1 non identicamente

nulla).
Sia h una derivata di g non identicamente nulla su V (Vx0), per la de-

finizione di 1: ( V~)) si ha :

Si è dunque provato che se un insieme algebrico proprio di
allora la funzione T~:~2013~~(~(~c)) non è localmente costante in

xa , 9 ed essendo un isomorfismo, si ha dunque che neppure la funzione

T : è localmente costante in xo e l’asserzione è provata.
ac) &#x3E; e) Per quanto visto nel lemma 2 è isomorfo ed il germe di

un insieme algebrico V;o di 2 d = Z (V~,,) = d (V~).
Se Vxo fosse il germe di un insieme algebrico proprio di allora il

numero dei parametri dell’anello sarebbe inferiore a d (per la defini-
zione del numero dei parametri di si prende l’analoga di quella usata
nel caso analitico (vedi ad esempio [12] pag. 150)).

D’altra parte il numero dei parametri di è eguale a (la
dimostrazione è identica a quella del caso analitico) e quindi se vale a)

è isomorfo al germe indotto da un aperto di Kd.
Il lemma è cos  completamente dimostrato.

COROLLARIO 2. Sia (V, 0y) uno spazio algebrico su K, allora l’insieme
dei punti regolari di V è un aperto denso in V.

PROVA. L’affermazione segue dal corollario 1 e dall’implicazione d)  &#x3E;a)
del lemma 3.

Sia uno spazio algebrico di Kn, se l’insieme dei punti
singolari di 1~ (cioè non regolari) forma un sottospazio algebrico di V.

Se K=1R, in generale, l’insieme dei punti singolari non è un sotto-
spazio algebrico (nè è contenuto, in generale, in un sottospazio algebrico
proprio).

Nel seguito chiameremo varietà algebrica ogni spazio algebrico privo
di punti singolari.

Dato uno spazio algebrico (V, diremo dimensione di V e scriveremo

dim V il numero, (oppure il simbolo + oo), dim V == sup d ( Px).
xEV

OSSERVAZIONE III. Sia Vz un germe di insieme algebrico di ed

Ipx l’ideale dei germi delle funzioni algebriche nulle su V~,.
Analogamente a quanto si fa nel caso analitico (vedi [2]) si provano i

fatti seguenti: esiste un intero p, tale che, fatto un opportuno
cambiamento lineare delle variabili risulta :

3. Aunaii della Scuola Norm. Sup, - Pita.



618

1) l’applicazione 0p à x = Ov è iniettiva (ove Op è l’anello dei
germi delle funzioni algebriche dipendenti dalle prime p variabili)

2) ogni elemento di è intero (Op)
3) sono soddisfatte le relazioni :

(1) ove gli 
. 

sono elementi di Op
4) in un opportuno intorno U = U’ X U" di x in .K n se un punto

sta su V allora verifica le (1) ( U’ è un aperto di KP , i U" di 
5) detta n: U’ X U" - U’ la proiezione canonica risulta è

propria, a fibra finita V) contiene un aperto di U’, se poi 
ed I Vae è primo, allora esiste un elemento non nullo ó di Op tale che detto
U" _ (x E (x) # 0~  si ha : ir ~~_l~~ ~~) ~ p è un rivestimento.

Il numero p di cui sopra si usa chiamare numero dei parametri di Yx .
Dalla condizione 5) risulta che il numero dei parametri di Px è eguale

alla dimensione topologica di Yx .
Si prova d’altra parte, (teorema di Cohen Seidenberg) che la dimensione

di Krull di Opx è uguale a quella di Op quindi risulta à ( Vx) = dimensione
topologica di Yx ed anche d (V) = dimensione topologica di V.

b) Complessificazione e decomposizione in componenti irriducibili.

Sia V un insieme algebrico di Kn, diremo inviluppo affine di V, e lo
noteremo In (V), l’intersezione di tutte le varietà aflini di Kn contenenti

V (W dicesi varietà affine di Kn se esistono degli elementi gi i =1, ... , 
di .K [x! , ..., sn] tali che W = O~ i =1, ... ~ qj.

Analogamente dato un germe Vz di insieme algebrico di Kn dicesi in-
viluppo affine di Vz e si nota In (Vz) l’intersezione di tutti i germi di va-
rietà affini che contengono Yx .

Consideriamo ora 1R’n canonicamente immerso in en.
Sia V un insieme algebrico di lRn, @ x E Y ; diremo complessificato del

germe Va;, y e lo denoteremo con 7,, , il più piccolo germe di insieme ana-
litico complesso di en contenente Si dimostra che 

questa ultima proprietà permette di definire il complessificato di un germe
di insieme analitico reale a prescindere da una sua realizzazione (vedi [6]).

-

Diremo complessificato algebrico di Vx, e lo noteremo con Vx , il più
piccolo germe di insieme algebrico (su C) di che contiene Fa;. Analoga-
mente a quanto fatto nel caso analitico si può definire il complessificato
algebrico di V~ senza ricorrere ad una particolare realizzazione di Vz in

ma definendo Vz come il germe di insieme algebrico (su G) associato
all’anello 
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Sono ovvie le seguenti inclusioni :

Si pongono naturali le seguenti questioni :

Nel seguito di questo paragrafo proveremo che entrambe le domande

hanno risposta affermativa.

PROPOSIZIONE 1. Sia V un insieme algebrico di ed xa E V ; esiste

una varietà affine W tale che :

PROVA. a) Dimostreremo la proposizione nel caso in cui .g =. se

.g = (t la dimostrazione è del tutto analoga (salvo qualche semplificazione).
Basta evidentemente dimostrare che data una componente analiticamente

irriducibile Yxo di Yxo esiste una varietà affine della stessa dimensione che

la contiene (si noti che Và non è, a priori, il germe di un insieme alge-
brico).

Incominciamo col provare la cosa seguente : sia ~’ una varietà affine

di ed xo E X un punto regolare di ~’ (regolare nel senso delle varietà

affini), sia Y Y 3 xo un sottoinsieme algebrico di X tale che Yxo sia pro-
priamente contenuto in XXo, in queste ipotesi esiste un polinomio P tale
che : Pj - 0, P ed almeno una sua derivata non si annulla identicamente

su x,;0 . 
°

Sia d = dim ~~ , per ipotesi allora, (~ è regolare in xo), esistono dei
polinomi g1, ..., 9,,-d nulli su X~ e tali che la matrice :

abbia rango massimo.

Esistono perciò delle funzioni lineari su 1Rn: tali che le

funzioni g1, ... , 9 y~_d+1 ~ .·· , Yn danno un sistema di coordinate locali

in xo per 
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È definito l’isomorfismo y : - U,~~xo~ , fra due aperti di lRn, tramite
le equazioni :

risulta essere il germe di un insieme algebrico propriamente
contenuto nella varietà lineare definita in dalle equazioni gi = 0

i = 1, ... 
Esiste pertanto una funzione algebrica h (Y,.-d+1, y,,) nulla su 1Jl 

ma non identicamente nulla su per l’osservazione VIII del § 1
esistono quindi dei ... , yn] nulli ma

non identicamente nulli e sia 9 l’insieme di tali polinomi.
Se P’ E 9 e la parte omogenea di grado s di P’ non è identicamente

nulla mentre tutti gli elementi di 57 hanno la parte omogenea di

grado inferiore ad s identicamente nulla allora P’ ha almeno

una derivata non identicamente nulla su 1Jl Ponendo P (xi’ ..., Xn) =
= P’ (yj si ha la tesi della nostra asserzione.

b) Sia V* la varietà affine intersezione di tutte le varietà affini di

che contengono Pxo, si ha: V ¿ . Notiamo con insieme ana-

litico che induca VX,80.
Esiste un intorno Uaeo di xo in Vs ed un insieme analitico V, di

U~ n V’ tale che V8 n Uxo f1 UXo è formato da un numero finito di

componenti connesse [ Vj);=1, ",, q ~ ogni F~ è un aperto di formato

da punti regolari (analiticamente) ed inoltre risulta : V J 3 xo , dim Vi = dim Vxo
per ogni j (per la prova di questo fatto vedasi [2]).

Dal fatto Vi 3 Xo e dall’irriducibilità (analitica) di Yxo si deduce che

ogni funzione analitica f definita in un intorno di xo e nulla su un aperto
di Vi è identicamente nulla su (infatti l’insieme analitico W’ _

_ ( f = 0) n Vxo ha la stessa dimensione di Vxo e quindi coincide con esso).
c) Supponiamo ora, per assurdo, sia d* = dim V* &#x3E; dim e siano

dei polinomi che generano l’ideale dei polinomi nulli su V*.

L’insieme dei punti di V* in cui la matrice

ha rango n - d* è un aperto non vuoto di Y ~ (in caso contrario si avrebbe
dim V *  d* (vedi [15]).
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Sia S la sottovarietà affine di V* formata dai punti in cui il rango
della (1) è minore di n - d*, se S n Y~ avesse punti interni per qualche j
si avrebbe S::) Vxo contro l’ipotesi di minimalità di V*.

Si conclude perciò che (F*2013~)f1 vi è un aperto non vuoto per ogni
j, essendo i punti algebricamente regolari di densi, si ha perciò che
esiste un punto x’ E ( Y ~’ - ~ ) n Y 1 che è algebricamente regolare per 

Per quanto provato nel punto a) si può allora concludere che esiste
un polinomio P che è identicamente nullo su Vi ma non su V*. Si avrebbe

dunque :

V. n P = 0 ) è una varietà affine diversa da V ~ e questo contrasta con

le minimalità di V ~.
Si conclude cos  che non si poteva supporre dim V* &#x3E; dim VXo è la

proposizione è dimostrata.

COROLLARIO 1. Sia V un insieme algebrico dell’aperto U di Kn , allora
esiste una famiglia numerabile di varietà affini di Kn tali che :

dim Wm ,- dim V, (UmEN Wm) V.
"I’

Sé V è compatto la famiglia (W,,,) può essere scelta finita.

PROVA. Dalla proposizione 1 si deduce che per ogni x E V esiste un
intorno Ux di x in V ed una varietà affine Wx di Kn tale che ITx ,
dim dim V. Dal fatto che V soddisfa al secondo assioma di numera-

bilità segue la tesi :

Sia Vx il germe di un insieme algebrico (analitico) su K, diremo che
Vz è irriducibile se esso non è unione di due germi di insiemi algebrici
(analitici) propri.

Diremo che Vx è riducibile se non è irriducibile.

PROPOSIZIONE 2. Sia U un aperto di (tn, n la restrizione ad U della

proiezione di (tn su (tp variabili) ed II’ = n (U). Sia A’ un sot-
toinsieme di U’ contenuto in un insiemè analitico complesso proprio di U’.

X un sottoinsieme algebrico (su (~) di U - n-’ (A) o supponiamo
sia un rivestimento finito di U’ - A (cioè è propria e localmente

bialgebrica) e che sia un’applicazione propria in U’. In queste ipotesi
X è un insieme algebrico di U (su (t) di dimensione complessa p in ogni punto.

PROVA. È del tutto analoga a quella del teorema 4 di pag. 47 di [2].

COROLLARIO 2. Sia Yx il germe di un insieme algebrico (su (t) di Gn,
se Vx è algebricamente irriducibile allora esso è analiticamente irriducibile.
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q .

Se Wx è il germe di un insieme algebrico e W = U Wx è la decompo-
i=1

sizione di Wx nelle sue componenti irriducibili (analitiche) allora i wl sono
q .

germi di insiemi algebrici e Wx = Ú W,, è la decomposizione di Wx nelleg i=1

sue componenti irriducibili (algebriche).
Dal fatto che l’anello sia noetheriano segue che Wx am-

mette una decomposizione in un numero finito di componenti irriducibili

(algebricamente). Basterà quindi provare la prima parte del corollario.
Sia dunque Yx algebricamente irriducíbile, dim Vx = p, se V~ fosse

analiticamente riducibile esisterebbero due germi di insiemi anali-

tici tali che = Yx , 9 Yx , 2 V’x" * 9 Vx’ è analiticamente

irriducibile.

Sia V’ un rappresentante di V§ e V* l’insieme dei punti (algebrica-
mente) regolari di V’. Per quanto detto nell’osservazione III si potrebbe
allora applicare la proposizione 2 e concludere che V§ è il germe di un

insieme algebrico. Ripetendo il ragionamento per le altre componenti anali-
ticamente irriducibili di Vx si avrebbe una decomposizione di Yx in com-

ponenti algebriche contro l’ipotesi che Yx sia algebricamente irriducibile.

Il corollario è cos  provato.

COROLLARIO 3. Sia (V, Ov) uno spazio algebrico su ’IR, per ogni x E V
il complessificato analitico Yx di Yx è isomorfo al complesgificato algebrico
V. di Yx .

q .

Se Yx = U Vxi è la decomposizione di Yx nelle componenti analitica-
i=1

mente irriducibili allora i Yx sono germi di insiemi algebrici (ovviamente al-

gebricamente irriducibili).

PROVA. Supponiamo per comodità Vx sia rappresentato da un insieme
algebrico V di 1Rn, 1Rn c (tn.

Come già osservato si ha : V x C Vz ; i in [16] è provato che Yx u Yx
i=1

ove Vx è il complessificato di V;,.i = 1, ... , q. Ogni Yx è contenuto in
una varietà reale affine Wi di 1Rn di dimensione p2 = dim Yx (proposizione
1), Wi è contenuta in una varietà affine complessa Wi tale che dime Wi =

= dim1R Wi = Pi (vedi [15] lemma 8) dunque dime V# = Pi. Una delle com.
ponenti analiticamente irriducibili di V; deve coincidere con V; ma ogni
componente analitica irriducibile di Yx è anche il germe di un insieme

algebrico complesso (corollario 2) dunque per la minimalità del complessifi-
cato si ha Yx = Y,~ ed il corollario è cos  dimostrato,
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PROPOSIZIONE 3. V una varietà affine di Kn (K = ’IR oppure C).
allora esiste un numero finito di sottoinsiemi algebrici f Yi~~=1, ... , q tali che :

1) ogni V i è analiticamente irriducibile e si ha :

2) sia W un sottospazio analitico (chiuso) di Vi tale che dim W =
allora Vi= W.

PROV Á. Se la proposizione è conseguenza del fatto che la ridu-
cibilità analitica e quella algebrica coincidono (corollario 2) e dall’esistenza
di una decomposizione in componenti analiticamente irriducibili soddisfacenti
1) e 2) (vedi [2]). Sia ora K _ IR. Per i risultati di [15] esiste una decom-

q1 

posizione : Y = U Yz# di V in componenti analiticamente irriducibili (cioè
i-1

le non sono unione di due sottospazi analitici propri). Evidentemente
si può chiedere che valga U V., i = 1, ... , q’ ed allora la decompo-t 

." 
i

sizione data è unica a meno dell’ordine dei termini. Per il corollario 3 gli
insiemi analitici V/ sono insiemi algebrici.

Basta quindi provare che se W è un sottospazio analitico di V~ della
stessa dimensione di Vi~ allora W = vl, i = 1, ..., q’.

Come provato in [15] Y~# è unione di un numero finito di aperti
M~ , ... , Mp isomorfi a varietà algebriche connesse di dimensione d = dim Vi
e di un sottospazio analitico Wi avente dimensione inferiore a d.

Diremo contigue due componenti Mk se esiste un germe di insieme
analitico irriducibile di tale che : ogni rappresentante di 
contiene un aperto di Mj ed uno di Mk.

Diremo Mi ~-equivalente ad Mr se esiste una catena tale

che Mjm sia contigua ad m = 1,..., s - 1, ji = r. Cf¿ è eviden-
temente una relazione di equivalenza ed ogni insieme del tipo S= (~ U MI)U Wi,
ove I è una classe di R-equivalenza, è un insieme analitico di vl. Per
la analitica irriducibilità di V; si ha dunque che tutte le Mi sono 92 equi-
valenti fra loro, d’altra parte per come risulta costruito V~ si ha che se

W e dim W = dim Vi4 allora W = vl (infatti lY deve contenere qual-
che Mj, ma allora le contiene tutte, d’altra parte W deve contenere anche
Wi perchè sennò vl = W U Wi sarebbe una decomposizione propria di vl
contro l’ipotesi di analitica irriducibilità di Vl). La proposizione è cos
provata.
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COROLLARIO 4. Sia V un insieme analitico (su K) di Kn, 9 V è un in-

sieme algebrico se, e solo se, V è l’uniorce di una famiglia finita o numerabile
di componenti analiticainente irriducibili di varietà affini

PROV Ä. Sia V = U con Vn componente irriducibile di una varietà
n E N

affine.

Basta dimostrare che il germe Vx è algebrico per ogni x E V ; sia
px 

,

Yx = U Vxi la decomposizione di Yx nelle sue componenti irriducibili, ogni
. 

i=1

Yx deve essere indotta (eventualmente insieme a qualche altra componente
irriducibile di da un Vn dunque, per i corollari 2 e 3, e perciò

è algebrico.
Viceversa sia V algebrico, allora esiste una famiglia numerabile Vl di

varietà affini tali che : dim Yn = dim Y" n V, V. (corollario 1).
n f. N

qn 
.

Sia Vn= U Vj la decomposizione delle soddisfacente alle proprietà
J=1 

. 

1) e 2) della proposizione 3 e le sottofamiglie di formate da

quelle componenti tali che dim f1 v = dim 

Dalle definizioni segue che V è unione delle Yn~ al variare di n e j; ed
il corollario è cos  provato.

COROLLARIO 5. Sia V un insieme algebrico (su K) di Kn, allora esiste

una famiglia finita o numerabile di sottospazi tali che:

2) ogni Vn non contiene sottospazi analitici propri della stessa dimen-

sione

3) ogni Vn é una componente irriducibile ài una varietà affine della

stessa dimensione.

PROvA. La decomposizione del corollario 4 opportunamente raffinata

prova l’asserto.

OSSERvAZIONE IV. Si potrebbe pensare che ogni insieme algebrico di
1Rn sia un C-insieme (3), a tale scopo diamo un controesempio.

(3) Ricordiamo che un insieme analitico V di ’~n c an, si dice un C-insieme se

una delle seguenti equivalenti condizioni è soddisfatta :
a) V ammette equazioni globali
b) esiste un insieme analitico complesso V in un aperto di Cn tale che V O 1Rn= V

(vedi [3]).
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Esattamente costruiremo una ipersuperficie affine V di 1Rn tale che :

1) la minima varietà affine di G4 che la contiene è normale

2) l’insieme dei punti singolari di D~ ha codimensione due

3) V si decompone in due componenti analiticamente irriducibili di

dimensione 3 che non sono C-insiemi, (ma sono insiemi algebrici per il co-

rollario 5).

e f7 la varietà affine di G4 definita dall’equazione cp (x, y, z, w) = 0.

a) I punti singolari di 7 formano una sottovarietà affine di dimen-
- , . 

sione uno e quindi, per un teorema di Oka ([7]), Y è uno spazio analitico

normale.

PROVA. Le derivate parziali di cp hanno le espressioni :

, . 
-

I punti singolari di V si trovano dunque risolvendo il sistema formato
dalle quattro equazioni scritte sopra e da g (x, y, z, w) = 0.

Le soluzioni sono date da uno dei seguenti sistemi :

dunque la dimensione del luogo dei punti singolari di V è uno e l’affer-
mazione è provata.
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f3) Posto :

si ha : V si decompone nelle due componenti analiticamente irriducibili Vt,
V2 che non sono C-insiemi.

PROVA. La 99 = 0 equivale a

dunque se z2 - 4 è negativo, cioè z ~ ~ 2, gli unici punti reali che soddi-

sfano la relazione p = 0 sono del tipo (O, 0, z, 0). Perciò V è formato dalle

due componenti V1, y V2 unite dalla retta di equazione x = y = 0.

In ogni punto P di V in cui si ha : dim Vp = 3 e quindi, per
"J "J

la normalità di V, Fjp è il complessificato di Vp (vedi [5]). Da quanto detto
segue che Vi e V2 sono localmente e globalmente irriducibili.

V è localmente e globalmente irriducibile quindi ogni insieme analitico
complesso, di un aperto di G4 che contiene V, contiene tutto V e questo
prova che Vi e ~2 non sono O-insiemi

OSSERVAZIONE V. Non ogni varietà algebrica su 1R è immergibile in
qualche spazio euclideo.

Si consideri infatti in il sottogruppo Z X Z dei punti a coordinate
intere. La struttura di spazio algebrico (su ’ÍR) di induce una struttura

di spazio algebrico sul quoziente T = 

Vogliamo provare che T non è isomorfo ad un sottospazio algebrico
di Infatti sia Vo il germe di insieme algebrico indotto su T dal germe
di insieme algebrico della retta di 1R2 di equazione y - V 2x = 0.

Se T fosse sottospazio algebrico di lRn allora per la proposizione 1
esisterebbe un insieme algebrico W di T tale che dim W == 1 e

questo è impossibile.

OSSERVAZIONE VI. Le varietà algebriche compatte immerse in hanno

per funzioni algebriche globali le stesse funzioni assegnate da J. Nash in

[13] (per dimostrare questo fatto bisogna usare un risultato (non banale)
di M. Artin, vedi osservazione VII del § 1).

OSSERVAZIONE VII. Sia C) il fascio delle funzioni algebriche su Kn 
oppure K = C) allora Hi (Kn, 0) =t= 0 (anzi Hi (Kn, 0) ha dimensione infinita
come .g modulo).
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Sia infatti c?g il fascio dei quozienti di O (il fascio delle funzioni « me-
romorfe algebriche »).

Si consideri la successione esatta

se H1 (Kn, O) fosse nullo allora n sarebbe surgettiva, mostriamo che ciò non
avviene.

Sia ad esempio Kn = ÌR, (x.1 una successione divergente di punti di
Kn e 1 E HO (Kn, l’elemento che consiste nell’assegnare in ogni Xm il

polo 1 . È facile verificare che y f im n 
,

Y n 
.

OSSERVAZIONE VIII. Sia V un insieme algebrico di (8’ = JR oppure
K = C). Notiamo, come al solito, con 0 v i fasci delle funzioni analitiche
ed algebriche su Y. Non è difficile, usando il fatto che è piatto su

O v z (vedi § 1)~ provare il seguente

TEOREMA. Il fascio Ov è coerente nel punto x di V (come Oy modulo)
se e solo se coerente in x (come modulo).

COROLLARIO. un fascio coerente di O- Kn moduli.

§. 4. Un teorema di approssimazione.

TEOREMA. 1. Sia V una varietà algebrica di mn, esiste allora un intorno
U di V in lRn, ed un’applicazione algebrica 0 : U --&#x3E; V tale (x) = x, x E V.

PROVA. Consideriamo l’applicazione cp: X V - 1R definita da :

e sia :

T = I (Xj) X ~y~-~ E 1Rn X V 199 considerata come funzione del punto
E V ha in X un punto critico j, j’ = 1, ..., n).

(cioè se Z1 , .,. ,zr sono delle coordinate locali di V, allora P E T se e solo

se i =1, ... y r. È immediato che la condizione data non dipende
8zi, p

dalle coordinate scelte su Y ) (4).

(~) Intuitivamente se P’ è abbastanza vicino a Y si ha (come dimostreremo) :
P’ X P ’ E T se e solo se P" è il punto di P più vicino a P’.
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Sia Po E V, per semplicità supporremo che Po = (0, ... , 0) sia l’origine
ed in un intorno di Po le funzioni Y1 , ..., yr diamo un sistema di coordinate
locali su V.

Per il teorema delle funzioni implicite esistono delle funzioni algebriche
(Y1 , ... , ." , (Y1 , ... , yr) tali che in un intorno U (Po) di Po in 1Rn

si abbia :

In un intorno W (Po X Po) di Po X Po in X l~ la 99 ha dunque la
forma :

Dunque un punto P = ... , 2 --- yr , --- , sta in T se

e solo se soddisfa alle condizioni :

Se dimostriamo che :

(3) la caratteristica della matrice è eguale ad r,

allora per il teorema delle funzioni implicite, esisteranno delle funzioni

algebriche Yi = gi (xi , ..· , = 1, ... , r tali che in un opportuno intorno

W Po) di Po X Po in JR- m V si abbia ~x1 , ·.. , Yi 9 ...

... yr , 9 Vr+i 9... V’~~} E T se e solo se Yi = Ui (Xi’ ... , = 1, ... , r ed inoltre
gi (Po) = 0. In questo caso dunque vicino a Po X Po T è il grafico dell’ap-

plicazione algebrica U (Po) - V :

La (4) è definita intrinsecamente e quindi esiste una famiglia numera-
bile di applicazioni 4$p; : U (Pi) - T~ che definiscono, per incollamento, un’ap-
plicazione algebrica W : U - V su un intorno U di V e tale che ø (P) = P
se .P E V.

Resta dunque da dimostrare la (3).
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Si ha dalla (2):

ove il simbolo di Kronecker.

Nel punto Po X Po la (5) diviene

Dunque si ha :

ove I è la matrice identità r X r e le

sono matrici quadrate r X r.
Le matrici Aj sono semi definite positive in Po X Po infatti risulta :

La matrice i è dunque definita positiva e quindi

non degenere, il teorema è cos  provato.

COROLLARIO 1. V uno spazio algebrico di un aperto U di lRn e W
varietà algebrica di ÌR’n, comunque si assegni un compatto K di U, un’ap-

plicazione V---&#x3E; W, ed E &#x3E; 0 esiste un’applicazione algebrica
tp : U (K) -+ W definita su un intorno U (K) di K in V tale che :

ove d (z, w) è la euclidea in 1Rm.

PROVA. Si usi il teorema di approssimazione di Weierstrass ed il teorema 1.

COROLLARIO 2. Sia W un aperto a chiusura compatta di ÌRn, W’ un
intorno di una varietà algebrica di 1Rm. W’ 2013~ V una ap-
plicazione C°°. Comunque si fissi un numero positivo 8 ed un intero p esiste

un’applicazione algebrica cpa : W 2013&#x3E;- F tale che, dette o o cP a le
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funzioni ottenute componendo con le proiexioni canoniche si abbia :

PROVA. U - V un’applicazione algebrica di un intorno U di

V in 1Rm su V tale che = id.

Ad ogni applicazione V : W - U assoceremo l’applicazione 
W - V.

Sia C ( W, tRm) l’iniseme delle applicazioni g : W - JR- che siano re-

strizione di un’applicazione C°° definita su un intorno di W.

Su consideriamo la topologia che ha per sistema fondamen-

tale di intorni del generico elemento gli insiemi del tipo :

ove gi _ ~; o g~ g~ = ni o g’ ed a ~ q.
Sia P (W, il sottospazio di 0 (W, formato dalle applicazioni g

tali che ni o g siano polinomi.
Il teorema di approssimazione di Weierstrass afferma che P ( W, 1Rm) _

- c ( W, 1Rm). 
-

Sia B1 un intorno di g in O(W,1Rm) tale che ~’ E B1  &#x3E; ~’ ( W j c U.
Per provare il corollario basterà ora far vedere che per ogni punto y

di p ( W ) esiste un intorno Dy di y in V tale che per ogni ó &#x3E; 0 esiste

un intorno 2~ di g in B, per cui si abbia : g E Bs ==&#x3E; g* 
soddisfa alle condizioni analoghe alle (1) (con b invece di 8). 

~ ~

Quest’ultimo fatto si prova facilmente osservando che in opportune
coordinate locali 0 ha la forma

COROLLARIO 3. Sia X uno spazio algebrico compatto sottospazio di lRn e
V una varietà algebrica di 1Rm. Sia p: X --~ V un’applicazione continua, al-

lora esiste un’applicazione algebrica X --&#x3E; V che è omotopa a ~.
Siano V, i = 0,1 due applicazioni algebriche, se esiste una

famiglia di applicazioni continue di X in V tali che _-- 990 , = 991
allora esiste una famiglia di applicazioni algebriche avente la stessa proprietà.

PROVA. È del tutto analoga a quella fatta nel caso analitico in [8].
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COROLLARIO 4. Sia X un fibrato analitico reale tale che F, X ab-
biamo struttura di varietà algebrica i1nmergibile in qualche 1Rn. Supponiamo
inoltre X sia compatta e sia assegnata una metrica continua d : F X F- 1R
su F.

Sia y una sezione continua ed 8 &#x3E; 0, esiste allora una sezione algebrica

PROVA. È del tutto analoga (tenendo del corollario 2) a quella fatta
nel caso analitico in [9].

OSSERVAZIONE. I corollari 3 e 4 permettono di applicare le tecniche

usate nel caso analitico (in [8] e [9]) per provare che la classificazione dei

fibrati analitici reali si riduce alla classificazione topologica.
Nel caso algebrico però si ottengono (almeno ad un primo esame) ri-

risultati molto più limitata in particolare.
I) bisogna supporre lo spazio di base sia compatto ed immergibile

II) bisogna supporre lo spazio totale sia immergibile e senza singo-
larità

III) bisogna fare forti ipotesi sul gruppo strutturale.

Università di Pisa
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