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RAPPRESENTABILITÀ ED EQUIPOLLENZA
DI TEORIE ASSIOMATICHE (II) (*)

UN’APPLICAZIONE ALLA GEOMETRIA

«SENZA PUNTI »

FLAVIO PREVIALE

RIASSUNTO. Questo lavoro costituisce la II Parte di una ricerca sulla rappresentabilità
ed equipollenza di teorie assiomatiche. Esso è dedicato ad alcune applicazioni di carattere
geometrico dei concetti e dei metodi generali della 1 Parte. Vengono analizzate e confron-
tate fra loro, mediante questi, varie assiomatizzazioni della geometria metrica ordinaria
e di quella « senza punti », basate su differenti gruppi di nozioni primitive. In particolare
viene affrontato il problema della rappresentazione della geometria « senza pnnti » in quella
ordinaria. Alcuni dei risultati ottenuti sono infine generalizzati al caso di una geometria
metrica con distanza a valori in un sistema numerico parzialmente ordinato.

Introduzione.

In questo lavoro vengono applicati alla geometria i concetti e i metodi

metamatematici sviluppati in [5]. Si presuppone pertanto da parte del let-

tore la conoscenza di tale articolo, che verrà in seguito costantemente citato
come I Parte del nostro lavoro.

Prescindendo dalla particolare impostazione metamatematica, il conte-

nuto dell’attuale lavoro si può cos  riassumere. Procederemo in primo luogo
alla ricerca di nozioni primitive idonee all’assiomatizzazione della geometria
metrica ordinaria, rivolgendo una particolare attenzione a quelle nozioni che
non concernono direttamente i punti, bens  gli insiemi di punti. Il motivo

della preferenza accordata a queste ultime sta nel fatto che le corrispon-

Pervenuto alla Redazione il 22 Maggio 1969.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca del Comitato per
la matematica del C. N. R..
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denti assiomatizzazioni possono venir adattate con facilità al caso di una

geometria « senza punti », vale a dire di una geometria avente per oggetto,
anzichè un sistema di _punti e di insiemi formati con tali punti, un sistema
di solidi (non necessariamente composti di elementi irriducibili) dotato di

una struttura algebrica di un certo tipo, ad esempio di una struttura di
reticolo o di algebra di Boole. Ovviamente l’adattamento consiste semplice-
mente nel sostituire nei singoli assiomi il termine « insieme di punti » con
il termine « solido ».

Ci si pone a questo punto il problema di stabilire se i vari insiemi di

assiomi considerati costituiscano assiomatizzazioni diverse di una medesima

teoria, anche dopo essere stati adattati al caso « senza punti ». La risposta
a tale problema non è di per sè positiva, a meno che non ci si limiti a

prendere in considerazione assiomatizzazioni particolarmente restrittive, che
permettano, in pratica, di ricuperare i punti eliminati mediante una defini-

zione per astrazione. Il ric2cpero dei punti non costituirà però il nostro

principale obbiettivo. Ci interesseremo anche di geometrie « senza punti »
che non consentono tale ricupero. Per queste geometrie è naturalmente

più difficile, e può essere impossibile, trovare delle assiomatizzazioni equi-
valenti in ciascuno dei vari gruppi di nozioni primitive presi in esame.

Come vedremo tuttavia, entro certi limiti la ricerca di assiomatizzazioni

equivalenti ha successo anche in questo caso più generale.
Il programma di ricerca abbozzato verrà sostanzialmente svolto con

riferimento alla geometria metrica. In modo analogo si sarebbe tuttavia

potuto prendere le mosse da altri tipi di geometria « dei punti », ad es.
dalla geometria degli spazi uniformi o da quella di particolari classi di
spazi topologici, per passare poi alle corrispondenti geometrie « senza punti ».
Vi è del resto una notevole affinità tra la generalizzazione della geometria
metrica da noi considerata nel § 5 e la geometria degli spazi uniformi.

L’idea di una geometria « senza piinti » si può far risalire a Whitehead

([9]). Un’ampia rassegna dei risultati ottenuti fino al 1940 è contenuta in

Menger [2]. A Nobeling ([3]) si deve la prima sistematica trattazione delle.

topologia e della geometria metrica e uniforme « senza punti ».
Alcune note assiomatizzazioni di teorie topologiche si estendono al

caso « senza punti » in modo del tutto naturale, in quanto non trattano
direttamente dei punti, ma soltanto di insiemi di punti. In questi casi la
generalizzazione si ottiene semplicemente, come già si è detto, sostituendo
agli insiemi di punti gli elementi di una qualche struttura parzialmente
ordinata. Tra queste particolari teorie assiomatiche ricordiamo quella degli
8pazi di prossimità, che è una riformulazione della teoria degli spa-
zi topologici completamente regolari, avente come unica nozione geometrica
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primitiva quella di contiguità tra insiemi di punti (i). L’intero corpo delle

teorie topologiche può del resto venir riformulato in modo da costituire un
naturale punto di partenza per la generalizzazione al caso « senza punti » (2).

Non va infine dimenticato che la topologia « senza punti » si è svilup-
pata in parte per esigenze estranee alla geometria. Ad esempio, la teoria

delle strutture algebriche dotate di un operatore di chiusura (algebre di chiu-

sura) ha le sue più notevoli applicazioni nel campo della logica modale e
intuizionistica (3).

1. Sia L il linguaggio formalizzato con più specie di variabili e 
ehie di tipi considerato nella I Parte, e siano tre distinte gerar-
chie di tipi di L. Con r(i), rispettiv. p(i), r(i), rispettiv. y

y~~~, z~~~, con l’eventuale aggiunta di indici, indicheremo d’ora in avanti

variabili di tipo i della gerarchia ~o, o ~z . Se i &#x3E; 0, le variabili

pi&#x3E; , q~~~ , di ~t verranno tuttavia anche indicate con X ~~-1 ~ , Y ~~~-1~ , 
L’apice (0) verrà poi di regola omesso, cosicchè ad es. si potrà scrivere

p E X anzichè p(0) E p1&#x3E; .
Adotteremo pure le seguenti altre notazioni. La specie dell’iesimo tipo

della gerarchia l?k (k = 0,1, 2) verrà contrassegnata con il doppio indice ik.
Conformemente verrà pure modificato (rispetto alla I Parte) il contrassegno
per la classe di un simbolo relazionale e funzionale.

Facciamo ora alcune posizioni.
Siano C un simbolo relazionale di classe (ik, ik) con i ? 1 0

arbitrari, n, U due simboli funzionali di classe (ik, ik, ik) con i _? 1 e 

arbitrari, C un simbolo funzionale di classe ik) con i &#x3E; 1 e k &#x3E; 0 arbi-

trari, e infine fl , y U due simboli funzionali di classe (ik, (i + 1 )k) 1

e k &#x3E; 0 arbitrari. Con Inso viene indicato l’insieme di enunciati compren-

dente, per ogni i &#x3E; 1, la chiusura universale delle seguenti formule (4) :

(i) Cfr. ad es. [7]. Il caso « senza punti» della geometria di prossimità è studiato
iu [8].

j2) Cfr. [I], in particolare l’Introduzione.

(3) Per una dettagliata bibliografia sulle algebre di chiusura e sulle loro applicazioni,
si veda [6], p. 198-200.

(4) Ricordiamo che la chiusura universale di una formula è l’enunciato che si ottiene

anteponendo alla formula stessa quantificatori universali che ne vincolino tutte le variabili
libere.

Spesso in seguito, volendo formulare un enunciato, scriveremo una formula la cui

chiusura universale è quell’enunciato. Il contesto chiarirà in ogni caso se una data formula
viene considerata per se stessa o come abbreviazione di un enunciato.
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Con Ircsó viene invece indicata la riunione di rns o e di tutti gli enun-
ciati della forma :

con i &#x3E; 1 (.Lemma ài Zorn per i vari livelli della gerarchia ~o).
In modo analogo si definiscono Insk e Insk per k = 1, 2.
Siano poi  un simbolo relazionale di classe (°0, Oo), + un simbolo

funzionale di classe (°0, Oo), inf e sup due simboli funzionali di classe
(°0 , 10), O e due costanti individuali di specie °0, Ko la riunione di
Inso e dei seguenti enunciati :
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Ko assiomatizza ovviamente un frammento della teoria dei numeri reali
non negativi (~). Poniamo g = ~o U £0 = Z (I~o), 2 = L (K).

Sia infine d un simbolo funzionale di classe (°0, °1 , 01) e Fd il seguente
insieme di enunciati :

Congiuntamente a K, hd costituisce un’assiomatizzazione del concetto

di spazio (pseudo) metrico nella nozione primitiva di distanza tra punti.
Poniamo Ed = L (.g U dunque il minimo sottolinguaggio di

.L contenente _P e d.
. Diamo ora inizio alla ricerca di altre assiomatizzazioni del concetto di

spazio metrico. Sia V un simbolo funzionale di classe (11, 0~ 00), £v il
minimo sottolinguaggio di L contenente _P e V. Il singolo enunciato :

costituisce ovviamente una definizione L1 (V, d) di Ev in ammissibile

per K U rd . La nozione da essa definita, detta di intorno sferico chiuso, può
venir assunta come nozione primitiva in luogo di d per l’assiomatizzazione
del concetto di spazio metrico. Infatti la definizione di Ed in Ev

è reciproca di 4 ( Y, d) rispetto U rd .
La verifica di ciò è immediata. Ammesso infatti se

ne deriva : d (p, q)  a -&#x3E; q E V (p, a), e perciò, tenuto presente che .go
implica B = inf al, pure 4 (d, V).

Per il Teorema 5 della I Parte, esiste pertanto un insieme di enunciati
di Ey K-equipollente j6) a rd rispetto alla coppia 4 (V, d), z (d, V ).

(5) Si osservi in particolare che da R.1-5, R.7 discende che  è una relazione di
o1’dine parziale denso, rispetto alla quale 0 e + oo costituiscono il T1iniTio e il ’mas8imo.

L’assioma R.6 (che verrà lasciato cadere nel ¢ 5) esprime la linearità dell’ordine. R.8-10
esprimono (però solo per i modelli principali di Zo) la completezza dell’ordine.

(6) Si tenga presente che’ = L (K).
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Verificheremo che l’insieme 1’p formato da :

gode di tale proprietà.
Occorre provare le due relazioni :

La prima relazione è pressochè evidente. Per dimostrare la seconda

implicazione, ammettiamone le premesse. Applicando V.4 e 4 (d, V ) si ricava:

dunque q E V ( p, d ( p, q)) e infine q E V ( p, a) -&#x3E; d ( p, q)  a. Applicando
questa equivalenza e V.l-V.3 si deducono facilmente L1 (V, d ) e d.l-d.3.

Sia ora U un secondo simbolo funzionale di classe (11, °1 , il

minimo sottolinguaggio di L contenente e e U. La definizione di Ev in Ed

è ammissibile per K U rd ; inoltre, poichè

essa ammette

come definizione reciproca rispetto a .K U 7~ .

(7) 1 è nna abbreviazione di ( X ] 3 a (X = a E a(l»}. In gene-
a 

rale, se T è nn termine di tipo i di una gerarchia considereremo ~’f I 921

come un’abbreviazione di un termine della forma lt(’) 13 vi ... 3vn (t(i) = ’f, 9,) ~, t(i) essendo

una variabile di T ~’~ non libera nè in 7: nè in 92.

(8) fl deve intendersi come un’abbreviazione a, fl =~= a. Si useranno pure,
con evidente significato, le abbreviazioni a &#x3E; p, a &#x3E;- p. 

’
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La nozione di intorno sferico aperto, definita da 4 (U, d) è quindi ido-
nea all’assiomatizzazione del concetto di spazio metrico. Un insieme di as-
siomi in tale nozione, cioè un insieme di enunciati di e-u K-equipollente a
rd rispetto alla coppia d (d, U), è il seguente insieme r~ :

Ci limiteremo a verificare la relazione

Dalle premesse di questa implicazione si deduce, per U.4:

e per A (d, U) e la linearità dell~ordine  :

Si ha pertanto

Fu e l’p sono naturalmente K.equipollenti tra di loro. Si verifica fa-

cilmente che lo sono rispetto alla coppia di definizioni :

Sia infine ry l’insieme rp- (V.4). Valgono le relazioni

ma 4 (V, d ) non è conseguenza di (d, V). Fd risulta pertanto
K-rappresentabile in rp mediante la coppia di definizioni A (d, V), 
senza essere K-equipollente a rp rispetto a tale coppia.
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rP può venir considerato come un insieme di assiomi per il concetto

di spazio metrico in una nozione non definibile a partire da quella di di-

stanza tra punti, e il precedente risultato può venir interpretato come una
precisazione metamatematica di questa osservazione. Più in generale, la
distinzione tra i concetti di equipollenza e rappresentabilità (forte o debole)
permette di precisare metamatematicamente il rapporto che intercede tra
due diversi possibili modi di riformulare assiomaticamente una data teoria

assiomatica, l’uno basato sulla scelta di nozioni primitive definibili nell’am-

bito della data teoria, l’altro basato invece sulla scelta di nozioni primitive
non necessariamente soddisfacenti a questo requisito.

2. Il concetto di spazio metrico può venir assiomatizzato anche assu-

mendo come nozioni metriche primitive nozioni non facenti diretto riferi-

mento ai punti, ossia agli oggetti denotati dalle variabili di specie 01.
Siano u, v simboli funzionali di classe (11, 11, Oo), a, ~O, ~ simboli fun-

zionali di classe (Oo , 11, li) ~ un simbolo funzionale di classe (00 , ,1~).
Siano Eu, Ev, .63~ Ee, 128, Ed i linguaggi che si ottengono da Ed sosti-
tuendo d con u, ro, a, O, ~, ~ rispettivamente.

Poniamo :

I precedenti enunciati costituiscono definizioni di £u in ed, di Év
in -Od, ecc. tutte ammissibili per K n rd . Definiscono rispettivamente le

nozioni di intorno aperto, intorno chiuso, distanza interna, distanza media,
distanza esterna, diametro. Ciascuna di tali nozioni è idonea all’assiomatiz-

zazione del concetto di spazio metrico. Non è infatti difficile verificare che

le precedenti definizioni ammettono nell’ ordine le seguenti definizioni reci-
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proche rispetto a g U Fd :

Insiemi di assiomi per il concetto di spazio metrico in ciascuna delle

nozioni considerate, vale a dire insiemi di enunciati di Eu, Ev, ecc. K-
equipollenti a I’d rispetto alle coppie 4 (u, d) e 4 (d, u), 4 (v, d) e 4 (d, v),
ecc., sono, come vedremo i seguenti insiemi Tv , ecc.

costituito da

~’v è costituito da

(9) ~p~ i deve intendersi come un’abbreviazione di f q ~ q = p ~ , Analogamente ~p, q~ 1 sta

per e cos  via.
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ra è costituito da

1’~ è costituito da

costituito da

(iO) è naturalmente nn’abbreviazione per I simboli

c, n, n hanno il solito significato.
(u) (X, Y) è un’abbreviazione per indica la coppia ordinata formata

da X e Y. DZ(3~ (dominio di Z(3)) e DZ(3) (codominio di Z~3~) stanno invece per

~X ~ ~ Y [(X, Y) E e rispettiv. per ~ Y ~ ~ X [(X, Y) E 

(12) (X è un atomo) sta per X =:~- 0, V Y (0 
Si osservi che it (X) è K-equivalente a 
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~’ó è costituito da

2.1 Td 6 Tu sono K.equipollenti rispetto alla coppia d (u, d), zt (d, u).

DIM. Occorre provare le due relazioni :

La prima di queste è pressochè evidente. Per quanto concerne la secon-

da, cominciamo con l’osservare che tra le conseguenze di Tu abbiamo :

a,~ si dimostra facilmente applicando u.4. u.6 si dimostra invece ap-

plicando u.7, la quale a sua volta può venir dedotta attraverso la seguente
catena di equivalenze :

(~3) Si osservi che dai vari gruppi di assiomi segue :
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Tenendo conto di ciò, dalle premesse (d, u), si deduce facil-

mente :
.., - - -- . _.

Anche d.l e d.2 si deducono facilmente da tali premesse. Quanto a

d.3, si osservi che dalle medesime premesse segue

dunqne applicando u.6 :

e perciò

2.2. K-equipollente a Fg rispetto alla coppia di definizioni d (a, d),
d (d, a), a 1’E rispetto alla coppia L1 (e, d), d (d, e), a rb rispetto alla coppia
L1 (~, d), d (d, ~).

DIM. L’unica difficoltà di qualche rilievo che si incontra nella dimo-

strazione riguarda le tre seguenti implicazioni :

Ora, per quanto concerne la (1), si può osservare che da K u ~9 si

deduce, applicando due volte ~.5 :

Dalle stesse premesse, applicando a.4, si deduce d’altra parte :

Dunque :

e perciò la (1).
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In modo perfettamente analogo si prova che

quindi la (2) e la (3).

2.3. Td è K-equipollente a Tv rispetto alla coppia d (v, d), d 
rQ rispetto alla coppia d (e, d), d (d, O).

DIM. Per provare l’asserto ci varremo del Teorema 6 della I Parte. In

virtù di tale teorema, sarà sufficiente provare che esistono definizioni 4 (v, u)
L1 (u, v) di Év in Eu e viceversa, tali che

(a) 1’u e Tv sono K-equipollenti rispetto a tale coppia

ed esistono definizioni A (e, v), A (v, e) di Ee in Ev e viceversa, tali che

(a’) 1’v e 7~ sono .K equipollenti rispetto a tale coppia

Allo scopo, scegliamo:

(b) e (b’) sono pressochè immediate conseguenze di queste posizioni.
(a) e (a’) sono invece oggetto dei due seguenti teoremi 2.4 e 2.5.

2.4. Tu e Tv sono K-equipollenti rispetto alla coppia d (v, u), L1 (u, v).
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Dm. (i) Ammettiamo 2T u (v, u), e perciò pure u.5, u.6, u.7.
Da tali premesse si deduce :

dunque

D’altra parte si ha u (X, ~3) C n ~2c (X, ex) a &#x3E; fl) = v (X, ~) dunque,
a

poichè 8o 1- a = sup C (X} :

Se ne ricava 4 (u, v).
Seguono poi facilmente pure vi e

cioè v.2 e v.4.

Infine, applicando u.3, si ottiene :

e perciò, poichè

quindi v.3.

Si ha pertanto

(14) Si ricordi che, per la hnearità dell’ordine ,
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(ii) Ammettiamo ora (u, v). Da tali premesse seguono
facilmente u.l, u.2, u.4, e perciò pure u.5, u.6, u.7. Si ha poi

e perciò
...

D’altra parte : u (X, fl) g v (X, ~3~, dunque

Se ne ricava 4 (v, u).
Infine si ha: a  + oo , y p  fl - a + p  a + /$, quindi

Perciò, eliminata, mediante u.4 e u.7, la premessa a  -~- 00 :

cioè u.3.

È cos  provato che K u Tv u 4 (u, v) (v, e con ciò, dal

momento che le condizioni di ammissibilità di 4 (v, u) per hu e di 4 (u, v)
per sono ovviamente soddisfatte, il teorema.

OSSERVAZIONE. Tra le conseguenze di ~v abbiamo :

Nessuna di queste relazioni è stata utilizzata nella dimostrazione del

teorema 2.4, perciò possiamo servirci di questo stesso teorema per dimo-

strarle. Basterà occuparsi di v.7.
Osserviamo che v.7 è conseguenza di K u Tv se e solo se è conseguenza

di F. U A (v, ~). Ora da K u ru u d (v, i&#x26;) si deduce :

dunque
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e d’altra parte si deduce :

2.5. 1~~ e re sono K-equipollenti rispetto alla coppia d Ül, v), d (v, Q).

DIM. Ammettiamo K U rv u 4 (e, v) e deduciamone re U 4 (,v, e).
Cominciamo col dedurre le due seguenti equivalenze:

Per quanto concerne la (A), l’implicazione da sinistra a destra si de-

duce osservando che, per v.4 e 4 (e, v), si ha Y C v (X, o (X, Y )), X C
v (Y, e (X, Y )). L’implicazione inversa è ovvia.

Passando alla (B), procuriamoci dapprima l’implicazione diretta.
Supposto Y c v (X, a), fi &#x3E; y &#x3E; a e posto Z = &#x3E;i n v (Y, P), si ottiene

sia e quindi sia X = Z u
u e quindi per v.7 (X, a) g v (Z, y) U v y). Ne risulta

Y C v (Z, y) C v (Z, fl). Tenuto conto del fatto che da Ko segue P -

--~ 3 y (fl &#x3E; 7 &#x3E; a), si conclude, sotto le sole premesse iniziali :

Dalla (A) e dalla v.8 si ricava subito la prima metà di (B).
L’implicazione inversa è pressochè immediata. Infatti si ha :

La (B) permette di ricavare subito 4 (v, e) :

(15) Si ha anzi Tv i- v.8. In modo più semplice si dimostra K U 1’u l-u.S,
n.8 essendo: u (g, a) -~ 3 Z (Z c X, Z c u (Y, a), Y C u (Z, a)). In effetti sarebbe stato un

po’ più facile dimostrare direttamente la K-equipollenza di 7~ e Fe che non il teorema

2.5. I motivi della scelta fatta risulteranno chiari in seguito.
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Deduciamo ora Lo 1-5.

e.1 e e.2 non danno luogo a difficoltà. Si ha poi

Per quanto concerne ~’4y basta osservare che ammesso:

~i i ha :

dunque:

e perciò :

Infine ~-5 si deduce applicando (B) alla ovvia relazione

(ii) Ammettiamo ora K u (v, o) e deduciamone (e, v).
Deriviamo anzitutto (B). L’implicazione da destra a sinistra è ovvia.

D’altra parte, posto Y [fl &#x3E; a -~ 3 Z (Z C X, e (Z, Y)  P)] 1, si ha

v (X, a) = U quindi Y c v (X, a) -~ Y = Y n U -Y(1). Di qui, poichè per

e.4 e e. 5 si ha U Y1&#x3E;- Y f1 Y1 E Y(1), si deriva Y C v -

Y E Y1&#x3E;. Si è cos  dedotta anche l’implicazione da sinistra a destra.
Passiamo ora alla (A). Supposto X C v (Y, a), si ha, per (B):

dunque, per p. 4, [,8 &#x3E; a - g (X, Y)  ~J, e perciò p (X, Y)  x.
Viceversa, supposto e (X, Y)  a, si ha ovviamente

dunque, per La (A) è cos  provata,.

2. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pisa.
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Con l’ausilio della (A) si ricava subito 4 (2, v). Anche v.1 e v.4 si ot-

tengono senza difficoltà. Per quanto concerne v.2, abbiamo

Se ne deriva :

e quindi

cioè la contrapposizione di v.2.
Infine abbiamo

Se ne deduce , i e quindi v.3.

3. ru, Te , Ts sono a due a due K.equipollenti, poichè ciascu-
no di essi è K-equipollente a Td. Si è visto rispetto a quali coppie di de-
finizioni lo sono e Tv, e e Dimostreremo in questo paragrafo che

1) Tu e Te sono K.equipollenti rispetto alla coppia di definizioni :

2) ru e Ta sono K.equipollenti rispetto alla coppia :

3) rv e Fg sono K.equipollenti rispetto alla coppia :
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4) r8 e 15 sono K-equipollenti rispetto alla coppia :

5) e ra sono K-equipollenti rispetto alla coppia :

Come già si è fatto per i teoremi 2.4 e 2.59 anche nel dimostrare le
precedenti proposizioni, eviteremo di passare attraverso rd. L’utilità di ciò

apparirà nel paragrafo successivo, allorchè ... verranno riformulati

utilizzando le variabili di tipo 0 della gerarchia 92’ anzichè le variabili di

tipo 1 della gerarchia 91’ cioè si affronterà il problema della geometria
« senza punti ». In tale contesto nessuna formulazione è ovviamente possi-
bile per l7d, e pertanto non vi è alcuna possibilità di provare l’equivalenza
concettuale delle diverse formulazioni servendosi di rd. L’anica via per

giungere allo scopo è quella indicata in questo paragrafo. Si tratterà poi
di vedere fino a che punto il metodo diretto qui adottato continui a funzio-
nare nel caso della geometria « senza punti » in quanto non vi è a priori
alcuna garanzia che le varie formulazioni assiomatiche considerate conti-

nuino ad essere equivalenti in quel contesto più generale.

3.1. Tu e Te sono K-equipollenti rispetto alla coppia d (e, 4 (u, o).

DIM. In virtù dei teoremi 2.4 e 2.5 e del Teorema 6 della I Parte, è
sufficiente provare che

Dalle premesse, tenendo ancora conto dei teoremi 2.4 e 2.5, si ricava

A (u, ro) e le equivalenze (A) e (B), e perciò pure :
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Utilizzando (C’) si ha subito 4 (9, u). Utilizzando (D’) si ha invece :

cioè 4 (u, (2).

3.2 Tu e 1’a sono Kequipollenti rispetto alla coppia d (~~ ~c), d (2~, a).

DIM (i) Ammettiamo K U Tu u L1 (8, 2c) e deduciamone (u, ò).
Dalle premesse si deduce subito :

dunque

Di qui, poichè

si ottiene pure :

Se ne deduce immediatamente 4(u, a). Per quanto concerne 5.1-5,
l’unica difficoltà riguarda a.3. Si ha tuttavia :

e quindi a.3.

(ii) Ammettiamo ora 8) e deduciamone 4 (a, u).
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Applicando 4 (u,8), a.4, si ottiene facilmente (F). Successivamente per
a.4, a.5, si ricava :

quindi (E’), (E), 4 (a, u).

Per il resto, ci limiteremo a dedurre u.3. Si ottiene :

e di qui u.3.

3.3. rv e -Vg sono K-equipollenti rispetto alla coppia L1 (8, v), d (v, a)

DIM. In virtù di 2.4, 3.2 e del Teorema 6 della I Parte, potremo limi-
tarci a provare che

Sempre in virtù di 2.4 e 3.29 le premesse implicano A (v, u), (E), (F).
Non è difficile pertanto dedurne anche :

i di qui 4 (a, v) e d (v, a).

3.4. e F. sono K-equipollenti rispetto alla coppia d (E, a), ¿j (8, 8).

DIM. (i) Ammettiamo K u (8, a) e deriviamone (a, ~).
Si ha subito 8.1, ~.2/~.4 e 8 (X, Y) &#x3E;_ a (X, Y). Per a. 3 :
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Se ne ricava :

e perciò E.3.

Si ottiene poi, per 4 (e, 8) e a.4 :

cioè E. 5, e infine, per 8.5 e a.4 :

cioè sostanzialmente 4 (a, e).
(ii) Ammettiamo ora K u (a, e) e deriviamone (e, é).

La deduzione di a.2, a.4, 8 (X, Y) _ e (X, Y) non presenta difficoltà.

Si ha poi
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quindi 8.1, e inoltre :

quindi a,3 ;

cioè ~.5;

quindi 11 (E~ a).

3.5. 1’a e 1-’a sono K-equipollenti rispetto alla coppia d (b, a), d (é, ~).

DIM. (i) Ammettiamo KU rèJ U 4 (~, 8) e deduciamone 4 (é, 5).
Si ha subito ~.l, ~.3 e ~ Y) &#x3E; a (X, Y). Segue poi

e perciò ~.2.
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Si ha infine :

e con ciò ó.4 e 4 (a, 8),
(ii) Ammesso .g U I s U 4 (a, b), deduciamone U 4 (~, a).

La derivazione di è del tutto simile a quella già ottenuta in
3.4 (ii). Si ha poi

quindi A (~, a ).

4. Sia B un qualunque insieme di assiomi per il concetto di algebra
completa di Boole, formulato utilizzando le variabili di tipo 0 della gerarchia
~2 per indicare generici elementi dell’algebra, e i simboli c , n, U, ~, inf,
sup, o, 1, y come simboli di inclusione, intersezione, riunione, complemento.
in,fimo, zero, uno, nel senso delle algebre di Boole. Per disporre
di tale formulazione nel linguaggio .L~ ammetteremo che il simbolo relazio-

nale C sia (anche) di classe (02 , O2), i simboli funzionali fl , u , É siano
rispettivamente di classe (02 ~ 7 02 °2)’ (U2 , O2 , O2), (ùz ; 02) e i simboli fun-

zionali inf e sup siano di classe (02 12)’ Le costanti individuali o e i do-

vranno poi naturalmente essere di specie 02 . Poniamo ~2 = go U B U Ins2 .
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Supporremo pure, a questo punto, che i simboli funzionali v, a, Q, e,
ò siano idonei a rappresentare le nozioni della geometria « senza punti »
corrispondenti alle nozioni della geometria « dei punti » considerate nei

§§ 2, 3 ; e cioè siano (anche) di classe (02 , °2 , Oo) i primi due, di classe

(0~ , O2 , 0~) i tre seguenti, e infine di classe (°0, O2) l’ultimo. Indicheremo
con F2v, r2 a , ... gli insiemi di enunciati che si ottengono da ru, F,,,
jTg ... cambiando ogni variabile X, Y, Z,... in x, y, z, ..., U in inf e

sup, e infine 0 in o. Analogo significato avranno £2u, E2v, ~z a , ... , d2 (v, u),
A2 (u, v), A2 (u, a), ~..

Gli insiemi K2 U r2v, K2 U r2èJ’ ecc., possono venir considerati,
nella maniera più naturale, come insiemi di assiomi per una geometria
metrica « senza punti ». Si tratta ora di vedere se le relazioni di K.equi-
pollenza trovate nei due paragrafi precedenti tra ru ... si traducano

in relazioni di .g2 equipollenza per i corrispondenti insiemi r2u, r2v, r2,, ...
Non è difficile rendersi conto del fatto che, ove si sostituiscano ovunque

,1", Y, Z con x, y, z, n e U con inf e e 0 con o, nelle dimostrazioni

dei teoremi 2.4, 2.5, 3.1, 3.2, 3.3, si ottengono dimostrazioni dei seguenti
altri teoremi :

4.1. h2u e T2v sono K2-equipollenti rispetto alla coppia d 2 (v, U)1 d2 (u, v)

4.2. r2v e r2e sono g2-equipollenti rispetto alla coppia d2 (e, v), d2 (v, e)

4.3. T2e sono K2-equipollenti rispetto alla coppia d2 (e, u), d2 (u, o)

4.4. r2u e r2èJ sono K2-equipollenti rispetto alla coppia A., (a, u), d2 (u, a)

4.5. ~r ~ F2, sono K2-equipollenti rispetto alla eoppia d2 (a, v), d2 (v, a).

Le dimostrazioni dei teoremi 3.4 e 3.5 non possono invece venir tra-

sferite nell’attuale contesto, poichè fanno intervenire variabili di _punto (cioè
variabili di specie In realtà le relazioni di K-equipollenza tra Te, ra
colà dimostrate non si traducono in corrispondenti relazioni di K2-equipol-
lenza per r2e, Supposto infatti, per assurdo, T2a e T2e K2-equi-
pollenti rispetto alla coppia L12 (E, a), d2 (a, e), si avrebbe

avendo indicato, per semplicità, ancora con a.1 il primo enunciato di r2ò, e
perciò i =0]

y, z

il che è certamente falso.
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Analogamente, supposto e T2lJ K2-equipollenti rispetto a A2 (ól a),
A2 (al ó)l si avrebbe

r2lJ 1- V x [x =~= o 2013~ inf jò (z) I x fl z # o) = 0], il che è falso.
z

Si ha tuttavia, come è facile verificare, ripercorrendo le dimostrazioni
dei teoremi 3.4 e 3.5

Sia ora F23 l’insieme di enunciati che si ottiene da aggiungendogli :

ò.5 :

Ovviamente

quindi

Esiste dunque, per il Teorema 5 della I Parte, un ampliamento di r2èJ
in ¿ g2-equipollente a rispetto alla coppia 4z (8, 4z ò). Fa-
remo vedere che un siffatto ampliamento è l’insieme che si ottiene

aggiungendo a r2èJ l’enunciato

Evidentemente :

quindi
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Per provare la g2-equipollenza di F2’ e non resta che provare la

relazione

Dalle premesse (e anche solo da K2 U ~’2a ) ) segue

Si ha infatti, per 8.5, 8.6, a.3 :

Di qui, poichè ovviamente
segue subito 8.7.

Successivamente applicando a.6, 8.7, d2 (~5, a)’ si ha :



192

dunque, poichè

L’implicazione inversa della (L) è d’altra parte immediata conseguenza di

Da (L) e dalla sua inversa si ricava subito Ll2 (8, ò).
Le considerazioni fatte contengono la dimostrazione del seguente teo-

rema :

4.6. r2Õ e sono tra loro K2.equipollenti rispetto alla coppia A2 (~, 8),
Ll2 (8, sono anzi caratterizzabili univocamente, a meno di K2-equivalenze,
come i minimi ampliamenti di r2a e ài e 

tale condizione.

Con un procedimento del tutto simile a quello seguito per dedurre

L12 (8,~) da K2 U h2à U L12 ò, ò&#x3E;, si può dedurre L12 (ô, e) da K2 U I’2ó ~ d~ (8, a).
Esiste pertanto un ampliamento r2’e di tz~ (in 2’ (£2e)) .K2-equipollente a 1’2a
rispetto alla coppia L12 (8, ò), L12 (8, E). Poichè d’altra parte esistono ovviamente
pure degli ampliamenti f 2ú , di r2u, y y K2-equipollenti a

la geometria metrica « senza punti » assiomatizzata da T2Õ risulta as-

siomatizzabile mediante ciascuna delle sei nozioni metriche fondamentali

considerate in questo paragrafo. Il teorema 4.6 permette anzi di dire che
tale geometria è, in un senso esattamente precisabile, la più generale geome-
tria metrica assiomatizzabile mediante ciascuna di quelle sei nozioni.

La geometria in questione non è peraltro (come si vedrà nel § 6) so-
stanzialmente più generale dell’ordinaria geometria metrica « dei punti ».
Si può pertanto pensare di generalizzarla, indebolendo i postulati propria-
menti metrica o anche generalizzando l’insieme base K2, y cosa questa che
può a sua volta ottenersi sia omettendo qualcuna delle condizioni R.I-IO,
sia sostituendo alla teoria B2 delle algebre complete di Boole una teoria

meno restrittiva. Limitandoci per ora al primo tipo di generalizzazione, ci

si trova di fronte all’inconveniente costituito dal carattere discriminatorio

che ciascuna delle nozioni metriche fondamentali ha nei confronti delle pos-
sibili generalizzazioni. Cos  ad esempio, la geometria assiomatizzata da

ciascuno degli insiemi r2u, T2v, F2CJ’ T2e non può venir assiomatizzata

usando le nozioni di diametro o di distanza esterna ; mentre le geometrie
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assiomatizzate da T2s o da non possono a loro volta venir assiomatizzate

usando una delle altre quattro nozioni.
Sembra tuttavia giusto a questo punto lasciarsi guidare dal rilievo che,

tra le sei nozioni metriche fondamentali, la nozione di diametro è la più
direttamente legata a quegli oggetti, come regoli o scale, che sono a fonda-
mento di ogni concreta misurazione geometrica. Ogni oggetto di questo tipo
si può in effetti identificare con una famiglia di solidi di diametro noto.

La nozione di diametro è in un certo senso un’autentica nozione 

della geometria « senza punti», e non sarà perciò un puro arbitrio limitarsi
a considerare le generalizzazioni della geometria « senzi punti » che scatu-
riscono dall’omissione di alcuni degli assiomi di ·

In tale operazione alcuni assiomi dovranno venir considerati come ina-

movibili, in quanto esprimenti proprietà caratteristiche della nozione di

diametro ; altri invece non godranno di tale privilegio. Credo che si possa
trovare un accordo di massima nell’assegnare ó.2 e ó.3 alla prima categoria,
e ~.1, ~.4, b.5 alla seconda. Per quanto concerne le generalizzazioni che si

ottengono per questa via, ci limiteremo ad alcune brevi considerazioni. Os-

serviamo anzitutto che ò.l è conseguenza di ~.5~ e non può pertanto venir
negato senza che venga negato anche b.5. L’omissione di b.5 elimina in

sostanza la possibilità di definire per astrazione i punti necessari per la

ricostruzione dell’ordinaria geometria. metrica ; quella simultanea di con-

sente inoltre di considerare il caso di una geometria con atomi estesi di

spazio.
Di un certo interesse critico sono pure le generalizzazioni che si otten-

gono lasciando cadere ó.4. Ci limiteremo qui a considerare la geometria
v

assiomatizzata dall’insieme F23 = F2’ - (ó.4 .
Non è difficile verificare le relazioni :

v

l~’Z~ ~ dunque K2-rappresentabile in F2~ mediante la coppia L12 (a, ~),
A2 (ó, a)’ Non vi è invece .g2-equipollenza tra i due insiemi rispetto a tale

coppia~, poichè non è valida la relazione :

Se, usando per un momento concetti semantici, chiamiamo struttura
metrica un modello di .~2 U F2’ e struttura di dian1etro un modello di
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v

.g2 U il precedente risultato si esprime dicendo che le strutture metriche
sono tutte e sole quelle indotte canonicamente, mediante d2 (à, ~ da strut-
ture di diametro, ma vi è generalmente più di una struttura di diametro
che induce in questo modo una data struttura metrica. Una di tali strutture
di diametro viene indotta canonicamente dalla data struttura metrica, me-
diante .12 (61 7). Per il teorema 4.6 essa è l’unica, tra le strutture di dia-

metro inducenti la data struttura metrica, che soddisfa alla condizione ~.4.

Si potrebbe dimostrare che essa è pure quella che assegna diametro minimo
a ciascun elemento della struttura (16).

Se, riprendendo un osservazione già fatta, consideriamo che, per quanto
concerne lo spazio reale, l’assegnazione di una struttura di diametro com-

porta in particolare la taratura di tutti gli strumenti di rilevazione metrica,
possiamo interpretare il precedente risultato pure in chiave fenomenologica,
dicendo che vi sono certi limiti di tolleranza nella taratura degli strumenti
di rilevazione, entro i quali ogni variazione è priva di effetto sulla metrix-
zazione dello spazio.

5. Alcune delle relazioni tra insiemi di assiomi trovate nei paragrafi
precedenti hanno un carattere più profondo di certe altre. Ciò appare chia-
ramente se si generalizza l’insieme H o g2 a cui esse fanno riferimento.

Siano ad esempio J?o , H, gli insiemi di enunciati che si ottengono
da Ko, K, g2 lasciando cadere l’assioma R.6. Ripercorrendo le dimostra-
zioni del § 1, si può osservare che rd e Fv- sono H-equipollenti rispetto
alla coppia A (d, V), mentre rd e Fu non sono H-equipollenti ri-

spetto alla coppia A (U, d), d (d, U). Tuttavia A (d, U) è ancora reciproca di
A (U, d) rispetto a Esiste pertanto un insieme di enunciati di e-u
H.equipollente a ~’d rispetto alla coppia 4 (U, d ), U). Tale insieme non
potrà ovviamente coincidere, e neppure essere H-equivalente, con Tu; sarà
invece certamente K-equivalente a 

D’altra parte, se si considerano le definizioni

(1s) Infatti, detto 8 un simbolo funzionale di classe (°0, 02), Ed il linguaggio che si

ottiene da sostituendovi ~ con ~ ..12 (8~ ~) la definizione di Ed in A che si ottiene

da d2 (~, a) sostituendovi h con Y, si ha :

Questo risultato è sostanzialmente dimostrato in [4].
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l’insieme di enunciati

v

d.3

v v

risulta H-equipollente a Tu rispetto alla coppia 4 (U, d ), 4 (d, U).
v v

Infatti ammesso r U 4 ( U, d ), si deduce immediatamente. *

v

e perciò pure 4 (d, U), e U.l-U.3. U.4 può invece essere dedotto cos  :

sup (

v v

Ammesso viceversa U), si ha, per U.4 e L1 (d, U),
U (1~~ d (~~ q)) = ~ ( U ( p a) ~ q ~ U ( y a)~, dunque ~%~7(F~(p~)) e di qui
a’"’"

(M’) e (M). Servendosi di queste equivalenze si ottiene facilmente L1 (U, d).
v

Con ciò la H.equipollenza di 1’d e ~’~ è dimostrata.
Passando agli insiemi di assiomi non facenti esplicito riferimento ai

punti, considerati nei §§ 2 e 3, si rileva che nessuna delle relazioni di K-

equipollenza di tali insiemi con rd si conserva, e cioè si traduce in una

corrispondente relazione di .g-equipollenza. Tuttavia 4 (d, u) continua ad

essere una definizione reciproca di 4 (u, d) anche rispetto a H U Fí, e la

stessa cosa vale per le coppie 4 (v, d ) e 4 (d, v), 4 (a, d ) e 4 (d, a), ecc.. Ciò

significa che si possono modificare tutti gli insiemi di enunciati JT~
ecc. in altri H-equipollenti a rd rispetto alle suddette coppie di definizioni.
Del resto almeno una delle mutue relazioni di K.equipollenza tra gli insiemi
Tu , rv , ecc. si conserva : Come si constata ripercorrendo la dimostra-
zione del teorema 2.5, I’~ e F, sono H-equipollenti rispetto alla coppia
4 (e, v), 4 (v, e). Questa conclusione si estende anche ai corrispondenti in-
siemi di assiomi della geometria « senza punti » : F2, e sono H2 equi-
pollenti rispetto alla coppia di definizioni L12 (Log v), d2 (v, Q)*

Tra le proprietà invarianti per il passaggio da .~ ad H, vi è anche la
seguente. La definizione d (a, u) ammette ancora una definizione reciproca
rispetto ad H u precisamente :
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Per convincersene, basta ripercorrere la prima parte della dimostrazione
del teorema 3.2. Anche in questo caso il risultato si estende agli insiemi

di assiomi della geometria « senza punti ».

6. La geometria metrica « senza punti », assiomatizzata da r2’ () o dagli
altri insiemi di assiomi ad esso K2-equipollenti, può considerarsi, in un

certo senso, come la versione astrattac dell’ordinaria geometria metrica « dei
punti ». In questo paragrafo cercheremo di precisare esattamente la relazione
esistente tra rd e 

Consideriamo l’insieme di enunciati :

Tale insieme è una definizione di e2ò in _p~l (17)@ che indicheremo con

4 (E2èJ ’ .6d). Ovviamente B u Ins2 U r2’ èJ è K.interpretabile in 1’d me-
diante L1 (.~2a , J2d). Per il Teorema l’ della I Parte deve esistere un am-

pliamento di B U Ins2 U in ~o (E2õ) .go-rappresentabile debolmente in s. l.

in Ins1 U .rd mediante 4 (E2() , ed). Si verifica facilmente che un ampliamento
soddisfacente e tale requisito è B’ U U F2ò , ove B’ è un insieme di

assiomi per il concetto di algebra di Boole completa e atomica. Questo
ampliamento è anzi .go-equipollente in s. l. a U Fd rispetto alla coppia
formata da L1 Ed) e dalla definizione semplice 4 (Ed, E2()) costituita
dai due seguenti enunciati :

(17) Pur non essendo nna definizione semplice, tale insieme implica infatti enunciati
come :
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Posto infatti C (u1, zc2) = _V U "2 - u = UI)1 si ha

Inoltre A (.L~2a , Ed), LI (2d , .C~2a1 sono definizioni normali di altezza 1 e O,
zi2) è una formula di trasformazione normale di altezza 1 = 1 + 0

e infine è ammissibile per B’ U Ins2 u Si può pertanto ap-
plicare (banalmente) il Teorema 3’ della I Parte, per concludere che

Ins1 f1 Td e B’ U Ins2 U sono Ko-equipollenti in s. l. rispetto alla coppia
4 (.C2a ~ Ed), 4 (Ed, °~%2Ó).

Il risultato appena ottenuto non traduce in modo soddisfacente la re-

lazione esistente tra e r2’a , in quanto l’ipotesi di atomicità fatta sull’al-
gebra di Boole, sostegno della geometria « senza punti », distrugge la prin-
cipale caratteristica di quest’ultima. Ciò è messo in evidenza dal fatto che

è B’-equivalente a F2, , cosicchè i risultati finora ottenuti in questo
paragrafo continuano a valere se si sostituisce con r2a . Vi è tuttavia
un altro modo di affrontare il nostro problema che risulta assai più soddi-
sfacente. Esso in sostanza consiste nell’aggirare l’ostacolo, costituito dal

fatto che i sottoinsiemi di un insieme sono, nella loro totalità, troppi per

rappresentare gli elementi di una data, generica, algebra completa di Boole,
ammettendo di poter prendere soltanto una parte di quei sottoinsiemi.

Sia R un simbolo relazionale di classe (11)~ TR il seguente insieme di

assiomi per un’algebra completa ài insiemi :

Per un noto teorema di rappresenta,zione per le algebre di Boole, dovuto
a 1~2. H. Stone, si ha che ogni modello di B, o più esattamente di B U Ins2,
si può identificare con un opportuno modello di U Ins, di cui si tY.ascu.

rino gli elementi di tipo 0. In termini più precisi : i B U Ins2 è (0 -)rappresen-

(í8) .~d è un linguaggio isomorfo a Ed e tale 
in proposito il ~ 3 della I Parte.

3. Annali della Scuola Norm. Sup, . Pisa.
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tabile debolmente in s. l. in Ins i mediante la definizione semplice
4 (l2 , di Z2 = .~ Ins2) in l1= L ( rR u Ircsi) costituita da

e inoltre da (4) e (5).
Nella dimostrazione del teorema di Stone, si fa uso del Lemma ài Zorn

per provare che ogni elemento non nullo di un’algebra di Boole fa parte
di almeno un fiLtro massimale. L’uso del lemma di Zorn avviene a livello

metateorico. Trasferendo tale ipotesi a livello teorico, il teorema di rappre-
sentazione per le algebre complete di Boole può venir cos  riformulato :

Ins2 è rappresentabile in s. l. in Insi mediante la coppia di defi-

nizioni costituita da 4 (L2 , lt) e da

ove (che si legge : è un ultrafiltro) sta per

e (che si legge : X(2) è l’insieme degli ultrafiltri contenenti x(O»
sta per

Si può infatti dimostrare che, posto E u), si

ha:

Inoltre 4 (l2’ l1) e 4 (l1’ l2) soddisfano alle condizioni di ammissibilità per

TR U rnsl I e B U Insz 2 e sono entrambe definizioni normali di altezza 1, I mentre
0’ (ui , u,) è una formula di trasformazione normale di altezza 2. L’asserto

risulta pertanto una conseguenza del Teorema 2’ della I Parte.
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Applicando il Teorema 4’ della I Parte si può arguire l’esistenza di

un ampliamento di Insz 1 in Io (li) equipollente in s. l. a B U Ins2 rispet-
to alla coppia 4 (l2’ 11), 4 (li’ l2). In effetti un ampliamento del genere
è FA u ove 7~ è la riunione di 1’R e dei due assiomi :

Ritornando ora alla geometria « senza punti », consideriamo l’enunciato:

e poniamo

Indichiamo poi con EdR il minimo sottolinguaggio contenente Ed e R,
con J "LdR) l’insieme {(1’), (2’), (3’), (4), (5), (6)1 e con L1 (EdR, l’insieme:

ove Ultrf * sta per

Sulla base dei precedenti risultati, non è difficile ottenere i seguenti altri

concernenti la geometria « senza punti ». è lL.rappresentabile
debolmente in s. l. in Insi U rdR mediante la definizione 4 (-P2~, £dR).
B U rnsz 2 U F2ò è d’altra parte Ko-rappresentabile in s. l. in Ircsl U rdR median-
te la coppia di definizioni L1 (-P2ò, EdR), 4 (£dR’ ed è K0-equipollente in
s. t. a Insl u FdR rispetto alla stessa coppia.
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