ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

LAMBERTO CATTABRIGA

Moltiplicatori di Fourier e teoremi di immersione
per certi spazi funzionali

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3¢ série, tome 24,
n° 1 (1970), p. 111-158

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1970_3_ 24 1_111_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1970, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1970_3_24_1_111_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MOLTIPLICATORI DI FOURIER
E TEOREMI DI IMMERSIONE
PER CERTI SPAZI FUNZIONALI (¥

LAMBERTO CATTABRIGA

Teoremi di immersione per spazi di funzioni definite sullo spazio eucli-
deo n-dimensionale E" sono stati recentemente ottenuti da vari Autori
utilizzando teoremi su moltiplicatori di Fourier. Ricordiamo qui L. R. Vo-

levié-B. P. Paneyah [20], P. I. Lizorkin [10], P. I. Lizorkin-S. M. NikoVskii
[13], M. D. Ramanzanov [16]. Ci serviamo qui di alcuni risultati riguar.
danti certi moltiplicatori di Fourier per ottenere teoremi di immersione
simili a quelli di S. L. Sobolev per un tipo di spazi di funzione generaliz-
zate che contiene come caso particolare un tipo gid introdotto in [14], [13],
[3]. A differenza di [20] le funzioni usate qui come moltiplicatori di Fou-
rier non sono moltiplicatori nello spazio ¢ delle funzioni indefinitamente
differenziabili in E™ ed ivi a decrescenza rapida, poiché a tali funzioni si
consente di non essere indefinitamente differenziabili in tutto E®. Dai teo-
remi di immersione provati si traggono formule di maggiorazione per norme
di funzioni ordinarie e di loro derivate mediante somme di norme di
derivate assegnate alle quali in certi casi si aggiunge una norma della

funzione stessa.
I risultati principali, esposti nel n. 4, completano ed estendono i ri-

sultati presentati in [3] e [4]. Lo spazio funzionale indicato con LP coincide
con quello definito in [13] e rappresenta una generalizzazione degli spazi
L, studiati da vari Autori fra i quali ricordiamo A. P. Calderén [2], P. L
Lizorkin [10], [11](!). I corollari 4.3 e 4.4 contribuiscono anche a rispondere

Pervenuto alla Redazione il 26 Novembre 1969.

(*) Lavoro eseguito con contributo del C.N. R.

(*) Rinviamo ad [1] per una ampia bibliografia su questi spazi. Si veda anche il
cap. 9 di [15].
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ad un problema posto da V. P. Ilin [9]. Alcuni risultati del tipo di quelli
qui provati sono stati ottenuti anche da R. S. Strichartz [18]. Essi riguar-
dano funzioni definite in un dominio di E"; nel caso in cui tale dominio
coincida con HEm" essi possono dedursi da quelli qui provati per lo
spazio LP .

11 n. 3 & dedicato allo studio di certe funzioni e delle loro trasformate
(inverse) di Fourier. Utilizzando un teorema di Lizorkin [12] si prova che
queste funzioni sono moltiplicatori di tipo (p,q) per precisati p e q; si
prova inoltre che le loro trasformate (inverse) di Fourier hanno certe po-
tenze integrabili su E® e si valutano certe norme di loro incrementi, fon-
dandosi anche su un risultato di Calderon [2]. Con l’aiuto dei risultati del
n. 3 si provano quelli del n. 4.

Il n. 2 contiene alcuni teoremi riguardanti moltiplicatori di tipo (p,q)
del tipo di quelli studiati nel n. 3. I n. 1 si occupa di certi spazi di
funzioni fondamentali e generalizzate gia definiti e studiati in [10] nonchd
di alcune loro relazioni con altri spazi di funzioni e di distribuzioni. Una
parte dei risultati dei nn. 1 e 2 & stata esposta in [5].

1. Con E" indichiamo lo spazio euclideo reale n-dimensionale, di ele-
n
menti &= (& ..., &) Sia |2 =3;& , 6 = min (min | &], 1jed 4 = {E €
1 i

n
IT;j£;=0;. Per ogni £€ B* \ A ed ogni intero non negativo k poniamo
1

My (8) = max [(1 4| &[P)¥2,67F ] ().

Tutte le funzioni M; (§) cosl definite sono continue su E™ \ A4 ed ivi
8 1= My () <My (&) < oo < Mi (§) < M1 (8) < -

Sia & lo spazio vettoriale di tutte le funzioni a valori complessi in-
definitamente differenziabili su E" ed ivi a decrescenza rapida e ¥ il sot-
tospazio di & costituito da tutte le funzioni y € S nulle con tutte le loro
derivate su 4 e tali che risultino limitate su E" \ A tutte le funzioni

My, (&) DY y (&) kE=0,1,...
ove I=(l yorry bu), =0, 1, .. perj =1, ... , 0 (), D' =8IVl /31 .. 9&m || 1| =
=l, -+ ..+ l. . Lo spazio ¥ con la topologia generata dalla successione di

() Si potrebbe completare la definizione delle funzioni M, (§) su tutto E"™ ponen-
dole eguali a + oo su 4.
(3) Diremo anche che 1 ® un multi-indice di interi non negativi.
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norme

|wlle= sup sup M (§)|D'P @], k=0,1,..
11| <k &cE™\A

& uno spazio numerabilmente normato e completo ed uno spazio fondamentale
nel senso di I. M. Gel’fand e G. E. Silov (4).

LemMA 1.1. Per ogni ¢> 0 risulta M; (§)> eMpy;(8), k=0,1,... per
ogni € E»\ A che verifichi una almeno delle | &| > &%, My (§) >e*.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni £€ B\ A & Myyq (&)= [M; (&)HV*, k= 1,2,....
Se e En\_4 & tale che M} (&) > &* & quindi

My, (8) < eMyqq (§) k=1,2..;
se |[&|>eFe

M) =1+ |EPR=1F|Ef>e* k=2,

M1(§)2|5|>8—1

e quindi ancora M; (§) < e My (£),k=1,2,....

Per k=10 e §€ E"\ 4 tale che |&| > ¢! risulta M, (§) =1 < eM, (&).
Nessuno degli &€ E™\ A soddisfa alla M, (§)>¢! se ¢€]0,1[, mentre
tutti gli £€ E"\_ A soddisfano a tale disuguaglianza se ¢ > 1. In quest’ul-
timo caso & M (&) << eM, (&) per ogni £€ E"N\_A.

Questo lemma, per noti teoremi sugli spazi numerabilmente normati (%),
assicura che

COROLLARIO 1.1. Lo spazio ¥ & perfetto. Le funzioni a supporto com-
patto appartenenti a ¥ ne costituiscono un sottospazio denso.

Per v € ¥ poniamo

P

V(@) = 2y [sent )
E"
n
ove v € En ed x, &)= Zjux;&. Indichiamo con @ il sottospazio di & co-
1

(%) 8i veda [8] cap. II, § 1
(%) Si veda [8] cap. II, § 2.

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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. . ~
stituito dalle €S tali che ¢ =y, pe P ; & allora

v (&) =fe—i<u,5> @ (x) de = g(f), Ee E",

EM

Scriveremo anche’;) =%p e :p\= F—1y, indicando con ¢ ed %—!la trasfor-
mazione di TFourier e la sua inversa. L’applicazione v — 1y & un iso-
morfismo algebrico di ¥ su &. In & consideriamo come topologia quella
che resta definita scegliendo come intorni dell’origine, le immagini degli
intorni dell’origine in ¥ rispetto all’applicazione &—!. Tale topologia & la
pit fine fra le topologie in @, compatibili con la struttura di spazio vet-
toriale, rispetto alle quali isomorfismo vy — 1y riesce continuo. L’ap-
plicazione < & anch’essa un isomorfismo di @ su ¥, rispetto alla loro
struttura di spazi vettoriali topologici. Anche @ & quindi uno spazio nu-
merabilmente normato completo e perfetto ed uno spazio fondamentale.
Per ¢ € ® porremo quindi

lol=1@l, &=0,1,...

La topologia di ¥ & piu fine di quella indotta in esso da JJ, poiché qua-
lunque sia k=0,1,... & M (§) =(1 -+ | &£ |>)*? per ogni &€ E»™ A. Anche
la topologia introdotta ora in @ & quindi pid fine di quella in esso indotta
da J. La restrizione a @ od a ¥ di ogni funzionale lineare continuo su
d & quindi un funzionale lineare continuo su @ o rispettivamente su Y.

Da P. I. Lizorkin [10] sono stati provati i seguenti risultati sugli
gpazi D e ¥

n
LEMMA 1.2. La funzione (i&)F = II; (i&)7, v == (v, , . y ), 75 veali qualun-
1

que, & un moltiplicatore in W, ossia Vapplicazione yw —> (i&)F v €& lineare e
continua da ¥ in sé.

LEMMA 1.3. Per ogni ¢ € D ed ogni 1= (I, , ... l), l; intert non negativi, é
jwl.ﬂ w;" @ (x) da’ =0,
Em

ove E™ & un qualunque Ssottospazio coordinato dv E"™ di dimensione m <<mn
e dx’ é Velemento di volume in esso.
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LeEMMA 1.4, L’applicazione ¢ — 1, ¢ = @ (x + h), h€ E", ¢ lineare e con-
tinwa da D in sé.

Con @Lp‘a, %=>0,1<p < oo, indichiamo lo spazio vettoriale (sul corpo
complesso) costituito da tutte le funzioni { a valori complessi indefinita-
mente differenziabili su E™ e tali che

1/
||D'Z.'”LP(E,,)'G=§fll)l§lp(1 + | @ )2? da ? < oo

EP

per ogni 1 =(I,,...1,), }; interi non negativi., Con la topologia definita dalle
norme
1 —
lls|uspm“ D' ”LP(E”),a y m=0,1,..
(Z)I’p , ® uno spazio numerabilmente normato e completo (). Secriveremo
@Lp anzichd (DLP,O. Si prova facilmente (?) che

LEMMA 1.5. CF (B™ (8) (¢ quindi ) é denso in ciascuno dei Drpya-
Per il seguito & fondamentale il seguente

LEMMA 1.6. Se @ €, esiste una successione di elementi di D convergente
@ secondo tutte le topologie indotte in & da ciascuno dei D, . con 1 <
<p<oo,0<<a<<1—1/p=1Jp".

DIMOSTRAZIONE. Sia u € C; (E1) eguale ad uno per |7|<C1, nulla per
|T|=2 e u(—v)=pu(x). Sia poi p.(r)=p(xe) e A,(&) = II; [1 — u.(&)],
1
e >0. B

A, =supp L c{(€E" ;|| =¢)=1,..,njc BE"\_A.

In A, ¢ quindi 6 =1 se e>1 e 6 = ¢ se ¢ < 1. Qualunque sia k intero
non negativo avremo dunque

Mp(§) = (1 + [EPFR M Eed,

(¢) Esso & infatti uno spazio del tipo K, {M,| studiato in [T], cap. 3.

(") Basta ripetere con opportune semplici varianti la dimostrazione del teorema
49, p. 86, di [7].
(® Con €8°(E”) indichiamo lo spazio di tutte le funzioni indefinitamente differen-

giabili su E™ ed ivi a supporto compatto.
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se ¢ = 1, mentre se & << 1 sard
M) =0+ [EPM pEed, |E]=(e2—1)2

My (&) < ¢ * MEEA, |E] < (72— 1)

Se ped ¢ A, a € &, poiché 4, & una funzione indefinitamente differenziabile

a crescenza lenta, e supp 181; c 4, e quindi se e =1 ed 1 un multi-indice
di interi non negativi

sup My (8) | D' (A,¢) (&) | = sup My (&) | D' (A @) (8) | =
te EM\A fed,

= sup (1 + |2 | DV (4, ) (§)] < oo

éeEn
ege e<1
sup My (&) | D'(1, #) ()| = sup My (§)| D' (1. ¢) (&) | <
Ee EM\ A fed,

< max sup (L4 | &[22 | D', 9) (&) ],
&) =2 =112

et sup [ D@ ®)|l<oo.
&)< (e—2=1)1/2

Qualunque sia ¢ > 0 & dunque le$€ U

Sia ¢ un sottoinsieme dell’insieme {I1,...,n}. Poniamo x = (x’, #’’) con
x = (kg ooy i, ) € B, ! = (®n, 5 wee s ¥n,) € B kyye,ke€ey by, g€
€{1, .., n) € ().

B

Lp—p= 3 (—1r9p IT u (&)
eEQ jee

con »(e¢) numero degli elementi di ¢, e quindi

FLAP) @) —p@)= 3 (—1r©@eps| X0 (@) < ;:(wj)] =
[z 210) jte jee

=2 (— 1)’“’f¢ (@ —y,a") Hﬁ:(w) dy’
=P oy Jee

(%) Se e = si intende che sia E” = E" e per ¢ = {1,...,n} che E' = E".
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e per ogni multi-indice 1 di interi non negativi

D'F-1(2 @) () — Dp@)= = (— 1)”‘”’fD' p@ —y,2) Il ;4\5(2/;') ay’.
0] & jee

Osserviamo che per x € E* ed «a =0 &
O(L4|z|r<1+|2Prr<0”1+4|z]|)>
con ¢’ e (" dipendenti soltanto da «,
Lo < (U (o |9 A+ [2"[) 1+ |2 P < IT (1 af), &' € B, a7 € B
ed inoltre
14| P20+ |y PA4 |2 —y P)a,yeR".

Risulta dunque per ogni multi-indice 1 di interi non negativi

| D' F (4 ) (@) — D' @ (@) | (L + 2| <
=02z 1+]|a |2)“/2f (A |o'—y Pyt Dlg @' —y/,a")| IT (U952 e (9 Ay =

E,

=023 @, .@,2")1).
e#ED
Tenuto conto che

”f”;:p & =-:.f |f({L') |P dex = (”f(-, w’/) ”};(E') dx'’
En 2’74"'
e che

FaY
@ (3 Ly o < (14 [ BR[| D' (-3 @) [l o [ 13 i, o
riesce

| D'F (4, 'p) — D'(p”Lp(En),a < 0.¢E®|l P, . ”L,, =

PN
=02 || e 2@, o || | D' (-5 &) |2y m), o 15, (81, -

(4%) Qui e nel seguito C e cosl C', C”,..., ¢, ¢, ¢",... indicano costanti positive il cui
valore cambierd in generale da formula a formula.
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D’altra parte &
2

Pe(t) = a1 efcos ter p (v)d,

0

2

t ,Lla:(t) = — n—lf,u,’ (z) sen tet dz, te B,
0
e quindi
[ ()| < Ce, [tue(t) | < ©
da cui

|| <20E 4|t =0 e 4elt))?, tem

con C e (' indipendenti da e. Se 0 << « < 1/p’ avremo quindi

“+oo
~ 1/p
| ellzy (), a < € § /81’(1 +e|t])r @+ errdr! .

Se ora si osserva che per e<<1
eP(14e|t])™2 (1 4 322 << (1 + | t])~2 (1 + tR)er2

e che la funzione a secondo membro & integrabile su F! se o <1/p’, si
conclude che

lim || e [z, = 0.

Per ogni multi-indice 1 di interi non mnegativi e 1 <p << o0, 0 a < 1/p’
¢ dunque

lim || D' F=1 (4, @) — D' ¢ ||z, @m), 0 = 0.

§—+0
Il lemma & cosl provato ricordando che ¥—1(1, 5) € @ per ogni ¢ > 0.
Dai lemmi 1.5 e 1.6 discende il seguente corollario
COROLLARIO 1.2. @ & denso di ogni Dr,,a 1<<p <00, 0<a<1/p’.

Con L, (E") = L,, 1 <<p < oo, indichiamo come & d’uso, lo spazio delle
classi delle funzioni a valori complessi aventi p-esima potenza integrabile

1jp
su E", con la norma ||f”Lp(E,,)=§ f | f (o) |? da
BT
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COROLLARIO 1.3. @ & denso in ogni L, (E",a 1 <p < 00,0 << a<1/p’.

LEMMA 1.7. (€D, _, a==0,1<p < oo, se ¢ soltanto se { (1 4 | @ |?)e/2 €
>

by

€ Dy, ; Vapplicazione [ —{ (1 4 | |®)e2 da Dr,.a 84 Dr, & lineare e conti-
nua con la sua inversa .

DIMOSTRAZIONE. Siano 1 e k multi-indici di interi non negativi. B

(1.1) D@+ |2]2)= 3 (;)I)'—"CD"(1+|40|2)“/2

[k|<[1]

con

(1.2) | DXL+ ]2 < € k) (1 + |] .
Se L€ Dy, per (L2) @

| D=5 £ DR(L 4[| 2 1, << O | D=¥ s, o
con |k|<|1]|. Dalla (1.1) segue allora

D 2\a/2 C k
| D'IE A+ [@] 2] ||z, < Ikﬁ?l”IID C|zp.a

Viceversa sia ¢ (1 |x|2)“|2E(DLp. Dalla (1.1) con |1|=1, tenuto conto
della (1.2) segue che

I
|26y, o< Of [ 1D e 1 s[opmras] "< 07 sup [DKIE- (],
EM

La stessa maggiorazione si prova per ogni 1 procedendo per induzione e
utilizzando le (1.1) e (1.2).

Il seguente corollario & conseguenza del lemma ora provato e del fatto
che Dy,cDr,, p < ¢, e Vimmersione di Dz, in Dz, & continua ().

CorOLLARIO 1.4. 8¢ 1<<=p <g< o0 & Dy, a € Dr,,a¢ Vimmersione di
@Lp,, in (DLq,., é continua.

LEMMA 1.8. Se 0 <<f <o ¢é continua Uimmersioné di @Lp'a in (DLq'ﬂ
per ogni q€]p/[p(a— )+ 1],00[n[1, 00 .

(44) 8i veda [17] p. 56.
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DIMOSTRAZIONE. Per ¢ =p il lemma & immediata conseguenza del co-
rollario 1.4 e del fatto che & continua Pimmersione di (Z)Lq,a in CDLq_ g se

B<a Per 1<<g<p?d |DI|{(l+|w)eLp e se q>p/p(x—p+1]
& («— B)q(p/9)” = (a— B)ap/(p — ¢) > 1 onde (1 4 | & |)f==)9€ Ly . Dalla

| D]+ o] )= | D] A a2 (1 4 [2])f=0
gegue allora ’asserto applicando la diseguaglianza di Hélder.

COROLLARIO 1.5. Se o, B€[0,1[,f <« &

n Dy

e €
(1-—a)"'l<p<oo P

n CDLq-ﬁ’

1—p < g< oo

DIMOSTRAZIONE. Sep > (1 —a)! & p/[p (e — )+ 1] > (1 — )~ e per
il lemma precedente se p > (1 — a)™!

a n .

(DL”’ cpllp(a—ﬂ)+1]<q<ooq)1'q"q

Facendo lintersezione di tutti i Dz, o con p > (1 — a)~! e tenuto conto
che p/[p (e« — B) -+ 1] tende a (1 — B)~! per p tendente a (1 — a)~! si ottie-
ne il risultato enunciato.

Con @’ e ¥’ indichiamo i duali di @ e ¥ rispettivamente. In essi la
convergenza debole e la convergenza forte delle successioni coincidono, es-
sendo @ e P spazi perfetti. Con {f,p), (g, ), fED’, ge ¥, pe D, we P
indicheremo i valori di f e g in ¢ e y rispettivamente. Converremo che i
prodotti Af, Ag con i complesso siano definiti dalle

Afy, py={f, Ap)=2{f, 9> e (lgpd>=(g, Ap)=1(g, v

ove 1 indica il complesso coniugato di 2. La trasformata di Fourier di fe @’
8i definisce come l’elemento fN € P’ tale che

(F@y=@ayr<fip) N ped,

analogamente se g € ¥/, ?}\= F—1 g & lelemento di @’ definito da

(o, ) =@ (g, v) M yeb.
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Indichiamo con Dy, , il duale di Dp, ., p’ =p/(p —1), 1 <p < oo,
Secondo un teorema di A. Friedman (*?) ogni f€ D%,,a si pud rappresentare
nella forma

(1.2 f= “‘2; D'[(1 + |« |)** fy(w)], m intero non negativo,

ove le fi sono funzioni misurabili tali che

[a+1e1m 1awras < co.

EM

B (1+4]|a|)r? fi=(1+|a[)* (1 +]|a|)??fi. Dunque ogni f€Df,, . si
pud rappresentare come somma di derivate di prodotti di funzioni di p-esima
potenza integrabile su E" per (1 4 |z |)*.

Dai corollari 1.2 ed 1.3 tenuto conto che le immersioni di @ in cia-
scuno dei (DLp,a e degli L, sono continue, discende il

COROLLARIO 1.6. Ciascuno degli spazi Dr,,.,1 <p < o0, 0<a < 1/p,
& isomorfo, rispetto alla sua struttura di spazio vettoriale, a quel sottospazio
di @’ costituito dagli elementi di D’ continut in D rispetto alla topologia
indotta in questo da Dr, .. La topologia di ciascuno degli spazi (D}—Jp‘a
indicatt € pin fine di quella indotta dalla topologia di D’ nei sottospazi ad
esst isomorfi. Un risultato analogo wvale per tutti gli spazi L,,1 < p < oo.
Il sottospazio di @’ isomorfo ad L, lo indicheremo con P,.

COROLLARIO 1.7. Se 0 << a<f, (D},p’a st puo considerare come sotto-
spazio vettoriale di Dy g, per p~€[0,1[n]a — 4 ¢, 1[, avente in tali
Di,, p immersione continua.

DIMOSTRAZIONE. Per il corollario 1.4 ed il lemma 1.8 & continua 1’im-
mersione di Dr,, 4 in Dz, . per p’€]q’/[¢’ (B — &) +1], oo [n[1, oo [. Inol-
tre (DLq,, s & denso in CZ)LP,,G poiché C;° (E™ & contenuto in fZ)Lq,, s © denso
in (DLP,,,JI . Cio basta a provare il corollario.

LEMMA 1.9. W= U U D, p & isomorfo ad un sottospazio vet-
0=p<1 1<g<p—l 1!
toriale di D',

(2) Si veda [17] p. 86, teorema 48.
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DIMOSTRAZIONE. Supposto 0 <<a < f<<1 e g<p!, il corollario 1.7
consente di affermare che

1.3 U Dr, ,a < Di
1.9) pta—l<pml<t P ol

ove l’insieme a primo membro & sottospazio vettoriale di quello a secondo
membro poiche, ancora per il corollario 1.7 con a = f§, (Z)’Lpl.a & sottospazio
vettoriale di (D,':m,a se p, < p,. D’altra parte se ¢, < g, < ! &

U . Q. U @y,

a—pte] '<pT <1 a—ptay i<pT <1

onde eseguendo su ambo i membri della (1.3) la riunione rispetto a tutti i

g€]1,81[, si vede che U l(Z)};p,a risulta sottospazio vettoriale di
1< p<la™
U ICD};q,ﬁ. Da cio segue che ad <X si pud dare la struttura di spazio
1<g<p ™
vettoriale. Si verifica poi facilmente mediante il corollario 1.6 che l’appli-

cazione da N in D’ che ad ogni elemento di Y fa corrispondere la sua
restrizione a @ @& iniettiva, onde l'immagine di < rispetto ad essa & un
sottospazio vettoriale di &’ isomorfo ad .

LeMMaA 1.10. Se f€’, f=3=0 ed {f,p ) =0 per ogni p€ D, allora f¢N.

DIMOSTRAZIONE. Se f€ N esistono f€[0,1[ e g€]1, §~1[ tali che
S €D, g Per il lemma 1.6 da (f, )= 0 per ogni ¢ € P segue allora che
(f, > =0 anche per ogni ¢ €J, onde f= 0.

Immediata conseguenza di questo lemma e del lemma 1.2 & il

COROLLARIO 1.8. Ad N non appartiene alcun polinomio non identica-
mente nullo.

TEOREMA 1.1. Se f€) ¢ per un p€]1, 0c0[ @&

Khodl<ollgly, Veed

con c¢ indipendente da @, allora f é una funzione ordinaria, appartiene ad
Ly e || flz,<c

DIMOSTRAZIONE. Esistono «€[0,1[ e g€]1,a1[ tali che f€Df  q.
Sia n€d. Il lemma 1.6 assicura che esiste una successione (¢,) di elementi
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di @ convergenti ad # secondo la topologia indotta in & da fDLq,,a e se-
condo la metrica di L, . B quindi lim (f,g.)=(f,9) ¢ lm | ou|z, =
n — co

n — oo

= [|7]lz, - Da

|<f’¢">|£0” ‘pn“Lp,
gsegue quindi

(<A <ellnlly -

Cid prova il teorema poicheé quest’ultima maggiorazione vale, con la stessa
costante ¢, per ogni 7 €d.

Abbiamo indicato con @, il sottospazio vettoriale di &’ isomorfo ad
L,. L’isomorfismo & realizzato dalla applicazione che ad ogni f*€ L, fa
corrispondere il funzionale lineare f definito in & da

E <P——>f7*qodw,
En

continuo in & rispetto alla metrica in esso indotta da L, e quindi anche
rispetto alla topologia di @ che & piu fine.

LeEMMA 1.11. Condizione necessaria e sufficiente affinché f€ @, é che esista
una costante positiva c¢ tale che

(1.4) Khed|<elel, Ve

DIMOSTRAZIONE. La condizione & manifestamente necessaria poiche se

€ @, esiste una ed una sola f*€ L, tale che {f,¢) = | f*pder per ogni
D 'p
E™

@ € &. La condizione (1.4) & poi sufficiente poich® da essa segue che f &
continua in @ rispetto alla metrica di L, e quiudi, per il corollario 1.3,
f ammette uno ed un solo prolungamento (lineare e) continuo su tutto L, .

Esiste dunque una ed una sola f*€ L, tale che (f,p) = f f*@ dz per ogni

E®
p€ .

Se per f € &, poniamo
(1.5) 1/ N2y = 11/* |z, -
@, diviene uno spazio di Banach e lapplicazione f— f* una isometria

lineare fra @, ed L,. Nel seguito supporremo sempre che P, sia dotato
della norma (1.5). Se vale la (1.4) & dunque ||f||¢£,sc.
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A proposito dello spazio @, osserviamo che se f & una funzione defi-
nita (quasi ovunque) su E" tale che il funzionale lineare

<p——>/f_'q)dw, ped
En

appartenga a @,, non si pud concludere che f € L,, ma soltanto che esiste
uno ed un solo elemento f* € L, tale che

ff¢dw=/f*qodm Moetd.

Infatti per il lemma 1.3 f potrébbe differire da f* per un arbitrario poli-
nomio. Vale tuttavia il seguente corollario del teorema 1.1.

COROLLARIO 1.9. Se f€ @, esiste uno ed un solo f* € N tale che

fre)=4UNe) Moo
ed é f*€L,.

DIMOSTRAZIONE. L’esistenza di un f* € L, soddisfacente alla condizione
richiesta & conseguenza dell’isomorfismo fra @, ed L,. Se g € 9 & tale che
(f, @> = <g,@) per ogni ¢ € ® allora per il lemma 1.9 & pure f* — g € YN
e {(f* — g, ) = 0 per ogni ¢ € D. Per il teorema 1.1 f* — g & quindi una
funzione nulla quasi ovunque su E".

2. Una funzione u (£), £€ E" & un moltiplicatore in ¥ se P’applicazione
w—>uy & una applicazione continua di ¥ in sé. Se u & un moltiplicatore

in P tale & pure il suo complesso coniugato ,J e Dapplicazione g — ug de-

finita da g, w) = (g,?,up), we W, & una applicazione lineare e continua
di P in se.

LEMMA 2.1. Se u (&) é una funzione indefinitamente differenziabile su
E"\_ A e per ogni multi-indice h di interi mon negativi risulta

| Dhu(8)| < Pn(8), E€E™\ A4,

con Py (&) combinaziane lineare a coefficienti costanti positivi di funzioni

n
II; | & \r’, r; reali qualunque, allora u é un moltiplicatore in P.
1



o teoremi di tmmersione per certi spazi funeionali 125

DIMOSTRAZIONE. Se k¥ & un intero non negativo risulta
n

M @I | &7 <e M. (§),  EeE"\ A,
1

con » >k dipendente, oltre che da k, dagli ;. Per ogni w€ ¥ ed ogni
multi-indice 1 di interi non negativi con |1|<<%k & quindi

Mk(E)!D'(,u(E)w(E))|sclhl{ka(E)Ph(E)ID'-"w(E)I =

< ¢ |h|{|” Mn(h)(g)ll)l—hw(f)lgou IS?E M“(§)|Daw(§)|

ove x(h) >k dipende dal multi-indice h e x = max #x (h). Cid prova il
0<|h|<k
lemma.

Se Ted’ & tale che per ogni ¢ €J risulta

|F1T ) o, <cllellz,, 1<p<g=<oo

con ¢ indipendente da ¢ si dice che T é un moltiplicatore di tipo (p, q).
La piu piccola costante ¢ per la quale vale la precedente maggiorazione

per ogni @ €d si dice norma del moltiplicatore 7 e si indica con M, (T).

TEOREMA 2.1. Se T ¢é un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di
tipo (p, q), 1 < p< q < oo, allora per ogni € By & F=1(Tf) = F1(T) »fe Dye

| 7 27y <1/l
Se inoltre ?—I(Tf)s N allora g—l(TﬁELq e
| F @2y < ¢ 1]y
DIMOSTRAZIONE. Per f€ @, e p€ D &

(F1(IF), @) = @y TSy @) = (f, F1(T ¢))

(43) Su questa maggiorazione 3. fonda la dimostrazione di Lizorkin del lemma 1.2
8i veda [10] pp. 327-28.
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onde

KT L ) [T g I F T @Iz, < € 15 [l gy 19120

poiche T, al pari di 7, & un moltiplicatore di tipo (p, q) e quindi di tipo
(¢’yp’). In forza del lemma 1.11 cid prova la prima parte del teorema. La

€7~'—1(Tf) = F~U(T')«f & conseguenza di nn noto teorema sulla convoluzione
delle funzioni generalizzate (14). La seconda parte del teorema & conseguenza
della prima e¢ del teorema 1.1.

TEOREMA 2.2. Nelle stesse ipotesi del teorema 2.1 su T, se u€L,,
1<p<oo, ¢ F1(Tue Dy e

| T |y <]z,

Se inoltre F—1(T u) €N, allora F! (T e L, e

| FTW) [z, < ¢ || %] 5,

in tal caso se (p,) é una successione di elementi di @ convergente ad w in L, ,

la successione F1 (T @,) converge in Ly ad ‘:7“1(1"17).

DIMOSTRAZIONE. Occorre provare soltanto ’ultima affermazione del teore-
ma ; le altre sono conseguenza immediata del teorema precedente e del fatto
che L, e @, sono isomorfi ed isometrici E’.

H F-1 (Tg,,) — F! (Tgﬂ) ”Lq =¢ ” Py Pu ”Lp

onde la successione ! (7 gy) converge in L,: sia Apw il suo limite. Per
ogni p € D &

[CApu — F=1(Tw), p)| <
< [ Aru — F (T @), 9> |+ |{(F1 (T o) — F 1T, ¢)| <

< |(Aru — F1(TP), @) | + el oy — |, | @z,

(1*) Si veda [8] Cap. III, 3
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da cui per » — co si ottiene che
(Aru — F1(Tu),p)=10 Noptcd.

Per la densitd di @ in L, cid prova che Aru = F' (T u).

TEOREMA 2.3. Siano T, e T, moltiplicatori in ¥, T, un moltiplicatore
di tipo (q,7) ¢ Ty un moltiplicatore di tipo (p,q), 1 <p=qg<<r < oo. Se
FE D, & allora F1 (T, T,7)€ D, e

| F (T, Ty ) oy < ¢ (11 gy -
Se inoltre T =T, T, é un moltiplicatore di tipo (p,r) allora
My (T) < Mg (Ty) My (Ty).

DIMOSTRAZIONE. Per ogni ¢ € ¢ applicando il teorema 2.1 a T, ed il
lemma 1.11 &

[CFU(T, Ty )y @) | = @y [T, 1, T, @) | = [(F (T f), FH(T, 0)) | <
< || F1 (T 1) llgs || F=* (T, ?) o, < ¢l flepll @iz, -

In forza del lemma 1.11 la prima parte del teorema resta cosl provata.

Osserviamo poi che se € & F—1 (T, p)€ L, e
| F=1 (T 9) oy < M (TD) | @]z, -

Applicando il teorema 2.2 a T, e tenendo conto che F-1(T, T, g) =
= F—1(T ¢) € L, risulta quindi

| F=2 (T, Ty @) o, < Mg (Ty) || F= (T 9) l|oy < M7 (1) M5 (1) || @ I3, MoES.

COROLLARIO 2.1. Nelle steste ipotesi del teorema 2.3 su T, e T,, se
weL, & F1(T, T, u)€ ) ¢

| F=1T, Ty w) |lar < el ]z, .
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Sia r=(r;,..,7), rj reali, j=1,..n, e
Dr@) =& =@ &) < o < (5™

ove > indiea il prodotto diretto e si intende che sia

) se &> 0
(i &) = ™l :
eITIET se & <0

La funzione (¢ &)* & un moltiplicatore in ¥, onde per il teorema citato in (14

Dr(x)»fe D MfeD
e
\ n L~
Dref=1I (&) fe ¥ M FED.
1
Inoltre &

Dfix Dfi = Drix Dri = Drtns, Do =1 = 4 (), DF » D—F = De° .

Se fe€ & ed r=(r,,..,r), con r; reali per j =1,...,n, ’elemento di
@' definito da

Drxf = F (i &S

lo indicheremo, seguendo Lizorkin [10], con D* f e lo chiameremo derivata
generalizzata secondo Liouville di ordine r. Porremo inoltre

DL f= ?7“1(1?1(—55;')”?) 5

se gli r; sono tutti interi non negativi & quindi Df f=(— 1)1 Drf. Se p € &
e gli r; sono reali non negativi risulta

wl wn
Dr 1 8[’1] +.ot+ [rn] +n i @ (t) dtn
(p = ti e
n aw[rl] +1 . am["nH“l n i — [r;]
I ([r]4+1—m) o0 Ij(a — 47

ove con [r;] si & indicato il massimo intero non superiore ad ;. Se gli r;
sono interi non negativi avremo quindi

Dro = (9"'|(p/aw:l s (9.%‘:;" .
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Qualunque siano gli r; reali & inoltre
(Drf,p)=<f, D% @) Mot d.

Se f€Dz, ,» 0=<a<1,1<p<a!,e glirsono tutti interi non nega-
tivi il funzionale lineare

99_><f7D§s‘p>=(—l)lrl<f7Dr‘P>7 ped

& continuo in @ secondo la topologia indotta in @ da (DLP,,“- Essendo @
denso in @Lp',a tale funzionale ha uno ed un solo prolungamento continuo
in CDLP, , - Esiste ciod uno ed un solo wy € D1, pa tale che

Cwp, ) =(— 1) {f, D" ) M ped.

Tenuto conto della densitd di @ in Dg, . e del fatto che D" @ €D, , per
ogni qu(DLp, , & anzi

<wry¢>=(—1)r<f’Dr(p> VQOE(DLP"“'

w, coincide quindi con la derivata di f di ordine r nel senso delle distri-
buzioni. Porremo quindi Drf = w, = 8!*!f/dan ... 6" .

3. In [3] abbiamo considerato la famiglia P* n =1, dei poliedri con-
vesst D dello spazio euclideo n-dimensionale S™ tali che

1) Pec8i={se8";8=0,j=1,..,n};
2) I ha dimensione n;
3) se 8y Il=1,..,N(D), sono i vertici (punti estremi) di P allora
Q@)= {res»; 0<n<s,j=1..,nc<PD.
Si puod provare che (1°) se P € P*
i) Dorigine 0 di 8™ & vertice di [P; porremo 8! =o0;

ii) per ogni SEP & Q) ={re8*;0<r;j<s;,j=1,...,n}cP;

(15) 8i veda [3] lemma 1.1.

9. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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iii) per ogni j = 1,..., n esiste un vertice 8% di [P tale che 8% = sl; €/(*°)

con sl = max g=m; > 0;
seP

iv) esiste un insieme finito e non vuoto o (IP) = 81\ (o} tale che

= N lsest; 3 as=1
a sl (D) + 1} 3 °F
e per ogni j =1,..,n esiste almeno un a€ o (P) con a; > 0. B m; =
= min a7
acd(P)
v)se SEP @

NP) =

n R
gl <P@E = Iplfﬂ’f
1

W EE B

se SESEN D @
sup (ﬁ; |& [P (5)]—1) = 4 oo.

Ee M \1

Osserviamo che se [ & un sottoinsieme di S” per il quale vale la iv)
riportata qui sopra allora [) € ?» Dalla iv) segue infatti che [P & un in-
sieme limitato e non vuoto intersezione di un numero finito di semispazi,
cio® un poliedro convesso, che soddisfa evidentemente alle 1) e 3) e che ha

dimensione n poiché ad esso appartengono, oltre 0, i punti ( min aj—l) e’,
) aed (D)
J=1,..,n

DEFINIZIONE 3.1. Con P} indichiamo la famiglia dei sottoinsiemi non
vuott di S™ tali che
A,) esistono due sottoinsiemi finiti oA (D) ed A’ (P) di S\ {o} il
primo dei quali non vuoto e tale che per ogni j =1, ..., n esiste almeno un a
appartenente ad esso con a; > 0, tali che
n
SESY; Zjajs>= 1}) ;
1

SESJ:; Z,-angl}) ﬂ(
1

_ n
P a’€ ot (p)’

(oo |
aedA(D

B,) se A’ (D) F sia a;<a; per ogni a€ A(P), a’ €A’ (P), j=1,..., 0
Da quanto si & osservato sopra segue che P" c Pz e che se [Pe PP

(t6) €87 con e =0 per k=fj ed o =1.
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allora [P € P" se e soltanto se A’ (D) = J, ovvero se e soltanto se 0 € P.
Per [P € PP poniamo

By 0 st Son i)

|b+= Ipn (agg(p) {SES_IT_I; %‘jajsj= l%),

P =1(se8y; o 'seP}, 6>0,
E(D,s)=inf(t > 0; t-1seP), seSL,
h(D,8)=sup (t>0; t-1s€P), ses,
D =(seS8L;s+reP), rem,.
E sempre [P,€P”. Scriveremo per brevitd k([p) ed ([P) in luogo di

k (D, e) ed & (I, e)(*").

Ad ogni PePr, come gia in [3] ad ogni [P € P, associamo la funzione
N(l)) 1 N\l‘)) n 5l
(3.1) PE= 2 |&|= %z {Ijlfj\fy (e B,
1

ove 8¢, l=1,..., N(ID), sono i vertici di [D. Se [P € P™ porremo anche
N®) =« 2sl/2
(3.11 P, (&)= fz II; (1 + &))", e B,
1

LeMMA 3.1. Se [P € P} allora

i) per ogni s, t€P con t;<s;, j=1,..,n & Q,8)={res;
t=rj<<sj,j=1,..,njcP;
ii) per ogni j=1,...,n & max s;=max s;=m; > 0; ge/eP per

SED seD,
ogni o€[ max a;j~1, my] se A’ (P)=F(J e per ogni g€[g,m;] se A’ (D)= J;
a' e (D)
iii) P é un poliedro convesso di 8™ di dimensione almeno eguale ad
n—1;

(" e 8™, ej=1,j=1,...,n.
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iv) per ogni s€8] ¢ k(P 8)= max I;a;8 ed h(P,s) =
acdA(D) 1

= min Zja;8 se A" (P FCJ, h(IP,8) =+ o se A" (P)=F;
a'eo (P) 1

v) se SEP ¢
I &Y< P() ¥ ¢ B,
se SESEIN D ¢

sup (I 19 (P (@) = + co.

geE™ [0y \ 1

DIMOSTRAZIONE. La i) & immediata. Se o’ (P)=(J la ii) si ottiene
dalle i) e iii) riportate all’inizio di questo numero. Se ol’(P)F ) &

max 8;<< max §; poiche [D =P,, mentre dalla iii) ora citata applicata a [P, segue

SEP sedD,

che a; max s;<<1 per ogni a€ A (P), il segno eguale verificandosi per al-
seM,

meno un a € of (). Per B,) ¢ dunque a; max s;=1 per ogni a’€ o’ () e
sEM,

quindi ( max s;)e/€[P e max s;<< max s;. E poi aj( max a/~!)=1 per ogni
seMD, 8€, seh a’ €A (D)
a’ €A’ (D) e tenuto conto di B,) @¢j max a;7'<<1 onde ( max a;j7!)e/e[P.
a’ €A’ (D) a'ed (D)
La iii) & conseguenza del fatto che [P) & un sottoinsieme non vuoto e limitato
di 8™ intersezione di un numero finito di semispazi al quale appartengono
i punti m;ef, j=1,..,n Di facile verifica & la iv). Se S€[P esistono

N N
LE[0,1], I=1,..,N(D), Z: =1 tali che 8= 3; 4;8'. E allora
1 1

W MDYy nm N n
AR AUATT S AP TS
1 1

Se 8 €8 \_[P, allora per la v) riportata all’inizio di questo numero la fun-
zione Ian| &7 [Py (&))" non & limitata in E". D’altra parte la proposizione
ora cit;ta applicata al poliedro P, ed ai vertici di [[) assicura che P (§) <<
< N(P) P, (&), £€ E", onde neppure la funzione I;;| &7 [P (&) sard limi-
tata su E"\ {0). Se S€P, \ P allora per alnlleno un a’ € A’ (P) sard
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n )
Zja85=0 <1 Per &=1", te]0,1[, j=1,..,n, & allora
1

n . ND) gj“}”; 4
INj | §f=te e PE)= 3 & <N(D)¢
1 1 -

poiche per ogni I =1,..., N(D) & Zja; 8}21. Ne segue che
1 .
IG| & [P (&) = N ()7 e, 1€]0, 1,

onde anche in questo caso la funzione a primo membro non puod restare
limitata su E™ X\ {0}.

LEMMA 3.2. Se [P €P2 allora

i) per re PP ¢ PreP™; per re P\ D ¢ Pre?;;
ii) s¢ TEP, P+ e Ar (D) & Vinsieme degli a’ € A’ (P) tali che

n
Zjajr; < 1, allora
1

n —1 n
k(Pr,s)= max {1—121'“;"’:'] %‘%’8;‘,

aeA(P)
n —1 n
h(BPF,8)= min {1—"2_7‘(1;’}"]] Zja; sj,
a’€ oAr (D) ! !

se Ar(P)FJ e h(Pr,8)=+ o se A (P) =

iii) T ¢ P per ogni relP se e soltanto se esiste un a€ 8™, con a; >0
n

per ogni j=1,..,n, tale che P =1{8€ 8 ; Zja,8= 1%. In questo caso ed
1

in questo soltanto é k () = h (P);
iv) 6P € P? per ogni 6 > 0.

DIMOSTRAZIONE. Per provare la i) osserviamo che se 1'€||)0\]|)"F al-
lora s € P* se e soltanto se

?j“}(rj+sj)21 Vaed (P) e Al‘Tjaj("j-l—sj)Sl \ a € A (D).
B dunque

Pr=( RE&Q(]D) (s€8f; S0 [1 — el 5=<1)0N

n n
N N (s€8Y;3) a1 — Zja) ]t 5= 1))
a’ € or (P) 1 1
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DT non & vuoto e soddisfa alla A,); esso soddisfa anche alla B,), come si veri-

fica subito. Dunque Pre®@?. Se reP\ P+ & A (D)= e quindi Pre

€ Pr, La ii) & immediata conseguenza della rappresentazione di [Pr data

qui sopra. Se [P & del tipo indicato in iii) allora per ognire[p & P = {o}

e quindi Pr¢Pm. Viceversa se [Pr¢ P* per ogni re€]p, allora per ognuno

di tali r esistera un a€ of ([) tale che §j a; rj=1, altrimenti per i) [P* ap-
1

parterrebbe a P". Dunque & [ = P+ . D non pud quindi avere dimensione
eguale ad n» altrimenti (*8) possederebbe punti interni. Per la iii) del lem-
ma 3.1 avra allora dimensione n — 1 e coinciderd quindi con linsieme

n
%s €85 21,‘,~ m;t g5 = 1$ . In questo caso & evidentemente % ([, 8) = h ([P, 8)

per ogni 8 € 8} . Viceversa se per PeP? & k(D) = h(P), dalla iv) del lem-
ma 3.1 e della B,) segue che esiste un a* appartenente ad A ([P)

n n n
e ad o’ (P) tale che Zjaf = max ;e = min 3,a; onde P =
1 aesA(D) 1 a'ed(P) 1

n
SES” s Siafsj=1}. La iv) infine & immediata.
+7 l} § °j

LeEMMA 3.3. Se [P € P2 Vinviluppo convesso dei vertici di [P appartenenti

$

. n
a Pt coincide con Vinsieme P+r= Pn ls €8%; 21‘,- m; 8= 1‘ ed appartiene

quindi a Pp.

DIMOSTRAZIONE. 11 fatto che [Pte€ P2 si verifica immediatamente te-

nendo conto che m~! = max a;. Se v & un vertice di [) appartenente
acdA (D)
n

. n
a Pt e 3 mj_l v; = 3 a;v; per ogni a € o{ (]P) ed esiste almeno un a € oA (IP)
1 1
che rende l'ultima somma scritta eguale ad 1, onde & 5; mj_lvjz 1. Se 8 ap-
1

partiene all’inviluppo convesso dei vertici di [) appartenenti a Pt @ quindi

n
3;mj ' sj=1, mentre poi 8§ & evidentemente contenuto in [P. Viceversa se
1 .
SEPT,k1(D,s)s appartiene a P+ e quindi all’inviluppo convesso dei
. n
vertici di [) appartenenti a [+, mentre o—! 8 con g = 3 mj's; appartie-
1

ne all’inviluppo convesso dei vertici m; ¢, j=1,...,n, anch’essi appartenenti
a ||S+. D’altra parte & k—1([p,8)=1 e o~'<<1, e quindi s sta sul segmento

(#%) 8i veda ad es. [6] p. 16.
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congiungente ¢—18 con k~' ([, s)s e dunque appartiene anch’esso all’invi-

luppo convesso dei vertici di ) appartenenti a [PH+.
Analogamente si prova che l’inviluppo convesso dei vertici di [P € P?,

. n
situati su almeno uno degli iperpiani di equazione X;aj s; =1 coincide con
1

n
Vinsieme D~ = D nls€8}; Zm; s, << 1{ePy.
1

LEMMA 3.4 Condizione necessaria e sufficiente affinché un poliedro con-
vesso di S™ appartenga a PP & che
1 ‘) De S.’; H
2,) se t,8€EP e t;<<s;j,j=1,..,n, allora Q (t,8) <P ;
3,) per ogni j =1, ..., n esiste m; > 0 tale che m;e/ € P.

DiMOSTRAZIONE. La necessita della 1,) & ovvia, quella delle 2,) e 3,)
segue dalle i) e ii) del lemma 3.1. Per provare che la condizione & sufficiente
osserviamo che [P, quale poliedro convesso di 8", & intersezione di un nu-
mero finito di semispazi chiusi ciascuno avente per frontiera un iperpiano
passante per un punto frontiera di [). Se uno di tali iperpiani passa per
Porigine o di 8™, allora per 3,) il relativo semispazio che contiene [P
conterra tutto S} . Pertanto [P & intersezione di 8} e di un numero finito
di semispazi chiusi aventi per frontiera iperpiani non passanti per o. Esi-
steranno quindi due sottoinsiemi o ([P) ed «’ (P) di S» tali che

. —( N M Sias<1)0( N (S8 Sals;=1))
3.2 P (aemm)‘“&”‘?’a’s’é ) (a’eﬂ’(p)‘s 813 2 ajs;=1))

Dalla 3,) segue che deve essere a; << m;' < a} & quindi che aj > 0 ed a; < aj
per ogni a € oA (P), a’ € A’ (P) ed j = 1,..., n. Essendo [P limitato o () non
potra essere vuoto e per ogni j =1, .., n esisterd un a€ of (P) con a; > 0.
Mostriamo che si pud fare in modo che o (P)c 8% \ {0}. Se ae oA (D)
non potra essere a;<<0 per ogni j=1,..,n, poiché¢ per almeno un

n
SEPt & 2 ajsj=1. Supponiamo che a;<<0 per j=7j,,..,jn, € 8ia
1

a* €8" \ (0] tale che af =0 per j=/j,,...,ju € aj = a; per i rimanenti j.
Se s€P, il punto s* tale che sf=0 per j=j,,...,jn ed s8*==s; per i
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rimanenti j appartiene a [P, e quindi @
n * n
= g%
Zl‘j“j Sj —§1“731 =1,

onde

n n
Dc(seSy; Sjafss<<1)c{seSy; a8 <1}
1 1

In A (IP) possiamo quindi sostituire a con a*€ 85\ {0}. [P soddisfa dunque
le A,) e B,).

Se P€Pr la funzione P(£) introdotta in (3.1) & un moltiplicatore in
¥ per il lemma 1.2; se [P €P" la funzione P, (&) di (3.1°) & indefinitamente
differenziabile su E» ed a crescenza lenta, cio¢ un moltiplicatore in o, ed
anche come si vede facilmente utilizzando il lemma 2.1 un moltiplicatore
in ¥. Anche la funzione [P,(£)]"!, essa pure indefinitamente differenziabile
su E" ed a crescenza lenta, & un moltiplicatore in & ed in P.

LEMMA 3.5 Se P €P? la funzione [P (&)=, E€ B\ {0} & un moltipli-
catore in V.

DIMOSTRAZIONE. Una qualunque derivata (con indici di derivazione
interi non negativi) di [P (£)]-! & combinazione lineare a coefficienti costanti
di prodotti di potenze intere negative di P (&) per derivate della stessa
P (&). Queste ultime sono maggiorabili in E”\ A con combinazioni lineari

n
a coefficienti costanti di funzioni del tipo IT;|&;|7, r; reali, ed ogni potenza
1
negativa di P(£) ¢ maggiorabile in "\ A con funzioni dello stesso tipo
n l
poich® & II;| &7 < P (&), qualunque sia ! =1,..., N(P). Cid prova il lem-
1

ma, tenuto conto del lemma 2.1.

TEOREMA 3.1. Se PePred reP,, la funzione II;| & 1 [P (£)]~! é un
1
moltiplicatore in ¥ ed wun moltiplicatore di tipo (p,q) per 1 <p << oo e
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q=p/1 —py) qualunque sia 7 €[or, feln[0,p~ [, ove o = 7 (P7)(9) e

Be=TF"1(D) se r¢ Pt ed op = fr =10 se rePT.

n
DIMOSTRAZIONE. L’affermazione che la funzione IT;|&|7[P (¢! ¢ un
1

moltiplicatore in ¥ & una immediata conseguenza dei lemmi 1.2 e 3.5. B
0<<ar<<pr Se ne€far,B] ¢ r 4 necP onde per la v) del lemma 3.1 &

(3.3) 1:ij &1 <P,  £eBn

Sia Y linsieme dei multi-indici h == (k,,..., h,) tali che gli h; possano
assumere soltanto i valori zero ed uno. Se he Ved re S} & per € B*\ A

n N) »
Dh I &[T = L0 (7 17 (0) e D P = zz 1} & 5114,

onde

3.4 Iy 6P| DhP@)| < 0P®),  EeBN 4,

con O dipendente soltanto da h. Se k € <, Dk (]nfjlf,- [7[P (5)]-1> si espri-
1

me come combinazione lineare a coefficienti costanti di prodotti D"Hj\éjl’j .
1
-De[P ()]}, con b,e€ V, b+ e¢=k B poi

el v ;
De[P@)'= 2, (—1p»! [Pl  Swiew\fo; IL DY P(),
1 hi+...+h'=c 1
Ee BnN_ 4,
dalla quale tenuto conto di (3.4)

(3.5) [ DP@I | < OIL|E P @, feB N\ 4.

(4%) Si intende che sia A1 (PT) =0 se h (P*) = + oo, ossia se e solo se r e P\ pt.
(®0) 8i intende che sia (r & )h!._. 1 se 7 ed hj sono entrambi nulli. Analoga con-

venzione si intende valida in espressioni dello stesso tipo.
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Per k € <Y riesce quindi

n .
IlLlij"’

D (117, EIE [P(§)J—1> ‘g O I4PIPOF, s 4
onde per (3.3), qnalunque sia 7 € [y, B¢, &

(3.6) 17| & |
1

Dk (IZ‘J, | &% [P (5)]—1> <0  EeE\_A.

n
Per un teorema di Lizorkin [12] ci0o assicura che la funzione I7;| & |7 [P ()] &
1
un moltiplicatore di tipo (p,¢q), 1 <p << q < oo, per ogni ¢ tale che ¢~ =
=p~ 11—y, n€[or, Br]n[0, p~[. Quest’ultimo insieme sara vuoto quando a, = p—*.
OSSERVAZIONI. 1). Ricordando le espressioni di & ([Pf) e k(]PF) si vede
che se > 0 non appartiene a [«, fy], allora r + ne ¢ D e quindi per la v)
n o
del lemma 3.1 la funzione IT;|&[7t7[P (£)]! non & limitata su E"\_{0).
1
2) Dalla stessa v) del lemma 3.1 segue anche che se PEPr ed
re S} NP la funzione IT;|&|7[P(§)]~}, non essendo limitata su E”, non
1

pud essere un moltiplicatore di tipo (p,p), 1 < p << co.

. n
COROLLARIO 3.1. Se PePr ed re P\ P+ la funzione IT; | & |7 Pr (£)-
1

P& é un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p, p), 1 <<p < co.

DIMOSTRAZIONE. La funzione considerata & somma di termini del tipo
IT; | & |79 [P (£)]" con 8 vertice di P". B dunque r 4 s € [D e quindi [Pr+seP»
1
od r + sE]i)"‘, onde oarys =0 per ognuno degli s indicati. D’altra parte
per almeno uno di tali 8 & r- sE]D+ onde per esso & frps =0.

COROLLARIO 3.2. Se [P € Pl la funzione [P (§)]7! é un moltiplicatore in
Y ed un moltiplicatore di tipo (p, q) per ogni q tale che g1 €[p~! — k—1 (D),
Pl —h (P se k(P)>1el1<p<<k(D) e per ogui q tale che ¢~ €]0,
Pt — (D)) se p €[k (D), A (P)[n]1, cof.

COROLLARIO 3.3. Se PePr e 6€10,1[ la funzione (8 P)(&)[P (&) (*)
é un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p, q) per ogni p e q

(31) (8 P) () ® la funzione associata secondo la (8.1) al poliedro d .
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tali che 1 <<p < ooeq=p/(1 —py), conje[(1—35)h (D), (1 — 3k 1(D)]n
nfo,p7[.

DIMOSTRAZIONE. Se 8!, l=1,.., N([P), sono i vertici di [p, 8, I =
=1,.., N(B), sono i vertici di 6 [). La funzione (6P) (&) [P (&)]' & quindi

n

somma di termini del tipo II;|&; P’Jl‘ [P@&)], 1=1,.., N(P). Evidentemente
1

tutti i 6 8' appartengono a P, \ P+ e quindi &

o= b1 ([l)‘s’l) = max {(1 — 2 aj 68}) ! Z; a}} =
a’ e i1 (P) 1 1

n n
= max [0, max ;(l — 0 3ja; s;) | Zjaj
a’ e’ (D) 1 1

|,

Bogp =k~ (P = min
aedA(D)

n 1 n
(1 — 2 aj 68]') | Z; aj% .
1 1
Il risultato enunciato segue subito dal teorema 3.1 osservando che

max o, = max [0, max max
l ’ aedA (D 1

(1 _é3a) s}) /5 a}E
1

= Inax

0, max (1— )/ Z”'j a}] = (1— )1 (P),
a’ e o' (P) 1

min f,; = min min i(l —9 21;]‘ aj s}) / 21",- ajg =(1—90) k1 (P)
! acd(P) ! 1 1

Se PeP* & b1 (P)=0; i risultati dei corollari 3.1 e 3.2 coincidono
allora con quelli dei teoremi 2.4 e 2.3 di [3], quello del corollario 3.3 con
un caso particolare del teorema 2.1 di [3].

COROLLARIO 3.4. Se PeP> la funzione P (&) [P, (E)"! é un moltiplica-
tore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p,p), 1< p <oo; la funzione
Py (&) |P(£)]L & un moltiplicatore di tipo (p,p) soltanto se Pe€P™ (nel qual
caso P (&) = P, (&)).

n
TEOREMA 3.2. Se PeP" ed v e, per le funzioni II;| &|7 [P, (5]~ e
1
n
I5;(1 4 5,2)'7’2 [P (&)]7L valgono gli stessi risultati enunciati nel teorema 3.1 per
1

la funzione ﬁ,l g7 [P®I.
1
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DIMOSTRAZIONE. Si seguono le linee della dimostrazione del teorema
3.1, Per he Y e fcE™ &

(3.7) " 1}2-(1 + & <o {ijl &7M (@ + &)

e quindi

0| &[] D P, ()| < <P, (&)

Ragionando come nella dimostrazione del teorema 3.1 a proposito della
[P(&)]-! si ottiene inoltre

| Delp @ | < o I 7Y P G, e,

onde per ke Y

n ks
Ilfjl&'l’

¥ (I &7 (2, @1)| <

<o 3 IL|§[D° IL| |7 IT;| & D[P, (' <
b+e=k 1 1 1

<o 1| &[0 1P, (6 < 20 {Zl T [P@F, EeBN\ 4,

Pultima maggiorazione seguendo dalla P (§)<<1 + P (§)<<2 P, ({). Per la
(3.6) e con gli 5 1a indicati & quindi

117f K7l

D4 (I & 2, 011) [< 0, £eBRN 4, ke,
1

¢id che prova il teorema per la prima delle funzioni indicate. Analogamente,
tenuto conto delle (3.5) e (3.7), risulta

I &

D* (H, (1 &y P <s>1-1) ] <o 0+ &7 P @,
FeBr\ 4, ke

B poi (1 4 &) < e (1 4 |&[¥) e quindi 111,- (14 )" < o3, I| &% que-
1

st’ultima somma essendo estesa a tutti i vertici v del parallelepipedo @ (r).
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Risulta quindi

I | &9

D* (ll:rj A+ &/ [P (5)1—1)| <o 3, I &7 PO, geB N A,

Per (3.3) il secondo membro di quest’ultima maggiorazione restera limitato
in E»\_A se 5 & contenuto in tutti gli intervalli [0, 8], per i v indicati,
ossia, riuscendo sempre per tali vf, < fy, se # & contenuto in [0, 8,]. Cid
completa la prova del teorema.

COROLLARIO 3.5. Se IP€P" le funzioni [P (§)/P, (é)e, o=1, — 1, sono
moltiplicatori in ¥ e moltiplicatori di tipo (p,p), 1 <p < oo.

Di1MOSTRAZIONE. Basta osservare che le funzioni considerate sono som-
me di funzioni del tipo di quelle cui si riferisce il teorema 3.2, con r coin-
cidente con uno dei vertici di ) e che in tal caso & S, = 0.

Se t,8€ 8" e 0 <<t;<sj, j=1,..,n, indichiamo con @ (t, s; &) la fun-
zione associata in accordo alla (3.1) al parallelepipedo @ (t,8) = {re 8% ;
L<ri<<8j, j=1,..,n}:

Qt,s; 8= ,<|E;|f + | &), Ee B ().

E immediato che

LEMMA 3.6. Se t,8€8) ¢ max t < min s; ¢
1<j<n 1<j<n

[Q(t,8; & € L,

—1 . —1
s¢ ¢ soltanto se r€] max s , min & [.
1<j=n 1Sj<sn

LEMMA 3.7. Se PePr e k(D) <<h(P) allora [P (&)~ €L, per ogni
r €]k (), h(P)[-

DivosTRAZIONE. Se t,SEP e <8, j=1,..,n, tutti i vertici di
Q@ (t, s) appartengono a [) per la i) del lemma 3.1 e quindi per la v) dello
stesso lemma e
Qtys; & << 2"P (), sekBm.

(%2) 8i tenga presente tuttavia che @ (t,s) € Py se e solo se t=o.
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B inoltre max s;'=k(|P) il segno eguale verificandosi per s = L~ () e
1<j<n

e min t,-_1 < h (D) il segno eguale verificandosi per t = A—1 (D) e. Si ap-
1<j=n

plica poi il lemma precedente con t =h—1([P)e, 8 =k~ (P)e.

LEMMA 3.8. Se 0<<o<p & FU[(|t|]°+|t|9~1)€ L, (B), per ogni
re€leTt, o7 [n[l,00f.

DIMOSTRAZIONE. Se r€]o~!, o~1[ & (|t|°+4 |¢t]|)—1€L,. Per r=1
F-U[(|t|l°+|t]e)'] @& continua e convergente a zero all’infinito. Per
1 <r<?2 la validita del lemma & assicurata da un noto teorema di
Hausdorff-Young. Se o¢~!<C2 null’altro & da provare. Se o1 > 2 ed
re]lmax (1,2, o718 1< (1 —o 1< <2e

([tl+ el v =2e L, (BY)

come subito si verifica. La tesi del lemma segue allora da un teorema di
Hardy-Littlewood (2.

COROLLARIO 3.6. Se t,s€8) ¢ max t;< min s; ¢
1<j<n 1<j<n

F1HQt,8; 8 €L, M r€] max s}'l, min t}'l[nll,oo[.

1<j<n 1<Sj=<n

TrEOREMA 3.3. Se P €PE allora
FPE €Ly N re]k(B), k(P [n[1, 0.

DimMosTRAZIONE. Per €]k (P), 2 (ID)[n]1,2] il teorema & conseguenza
del lemma 3.7 e del citato teorema di Hausdorff-Young; se k() <1 <k(P)
& [P (&)1 € L, ancora per il lemma 3.7 onde F—![P(£)]~! & continua E" e
convergente a zero all’infinito. Se r€ ]k (D), A (P)[n]2, o[, il lemma 3.7

assicura che [P ()]~ € Ly°. D’altra parte dalla

[PEIT<n (f”jl §i lm’>—1, AR AN

conseguenza della v) del lemma 3.1, segue che per |£| sufficientemente

grande @&
[PEIt e+ &P,

(%) Si veda [19] teorema 82, p. 113. Si pud provare che per ¢ =0 il lemma vale
anche con r = oo.
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con m’ = min m;. Per m intero positivo sufficientemente grande & quindi
1<j<n

A4 EP™PEI L,

La funzione [P (&)=! & quindi il prodotto di un polinomio e di una funzione
di quadrato integrabile onde

(3.8) FA(P @))€ DL, -
Seriviamo allora
[P@I'=Q(t,8; ) [PEIQ(E,s8; 8
con t="h"1(P)e ed 8 =k~ () e. I vertici di @ (t,s) appartengono tutti a
B e quindi per il teorema 3.1 la funzione Q(t,s; &) [P (&)]* & un moltipli-

catore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p, p), 1 <p < oco. La tesi del
teorema e allora conseguenza della (3.8), del teorema 2.2 e del corollario 3.6.

COROLLARIO 3.7. Se Pe P2 ed seP, \ Pt allora
I [P @1 €L, % rel k@), b,

D FH (PO ELy N re]k (%), b (%) [n[1,00].

DIMOSTRAZIONE. 1
Ili- (&) [P (&) = P* (&) IIL Q& [P &1 [PS (@], € Bn\_ A

n

Basta allora osservare che per il corollario 3.1 la funzione PS (&) IT; (i&;)% -
1

- [P(&)]™! & un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p, p), 1 <
n

< p < + oo e quindi & anche limitata su E™ e che & ancora &F—! (Hj (i&)% -
1

[P (e>]—1) €Dy,

Se f(x) & una funzione definita in E™ ed h € E" porremo

Mf@=f@+h)—f@ e M f@) =Mmf@) so h=hel.
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LEMMA 3.9. Se 0 <o <<p<1l+4o,r€]lot,0"![n]l,00[, allora
[ F(L et + [t ey < e ||~ N heB
con ¢ dipendente soltanto da r, g, o.

DiMOSTRAZIONE. Servendosi per esempio del gia citato teorema di
Lizorkin si verifica che la funzione

p@=(lt] [t} (1 e, te BN {0},
che per il lemma 2.1 é un moltiplicatore in ¥, & anche un moltiplicatore
di tipo (r,q) con 1 <r < qg<< oo, g-l=7r"1—0, e quindi di tipo (¢, r').
Da un teorema di A. P. Calderdn (*%) si trae poi che se g1 <u <1 &
(3:9) | Ab T (1 A+ ) g oy = | F (€ — 1) (1 578 [, oy =
<c|h[—a!

per ogni h€ B! con ¢ dipendente soltanto da u e ¢; per il lemma 3.8 &
noto inoltre che A, F—1((|t|° -+ |t|e)~!)€ L (B!). Applicando il teorema 2.2
e la (3.9) con u = — ¢ 8i ha quindi

| 4n F= (8 A+ 18107 [z, @y = | F7 (€M — 1) (14 87) == g (8) ||z, oy <
<c| F1 (e — 1) (1 4 t3)—le—2P) ||Lq, < | hje el = ¢’ | B |e—"T,

poiche¢ ¢! =1 — 0 < p—o0< 1. Si noti che se 6 =1 non c¢’& alcun r
che soddisfi alle ipotesi del lemma e chese 6 <180 <p—r—!' <p—o<1.

LEMMA 3.10. Se 0 <o <<, 7€]o~ 1,07 1[n]1l,o0][ &
[ e F2 (|t 4+ [t ) o, @y <<e|h[* ¥ 2€]0, min (e —r=1, 1)
con ¢ indipendente da h€ E1.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ = 0 tale che 0 < ¢ — r~! — ¢ << 1. Per il lemma
39 con 0=0¢e og—r1 —¢ in luogo di o e

| F=1 (e — 1) (1 4| t|e=rT" =Y ||,y < e[ hle T —e—aTh 2 hE B!

(*%) [2] teorema 4, con n=1.
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con g€)J(@¢ —r" 1 — g1, 0[n]l,c0[ e ¢ indipendente da k. Per il teorema
3.1 con n =1 la funzione

p O = ([t [ty @4 [ele™ ) te BN\ (0]
¢ un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (r,¢q) con 1 < r < co

e qE[(r~1 — o)1, 00[. Scelto ¢ in entrambi gli intervalli indicati e tenuto
conto dei risultati del lemma 3.8 e del teorema 2.2 si ottiene quindi

|4 F (8] 4 [0 ||z, oy = || F2(E™ — (A 4 [ele= " =, ()2, oy <
<o|hfe—rI—e—g! M he B!

qualunque sia ¢ sufficientemente grande ed ¢ = 0 tale che o — =1 — ¢€]0,1],
onde la tesi del lemma & provata.

CoroLLARIO 3.8. Se t, s€ 8}, maxt, <min s, 7€ ] max 71, min ¢~*[n]1, 00
IS 1<i<n 1=e=n ¢ 1<u<n

s

| dn; F=H(LQ (6 85 1Y ||z, < e | 1y |} W A€]0, min (s; — r=1, 1)[
con ¢ indipendente da h; € E*.
LEMMA 311, Se 0 < o<1, 1 <p< o0 &
M (M —1) (14|t <c|hle N heB!
con ¢ dipendente soltanto da o e p.
DIiMOSTRAZIONE. Le funzioni
po(t) = (€M — 1) (14 22k & py(t) = (1 4 202 (1 4 |t o)

sono entrambi moltiplicatori di tipo (p, p), 1 < p << co. Tale & anché il loro
prodotto e per il gia citato risultato di Calderén

MF (e —1) (14|t <o F1 (™ — 1) (L 4 )= ||, my < ¢ | R |
M he B

10. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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LEMMA 3.12. Se 0 <o<g,7€]o ! ,071]n]l,00]ep—r~1 <1, allora
MY (e — 1) (|t |t |erT) < | b \ he Bt
per 1< p<r, ¢ l=p71 —r-1 ¢ c indipendente da h.

DIMOSTRAZIONE. Se¢ r—! = ¢ =0 il lemma coincide con il lemma 3.11.
Per il teorema 3.1 con n =1 la funzione

pe@® =1+ [tle= ([ t]7 4 | t]e) te B\ (0)

¢ un moltiplicatore in ¥ éd un moltiplicatore di tipo (p, q) per 1 < p < oo
e ¢-l=p~1 — 9 con qualunque x€[c,rIn[0,p~![, mentre per il lem-
ma 3.11 e

ME (e — 1) (1 4 | t]e—" ) < | h|e—" M he B, 1 <p< oo,

poiche & 0 <o — r—! < 1. D’altra parte, sempre per il teorema 3.1 con
n =1, la funzione (¢"*— 1) (|t|° 4 |¢|°)~! & un moltiplicatore di tipo (p, ¢)
per 1< p<oo e ql=p!—y con qualunque 7 € [o, o]n[0, p—! [. Ponendo
n =7r-1 e ricordando il teorema 2.3 si otterrd allora

M (6" — 1) ([ t]e 4| ¢]e)1) < ME (e — 1) (1 + | t]e=r7")N) My (uy) <
< c|hje—! N heBL

CoroLLARIO 3.9. Se t,8 €87}, max ¢, < min 8,, 7 €[ max s~1, min {71 ]n

1=<.<n 1<=<n 1=<n lStSn
n]l,co] e 0 <sgj—r1<1 ¢
ME(" 5 — 1)[Q (b8 H ) < ¢|Iy|TT

con 1< p<r, ¢-1=p-1—r-1 ¢ ¢ indipendente da h; € B! (*).
Sia of; (P) = {a € A (D) ; aj > 0}. Poniamo

yi(r) = min l(l — 71 3 a,)/a,-] per 1<<r<oo
a € o (D) L
e yj(c0) = min aj—l =m;.
a €0 (D)

¢
(%) Basta osservare che le fanzioni (|&,|* + | ¢, |3‘)_1, §, € B 0=t =<s,, sono mol-

tiplicatori di tipo (p,q) in E! per 1< p<oco ed ogni g tale che g ! =p~1—y

neft,,a]n[0,p7 .
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TEOREMA 3.4, Se PePr,relk (D), D) [n]l, co[ allora per ogni
A€]0, min (y; (r) — r=1, 1)[, &

| dn; F= ([P EN) [z, < e | by [
ove ¢ pud dipendere da A ma non da h; € E1.

DIMOSTRAZIONE. Supporremo ovviamente & ([P) <<k (D). Sia se S,

s,=c¢L o4, e €1k (P),r[, si= yj(e). Bse “')+ e yi(r) =pi(e) >k (P)>rL
Sia poi t="2""(P) 6. E teD e 21 (D) <<r—'! < min s, onde per la i) del

1<.=n

lemma 3.1 @ (t,8)<P e r€] max s~!, min ¢~![. Per il teorema 3.1 la
1=s¢=n 1=.<n

funzione @ (t, 8; &) [P (£)]~! & un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di
tipo (p,p), 1 < p < co. Avendo presente il corollario 3.8 e il teorema 3.3,
il teorema 2.2 assicura che per ogni hj€ B' &

| 4y FHAPEN N |z, < ¢ | FHEH — 1)[Q (6,85 8] |1z, << o | Byl

per ogni 1€ [g, min (y;j(e) — r—1, 1)[. Cido prova il teorema poiché la maggio-
razione ottenuta vale qualunque sia ¢ €]k (D), r[ e lim y;(e) = p; (7).

E—T

TEOREMA 3.5. Se D€ P2, re ]k (D),  (IP) ]n]1, 0] allora per ogni h;€ E* &
M (T — D[P <e|hlr 1<p<rgl=pl—r

con u=yj(r)—r=1 se yjlr) —r~1<1 e con qualunque u€]0,1[ in caso con-
trario (?5),

DIMOSTRAZIONE. Si procede come nella dimostrazione del teorema pre-
cedente scegliendo in ogni caso t =h~'(P)e,s. =r"Y =], ed s5=y;(r)
se yi(r) —r 1< 1, 8€]r 4,14 r71[ se yj(r) =1+ r~1 8i utilizza poi il
corollario 3.9, il corollario 3.2 e la seconda parte del teorema 2.3.

4. DEFINIZIONE 4.1 Se PP e 1 <p < oo, indichiamo con W}P lo
spazio vettoriale sul corpo complesso costituito dalle f€ @’ tali che F~1(P (&) j"\)E D,

ossia per il lemma 1.11 tali che

(KFHP@OI o) [<cllol, Voo

(*) In questo caso ¢ potra dipendere da u.
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Se f¢ WII,) esiste per il corollario 1.9 una ed una sola v€ L, tale che

~

w1 (FUPE) >,q>>=<f,%7—l<P<5>$>>=/qudw g e b
Bn

poniamo

(+.2) 170 =10l
»

TrEOREMA 4.1. L'applicazione f— v da Wﬂ‘p ad L, definita dalla (4.1)
é un isomorfismo di Wpl) su Ly, rispetto alla loro struttura di spazi veltoriali.
La (4.2) definisce una norma in WP“) . Con tale norma WP‘D é uno spazio di

Banach e DVapplicazione suindicata una tsometria lineare di WP sy L.
p p

D1MOSTRAZIONE. Se f€ WP, ricordando che [P(&)I~! & un moltiplicato-
re in ¥, dalla (4.1) segue

(4.3) o) = f CF(PE g dr M e,

E‘n

L’applicazione definita dalla (4.1) & evidentemente lineare; essa & poi iniet-

tiva poiché se per una f¢€ pr fosse v = 0, per la (4.3) sarebbe (f, ) =0
per ogni @€ D, ossia f =0 (*). La stessa applicazione & inoltre suriettiva.
Infatti se v€ L,, la forma lineare definita in & da

o —> f v FUPE) ¢) de

E

& continua in @, poiché [P(£)]™! & un moltiplicatore in ¥. Essa definisce

un elemento f€ @’ per il quale vale la (4.1) onde f¢€ Wp“) . Lo spazio Wp‘p
gi pud dunque considerare come l'immagine di I, rispetto all’isomorfismo
definito dalla (4.3), inverso di quello definito dalla (4.1) Da c¢id seguono le
altre affermazioni del teorema.

TEOREMA 4.2. Gli spazi @ ed &S sono contenuti in ogni Wplp con immer-

stone continua e sono demst tn ogni an) .

(*") Si intende lo zero di &',
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DIMOSTRAZIONE. Sia m un intero pari non inferiore ad » max m;(?8).
1<j<n

n
Per il teorema 3.2, ove a [P) si sostituisca il poliedro §s €8h; Zm ™ s < 1§ P
1
n n -1
e sia quindi P, (£) = 3j(1 + & )™, 1a funzione P(§) [zj(1 + 53)’”’2] & un mol-
1 1
tiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p,p), 1 < p < oo, poiché per
tutti i vertici 8" di ) & a;=0. Se w€d & quindi

F-1(P (&)%) = F (P @ [éﬂ(l 4 &y r% {";(1 te >'"’2) € L,

~ N
poichd & ancora w 3;(1+ & )"?€d. B dunque u€ Wp‘p. Inoltre
1

Ly

ull p=IF" (P&, < || F w0 4&)\™"
Wp 4 1

ove l'ultimo membro si pud maggiorare con una stessa seminorma di % in

d, qualunque sia % € d. Cid prova che Vimmersione di J in précontinua.

Tale & anche quella di @ in pr, poich® la topologia di @ & pid fine di

quella indotta in @ da J. Proviamo che & & denso in pr. Sia f € pre
v€ L, Vimmagine di f secondo la (4.1). Per il corollario 1.3 esiste una suc-

cessione (v,) di elementi di @ convergente a v in L,. Sia f, = F1(P(§)]? ).

Rfede ||f,”me=||vy”Lp. Ne segue che

1= lyp=lm =,
onde la successione (f,) converge ad f in Wpl).
TEOREMA 4.3 Se h(P) > p, & continua Pimmersione di Wpl) in D, per

ogni g €[ p/(1 — ph= (P), p/(1 — pk~ (ID))] se anche k (P)>p e per ogni
q=p/1 —ph~H(B)) se E(P)<p <h(P)

DIMOSTRAZIONE. Se f€¢ WP dalla (4.3) e dal corollario 3.2 segue

I<hodY <ellvl, |l e, Vg€ D,

(*8) I numeri m; sono stati definiti nella ii) del lemma 3.1.
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per i ¢ indicati nell’enunciato poiché ogni moltiplicatore di tipo (p,q) ¢
anche moltiplicatore di tipo (¢’, p’). Per le (1.5) e (4.2) & allora

11l < cellollz,= /1l p-

CoROLLARIO 4.1. Se f€ N ed f€ WP, con 1 () > p, allova f€L, per
i q indicati nel teorema 4.3 ed é

| f1lz, £o||f||WID, ove la costante ¢ ¢ indipendente da f.
»

DIMOSTRAZIONE, Il corollario discende dal teorema 4.3 e dal teorema
1.1.

TEOREMA 4.4. Se f¢€ WP é
i) Drfe WP e | Drll pe=cllflpn  se TR\
» b4

i) DT fEDy e || D flly<cllfllp s reBt
p
con ¢ indipendente da f.

DIMOSTRAZIONE. Posto g = 1 (P (5)]‘76 D, & f=F1 (P& 97) e per
e per l'En)o\nS+

Pr(&) D7 = I?"(i &IPTE)f = I—?f(i ETPTE [P

le eguaglianze intendendosi in @’. Per il corollario 3.1 ed il teorema 2.1
~
& quindi F1(Pr (&) Drf)e D, e

IID’fIIWprSOHgHQ;;fcllfHWLp-
V4
Allo stesso modo si prova ii).
TEOREMA 4.5. Condizione necessaria e sufficiente affinché f€ WPD é che

D fedy, l=1,..,N (D).

La norma (4.2) é equivalente alla

NP .
4 2 ]| D% gy
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DIMOSTRAZIONE, Se s'€ ||')+ la prima affermazione del teorema @& la ii)

del teorema precedente. Se §'¢ P+ & Ps'e P* e quindi h(]p’l)=—|— oo, onde
dalla i) del teorema precedente e dal teorema 4.3 segue ancora che
D fed), e

(4.5) | D5 f gy <o 17 1lwp -

B cosl provata la condizione necessaria e la maggiorazione
N(D) el

21 || D¥ 1l indipendente d
>1 | fH%SOHfHW‘P con ¢ indipendente da f,

poich® per la ii) del teorema precedente la (4.5) vale anche per ogni 8'€ [i)+.
Per provare la condizione sufficiente osserviamo che

~ N(!)) n sl- n —s! \l '
FHPONH = 2 FIL| &7 (i &) JDSf)E@p
1 1

n i n l
e che le funzioni IT;| & | II; (i &) * sono moltiplicatori in ¥ e moltiplica-
1 1

tori di tipo (p,p), 1 < p < oco. Per il teorema 2.1 & quindi
o ~ N(D) . o
I f e = F71P @Nllgy = e ?‘, I Dsf”%,) con ¢ indipendente da f.
p

COROLLARTO 4.2. Wp‘p 8i puo definire come lo spazio delle f€ @ tali
che Ds'fe Dy, l=1,.., N(ID) ed assumere in esso come norma la (4.4).

CoroLLARIO 4.3. Se f€N, f¢ Wp‘p ed T €D, é un multi-indice di interi

non megativi appartenente a [P+ oppure tale che L{IP*) > p allora D*fe€ L,
ed esiste una costante positiva ¢ indipendente da f tale che

S0 DN
| D7 f = 201 D7l

con q=p se rePt e per tutti i g=p/(1 — ),y €A1 (DY), B~ (D)) n
n[0,p~1[se reP, \ ID+. In particolare se tutti gli s* sono multi-indici di



152 LamBERTO CATTABRIGA : Moltiplicatori di Fourier

interi non megativi & D f€ L, e
Ny .
10" fllzy < 20 || DS Iz,

per i q suindicati.

DIMOSTRAZIONE Il corollario & conseguenza dei teoremi 4.4 e 4.5 e
del corollario 1.9, tenuto conto che se f€ Y ed r & un multi-indice di in-
teri non negativi & pure Drfe ), come segue dalla formula di rappresen-
tazione (1.2%) di ogni f€DL, a.

TEOREMA 4.6. F W;Doc Wp‘p c WIIP-I- e Vimmersioae del primo mel se-
condo e di questo nel terzo di tali spazi é comtinua.

DIMOSTRAZIONE. Se f€ WP & g = F-1(P (£ f)€ ®,. Per il corollario
3.4 la funzione P (£)[P,(£)]~! & un moltiplicatore in ¥ ed un moltiplicatore
di tipo (p,p), 1 < p <oco. Il teorema 2.1 assicura allora che

F-1P @ H=F (P &) [P, (&)1 g€ D) e

1£1yp =177 © gy =cllalgy=c17l,p,-

Analogamente si mostra la continuitd dell’immersione di W}D in Wp‘p+ uti-
lizzando il fatto che dal teorema 3.1 segue che P+ (&)[P (£)]~! & un molti-
plicatore in ¥ ed un moltiplicatore di tipo (p,p),1 <p < oo.

COROLLARIO 4.4. Sef€ Wp]p ed r € Pt allora le norme || D"f”Wpr se
. . »
re PN Pt e HD'qu)I', se r €PT si possono maggiorare anziché con “f”Wl)
»
come nel teorema 4.4. con || f|| p+ ovvero con 2y | D% Sllgr - Vale eviden-
W, ! »
p

sept
temente anche in questo caso un risultato analogo a quello del corollario 4.3.

TrorREMA 4.7. Se 6€]0,1[ e h(P)> (1 — ) p allora é continua Vim
mersione di WP‘D in Wq‘m per ogni q = p/(1 — pn), n€[(1 — d) r (P),
1=k~ (PInl0,p~*[.
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DIMOSTRAZIONE. Se f€ Wpl) 8 g=F1(PET)e @, onde per il corol-
lario 3.3 ed il teorema 2.1

F=1(OP) (&) f) = F— (8P) (&) [P (&) ! g) € P,

171,00 = 1 7= @) @7y < cllolly=e 1171, p

per i ¢ indicati nell’enunciato.

DEFINIZIONE 4.2. Se PEP" e 1 < p < oo, indickiamo con Lzl,) lo spazio

vettoriale sul corpo complesso costituito dalle u €S’ tali che F—*(P, (& WEL,.
In LP consideriamo la norma

Jell,p =1 F— 2, @], -
b4

Ly

Ricordando che P, (&) e [P, (&)]~! sono moltiplicatori in J, allo stesso
modo del teorema 4.1 si prova che

TEOREMA. 4.8. Esiste una isometria lineare di L}P su Lp.
Da questo e dal teorema 4.1 segue allora

COROLLARIO 4.5. Se [P € P esiste una isometria lineare di pr su Lz‘r)°

TEOREMA 4.9. L}l,) coincide, con equivalenza delle norme, con lo spazio
delle f€ N talt che f€ pr .

DIMOSTRAZIONE. Se uELf allora per il teorema 3.2 &

<u,¢>|=| [ F—1 (P, () ) F=1 (P, (O 7) dw | < ¢ || F=* (P, (€)W |lg, | Iz,
En

per ogni g€ e g =p/(1 — pn), n€[0, k1 (M]n[0,p~'[. E’ dunque u€ L,
per i ¢ indicati e quindi € 9. Ricordando il corollario 3.5 risulta poi

L (T P@Y, ) = f F—1 (P, (5) %) T (P[P, O ) de ¥ ped
Eﬂ
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KFP@Eu @) | <e| FHP,@u s, |9l ¥ eed

onde F—1 (P (&) u)€ @, e quindi u € W}P . Sia ora feN ed f¢ pr . Poiche
h (D) = -+ oo per il corollario 4.1 & f€ L, per gli stessi ¢ indicati piu so-

pra. Se m & un intero pari non inferiore ad » max m; la funzione P, ().
1<jsn

n -1
. [ 21+ 5?)’"/2] & per il teorema 3.2 ed il corollario 3.5 un moltiplicatore
1

di tipo (p, p), 1 < p < oo (¥). Pertanto per ogni g€ &
(F (P OF), @) =(f, TP, (&) 7)) =
—_ n -1 n ~
= [Fr=(pe|Ba+gro [Ba+ gr)5) as
En

e quindi

KF P @ F, @) <cllfl, <

’

1 (5;(1 + &y &)
1

Lg

=7l swp Dol ¥ ped

con k multi-indice di interi non negativi. Cid prova che F—!(P, (f)f)e
ECD'LqC N. ’altra parte per il corollario 3.5 ed il teorema 2.1 &

FU(P, (6)F) = F (P& [P @I PEF)E D,

~

onde per il corollario 1.9 F—* (P, (&) f)€ L, . Cid completa la prova del teorema.

TEOREMA 4.10. Se [P € P2, fEN ed f€ WPD, k(D) > max (p, k(D)) allora
esiste una (ed una sola) v€ L, tale che f coincide quasi ovunque in E™ con
la funzione

(4.6) u (@) = f FP O (@ —y)v(y) dy
E"

n —1 n —1
) E P ® [‘1?] a +;=,?>'”/2] =P@PET PO l?" a+ s,?)’"ﬂ] - Si applica il

n
teorema 3.2 con P = gs €sy; Zm! 3.5_1; .
n {
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ed ¢é ]|f”Wp = ||fv||L . Inoltre se sEﬂ)o\“S+ ¢ un multi-indice di interi
D »
non negativi allora quasi ovunque in E™
4.6%) Dru (@) = | Dz FH ([P (&) (@ —y) v (y) dy = D* f (a).
E"

DiMo8TRAZIONE. Esiste un r€]k (), A (P)[n[l,c0[ tale che r > p.
Pertanto per il teorema 3.3 dalla (4.3) segue che

@D )= f V() dy f FPE D @—y) ¢ @) dw =
En

EM

=f¢(w) dwf?T“([P(S)]-i) @—yv@dy=Cu,9)  ped.
E™ E™

D’altra parte per il teorema 3.3 e per noti teoremi sulla convoluzione delle
funzioni u € L, per ¢! = p—* — r—1, mentre per il corollario 4.1 allo stesso
L, appartiene anche f. Dal corollario 1.3 segue allora che f(x) = u (x) quasi
ovunque in E".

Sia ora § qpo\ns+ un multi-indice di interi non negativi. Dalla ii)
del corollario 3.2 segue che & (P> k(D) e k(P35 < k(P35 (). Sia »r > p
tale che r €1k (Ps), h(P%)[n[ 1, co[. Dalla (4.7) segue che

(4.7) (D%u, ) =AD3f,p)=(—1)31{f, D3p) =

— (=15l f vway [ TP @ =) D* ¢ () do =

ET E™
- f T dy f DT (PO @ —9) @ (@) do =
E™ E™

=f<P (@) dwa; FHPOMe@—y oy dy ¥ ped
ET E®

(3) Se k(ID%) =h (IDS) esisterebbero un a€ .« (D) ed un a’e o’ (P) tali che 2'.;“}.
1

n n —1
1= 2 3]l = 2 a; [1 — 2ja; ci] . Per la B,) della definizione 3.1 deve allora es-
1 1 1

sere a=2a' e quindi k (P) =k (D).
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ove l'ultimo integrale secritto, che & la funzione a secondo membro di (4.6%),
appartiene ad L, per ¢! =p—! —r—! a causa del corollario 3.7 e quindi
ad 9. Avendo presente che anche Dsf e D% u appartengono ad 9, la (4.7%)
assicura, a causa del teorema 1.1, che quasi ovunque in £” vale la (4.6").

COROLLARIO 4.6 Se h([) > max (p, k(D)) lo spazio delle f€ YN tali che
JE pr coincide con lo spazio delle (classi (3!) delle) funzioni rappresentate
da (4.6) con vELy.

DiMoSTRAZIONE. 11 corollario & conseguenza del teorema precedente e
del fatto che se v€ L, la u data da (4.6) appartiene ad ), come si & os-
gervato pilt sopra e che &

(FLPE D, ) =(v,0) Need
onde F—' (P (&)u)€ P,.

TEOREMA 4.11. Se PePr, 1 <p < oo, h([P) > max(p, k(D) e g~ =
=p~ L — =1 con rE)k(P), k(D) n]p, o], allora per ogni h;j€ B! e qualunque

sia f€ N tale che f€ WP 2
I iy lley < e 151117 T

con p=yp;(r)—r=1 se yj(r)—r~1 <1 e con qualunque w€]0,1[ in caso
contrario.

DIMOSTRAZIONE. Dalla (4.6) segue

try 0 (@) = ] F=1 (6" — 1)[P (&) (@ — ¥) v () dy
En

onde il teorema & conseguenza del teorema 3.5 e del fatto che u ed f coin-
cidono quasi ovunque in E™.

TEOREMA 4.12. Se PePr, 1<<p < oo, k(P)<<p <h(P) allora ogni
SEN tale che f¢ Wp'p coincide quasi ovunque con una funzione continua su
E™ e convergente a zero all’infinito e quasi ovunque in E™ e per una qualunque
di tali f ¢

lf@l<cll/llp ¢ |df@|<clblIr]p
»

p

(3!) Rispetto alla eguaglianza quasi ovunque in E™.
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con un qualungue 1 €]0, min (y;(p) — p~% 1)[ e ¢ indipendente olire che da f
anche da h;€ B,

Di1MOSTRAZIONE. La prima affermazione del teorema & conseguenza del
teorema 4.10, del fatto che per il teorema 3.3 F—1([P(£)]~)€ L, e di un
noto teorema sulla convoluzione delle funzioni. Dalla (4.6) segue poi

|u (@) | < || F=1 (P &1 ||z, |

v =c|f .
Iy =<I71 o

La seconda affermazione del teorema & conseguenza del teorema 3.4 poiche

| iy w @) | < || Ay F=H (P ET e [l 0z, < e [P IF -
»

Utilizzando la (4.6’) si possono ottenere, nelle ipotesi del teorema 4.10,
risultati riguardanti le derivate di f. Proviamo qui come esempio il seguente

TEOREMA 4.13. 8¢ f€ N, f€ WP, k() <p <h(D) ed 8 & un multi-indice
di interi non negativi tale che 8 € Pop \ ||S.',';,, ove

n n
= N SEST s S.iai8<1—p-13a;€Pn
Dor acd (D) +7IJJJ£ p =3 4

allora DS f coincide quasi ovunque in E™ con wuna funzione continua e con-
vergente a zero allinfinito e quasi ovunque in E™ &

D@l <ellf]p

con ¢ indipendente da f.

D1MOSTRAZIONE. Da 8€ Doy \ ]D;',', ricordando il lemma 3.2 segue che

R(PSH="(P) e k(P5) < p. 1l teorema & allora conseguenza della (4.6') e
del corollario 3.7.
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