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IPERALGEBRE SU SCHIERE VALUTANTI

MARIO POLETTI ()

In un suo recente lavoro (cfr. n® 11 di [1]), I. Barsotti ha risolto il pro-
blema della specializzazione delle classi di isogenia analitica delle varieta
abeliane in caratteristica positiva. Pill precisamente vengono trovate condi-
zioni necessarie dei tipi di isogenia delle varieta abeliane ottenute riducendo
varietd abeliane di un assegnato tipo di isogenia. Resta comunque aperta
la questione se tali condizioni siano anche sufficienti.

La tecnica adottata nel citato lavoro utilizza elementi inerenti la teoria
delle iperalgebre definite su schiere valutanti, ed & suscettibile di generaliz-
zazioni alla teoria della specializzazione delle iperalgebre locali in generale.

I capitoli 1 e 2 del presente lavoro espongono i primi elementi delle
citate teorie, e ne riconducono lo studio a quello di opportune classi di
moduli. B a questo proposito da notare che C. Traverso ha studiato alcuni
agpetti della teoria della specializzazione dei moduli canonici (cfr. [3]); i le-
gami con tale teoria sono espressi in 2.6 e 2.7.

Nel capitolo 3 vengono determinate condizioni necessarie dei tipi di

isogenia delle iperalgebre locali ottenute riducendo iperalgebre locali di tipo
di isogenia assegnato (cfr. 3.2). La dimostrazione di 3.2 & presa a prestito
da I. Barsotti (cfr. 11.6, pg. 157 di [1]).
. Naturale conclusione del capitolo 3, avrebbe wvoluto essere la dimostra-
zione della congettura che le citate condizioni necessarie siano anche suffi-
cienti. Al riguardo non ho ancora risultati concreti. B comunque significa-
tivo il risultato di 3.7, che prova vera la congettura per quelle iperalgebre
locali aventi solo blocchi di pendenza 1.

Per i termini ed i simboli usati nel presente lavoro valgono le conven-
zioni esposte qui di seguito.

Pervenuto alla Redazione il 2 Luglio 1969.
(4) Lavoro eseguito nell’ambito dei Raggruppamenti di Ricerca del C. N. R.
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Col termine iperalgebre intenderemo gli enti definiti nel capitolo 3, punto
19, pg. 284 di [MA]. Quelle tra tali iperalgebre che sono anelli locali ven-
gono qui chiamate iperalgebre locali; si tratta quindi degli enti riferiti come
ipercampi in [MC]. Col termine di iperalgebre colocali indichiamo quelle iper-
algebre che sono duali di iperalgebre locali; tali enti in [MC], vengono
chiamati iperalgebre. '

Alle iperalgebre locali e colocali applicheremo la terminologia di [MC];
ad esempio le iperalgebre locali equidimensionali sono gli enti riferiti in [MC]
col nome di ipercampi equidimensionali, e in [MA] col nome di ipercampi
inseparabili.

Se A & un qualsiasi anello perfetto di caratteristica prima, indicheremo
con vect A l’anello dei vettori infiniti di Witt a componenti in A. Data
inoltre un’indeterminata ¢, indicheremo con T4 P’anello ottenuto considerando
il (vect A)modulo destro delle serie formali nelle potenze non negative di ¢
a coefficienti (a destra) in vect A, e ponendo at = tq™ (cfr. 1., pg. 308 di
[MC]); = & Pendomorfismo di Frobenius di vect 4.

Cid posto, se D & un’iperalgebra colocale su un corpo 1R, indichiamo
con YD il Tg -modalo canonico dei vettori canonici di Witt a componenti
in D (cfr. 55., pg. 504 di [MA|); tale modulo, in [MC], viene indicato con CD.

Se R & un’iperalgebra locale equidimensionale su ‘R, indichiamo con
CR il (vect 1R)-modulo canonico dei covettori canonici di R (cfr. 25, pg. 295
di [MA]). In questo caso, se D & liperalgebra colocale duale di R, VD @
un (vect R)-modulo canonico che risulta, come tale, duale di CR (cfr. b5,
pg. 504 di [MA].

CaritorLo 1.

LE IPERSCHIERE

4

In questo capitolo 1R & un corpo algebricamente chiuso di caratteristica
p 3= 0, R & un’iperalgebra locale di dimensione »n su R, e D & Diperalgebra
colocale duale di R. I coprodotti di B e di D saranno indicati con Pz, Pp
rispettivamente ; le coidentita di R e di D saranno indicate con ¢, ¢, ri-
spettivamente. In generale scriveremo semplicemente P in luogo di Pz, Pp,
ed ¢ in luogo di ¢ La dualita che lega D ed R sard indicata con
D xRSk

Indichiamo inoltre con @ una schiera valutante di 1R, e con [P, & ri-
spettivamente il primo massimo ed il corpo residuo di ®. Il corpo ¥ risulta
di caratteristica p, ed & algebricamente chiuso.

r' ¢p°
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1. Una sotto-@ -algebra chiusa H di R si dird una sotto-® -iperal-
gebra di R, se gode della seguente proprietd :

‘H31

1.1 ‘ PHCH ><g H (cfr. Pappendice di [2])

(eHg@.

Analogamente si definiscono le sotto- (@ -iperalgebre di D.

1.2 TEOREMA. Sia H una sotto-® -iperalgebra di R. Se H, come sotto-
O -modulo di R, é una ®-schiera di R (cfr. 1 di [2]), sussistono gli asserti
sequentt :
a) H* {cfr. 1. di [2]) ¢ una sotto-® -iperalgebra di D,
b)) RH = R, RH* = D,
c) H* = H,

) H*/PH* ¢ H/PH, rispetto al coprodotto ed alla coidentita indotti
o-iepettivamente da P, e, e P,,e¢,, sono iperalgebre su k-duali Vuna dell’al-
tra rispetto alla dualita indotta da H* < H->> ®,

¢) dato comunque un prolungamento algebricamente chiuso R’ di R ed
una schiera valutante ®’ di R’ che prolunge ®, allora ®’ =<9 H o <o H
risultano sotto- Q' -iperalgebre di R’ <g D, R’ ~<g R, duali Vuna dell’altra
rispetto alla dualiti che prolunga H* < H > ®.

Dim. Siano d,,d,€ H*. Siha (d, dy) o H=pu,(d, < dy) o H={(d, ><d,)o
oPr HE(d, > d,) 0 (II>“<_® H); u,, ¢ il trasposto di Pr. Essendod, c HC @,
dy, o Hc @®, si conclude che (d, dy) o HC O, ossia che d, d, € H*.

Siccome 1 0 H=e¢H c ® (cfr. 3.14, pg. 288 di [MA]), si ha che 1€ H*,

Sia d€ H*. Si ha (Ppd) o (H x<g H)=d o yR(H;®H)=d c HCO®; puy
¢ il trasposto di Pp. Allora Ppde{H ;® H)*, Siccome H & una @-schiera
di R si ha (HxgH)*=H"><gH"*; si conclude che Ppde H* g H*.

Siccome 1€ H, si ha infine eH* = H*o 1 € Q.

Le precedenti considerazioni provano I’asserto a); i rimanenti asserti
sono conseguenze pressoch® banali delle ipotesi e di a), C. V.D..

Tenuto conto di 3.1 di [2], se @ & archimedea, le sole sotto-®-iperal-
gebre di R verificanti le condizioni a), b), ¢), d), ¢) di cui nel precedente
teorema, sono quelle che risultano ©-schiere di R.

Sia H una sotto-®-iperalgebra di B che risulti una @-schiera di R. Al-

lora H/PH risulta un’iperalgebra locale di dimensione n su k se e solo esiste
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un sistema regolare (x)= (®,,...,&,) di parametri di R tale che H= @ {x]
(cfr. il capitolo 2 di [2]).

Tenuto conto della precedente oséervazione, una sotto-®-iperalgebra H
di R, che risulti una @-schiera di R, e tale che H /INH sia un’iperal-
gebra locale di dimensione n su k, si dird una ®-iperschiera di R. Una
sotto-@-iperalgebra di D si dird una ®-iperschiera di D, se risulta duale di
una ©-iperschiera di R.

Se H & una @-iperschiera di R, l’iperalgebra su k, H*/[PH*, in quanto
duale di H/[PH, risulta un’iperalgebra colocale.

1.3 LEMMA. Sia H una sotto-O-iperalgebra di R (risp.: di D). Posto
Ht= Rtn H = (ker eg) N H (visp.: Ht = Dt n H = (ker e;) N H) si ha
H=0 H*.

Div. E sufficiente osservare che se v € H, allora ex€ @ ex —ex € Ht,
onde r—=ex 4+ (x —ex) E®  Ht, C. V.D..

1.4 LEMMA. Sia H una ®-tperschiera di R, e sia d un elemento di D.
Sono equivalenti gli asserti:. '
a) de H*,
b) dH € H (cfr. 21., pg. 288 di [MA]).

DiM. a) => 1). Sia x € H; siccome H*o dz = H*d o x C H* o2z C O,
si conclude che dx € H** — H.
b)) =>a).Siha®D1odH=1do H=d o H; allorad€ H* C. V.D..

1.5 LeEMMA. Sia H una © iperschiera di R (risp.: di D). Si ha nH C H,
tH € H (cfr. 23., pg. 292 di [MA]).

DiM. Supponiamo che H sia una @-iperschiera di R. Siccome H e¢ H*
sono* moltiplicativamente chiusi si ha nH € H, nH* Cc H*,

Sia w€ H; si ha H* o tx = (nH* o 2" C(H*o 2 ' c®* ' = @. Allo-
ra tr € H*™ = H.

Analogamente si prova l’asserto per le ®-iperschiere di D, C.V.D..

1.6 LEMMA. Sia H una ®-iperschiera di D, e sia (dy,d,,..)€ VD. Se
d; € H per un opportuno j, allora d; € H per ogni i < j.

Dmm. Tenuto conto di 1.5, & sufficiente osservare che se ¢ << j allora
d; = ti—; d; (cfr. 5., pg. 351 di [MC]), C.V.D..
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1.7 LEMMA. Supponiamo R equidimensionale. Sia H una O-iperschiera di
R, e sia {.. ,®_y,x_;) € CR. Se x_; € H per un opportuno — j, allora x_; € H
per ogni — i < — j.

Dim. Tenuto conto di 1.5, & sufficiente osservare che se — ¢ << — j,
allora o_; = "~ z_; (cfr. 3.32, pg. 295 di [MA]), C.V.D..

2. In questo numero indichiamo con H una ®-iperschiera di R.

Una base strutturale di D (cfr. 4., pg. 338 di [MC)) i cui elementi siano
un sistema, certamente libero, di generatori di H* come ®-modulo, si dira
una base strutturale di H*. Tenuto conto che esiste un sistema regolare (x)
di parametri di R tale che H = @ {#], esistono certamente basi strutturali
di H*

1.8 LEMMA. Sia {d}, con h percorrente N*, una base strutturale di D, e
ne sia {xp) la pseudobase di R trasposta, Posto &, = X, (1), «0e y Xn == X, (n) (OVE
€ (1) = (i 5 ooy Oin)), 8T ha:

a) (&, ..., %) & un sistema regolare di parametri di R,
b) v, = x*, ove x* = aty ... aln,
¢) {dn) é una base strutturale di H* se e solo s¢e H= O |z, ,..., z,].

DiM. Sia a) che ¢) sono conseguenza di b). Quanto a b), si tratta di
dimostrare che dj o a4 ==Jy;.

Cominciamo col supporre che per un dato ¢ si abbia 1 <{ ;. In tale
caso 8i ha

dpo @ =djo (x;2' *0)=Pdp(r; <’ = (3 d, < dg)o (r;i < 2+ )=
r-+48=h

= 3 (Ao ) (dso i),
r4-s8=h

onde se h; =10 si ha dyoa'=0, e se 1<k si hadyo &'=dp—,(oat—*®.
. Cid posto, se esiste ¢ tale che h;<l;, si ottiene

i ; I—h; e (8
Qo 2t = dr_y ) 0 B~ W =gy i) 0 82D = = Qypiep o @' V=0,
Se per ogni ¢ si ha h;==1;, ossia 8e h =1, si ha
h—h )—...—h
dpoat=djo a* = dh_neq)—.. —hys(n) © & e (1) ne (W dye ¥ =101=1.

Se per ogni ¢ & l;<<h;, ed esiste j tale che l; <<h;, si ha dyoat=
=djjoa~t=dp_j0 1 =¢p(ds_) =0, dato che, essendo 0 < h —1, si ha
dy_ € D+, C.V.D..

14, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Per r =1, 2, ..., indichiamo con D 1a 1R-algebra costituita dagli ele-
menti di D che sono iperderivazioni r-speciali invarianti di R (cfr. 4., pg 342
di [MC], e 21., pg. 288 di [MA]), e poniamo D, = K & D}, Indichiamo poi
con D, il TR-modulo costituito dagli elementi di D che sono derivazioni in-
varianti di R (efr. 4., pg. 342, e 4.11, pg. 344, di [MC)).

1.9 LEMMA. Gli ®-moduli H*N Dy e H*N D,, conr = 1, 2, ..., sono liberi
e finiti. A

Dim Sia () = (¢, ..., %;) un sistema regolare di parametri di R tale
che H= @ {#]. Al variare di % in N", gli #* costitniscono una pseudobase
di R su R e di H su ©; gli elementi d, della hase strutturale di D tra-
sposta di {«*}, costituiscono una base strutturale di H™*.

Essendo D, ="1MRd, 1) D o @ RA, (n), 81 ha H*n D,= dd. a) D..6 Od, )
Essendo D, = @ ; Rd;, ove D indica la somma diretta estesa agli & tali
Che 0 <<h <<(p"—1,..,p*—1),8i ha H*n D, = P} Od,, C.V.D..

Un sottoinsieme X di una @©-algebra A, si dirda una p-base di 4, se i
monomi monici negli elementi di X, di grado minore di p in ciascun argo-
mento, sono un sistema libero di generatori di A come ®-modulo.

1.10 LEMMA. Sia {d*) con he N*, una base strutturale di H*, e siar >1.
Gli elementi d; ,, conj=1,..,n, ¢ i =0,..,1r—1 costituiscono una p-base
della ®-algebra H* N D,.

DiM. Siano d; i residui degli elementi d, nell’iperalgebra colocale
H*/PH*; {d;} & una base strutturale di H*/[PH*.

Essendo H*N D, = B, Ods, ove @4 indica la somma diretta estesa
agli b tali che 0<<h << (p" —1,...,p" — 1), ed essendo (H*/PH™), = D} kd}, ,
si ha (H*/PDH*),= (H* n D,)/P (H*n D,).

Siccome gli elementi d;;sm,' eon j=1,..,n, € i=Q,..,r —1, sono
una p base di (H*/[PH*), tenuto conto di quanto precede, di 1.9, e del lem-
ma di cui nell’appendice di [2], si ha l’asserto, C.V.D..

1.11 LEMMA. Stano d,,..,d, elementi di H* tali che:1) Pd; = 1> d; +
+ di>< 1, 2) i residui di d,..,d, siano linearmente indipendenti su k. In tale
caso 8t ha:
a) H*n DO = ®d1'@ o @ ®dm
b) se (2) = (2yy.e, %) & un sistema di elementi di H tali che 102; =0,
e oche d; o zj= &, allora (2) é un sistema regolare di parametri di R e si ha
H= 0 {z]
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DiM. Siano (2,,...,&,), {dx} come nella dimostrazione di 1.9. Per le ipo-
tesi poste, d,, ..., d, sono elementi di H*N D, i cui residui sono una base
del k-modulo (H*/PH*), = (H*n D,)/P (H*n D). Allora d,, ..., d, risulta un
sistema libero di generatori di H*N D, come @ -modulo (cfr. Pappendice di
[2]), come asserito in a).

Tenuto conto di a), e della dimostrazione di 1.9, esistono elementi
a;€Q@ tali che d; = a; d.q) 4 ... + @in dg(ny). Poniamo poi 2= w; + wjz, + ...
ve + @jn @y + Lj,con w; €Q, w;; €Q, ed L; somma di una sevie opportuna di
monomi di grado = 2 nelle z,, ey @y, 8 coefficienti in @.

Essendo loz =..=102,=0, 8i ha w, =..=w,=0, ed essendo
d; o 5= 8j, Si ha (a,)(w,)—1 = I. L’ultima relazione comporta che de? (w,.)
¢ unitd di @. Di conseguenza esistono elementi 1;€® tali che 42, + ...
vt 4 Ay 2n = ®; + M;, ove M; & somma di una serie opportuna di monomi
di grado > 2 nelle x,,..., ®,, a coefficienti in @ ; Passerto b)) ne segue
immediatamente, C.V.D..

1.12 LEMMA Sia {da), con 0h << (p"— 1,...,p" — 1), un insieme di
elementi di H* tali che: 1) dy = 1, 2) 1 residui di d, ), ..., d,(n 8tano linear-

mente indipendenti su k, 3) Pdy= 23 d,>< d,. In tale caso sussistono le¢ se-
r+48=h
guenti asserziont :

a) {di) é un sistema libero di generatori dello ®-modulo H*n D,,

b) esiste. un insieme {d;} di elementi di H*, con I né minore né uguale a
(Pr—1,0,p"—1) ed 1 << (pt1 — 1, ..., prH1 — 1), tale che (A1} U {di} verifichi
le condiziont 1), 2), 3),

¢c) gli elementi dy,d, sono un sistema libero di generatori di H* N D,y,
come ®-modulo.

Dim. Per 4.12, pg. 345 di [MC], {di} & una base del TR -modulo D, ;
allora {d,} ¢ un sistema di elementi linearmente indipendenti dello ®-mo-
dulo (libero e finito, d’ordine p™, per 1.10) H*n D, . Siccome {d,} consta
di p* elementi, ed i residui di tali elementi, per 4.12 di [MC], generano il
k-modulo (H*/PH*), = (H* n D;)/P (H* n D,), si conclude che {d,} & un si-
gtema libero di generatori dello ®-modulo H* N D, (cfr. appendice di [2]).

Utilizzando una base strutturale di H*, e tenendo conto della dimo-
strazione di 1.9, si ha che esiste un sotto-®-modulo libero B di H* tale
che H* = (H*n D,) @ B. Se quindi {b,,b,,...] ® un sistema libero di ge-
neratori dello ®-modulo B, si ha che {da} U{b;,by,..} & un sistema libero
di generatori dello ®-modulo H*. Sia {x:ju{y,,¥;,..] la pseudobase di H
su @, trasposta di {da} U {b;,Dy, ...}

Applicando 1.11 a (d, (1) y vs y s m) @ (X5 (1)yeee y @ m)y 8i ha H=O® {2, ... , ).
ove 8i & posto ;= x,;. Se {gx} & la base di H* su @ trasposta di {x |,
si verifica che per 0 <<h<<(p"—1,..,p" — 1) 8i ha g, = ds (cfr. la dim,
di 4.12 di [MC)), e che per (p" — 1,..p" — L)Z2l << (prt1 — 1, ..., p™ 1 — 1),



752 Mario PoLeTTI: Iperalgebre

gli elementi d; = g; verificano le proprietd richieste in ). A questo punto
I’agserto ¢) & congruenza di b) e di a), C.V.D..

1.13 LEMMA. Sia {dy}, con h€ N*, un insieme di elementi di H* tali
che: 1) dy=132) i residui di d,(y,..,d;n) siano linearmente indipendenti

su k;3)Pdy= 3 d,<d, Allora (d;} & una base strutturale di H*.
r48=h

Dim. L’asserto segue da 1.12, e dallessere H* — U (H*n D,), C.V.D..

r=1

3. Sia 06: ® — k lomomorfismo canonico. o determina in modo natu-
rale un omomorfismo, che indicheremo ancora con o, di Ty su tutto T;.
Il nucleo di tale omomorfismo risulta essere Tpy; ¢id permette di identificare
Tk con T@ /Tp .

Se M & un Tg-modulo canonico, un suo sotto-Tg-modulo N che risulti
dotato di un sistema di generatori costituenti un sistema minimale
di generatori di M su Ty, e tale che pN € tN (o equivalentemente tale
che aN € N), si dird un sotto-Tg-modulo canonico di M.

1.14 TEOREMA. Sia H una ®-iperschiera di R. Esistono allora vettori
canonici infiniti di Witt a componenti in H*; il loro insieme, che indichere-
mo con VH*, & un sotto-Tg modulo canonico di YD.

Esgistono basi strutturali iperesponenziali di D (cfr. 5.5, pg. 350 di [MC]),
che sono basi strutturali di H*,

H* ¢ generata, come ©-algebra, da 1 e dalle componenti degli elementi di

VH*.

Dim. (efr. 5.3, pg. 349 di [MC]). Tenuto conto di 1.12 e 1.13, la di-
mostrazione della seconda parte del teorema citato di [MC|, prova che esi-
stono elementi d;€ H*n D+, con i=1,..,n, e j=0,1,.., tali che le
By (d) = En, (dyo,dy1y oee) eoo Bhy (dngy dn1y.e.), al variare di A in N, siano
una bhse strutturale di H* Cid prova il secondo asserto.

Sia N il T'g-modulo canonico dei vettori cononici iperesponenziali a
componenti in D. Si ha che d, = (dy, dyy, )y ey Ay = (dngy dnyy +os), 8ONO
un sistema minimale di generatori di N. Sia N’ il Tgmodulo dei vettori
canonici iperesponenziali a componenti in H* (vettori certamente esistenti
essendo d,,..,d,€ N’). I ovviamente pN’ €t N”. Cid posto, previo passaggio
dai vettori iperesponenziali ai vettori di Witt, il primo asserto risultera
provato ove lo sia che N’ & come Tg-modulo, generato da d,,..,d,.
Questo & il caso, infatti: (i) Tenuto conto della dimostrazione del teorema
citato di [MC], e tenuto conto di 1.11, si ha che H*n Dy= ®d,, P ...

e @ Oy (if) S y = (¥, Yy , ) € N’, essendo Pyo= 1< yo-+yo 1, 6 ha
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che y,€ Dy, ed essendo y,€ H* si ha che y,€ H*nD,. Esistono allora
elementi wj ,..., wj, € T (possono essere scelti in molt (vect ®)), con j =0,1,...,
tali che:y — (wy, 4, + ... + won dy) = ty,), con yu€N’, y(l) — (w1 8y + ...

o+ w5 ,,)-— ty2), con Y. € N’y ete. Cid posto si ha y= 2 (woi + twys +

+ ? wyi 4 ...) di, ossia y€Tgd, + ... + Tg dn. Cid conclude la prova del
primo asserto
Siccome le Ej (d) sono una base strutturale di H*, risulta H* = @ [d;] ;
posto quindi d; = (diy, d};,...) = W (dy), risulta H* = @ [d}]. Siccome dj, ...
,dy sono vettori canonici di Witt a componenti in H*, il terzo asserto
risulta provato, C. V. D..

1.15. TEOREMA. Sia N un sotto-Tg-modulo canonico di VD, e sia H*
la sotto-©-algebra di D generata da 1 e dalle componenti degli elementi di N.

H* risulta una ®-iperschiera di D, ed é tra quelle Punica tale che VH* =
= N (cfr. 1.14).

Sia a4 ,...,d, un sistema (certamente minimale) di generatori di N come
Tg-modulo, ¢ di VD come Tg-modulo; siano inoltre di,...,d, i vettori le
cui componenti dj siano i regidui in H*/[PH* delle componenti dy; di d, , ..., dn.

Le componenti di d, ,...,d, sono una p-base di H* come O® algebra.

diy.eydy & un sistema minimale di generatori di Y (H*/PH?*) come Ti-
modulo canonico.

DiM. Per 5.3, pg. 349, e 5.1, pg 347 di [MC], si ha che {d;} & una
p-base della TR-algebra I). Siccome esiste una matrice quadrata ¢ d’ordine
n ad elementi in Ty, tale che (pd,,.., pdy)—1 = o~! (td, , ooy tdn)—1, 81 ha
che ogni monomio monico nelle d; & esprimibile come polinomio a coeffi-
cienti in @, nelle componenti di d, ,...,d,, di grado minore di p in ciascun
argomento.

Tenuto allora conto che H* = ® [d;], si ha che {d;} & una p-base di
H* come @-algebra. Quanto 'precede, tenuto conto (come si verifica facil-

‘mente sulla base della definizione di H*) che PH*C H*>g H*, prova che
H* & una sotto-@-iperalgebra di D, ed anche una ©-schiera di D.
Consideriamo adesso liperalgebra H*/[PH* = k [d},]; siccome (dyj} @
una pbase di H* su @©, si ha che [dij} & una p-base di H*/PH* su k.
Sia N’ il T, modulo (certamente canonico), ad elementi in vect (H*/PH™*),
generato da dj,..,d;. Siccome dj,,..,dn sono linearmente indipendenti
su k, si verifica facilmente (ma non banalmente) che N’/tN’ 22 k" ; ne segue
che la dimensione di N’, come T;-modulo canonico & n. Tenuto conto che
gli elementi di N’ sono vettori canonici di H*/[DH* e che H*/[PH* @ la
k algebra inviluppante libera di N’, da 5.3, pg. 349 di [MC], segue che
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H*/DH* & un’iperalgebra colocale i dimensione = su k, e che N’ =
= Y (H*/PH*). In particolare H* & una @-iperschiera di D.

Siccome dyg,...,d,, sono a residui linearmente indipendenti su %, e
Pdy=1>xdio+ diy <1, per 1.11 siha H*NDy=0d;; D ... ® Od,o. Dopo
di cid, come in (i7) della dim. di 1.14, si prova che VYH* & generato come
Tg modulo da d, ,...,d,. Cid prova che VH* = N.

Che H* sia la sola @-iperschiera di D tale che VH* = N, & adesso
conseguenza dell’ultimo asserto di 1.14, C.V.D.,

I precedenti 1.14, 1.15 provano che vi & corrispondenza biunivoca tra
linsieme di tutte le @-iperschiere di E e l'insieme di tutti i sotto-7\g-moduli
canonici di YD. Piu precisamente il corrispondente di una @®-iperschiera
H di R & il sotto-Tg-modulo canonico “VH* di YD, e la corrispondente
di un sotto-Tg-modulo canonico N di VD & la @-iperschiera di R duale
(su @) della sotto ®-algebra di D generata da 1 e dalle componenti degli
elementi di N.

1.16 CoroOLLARI10. Sia H una ®-iperschiera di R. Sia og« il semiomo-
morfismo naturale della O-iperschiera H* di I su tutta la & iperalgebra
colocale H*/PH*, ¢ sia o.)g+ il semiomomorfismo del sotto Tg-modulo canonico
VH* di VD, sul Timodulo canonico V(H*/[PH*), indotto da oy«. Sussi-
stono le sequenti asserzioni:

a) ooyg~ & su tutto V(H*/PH*),
b) ker Oopg* = Tn) (qu *)’

¢) V(H*PH*) = (VH")/T n(VH*), Visomorfismo essendo di Ty-moduli
canonici.

DiM. L’asserto a) & conseguenza di 1.15. Siano poi d, , ..., d, un sistema
minimale di generatori di VH*, come Tg-modulo, e di VD, come Tg-
modulo. E certamente H*N Dy = ®d,, B ... ® @ dy (cfr. il penultimo capo-
verso della dim. di 1.15).

Sia quindi d’ = (dy, d}, ...)€ ker oqyy~. Siccome Pdy = 1> do + dy < 1,
si ha che do€ H*n D,; tenuto quindi conto che og«(do) =0, si ha che
esistono pg, , ..., Pon € I, tali che do=p,, do, + ... + Pon don . Cid posto si ha
A — ({poy) 4y + - + {Pon} dn) =td(y) (OVe {a} = (a, 0, 0, ...)), con d,) € ker ocru.
Ripetendo per d;;, quanto detto per d’, si ha che esistono p,,,...,pi €D,
tali che dgy — ({p4} dy + oo + {P1a} dn) = td(z), con dy € ker 6cyg« . Cosi pro-
cedendo si prova che esistono elementi p;€[P tali che d’ = Zﬂ ({poi} +

1=1

+ t{pi} + ...) di. Essendo i coefficienti delle d; elementi di Tp, si ha che
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ker o+ € Ty (Y H*). Tenuto conto che ® certamente Tp (VH*) €ker gy,
Passerto b) risulta provato. L’asserto ¢) & conseguenza di a)e di b), C.V.D..

Il precedente 1.16 prova che se H & una ®-iperschiera di R, allora la
struttura della k-iperalgebra locale H/[) H & completamente determinata dal
sotto-T@-modulo canonico VH* di VD, essendo Y (H ""DH *) isomorfo,

come Tymodulo canonico, a (VH*)/Tgp(VH*).

CApITOLO 2

LE IPERSCHIERE NEL CASO EQUIDIMENSIONALE

In questo capitolo i simboli conservano gli stessi significati loro attri-
buiti nel capitolo precedente.

1. Un vettore di Witt v ==(v,,...,v;) a componenti in D, di lunghezza
finita 8§ + 1, si dira canonico se Pv=1<v 4 v < 1.

2.1 LEMMA. Sia v = (vy,.., V) un vettore canonico di Witt a componenti
in D, di lunghezza finita 8 + 1. Si ha:
a) v é prolungabile ad un elemento di VYD, ossia esiste d € VD tale
che dy =1y, e, dy==10,.
b) Sia H una O-iperschiera di R. Se tutte le componenti di v somo
elementi di H* (visp.: di [PH*), tra i detti prolungamenti di v ad elementi di
VYD, ve n’é almeno uno a componenti in H* (risp.: in PH*).

Dim. Sia d,,..,d, un sistema minimale di generatori di VD su T
e di YVH* su Tg (cfr. 1.14). Tenuto conto di 1.11 si ha che H*ND,=
=0d,D.. DOdu e che Dy=TRd;, D ... DRdy.

Se s =0, siccome Pv,=13%Xv,+ v,x<1, si ha v,€ D, nel caso a), e
v, € H* N D, (risp.: v, € P (H*N D)) nel caso b). Cid prova, tenuto conto
della dim. di 1.16, Passerto per s = 0.

Procediamo quindi per induzione su 8, supponendo l’asserto provato
per 8 =0,...,m — 1, e dimostrandolo per 8 = m.

Sia dunque v = (v, , ..., ¥;») un vettore canonico di Witt di lunghezza
m - 1, a componenti in D (risp.: in H*, in D H*). Per lipotesi di indu-
zione esiste un vettore canonico infinito di Witt, 1 = (1,, 4,, ...), a compo-
nenti in D (rvisp.: in H* in [PH?*), tale che 1,=1y,..,dm-1 = Vm—1
Poniamo (vy, .y Vm—1y Om) — (g ) ooy dm—1, dm) = (0 , 0, co) ¢ €D (rlsp..
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co € H*, ¢, € P H*). Siccome P (0, ..., 0,¢c,) =15 (0,...0, ¢;) 4 (0,...,0,¢,) < 1,
si ha che Pe¢, = 1 < ¢y 4 ¢, < 1. Allora, per quanto provato per s = 0,
esiste un vettore canonico infinito di Witt « a componenti in D (risp. :
in H* in PH"), tale che w, = ¢,. Cid posto, d = 1 4 t™ w & un vettore
canomico infinito di Witt a componenti in D (risp.: in H* [PH?*) tale che
dy = V5, e0e y iy = vy, C.V.D..

Per 8 =1, 2, .., indichiamo con ¢V, D il (vect TR)-modulo i cui ele-
menti sono i vettori canonici di Witt di lunghezza s, a componenti in D.
Indichiamo poi con g, Yomomorfismo di VYD su Y, D definito da g,(dy,d,, ..
w) = (dgy, .o, ds—1) ; 8i ha ovviamente ker o,=1t*VD.

Se H & una Q-iperschiera di R, definiamo il (vect ®)-modulo <Y, H*,
Pomomorfismo g,: VH* — VY, H*, il (vect k)-modulo V,(H*/PH*), e 'omo-
morfismo o,: V(H*PH*) — V,(H*/PH?*), in modo analogo a V,D e
0s: VD — VY, D. 11 nucleo di g;: VH* — Y, H* & t*VYH*; il nucleo di
0s: VHYPHY— V,(H*DH* & VY H*PH*.

Tenuto conto di 2.1, gli omomorfismi g,: VD — VU, D, o;: VH* —>
— V,H*, 0,0 V(H*IDH*)— V,(H*/PDH*), sono surgettivi.

2.2. LEMMA. Sia H una ®-iperschiera di R. Per ogni s =1, V, H* risulia
un (vect ®)-modulo finito. Inoltre V,(H*/PH*) = (V, H")/(vect ) (V,H*)

. .
Diu. Siano d,,..,d, come nella dim. di 2.1. Se d= X | X a; t"d,-),

j=1 \i=0
ove ogni a;€vect®, & un qualsiasi elemento di VH* si ha g,(d) =
n 8—1
=05 2 2 atid; -t d’), con d’ elemento opportuno di YV H*. Allora g,(d)=
j=1 $=0
n s$—1

= 3 3 aj;g,(t'd;). Tenuto conto della surgettivitd di o, YV, H* risulta
j=1 =0

generato, come (vect ®)modulo, dagli elementi g,(t'd;), con i =0,..,8 — 1,
ej=1,..,n ed & quindi un (vect ®)modulo finito.

Tenuto conto dell’asserto a) di 2.1 (applicato ad H*/[PH*), e dell’asserto
a) di 1.16, il semiomomorfismo naturale o,: V, H* — V,(H*/[PH*), risulta
surgettivo.

Se d’e Y, H* & tale che o,(d’)=0, tutte le componenti di d’ sono
elementi di [DH* Xsiste allora, per b) di 2.1, un d € VD con tutte le com-
ponenti in [PH?*, tale che g,(d) = d’. Tenuto conto dell’asserto ¢) di 1.16,

n
si ha che d = 3 ( 3 a;t'd;), con ogni a;€ vect . Con la tecnica usata nella
j=1 i=0
prima parte di questa dimostrazione si prova che d’= p,(d) € (vect P) (V, H");
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quindi ker o, € (vect P) (“V, H*). Tenuto conto che (vect P) (V,H*) € ker oy,
il secondo asserto dell’enunciato risulta provato, C.V.D..

2. Sia € un qualsiasi corpo algebricamente chiuso di caratteristica p,
e siano K, T rispettivamente gli anelli vect C, T¢ .

2.3 LEMMA., Un T-modulo canonico M é equidimensionale (cfr. 2., pg.
325 di [MC]), se e solo se e chiusura di un proprio sotto-K-modulo finito (cfr.
3.1, pg. 329 di [MC)).

Dim. Siano E, P rispettivamente la componente equidimensionale e la
componente periodica di M, cosicchée M = E @ P (cfr. 2.11, pg. 325 di [MC]).

Se I>= {0}, ossia se M & equidimensionale, M risulta un K-modulo §i-
nito e libero (c¢fr. 3.1 di [MO]).

Supponiamo adesso P == {0}. Sia H = Kz, 4 ...+ Kz; un sotto-K-modulo
finito di M. Se H fosse denso in M, posto z; = e;+ n;, con e;€ E, m;€ P,
allora Kn, + ... + Kn, sarebbe denso in P. Per 2.11 di [MC], P & isogeno
ad un opportuno L = M, o @D ... H M,, », onde si pud supporre che esista
»=0 tale che t* L& Pc L. Gli elementi di ¢ L risulterebbero allora
aderenti a Kn, + ... + Kng. Poniamo n;=m; ; + ... + 7,1, con 7€ M,j,m;
allora Kz, ; + ... + Kn,j risulterebbe un sotto-K-modulo finito di M, o cui
sarebbero aderenti gli elementi di ¢” M,j‘oo.

Consideriamo ad esempio j =1, e poniamo r, = r. Per 2.8, pg. 321 di
[MC], esiste un sistema minimale (x,,..,,) di generatori di M,  su T
tale che (a,,..,a;) (z,,...,%,)—; =0 se e solo se (a,,..,a,)=(b,,..,b):
«(—pI+1tJ), (ove T & la matrice identica, e J & la matrice aventi uguali
ad 1 gli elementi sulla prima parallela superiore alla diagonale principale,
e aventi nguali a 0 i rimanenti elementi), con b,,...,b, elementi opportuni
di T.

Posto y, = (1,0, ...,0), ..., ¥, = (0, ..., 0, 1), sia ¢ applicazione T-lineare
di IT'"=Ty, D ... 6 Ty, in M, », definita da oy;= ;. Il nucleo di o &
generato come 7' modulo da: — py, + tyy, ...y — PYr—1 + ty, y, — py, . Si ha
allora M, o 22 (Ty, B ... D Ty,)/(ker 6) = Tz, + ... + Tx,, ove x; indica adesso
sia immagine di y; tramite o, sia il residuo di y;. Risulta inoltre: px, =0,
10, = PXr_y y .0, t¥y = p&x, ; D€ segue M, o = Tx, + Ka, + ... + Kz, .

Dalle relazioni sopra trovate risulta che p™—i+! ;= 0. Cid posto, siano
J@ET, 4y,..., A € K, tali che f(t)x, +Ay®y+ ... 41, &, = 0. Allora f(t)y, +

+ Ay, + ... + 4. y, €ker o, onde esistono b, ,...,b, €T, tali che f(t) = — pb,,
hy =1tby — pby, ., Ay = th,_y — pb,. Si ha allora: p?b, = — pl, — tf (),
PPoy= — p*lg— tply— C f(t), . , p" by = — 1A — tp" 2y — oo — 2Pl —

— =1 f(t). Tenuto conto dell’ultima uguaglianza 8i ha: i, € pK, A, € p*K, ...
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ey A €pTIK, f(H)Ep™ T. Ne segue: f(t)a, =0, L, x,=0,..., 4, 2, =0. Si
conclude che M, o = Tu, @ Kz, P ... H Kz,, ove (P indica somma diretta
di K-moduli. Inoltre le considerazioni precedenti provano che Tz, = T/p'T,
Kx, > K/p™'K, ..., Kr, > K/pK, gli isomorfismi essendo: il primo di 7-mo-
duli, e gli altri di K-moduli.

Si prova facilmente che t—'x, = p—lx,; ne segue che se g =>r — 1,
si ha te M, o, € te—C—1 Ty, € te—0—D M, ,,. Si conclude che un sistema fon-
damentale di intorni di 0 per M, ., & dato dai ¢* Twx,, al variare di A.

Per i =1, .., s, poniamo w;= n;, = filt)x, 4 L s 2y + . + 4i,» 2,
con fi(t)€T, A;€ L. Allora, come gia detto, gli elementi di ¢ M, ., risulte-
rebbero aderenti a Kw, 4 ... + Kw,.

Se t"g @)z, = lim (4, n0; + +.. + @, nwz), con a;€ K, 8i ha ¢ g(t)a, =

n -—» oo

8 r 8
== lim (2‘ a;q fit)oe, + 2 X a,-y,./lj,hm,.). Allora, tenuto conto delle pre-
=1 j

n — o0

=2 j=1

r 8
cedenti osservazioni, per n elevato risulta = 3 a;, 4, 22=0, e 8i ha
h=2 j=1

8
quindi ¢ g(t)x, = lim X a; . [fj(t)x, . Si conclude che gli elementi di ¢T%,

n -+ oo j=I1
verrebbero ad essere aderenti a Kf, (t)x, 4 ... + Kf, (t) », .

Tenuto conto che Twx, > T/p* T, ove r == 0, posto 2= T/pT, e detti
i (B)y eeey f5 (2) 1 residui di f; (¢),..., f; (1) in 2, gli elementi di ¢ £ sarebbero
aderenti al sotto-C-module di £ generato da f\ (t), ..., fs (t}. Poniamo f/ (t)=
=a;¢+a ,t+ .., con a;€C.

Sia w,t* 4 w, t*t1 4 ..., con w;€ C, un qualsiasi elemento di ¢ Q. Per
quanto precede, dato comunque k=0, esisterebbero us i,...,un € C tali
che

(ay, » cee Qg y MU, 1 Wy

Ay, vph oo o Qg yph Mh, s Wh
Allora, per h =35, le s colonne (a; ,,..,0q; 45)-1, OVe ¢ =1,...,8, genere-
rebbero lo spazio vettoriale su C delle colonne ad s 4 1 componenti. Siccome
cid & agsurdo, si conclude che H = Kz, 4 ... 4+ Kz;non & denso in M, C.V.D..

3.

2.4 TEOREMA. Sia H una O-iperschiera di R. Sono equivalenti le asser-
zioni :
a) La kiperalgebra locale H/PH ¢ equidimensionale.
b) Il sotto-Tg-modulo canonico VH* di VD, é la chiusura di un pro-
prio sotto-(vect ®)-modulo finito.
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Sotto le ipotesi equivalenti a), b), dati elementi d,,..,d, € VHY*, 8 ha
che VH* ¢ la chiusura di (vect ®)d, + ...+ (vect ®)d,, se e solo se

Oy (g oo s 0, (dn) generano YV H*PH?*) come (vect k) modulo.

DIM. a) => b). Siccome H/DH & equidimensionale, YV {H*/[DH*) risulta
un (veet k)-modulo libero e finito (cfr. 3.1, pg. 329 di [MC]). Siano quindi
d,,..,d, elementi (certamente esistenti) di VH?*, i cui residui siano un
sistema di generatori di YV (H*/[PH*) come (vect k)-modulo.

Siccome o(d,), ..., o(dy) (qui o sta in luogo di o,),,.) generano V(H*/PH*)
su vect k, per ogni s = 1 si ha che gli elementi g;0 (d,) = 0,(0;d,), .. , @56 (dp) =
= 0,(psd1) (OVe o, & il semiomomorfismo canonico di V; H* su V,(H*/PH?¥))
generano YV, (H*/PH™*) (cfr. 1.).

Tenuto conto dell’ultima osservazione, e del fatto che Y, (H*/[PH*
> (V, H*)f(vect D) (V, H*) (cfr. 2.2), si prova facilmente (con il procedimento
usato nella dimostrazione del lemma di cui nell’appendice di [2]) che g,d, ,...
.oy 0sd)y & un sistema di generatori di <V, H* come (vect ®)-modulo.

Per ogni s =1, si ha quindi che g, ((vect ®)d, + ... + (vect ®) dp) =
= Y, H* = o, VH*. Si conclude che (vect ®)d, + ... 4 (vect ®)d;, & un sot-
to (vect ®)-modulo finito di VH*, denso in VH*; che VH* ne sia la chiu-
sura segue poi dall’essere VH™* chiuso.

b)=—> a). Siano d,, ..., d, elementi di VH* tali che (vect ®)d, + ... +
-+ (vect ®) d, sia denso in VH™*. In tale caso, (vect k) o (d,) 4 ... + (vect k) o (d})
& un sotto-(vect k)-modulo finito di V(H*/PH?*), denso in YV(H*/PH*;
tenuto conto di 2.3, c¢id comporta che il T;-modulo canonico VY (H*/PH™)
¢ equidimensionale, e quindi che tale risulta la k-iperalgebra locale H/[DH.

Consideriamo adesso il sotto-(vect k)-modulo L = (vect k) o (d;) 4 ... +
+ (vect k) o (dy) di <V (H*/PDH*). L, rispetto alla topologia naturale di
(vect k)-modulo finito e libero, risulta completo. D’altra parte tale topologia
coincide (come si prova facilmente) con quella indotta in L da VYV (H*/[PH*).
Tenuto quindi conto che L & denso in VY (H*/PH*), si ha L = V(H*/PH*),
«C.V.D..

2.5. CorOLLARIO. Sia H una O-iperschiera di R. Se R non é equidi-
mensionale, allora anche H/IPH non é equidimensionale.

Dim. Se H/ﬂﬁ fosse equidimensionale esisterebbe, per 2.4, un sotto-
(vect ®)-modulo finito, M, di VH?*, denso in VH*. Allora (vect IR) M sarebbe
denso in (vect IR) VH*. Tenuto conto che VH* & un sotto-T\g modulo ca-
nonico di VD, si ha che (vect R) VH* & denso in YD. Come consegnenza
si concluderebbe che il (vect R) modulo ftinito (vect IR) M sarebbe denso in
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YD ; tenuto conto di 2.3, cid & incompatibile con l’essere R non equidi-
mensionale, C.V.D..

Tenuto conto di 2.5, se R non & equidimensionale, pure non equidi-
mensionali sono le iperalgebre locali ottenute riducendo le eventuali ®-iper-
schiere di R. . -

Se R & equidimensionale, tenuto conto di 2.4, vi & corrispondenza biu-
nivoca tra linsieme di tutte le ®-iperschiere di K con residuo equidimen-
sionale, e linsieme di tutti i sotto-Tg-moduli canonici di VD che sono
chiusure di (vect ®)-moduli finiti (cfr. 1.14, 1.15).

2.6 TEOREMA. Sia H una ©-iperschiera di R tale che H/[PH sia equi-
dimensionale (nel qual caso anche R é equidimensionale). Sussistono le asser-
ztont seguenti :

1) codim R < codim H/PH.

2) Sono equivalenti gli asserti: a) Le codimensiont di R e di H/ﬁ
coincidono ; by VH* & un sotto (vect ®)-modulo libero di VD, il cui ordine
su vect ® coincide con Vordine di VI su vect R.

3) Se codim H/[DH = codim R, dati elementi d, , ..., dy€ VH*, si ha
che oqpge dy, ..., 00)g~ dy & una base di V(H*/PH*) su vect k, se e solo se
dyy..,dp & una base di VH* su vect ®. In tale caso d,...,d; & anche una
base di VD su vect 1R.

4) 8¢ codim H/[NH =codim R, si haV(H*/[)H*)22(VH*)/(vect P)VH*),
Disomorfismo essendo di (vect k)-moduli canonici (cfr. 16, pg. 277 di[MA].

Dim. 1) Sia hPordine di Y (H*/PH*) su vect k, e siano d,, ..., d, ele-
menti di VH* tali che o(d,), ..., 0 (ds) sia una base di V(H*/[PH*) su vect k.
Per 2.4 si ha che (vect ®)d, + ... + (vect ®)d, & denso in VH*. Ne segue
che YD = (vect R) d, + ... + (vect RR) d; (cfr. la dim. di 2.5, e I'ultima parte
della’dim. di 2.4). Allora Vordine di VD su vect |k o minore o uguale
allordine di VY (H*/[DH*) su vect %, ed essendo dim R = dim H/PH, si ha
codim R < codim H/[DH.

2). Sotto ipotesi a), essendo dim H/PH = dim R, Pordine di VD su
vect TR coincide con lordine di YV (H*/[PH*) su vect k. Cid comporta, nella
terminologia della dimostrazione di 1), che VD = (vect R) d, P ... D (vect R)d,.
Allora la somma (vect ®)d, + ... 4 (vect ®) d, & diretta. Come conseguenza,
(vect @) d, B ... P (vect ®) di, che & denso in VH*, & chiuso in VYD. Allora,
essendo “VH* chiuso in VD, si ha VH* = (vect ®)d, D... D (vect ®) dy,.
Quanto precede prova che sotto Iipotesi a) sussistono gli asserti b) e 3).
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Supponiamo adesso che sussista 1’asserto b). Sia quindi w,, .., w; un
sistema di elementi di YH*tali che VH* = (vect ®) w, @ ... P (vect ®) w; .
Per le ipotesi poste, ed essendo VYD = (vect R)(VH"), si ha che VD =
= (vect R) w, B . . D (vect R) w;. Come prima conseguenza si ha che (VH*)n
N (pVD)=pVH*. Si osservi poi che esiste » =1, tale che ¢ VH* Cp VH*;
infatti, essendo VD un Tg-modulo canonico equidimensionale, esiste r =1
tale che ¢ YD € pVD, e allora ¢t VH* € (VH*) N (pVYD)==pVH*. Cid po-
sto, sia 1: VYH* — (VH*)[(pVH*) = Ol (w,) & ... B O (w)) il semiomomor-
fismo naturale. Essendo A(¢&" VH*)=0, ed essendo “VH* un Tg-modulo
finito, si ha 1 (TpVH*) = 1 (vect P) (VH™). Sia quindi d€ TpnVH*; esiste
dis)€ (vect ) VH* tale che d=du+ pdy, con pdy) € T VH*. Siccome il
residuo di pd{;) in V(H*/[PH*) & nullo, e V(H*/PH*) & un Tymodulo
canonico equidimensionale, si ha che il residuo di djy, in YV (H*/PH*) &
nullo, ossia che dj€ TDCVH*. Operando su d{;; come su d, si ha che esi.
stono d € (vect ) VH*, djy € T VH*, tali che d{) = dg + pdj,; allora
| = d(y) + pd) + p* diz,. Cosi proseguendo si prova che d & limite di una
successione di elementi di (vect[p) VH*. Siccome (vect [p) VH* = (vect P)w, &
D ... D (vect P) w; & ovviamente chiuso in VD, si ha che d € (vect [p) VH*.
Allora Ty “VH*C (vect[P) VH*, ed essendo ovviamente (vect [P) VH*C Ty VH*,
risulta Ty VH* = (vect.p) VH*. Quanto precede prova in primo luogo che
gotto Dipotesi b) sussiste D’asserto 4) (cfr. 1.16). Inoltre, risultando
VH*/PH *) X(VH*)/(vect P) (VH*)=((veet®) w, D... D (vect ®) wy)/(vect P)w, D
D ... D (vect P) wy), s8i ha che Vordine ! di VYD come (vetec TR)-modulo cano-
nico coincide con l'ordine di <V (H*/PH*) come (vect k)-modulo canonico, da
cui segue a), C.V.D..

2.7 OSSERVAZIONE. Sia R equidimensionale; nel qual caso VYD é un
(vect TR)-modulo canonico. Sia N un sotto-(vect ®)-modulo libero di VD, il cui
ordine su vect O coincida con quello di VD su vect '[R. Sono equivalenti gli
assertt :

1) N ¢ uu sotto-Tg-modilo canonico di VD,
2) (veet R) N = VD, tNC N,aNC N, N/tN é un ®-modulo libero.

Sotto le ipotesi equivalenti 1), 2), si ha: a) NN pYD =pN, NnitYD =
=tN, NN aYD = alN ; b) Vordine di N/tN su @ coincide con la dimensione
di YD come T'g-modulo canonico, ossia con mn.

Dim. Sotto l’ipotesi 1), per 1.15 esiste una @-iperschiera H di R tale
che YH* = N. Per 2.4, H/]l_)_E risulta equidimnensionale. Tenuto conto di
cio, il secondo e terzo asserto di 2) sono ovvii, il primo & stato provato
nella dimostrazione di 2.6, il quarto & conseguenza dell’essere N/IN =
= (VH"/t (VH*) X2 H*n D,, e di a) di 1.11.
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Supponiamo adesso che sussista 2). Siccome (vect TR) N= VD, e inoltre
N @& libero su wvect ©, e ha su vect ® Yordine che YD ha su veet R, si
conclude che N & chiuso in YD; gli stessi motivi comportano anche che
NnpYD = pN. Tenuto conto di cid, e dell’essere tN € N, si ha poi che N
¢ un sotto-T'g.modulo di VD. E certamente tN € N ntVD. Se poi td€ N,
essendo =N € N, si ha pd =ntd € N, e quindi (essendo N n pYD = pN, ed
essendo VD un (vect TR)-modulo canonico) si ha d€ N. Allora N ntYD C tN,
onde N N tYD = tN. Analogamente si prova che N NnYD = aN. Cid posto
si ha N/tN = N/(Nnt VYD) X (N + tVD)/t VD ; siccome N/tN & un ®-mo-
dulo libero, tenuto conto di quanto precede, si ha che esso risulta iso-
morfo ad un sotto-®-modulo libero del fR-modulo VD/tVD. Ne segue che
ordg NIN< dimg VD[tVD =n. Si verifica poi immediatamente che se i resi-
dui di una famiglia di elementi di N generano N/tN su @, allora tali elementi
generano N su Tg. Cid posto, N ammette un sistema di generatori su Tg
avente per cardinalitd ordg N/tN. Siccome & VD = (vect IR) N = T'g; N, si ha
che YD ammette un sistema di generatori su T'g di cardinalitd ordg N/tN.
Allora & necessariamente n << ordg N/tN, e quindi n = ordg N/tN. Si conclu-
de che N ammette un sistema di generatori su Tg di cardinalitd n, che, per
I’ essere YD = T'y N, risulta anche un sistema minimale di generatori di
YD su Tg. Cid prova che N & un sotto-Tg-modulo canonico di VD.

Quanto precede prova anche che 2) comporta a) e b), e quindi 1’asserto
risulta completamente provato, C.V.D..

Se R & equidimensionale, tenuto conto di 2.6 e di 2.7, vi & corrispon-
denza biunivoca tra:

(i). Yinsieme di tutte le -iperschiere H di R tali che H/i)_ﬁ sia
equidimensionale e che codim H/ﬁgf[ = codim R,

(ii). Pinsieme di tutti i sotto-(vect ®)-moduli liberi N di VD, il cui
ordine su wvect ® coincide con Vordine di VD su wvect TR, tali che
(veet R)N = VYD, tN € N, aN € N, e che N/tN sia un ®-modulo libero.

Tenuto conto di 4) di 2.6, se H & una @-iperschiera di R del tipo
descritto in (i), allora la struttura della k-iperalgebra locale H/TI')—I?I e
determinata dal (vect ®)modulo VH?* essendo <V (H*/[PH*) isomorfo a
(VH™*)/(vect ) (VH™*) come (vect k)-modulo canonico.

CariToro 3

LA SPECIALIZZAZIONE DELLE IPERALGEBRE
LOCALI EQUIDIMENSIONALI

In questo capitolo i simboli conservano gli stessi significati loro attri-
buiti nei due precedenti capitoli, con l'unica variante di supporre equidimen-
sionale Viperalgebra locale E.
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1. Sia H una @ iperschiera di R tale che H/[D—H risulti equidimensio-
nale. Poniamo M = VYD, N = @R, M’ = VY (H*/PH*, N’ = C (H/PH).

I moduli canonici (rispettivamente su wvect 1R, vect k) M, M’ sono privi
di blocco di pendenza 1, ed N, N’ sono privi di blocco di pendenza O (cfr.
4., pg. 122 di [1).

M ed N, M’ ed N’ sono duali, rispettivamente come (vect TR)- moduli ca-
nonici, e come (vect k) moduli canonici (cfr. 55., pg. 504 di [MA]).

Dati interi mon negativi h, !, indicheremo con 1 (M; h, l) la lunghezza
del (vect TR)-modulo M/(t* M -} a' M). Significato analogo hanno i simboli
AN hy1), A(M"; by 1) A (N5 hy ).

3.1 LEMMA. Dati comunque interi non wegativi h, l, si ha 2 (M; ky 1) =
=AN; Lk, AM";hyl)y=24(N";1, 1)

Dim. L’asserto dipende solo dal fatto che M ed N, M’ ed N’ sono duali.
In quanto segue M, N indicano quindi due qualsiagi (vect fR)-moduli canonici
duali tramite una dualitdh M < N —> (vect R).

Siano WM, N 1le estensioni di M, N su biv IR, cosicché W, N sono
(biv TR)-moduli canonici duali rispetto all’estensione della dualitd intercorrente
tra M ed N (cfr. 18, pg. 281 di [MA]. Indichiamo poi con w lordine
comune di M ed N.

L’applicazione L — L* = {x/x € W, L o x € (vect )}, d4 una antisimi-
litndine dell’insieme dei sotto-(vect WR)-moduli di 9 di ordine w, su tutto
Iinsieme dei sotto-(vect 1R)-moduli di 9 di ordine w.

Tenuto conto di quanto precede, del fatto che M* = N, e che (t* M +
+ A M* = (n~*N)n(t—' N),siha: A (M; k1) = lungh M|t* M 4+ »* M) =
= lungh (t* M + n* M*/M*= lungh (x* N)n (¢~ N))/N = lungh a—* N/N —
— lungh a=* N/((n~* N) o (t—' N)) = lungh n=* N/N — lungh (n~* N +
~+ ¢t N)/t—' N = lungh N [a* N — lungh (¢ N + z* N)/a* N = lungh N /n* N —
— lungh Nja* N + lungh N /' N + a* N) = 1(N; 1, k), C. V.D..

3.2 TEOREMA. Dati comunque interi non negativi h,l, si ha A (M; h, l) <
< A(M’; R,y 1), o equivalentemente (tenuto conto di 3.1) A (N ; h, l) << A (N’ h, ).

Dim. Tenuto conto di 3.1 & sufficiente provare la seconda disuguaglianza.

p* ¥k il grado del’immersione di t* N ++ n' N in N (efr. 17., pg. 279
di [MA]).

Da 3.41, pg. 304 di [MA], risulta che V'applicazione § — CS dell’in-
sieme delle sottoiperalgebre locali di R sull’insieme dei sotto-(vect 1R)-moduli
canoniei di N, & bigettiva. Allora t* N 4 n' N = CR’, ove R’ indica la sot-
toiperalgebra locale di R che & la chiusura di ¢* R 4+ ='R.
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Per 3.42, pg. 305 di [MA], p*@¥:hl  essendo il grado dell’immersione

e quindi con la dimensione del TR-spazio vettoriale (R’)* Rt = D, nN D,
ove D, ; = ((th R)+ R\, D, = ((nl R)"’)l .

Sia (r) = (%, , ... , #,) un sistema regolare di parametri di R tale che
H = @ («]. Poniamo 2’ = 2 "™ = gl .. &in; gli " costituiscono una
pseudobase di R su 1R e di H su ®.. Siano poi d, gli elementi della base
di D su TR trasposta della pseudobase {2*}; i d, costituiscono una base an-
che di H* su ©.

Posto z = (p! — 1,..., p* — 1), posto t"z; = X a; ; «* (si osservi che

8

ogni a; , € ®), tenuto conto che D, ; = D; (cfr. 2. del capitolo 1), una veri-
fica banale prova che d€D, , N Dy, (risp.: d€(DyaNDy )N H*) se e solo

se d =3 a,d;, ove gli a, sono elementi di R (risp.: di @) tali che per
8z

r<<zedi=1,..,n 8i abbia 2 a;,—, a,=0.
rs<ssz

Si ha allora che (D, N D) N H* & un ®-modulo libero finito, la cui
estensione su 1R ¢ D, »n D,,;, avente ordine su @ uguale alla dimensione
di D, ,N D, ,; su R (cfr. Pappendice).

Tenuto conto di quanto precede e del fatto che gli a; i €®, posto
D n = ((¢* (H /DH )+ (H/DH)*, D= (= (H/PH)* (H/PH)), si ha che i
residui degli elementi di (D, N D, ;) N H* costituiscono un sotto-k modulo
di Dy, » N Dy, di dimensione su k uguale alla dimensione di D, , N D, ; su K.

Siccome la dimensione su %k di Dy N D, & p* Nk b (cfr. Pinizio di
questa dimostrazione), si conclude che A(N;h, ) <1 (N’;h, 1), C. V.D..

Siano g, g’ le funzioni codimensionali di M, M’ (cfr. 4., pg. 122 di [1)).
Il precedente 3.2, tenuto conto di quanto stabilito dal 4.2, pg. 124 di [1],
comporta che per ogni razionale f, tale che 0 << f < 1 si abbia:

3.3 3 [a(l—ayt—p(l —prilg (@) < 2 e = == @

as A

(cfr. 11., pg. 151 di [1]). La relazione 3.3 da condizioni necessarie sulla fun-

zione codimensionale ¢’, e quindi sulla classe di isogenia di H/[PDH.
La condizione 3.3, pud essere scritta in una delle due seguenti forme

equivalenti (cfr. 4 di [1]):
3.4 dimg M’ — dimg M = B (1 — B)~! (codimg M’ — codimy M),

3.5 dimg M’ — dimg M = B (ordg M’ — ordg M),
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valide per ogni razionale f, tale che 0 << g < 1. Qui dimg M’ indica la
dimensione del (vect k)-modulo canonico che & somma dei blocehi di M’
aventi pendenza << 8 (cfr. 4. di [1]), e significati analoghi hanno i rimanenti
simboli.

2. Sia R’ un’iperalgebra locale equidimensionale su % (di cui indichiamo
con D’ Dliperalgebra colocale duale), della stessa dimensione di R.

Se la funzione dimensionale ¢’ di R’ (ossia la funzione codimensionale
di YD’) verifica rispetto alla funzione dimensionale g di R la condizione
3.3, non & detto che esista una @-iperschiera H di R tale che le iperal-
gebre locali R’ ed H/[PH siano isomorfe.

Ad esempio, per R= R, <R, R' = R,3 (cfr. 26., pg. 297 di [MA]),
le funzioni g, g’ verificano 3.3. In tale situazione pero, essendo VD = N, ,
DNy, VD' =N, si ha A(VD;1,1) =2> A (VD" ;1,1) = 1. Per 3.2
non puod quindi esistere alcuna ©-iperschiera H di R tale che R’ > H /m

Resta aperto comunque il problema se esista un’iperalgebra locale
equidimensionale (definita su un opportuno corpo 1R’) di funzione dimen-
sionale ¢, dotata di una iperschiera (definita su una opportuna schiera
valatante ® di TR’), il cui residuo sia un’iperalgebra locale equidimensio-
nale di funzione dimensionale g’. Nel caso dell’esempio citato la risposta &
affermativa ; si pud infatti provare che se TR ha trascendenza assoluta tran-
sfinita, esiste una schiera valutante @® di 1R, ed una @-iperschiera H di
R, , tali che H/PH =2 R, (cfr. il successivo 3.7, e le considerazioni
relative).

Il numero seguente tratta un caso particolare, ma abbastanza signifi-
cativo, del problema citato.

3. Compito di questo paragrafo & provare che non appena TR ha tra-
scendenza assoluta transfinita, specializzando opportunamente 1R si possono
ottenere da R, , iperalgebre locali equidimensionali, di dimensione =, di
tutti i tipi di isogenia.

3.6. LeMMA. Sia (s, r) una coppia di interi non negativi tali che: o(s,r) =
= (0,1), 0 (8,7) =(1,0), o s ed r sono positivi ¢ primi tra loro. Sussistono le
asserzioni

a) Sia x 5= 0 un elemento del (vect k)-modulo canonico N, ,. Se z,v
sono interi mon negativi tali che t* x = n°x, esiste A tale che 2z = s, v = Ar.

b) Sia y =0 un elemento di un (vect k)-modulo canonico N, tale cle
tty =a"y. Allora il sotto-(vect k)-modulo canonico di N generato da y & iso-
morfo ad N, , .

15. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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DiM. a). Se (s,r)=(0,1) oppure (s,r)=(1,0) DPasserto & pressoche
immediato.

Supponiamo quindi 8,r positivi e primi tra loro. In tale caso, posto
K =vect k, siha N, , = Kt*'y D ... ® Kty D Ky @ Kay D ... @ Ka"ly, con y
elemento opportuno di N, , (cfr. 18., pg 281 di [MA]).

Poniamo Y = (#y,...,ty,y, 2y, ... , A" "'y)_; , ed indichiamo con C;, C,
le matrici legate a t e n, tramite la base Y, ossia le matrici tali che tY = C, ¥,
n¥Y=20C,Y. .

Sia @ il sottogruppo del gruppo lineare di ordine s -4 r sul corpo
razionale (), generato da O, C,. Siccome C,(C,=pl= 0,C;, @ risulta
abeliano. Di conseguenza se M = (my)€ @, si ha O; M(C,= pM. Uguagliando
le espressioni di C, MC; e di pM, si ottiene che:

1) per 2<<i<<s-}1, 8i hav (M 5y eery My o1 3DMi 5 4 2y00 g DM 543 PM, )=
= (Mg 1y ey M 1,53 Mim s 1y ooy Mim s e — 15 Mi—1,0410) 5

2) per s-2<i<Ts+r, 81 ha (Mg gy ey My g 15Mi g2 5 vee s, g 455 My, )=

= (P 1,1 e g P18 Mg g1y e g Mi— 1 gpr—1 5 M1, a47)3

3) peri=1,80 ha(My g,.eyMysp13M1 g2y ey My 5495 My 1) =
= (PMgpr,1yeee y PMgr gy Mg gor, g1y 000y My tor s 4r—13 Metor, a4r)

Ne segue che ciascuna riga di M determina le rimanenti; se quindi
M, N sono elementi di G aventi una riga di ugual indice in comune, si
ha M = N.

Si verifica che la prima riga di CI™" & (p’,0,..., 0). Per quanto precede
si ha che i7" =p' I = (), C}, e quindi che Cf= (.

§iano Gy, G, i sottogruppi di G generati da C;, C,, e sia H=
= G, N G,. Siccome C;= C,€ H, si ha H == (I}, onde H & certamente ciclico
infinito ; inoltre, essendo s ed » primi tra loro, si ha che C{= C, & un ge-
neratore di H.

Poniamo adesso = (4, , ..., s4,) Y = aY. Essendo t*x = n’x, risulta
@ Ci=a" C..

Siccome z == 0, esiste i’ tale che a; == 0. Si verifica poi che le matrici
Ci, C,. hanno le righe del tipo (0,..,0,p*,0,...,0), e le colonne del tipo
(0y .0y 0, p#, 0, ..., 0)_; . Poniamo Ci= (t;j), Oy == (my), e sia j’ tale che ¢; = 0.
Si deve avere 0 == oyt p= af g y; appurato cid, e tenuto conto che ¢y
e @y sono potenze di p, se fosse tyjy = myy, 8i avrebbe ay = 0. 8i con-
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clude che C; e C, hanno la ¢-esima riga in comune, e quindi che si ha
¢l = C,. .
Tenuto conto che ¢f = (, & un generatore di H, e che C;= O, € H,
si ha che esiste 1 tale che C;= Cl = C}’ = C¥, onde z =i, v = ir.
b) Questo asserto & conseguenza di 3.1, pg. 278, e di 3.5, pg. 282
di [MA], e di a). C.V.D.. '

3.7. TEOREMA. Sia n un intero positivo, e stano (r;, s;), per i =1,..,h,
coppie di interi non negativi tali che r, - .. + vy =mn, e che: o (r;, 8) = (1,0),
oppure v; ed §; sono positivi e primi tra loro.

Se R ha trascendenza assoluta transfinita, esistono wna schiera valutante
(sceglibile archimedea) @ di R (di cui indichiamo con [P il primo massimo e
con k il corpo residuo), ed una O-iperschiera H di R, o, tali che H/PH sia
isomorfa alla k-iperalgebra locale ><; R, .,

DM, Tenuto conto di 26., pg. 297, 55., pg. 504, 3.6, pg. 283 di [MA],
e di 1,14, 1.15, & sufficiente provare che il (vect 1R)-modulo canonico N, ,
ammette un sotto-7® modulo canonico N tale che N/Tp N sia isomorfo al
(vect k)modulo canonico @; Ny, v, (cfr. 1.16). Per questo & sufficiente provare
che ® @& sceglibile in modo che, per ¢ =1,...,h, Ny, ammetta un sotto-
-Tg-modulo canonico N; tale che N.-/TDN.- gia isomorfo al (vect k)-modulo
canonico N, r .

Per le i tali che s; = 0, comunque sia data la schiera @, un N; con
le proprietd dette esiste ovviamente. Possiamo quindi dimostrare 1’asserto
supponendo §; == 0 per ogni i.

Ci limitiamo a dare la dimostrazione per h = 1, essendo la dimostrazione

del caso generale ottenibile da questa tramite considerazioni pressoccheé
banali.

Poniamo quindi »,=vr, s,=s, e inoltre N, , == (vect R) & D ... P (vect KR) &,,
ove per i=1,..,r si ha (vect KR)& X2 Ny, ,, e quindi ¢ = p&;, n&=¢&;.

Siano y, , ...y, €vect R, tali che le y; siano albebricamente indipendenti
sul sottocorpo fondamentale C di’[R (tali elementi esistono certamente essendo
TR di trascendenza transfinita su O), e sia &=y, & + ... + ¥ &

Esistono certamente, e sono univocamente determinati, elementi a,, ..., a,
di vect 'R, tali che n"é=ay,é -+ a,né 4 ..+ a,_y 2"~ & 4 °F, in quanto
elementi tali che

s Ay, =a ¥ + a7y, + .. + a2ty ty,

? A Y, =ayYr + @, Yy + ... + G2y, 4 0y,
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Le componenti ay; di tali ay,...,a,—; sono una base per la trascendenza di
Cyjfi=1,..,7;0<j) su C.

Per provare l’ultimo asserto, & ovviamente sufficiente dimostrare che
per m=0,1,.., le a3 con A=0,..,r—1, e 0<j<m, sono una base
per la trascendenza di C,, = C Wi/t =1,..,7; 0 <<j<<m)sn C. Dimostriamo
quindi per induzione su m questo asserto :

Per m =0, le @y, ¢, ...y, Sono tali che

P pr1 "

Y1,00 Yij0 = Y10 %o, 0 Y10
7r—1 7

Yr,0s U0 UZs @r-1,0 @2

B allora ovvio che ag g, ..,d—1,0€C,. Inoltre essendo, per i=1,...,7,

@ o Ys o+ @ Y2+ o + ar_,’oygf'o‘l=y}"";), si ha che O, & algebrico su
O (@, ¢y +er s @r—1,0). Tenuto conto che la trascendenza di C, su C & r, 8i ha
Passerto per m = 0.

Supponiamo quindi ’asserto provato per m = 0,...,1 — 1, e dimostria-
molo per m =1, .

Gli elementi a,,;,...,a,—;,; Sono tali che

1 4r—1
P P
_1/1‘0... -'/1,0 Ay, ¢ Xy, 1
. . . . . . - . ’
] Hr—1
yry - yry Qr—1,1 X,y

15 0 l r—1 . .
=P — P —. — a? P . .
ove xy, =y, al, ?/'., [ ar Y& + wy i, con gli w,; elementi

opportuni di €, .

Che ay i, .., ay—;,; siano elementi di C;,, & ovvio. Inoltre risulta
Ci—1 (@0, 15 e y By, ) = Ci1(®1, 1y, ®,,); allora, essendo x;,,..,%;,, alge-
bricamente indipendenti su C;—;, si ha che ag;,..., a,—;,; sono algebrica-
mente indipendenti su C;,_;. Un computo banale di trascendenze assicura
allora il sussistere dell’asserto.

Sia quindi ® una qualsiasi schiera valutante di TR tale che ogni ay; € P
(tenuto conto di quanto precede, una tale schiera esiste certamente e puo
essere scelta archimedea).

Sia N il sotto-Tg-modulo di N, , generato da &, né,..,n""1&, e sia H
il sotto-(vect ®)modulo di N, , generato da t*&, ..., & né, ... ,a™1& 8i ha:

a) N é un sotto-Tg-modulo canonico di N, ,. Infatti, essendo =n"¢ =
=ay¢ 4 ... 4 @y 2™ & 4 14, si ha che N & chiuso rispetto a = ; inoltre
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& néy .. a1E (tenuto conto di 2.4, pg. 318 di [MC]), & un sistema mini-
male di generatori di Ny , su Tg.

b) H ¢ chiuso rispetto a t e n. Infatti, essendo n"& =a,&+ ... +
+ a7 E L+t si ha até€ H, e inoltre 8i ha ¢*+'f& = pa—' & —
—par A — o —paT ¢ —ar Mt EEH.

¢) H & denso in N, Infatti H & chiuso rispetto alla somma ; inoltre,
dati comunque wu, v interi non negativi, ed a € vect ®, si ha t*a®(af)€ H.

Tenuto conto di a), per 1.15, 1.16, N/Tp N risulta un Ti-modulo cano
nico di dimensione r.

Tenuto conto di ¢), per 2.4, N/Tp N risulta un (vect k)-modulo canonico
generato, come tale, dal residuo & di &.

Tenuto conto che @y, ..., a,_ Evect P, 8i ha t*&” = a"¢’, onde per b) di
3.6, si ha che N/TpN ¢ isomorfo al (vect k)-modulo canonico N, ., C.V.D..

Siccome ’insieme dei tipi di isogenia di iperalgebre locali equidimen-
sionali di data dimensione n, & numerabile, modificando leggermente la di-
mostrazione di 3.7, si prova che la schiera @ di cui in 3.7 pud essere scelta
indipendentemente dal tipo di isogenia che si vuole ottenere.

Osserviamo infine che la tecnica descritta nella dimostrazione di 3.7
permette di costruire effettivamente varie altre specializzazioni di opportune
iperalgebre locali equidimensionali; ad esempio permette di ottenere R, ;
come 8pecializzazione di R, , (cfr. 2.). Tenuto pero conto delle difficolta
formali che presenta, tale tecnica non sembra prestarsi alla trattazione com-
pleta del problema posto alla fine di 2..

APPENDICE

Sia TR un corpo, ed ® uma sua schiera valutante. Sussiste il seguente
asserto: Sia A una matrice ad n colonne ed m righe ad elementi in R. Sia
L il IR-modulo delle soluzioni a elementi in R, del sistema AX =0, e sia
L lo ®-modulo delle soluzioni a elementi in @, dello stesso sistema. Allora:

a) .8 = 1RL7
b) L ¢ un ®-modulo libero finito, il cui ordine su @ coincide con la
dimensione di L su 1R.

Dim. Sostituendo A con una matrice 14, con 1 elemento non nallo di
TR, gli insiemi .2 ed L non variano. Cid posto si puo supporre che A sia
3d elementi in @.
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Si consideri allora Papplicazione @-lineare o: ®» — @™ definita da
0X = AX. Si ha L = kero.

Siccome o®" & un @-modulo finito (come immagine di un finito), ed &
privo di torsione (come sottomodulo di ®™), allora risulta anche libero (cfr.
Pappendice di [2]). Ne segue che esiste un sotto-® modulo M di ®» tale
che " =L@ M.

Quanto precede prova che L & un @ -modulo finito ; essendo poi L privo
di torsione, L risulta libero.

T rimanenti asserti sono pressoché¢ banali, C.V.D..
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