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SOUS-VARIETES REGULIEREMENT CONTRACTIBLES
D'UNE VARIETE ALGEBRIQUE

A. T. LAsovu

Introduction.

Le probldme dont il s’agit est de caractériser les sous-variétés régulie-
rement contractibles d’une variété-algébrique.

DEFINITION. Soit V une sous-variété d’une variété algébrique U. Un
morphisme birationnel ¢: U— X est une contraction réguliére de U le long
de V si

1° ¢ est propre

20 Y = @ (V) est nonsinguliére et X est nonsinguliére dans chaque
point de Y

3% dim V>dimY
4% ¢ est biréguliére dans U\ V.

Malgré son caractére naturel, on a publié peu sur ce probléme en géomé-
trie algébrique, si on laisse de coté ses diverses extensions en théorie des
surfaces algébriques, regardant des contractions qui ne sont pas réguliéres
dans le sens précédent (on renvoye a [1] pour bibliographie). En effet, aprés
le critere de Castelnuovo-Enriques ([2]) pour les courbes exceptionnelles de
premiere espéce d’une surface algébrique nonsinguliére (projective compléxe) il
semble qu’on peut citer seulement ’extension de ce résultat due 4 Kodaira
([5]) concernant Jes hypersurfaces d’une variété algébrique nonsingulidre
(projective compléxe) qui peuvent étre obtenues par éclatement des points
nonsinguliéres (*). Formellement ce résultat est moins satisfaisant que le critére
de Castelnuovo-Enriques, la contraction étant supposée d’avant étre un
eclatement, sans préciger si cette condition est nécéssaire, ce qui est d’ail-
leurs vrai. Le résultat montre que le critére de Castelnuovo-Enriques est
encore valable mais la démonstration employe des méthodes analytiques.

Pervenuto alla Redazione il 28 Maggio 1969 ed in forma definitiva il 28 Luglio 1969,

(") (Note ajoutée a la corréction des épreunves). Il fant citer anssi les travaux récents
sur les espaces algébriqnés de M. ARTIN (Séminaire Bourbati 1968/69 exposé n° 363)
et de B. G. MoisHrzoN (Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 33 (1969)).



676 A. T. Lascv @ Sous-variétés régulicrement contractibles

On peut enoncer le probléme général de la maniére suivante. Soit o:
V — Y un morphisme rationnel propre avec Y nonsinguliére et ¢: V— U
un morphisme d’inclusion. On demande dans quelles conditions il eXiste un
morphisme d’inclusion j: Y — X et une contraction réguliere ¢ : U — X le
long de V qui fait commutatif la diagramme

It

On peut formuler les conditions de Castelnuovo-Enriques dans ce cas,
comine suit:
19 ¥V est un fibré projectif sur Y i.e. V = Proj(E) avec FE fibré
vectoriel de base Y et o le morphisme de projection.
20 Si I est V’idéal de V dans Oy et O (1) le Oy-faisceau inversible
canonique sur V = Proj (F) alors

*J=0(1)

De 17 et 2° on déduit que V est nonsinguliére, I est inversible donc
codimy V=1 et V, = o~ (y) est un espace projectif pour tout y € ¥. Si on
suppose U nonsinguliére dans chaque point de V on peut exprimer 2°.sous

la forme
(2)D-Vy=— Hy

avec D diviseur linéairement équivalent a V dans U, V, g€ supp. (D) et H,
un hyperplan de V, (condition de Segre ([10]).

L’auteur a été amené a ce travail & la suite de ’érreur d’avoir auparavant
cru que les conditions 1° et 2° valent encore pour un critere de contracti-
bilité général ([8]). L’analogue analytique de ce probléme a été étudié par
Moishezon ([12]) (on y trouve aussi une bibliographie concernant la contrac-
tibilité & un point dans le cds analytique). Moishezon & prouvé que 10, 2°
sont nécéssaires et suffisantes pour une classe des variétés analytique com-
pléxes compactes trés proches des variétés algébriques, & savoir ceux qui
possédent assez des fonctions méromorphes. De plus on montre ([12]) qu’il
existe une contraction analytique ¢ : U— X le long d’une surfaces Vc U,
avec U variété algébrique projective (compléte) trois dimensionelle, V une
quadrique reglée V = P! < P! et ¢/V = la projection V— P! sur un
des facteurs, dont X n’est plus algébrique. En vertu de l’unicité de X, re-
lativement & U, il s’ensuit qu’il n’existe pas une contraction réguliére al-
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gébrique de U dont la réstriction & V soit go. Donc les conditions de Castel-
nuovo-Enriques ne sont plus suffisantes dans le cas général en géométrie algé-
brique. On donne i¢i une troisiéme condition, condition 3° qui jointe aux
conditions de Castelnuovo-Enriques puisse constituer le critére cherché. La
condition 3° regarde le plongement i de (1), aussi comme 2° pourtant elle
est plus étroitement liée & D'application p et c’est en ¢a qu’elle différe es-
sentiellement de 2°; tandis que 2° peut-étre exprimée par (2) dans le language
global de la géometrie projective classique, la condition 3° étant locale re-
lativement a o, est de nature cohomologique. Afin de ’enoncer, on remarque
d’abord que D’espace topologique T' sous-jacent a X est détérminé par o. En
effet @ étant propre, T doit étre I’espace quotient de U associé a p i.e.
I’espace obtenu en identifiant les fibres de g avec les points respectifs de Y.

THEOREME. Soit V une sous-variété de U, i: V— U le morphisme
d’inclusion et p: V— ¥ un morphisme rationnel propre. On suppose U
normale dans chaque point de V, l’idéal J de V dans Oy inversible,
dim V > dim Y et Y ‘nonsinguliére. S’il existe une contraction réguliére ¢
de U le long de Y telle que ¢/V = o alors les conditions 1° et 2° de Castel-
nuovo-Enriques sont remplies et aussi la condition

3, R'f,9"=0 pour n=>0

o /: U— T est l'application canonique sur ’espace quotient de U associé

A o. Réciproquement si 1°, 2° et 3] pour une valeur n =2 sont remplies
alors la contraction cherchée ¢ existe. De plus ¢ est univoquement détér-
minée par ¢ jusqu’d un isomorphisme au dessous de U. U est isomorphe
relativement & X avec l’eclatée de X le long de Y.

REMARQUE. Il s’ensuit que V doit étre nonsinguliére et U nonsingu-
liere dans chaque point de V.

On a employé le language des schémas ([3]) mais il est dans ce cas
bien equivalent & celui de la « Géométrie Algébrique Abstracte ». Le terme
variété algébrique désigne dans ce qui suit un schéma intégre, séparé et
de type fini sur un corps fixé £, algébriquement clos, de caracteristique
arbitraire ; une sous-variété sera un sous-schéma fermé qui est aussi une
variété algébrique. Un point d’une variété sera toujours un point fermé.

Dans § 1 on demontre, pour la complétitude, le lemme 1 de van der
Waerden. Le résultat principal de cette section, le théoréme 1, a été etabli
dans le cas nonsingulier par I. P. Murre ([9]) et rédémontré par Hironaka
([4]). Dans § 2 on prouve a laide d’un artifice de Castelnuovo-Enriques,
que la condition 3° est superflue pour la contractibilité & un point dans le
cas projectif. On retrouve ainsi pour 2 = C le critere de Castelnuovo-En-
riques ainsi que son extension due & Kodaira.
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Un outil souvent employé dans ce qui suit est le théoréme principal
de Zariski cité Z. M.T. ([3], 2 chap. IV, ot [6]) dans la forme suivante:

Soit ¢ : X — Y un morphisme séparé de type fini. I’ensemble des points
de X isolés dans leurs fibres par rapport & ¢ est un ouvert de X et si X’
est le sous-schéma ouvert lui correspondant alors il existe un Y-schéma
entier Y’ et une immersion ouverte yw: X’ -— Y’ faisant commutatif le
diagramme

) N §
X e— Y
4

L’auteur exprime ici toute sa gratitude & Monsieur le Professeur B.
Segre pour la stimulation et I’assistance précieuse qu’il Iui a accordé.

Il remercie B. G. Moishezon, 8. Kleiman et particuliérement H. Kurke
pour leurs observations critiques extrémement utiles sur la forme préliminaire
de ce travail.

1. L’unicité des contractions.

LEMME 1. Soit ¢ : U — X un morphisme birationnel et S (@) le sous-
ensemble fermé de U des points dans lesquels ¢ n’est pas birégulier.

Soit V une composante irréductible de S(¢) telle que D’anneau local
Ox y de Y=g (V) sur X soit factoriel. Alors codimy V = 1.

Preuve. (d’aprés H. Kurke). On a Ox, yC Oy, v et il existe a€ Oy v,
of Ox y. Soit « = a/b avec a,b€ Ox y dépourvus des facteurs communs
dans anneau factoriel Oy y. 1l s’en suit que tout diviseur premier de
aOx v+ b0, y= o_ correspond & une sous variété de codimension au moins
égale & 2 dans X. On a iOp,y = b0y, v donc si H est une sous-variété de
V correspondante & un diviseur premier minimal de iOy, y dans Oy v,
codimy H =1 ce qui prouve que H C S (¢). I)’autre part 14 C H donc V=AH.

THEOREME 1. Soit ¢: U— X une contraction réguliere de U le long
d’une sous variété V. On suppose chaque point de V normal sur U et li-
déal de V dans Oy inversible. Si n: X’ — X est ’éclatement de X le long
de Y= ¢ (V) alors U est canoniquement isomorphe a X’ relativement & X,
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Preuve, En vertu de Phypothése V est une hypersurface simple de U.
Supposons que
1) v, =17, 0 @* ol ¢*: Q(X)—2(U) est I'isomorphisme défini par ¢ (%)
2) 90y est inversible, avec I 1’idéal de Y dans Ox et montrons que
le théoréeme est vrai.

En effet, d’aprés la proprieté universelle de =, ¢ se factorise dans
p=mnay ol y: U—> X’ est un morphisme birationnel. En vertu de 1)
a1 (Y) = Y’ correspond birégulierement & V par g, parce que vy = V;,0 n*.
Donc x est biréguliére en codimension 1 d’oi on déduit que y est partout
birégulidre, compte tenu du lemme 1. Mais y est surjectif parce que ¢ est
propre i.e. y est un isomorphisme. Reste donc seulement & prouver 1) et 2).

1) On a le diagramme commutatif de morphismes birationnels ou

r 9 x

Uy — X
I'C U < X’ est le graphe du correspondance birationnelle définie par g,
7n; p, q sont les prejections respectives. On peut donc identifier les corps

des fonctions rationnelles de ces quatre variétés a ’aide des isomorphismes
définis par p, q, =, @. Il suffit de prouver que

0(Y,X)=v,| 0(Y, X)

vy,
q est surjectif parceque ¢ est propre. Il existe donc une sous-variété Y”
de I' telle que ¢q(Y")= Y’ d’0u on déduit que O(Y’,X)=0(Y", TI),
0 (Y’, X’) étant un anneau de valuation. Alors p(Y")=Z ¢ V parce que
@(Z)=Y. On a le diagramme d’inclusions suivant

0(Y,X) <= 0(¥;X")=0(Y" )
a \ [k
O(V,U)-'-_'——- 0(Z,u)

() vy, vy sont les fonctions «ordre » ‘définies par les anneaux locanx réguliers
Ox y 0y, y dans Q(X), Q(U) respectivement.
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ou 1, j, k, ! sont des morphismes locaux et & est le morphisme canonique
0(Z,U)—>(0(Z, U)), avec p l'idéal premier de V dans O(Z U). On a
deux circonstances favorables :

0) V, =17

d) v,|0(Z,U)=0

avec o la fonction ordre associé & p. La premiere est vraie parceque m est
Peclatement de X le long de Y. La seconde découle du fait que p est prin-

cipal et O(Z, U) normal, par hypothése, d’oit on déduit que p™ est p-pri-
maire pour tout » naturel positif; il en resulte (p® O (V, U))n O (Z, U) = p»
ce qui montre bien que v, | 0(Z, U)=o. On conclut maintenant de la fagon
suivante. Soit « € O (Y, X). On a
Oy, (@) = vy (a) < v ()
a cause de ¢) et de la relation de domination donnée par i;
vy (@) =0 (a)<<v,,(x)

parceque a€ O (Z, U) compte tenu de ! et O (Z, U) est dominé par O (Y’,X’).,

2) Soit w€ U et o= ¢ (u). Il faut montrer que l’idéal I, 0, de O,
est principal. On peut se borner au cas u€ V. Soit @ un générateur de
Iidéal premier de V dans O, . On peut écrire w = ¢* («)/p* () avec a, f€ O,
dépourvus des facteurs premiers communs dans l’anneau factoriel O,. On
a (w) =V dans un voisinage W de w dans U donc v, (w) = 1. Mais v, (w) =
= vy (a) — V,(8) dQaprés 1) d’olt n=v,(a) > 0. De 1’égalité précédente
(w) =V valable dans W et de ’hypothése que « et § n’ont pas des facteurs
communs on déduit que (¢*(x))=nV dans W. Il g’ensuit que pour tout
£€J; on a (¢*(&)/¢*(2)) =0 dans W parce que v, (&) =mn. Donc ¢*(§)€
€ p* () Oy, O, étant supposé normal. Par consequent I, O, = ¢* (a) O, est
principal ce qui prouve que lideal I, O, est aussi principal, parce que
I’anneau O, est local.

LEMME 2. Soit f;: U— X; (i=1,2) deux morphismes birationnels.
Soit x;€ X; (¢ =1, 2) tels que x, est normal sur X,, f; est propre an dessus
de x, et fl_l (x,) € fs ! (zy). La correspondance birationnelle I'C X, < X,
définie par f; est régulitre dans x, et I'(,) =z, .

Prevve. En vertu de Z. M. T. il suffit 4 voir que (2, < X,) N I"' = ((x, , x,)).
Soit p;: I'— X;(i=1,2) les projections canoniques et ¢: U —I" l’unique
mmphlsme birationnel avec p.s— fi(i =1, 2). Par hypothdse ¢ (f;"" (=) €
Ce(fi Y@), =1 ,2) done p. (e(fi! (@,)) = @; ce qul prouve que e (f1 ()=
= {(@, , x,)} parce que it z) %= @. Mais e(f;" (x,)) = py ( ) (f, étant
propre au dessus de x,) et p,"l (@) = (®, X Xy)Nn I,
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COROLLAIRE 1. Soit f;: U — X;(i = 1, 2) deux morphismes birationnels
biréguliers dans U \_V ol V est un sous ensemble fermé de U. Soit g,=
filV et fi(V)= Y;(i=1,2). On suppose f, propre et qu’il existe une ap-
plication (d’ensembles) w: Y, — ¥, telle que g, =wg,. Si X, est normal
le long de Y, la correspondance birationnelle I'c X, x< X, definie par f;
est partout réguliére dans X, .

Preuve. En vertu du lemme précédent I' est réguliere dans chaque
point de Y,. Mais I" est biréguliére dans X, \ Y,.

COROLLAIRE 2. Soit f: U— X un morphisme Dbirationnel surjectif
S8(f) =V et soit X factoriel dans chaque point de Y =f(V). Soit f’: U— X’
un morphisme birationnel propre dont S(f’)= V et chaque fibre de
J’/V est contenue dans une fibre de f/V. On suppose X’ normale dans
chaque point de Y’ =f(V).

Il existe un isomorphisme canonique h: X’ — X tel que hf’ =f.

Preuve. En vertu du corollaire précédent la correspondance birationnelle
I' ¢ X’ < X est partout réguliére dans X’ donc on en obtient un morphisme
birationnel h: X’ — X tel que hf’ = f. 1l est claire que h est surjectif et
birégulier dans X"\ Y’ donc S(h)< ¥Y’. D’autre part codim,,K ¥’ > 1
d’aprés Z. M.T. donc codimy, S (k) > 1. On conclut, avec le lemme 1, que
S (h) = &.

THEOREME 2. Soit f,: U— X, (i=1,2) deux contractions réguliéres
de U le long d’une méme sous-variéteés V. On suppose que chaque fibre
de f,/V est contenue dans une fibre de f,/V. Il existe un isomorphisme
h: X, — X, tel que 1f, =f,.

Preuve. On vérifie aussitot les hypothéses du corollaire précédent pour
Ji=JS"yf, =/ Similairement on prouve le

THEOREME 3. Soit f': U—~+ X un morphisme birationnel qui contracte
réguliérement une sous-varieté ¥V de U A un point. Soit f: U— X’ un
morphisme birationnel propre tel que S(f’)=V et X’ est normale le
long de Y’/ = f’ (V). 11 existe un isomorphisme L : X’ — X tel que kf’ = f.

REMARQUES 1. D’apres le théoréme 2 une contraction réguliére ¢ : U — X
le long de V est déterminée par ¢ |V ce qu'on peut établir directement
sans aucune hypothése de non-singularité pourvu que X soit normale dans
chaque point de Y. On a déja vu que Vespace topologique 7 de X et ap-
plication f: U — T sous-jacente & ¢ sont déterminés. On peut supposer X
normale et alors Ox = f, Oy. En effet Q (U)= Q2 (X) et si a € I'(f~1(4), Op)
avec A ouvert de X, le diviséur de o« dans A est positif, ¢ etant propre
done « € I'(4, Ox).
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2. Si V est réguliérement contractible 4 un point, cette contraction est
unique absolument, d’aprés le théoreme 3. Pourtant il y a des contractions
réguliéres d’une sous-varieté V, transformant V dans des variétés de dimen-
sions différentes, donc dont les variétés obtenues par contraction ne peuvent
pas étre isomorphes relativement & U. Un prend pour cela V= P» X ...

. X P"r avee P"i Vespace projectif de dimension m;(n;, > 0, 1 <<i<Cr) et

U égale au fibré en droites V (£2) associé a 2= IT p¥ 0;(1), ot p;: V— P™
1=1

est la projection canonique et 0;(1)= 0 ,;(1). On considére V immergée

dans U par la section nulle et on peut voir qu’il existe une contraction

réguliere f; de U le long de V telle que f;/V soit la projection canonique

V — II P" = Y;. En effet on vérifie aisément que U peut étre identifiée a
7§

Peclatée selon la section nulle du fibré vectoriel E; sur Y; définie par

Ej= T;@ L; ou T; est le fibré vectoriel trivial de rang n; 4 1 sur Y; et L

est le fibré vectoriel associé a II ¢* 0;(1) = 2;, avec ¢;: Y;— P™ la projec-
1]

tion canonique. Il suffit pour cela de remarquer que ’eclatée de T selon la
section nulle est égale au fibré vectoriel V(Op(z'j) (1)) sur P(T))= YV, on a

Op gy (1) = p} 0;(1)

P(T)) = P (E))

Op &) (1) = Op1; (1) X of L
of L =igp? 0: (1)

donc Opg ) (1) = . et de plus Veclatée de E; selon la section nulle est égale
a V (0, (Ej)(1). On obtient ainsi r contractions régulieres de U le long de
V,fi: U— X;(1 <<j<r) telles que f; / V=yp; ol X; ne peut pas é&tre
isomorphe a X; pour ¢ == j si n; % n; (relativement & U).

On peut appliquer cet exemple dans le cas particulier suivant. Soit X
la variété projective d’équation 2,2, — 232, = 0 dans Pespace projectif P*
de coordonnées, homogenes 2,2, ,%,,25,2,. Soit n: U—> X Peclatement de
X dans @=(1,0,0,0,0). Alors V=n"1(Q) est la quadrique d’équation
@, &y — &y €, = 0 dans P3, isomorphe a P! >< P!, par 'immersion de Segre
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Pt > P! — P3 (éfinie en prenant :

@ =5 &
=& &
Ty = £¢1) &
z, =&

avece .ff, ) E‘l' (¢=1,2) coordonnées homogeénes dans le facteur de rang ¢ de
Pt > P, Soit P;: V — p! (i = 1, 2) les projections canoniques. On peut mon-
trer que U est non-singuliere et qu’il existe une contraction réguliére f; de
U le long de V telle que f; / V = p; (i = 1, 2). Le probléme étant local sur U
au voisinage de V on peut remplacer X par X \ (X' n H) ou H est Phyperplan
2,=0 de P*% Alors X est le cone affine de V, donc U est le fibré vectoriel
V (£2) avec .2 égal au faisceau induit sur V par Op;(1). Or la section de V
par Phyperplan z; = 0 est égale & C, 4 C, ou (; est la droite 2, =3 =0
(¢=1,2) ce qui prouve que .= ﬁ p¥ O (1). On se trouve donc dans la
=1

situation précédente avec r =1, n, = n, = 1.

On peut retrouver, & partir de X, les varietés X; obtenues par les con-
tractions f; (i = 1, 2) dans V’exemple précédent. Soit L le sous-space de P*
défini par

2y=2,=0

L est une hypersurface de X et nous allons montrer que X, coincide avec
Péclatée X’ de X le long de L, i.e. le long de l'idéal I de L dans Oy. Si

Pt=Pet f: P—> P est le morphisme canonique obtenue en eclatant P
selon L, alors X’ est 'image inverse générique de X par f et g = f| X’ est
le morphisme canonique X’ — X.g est birégulier dans X’ \ ¢ parceque I
est inversible dans X’ N\ @ (il suffit & voir que J est inversible dans L \_ @
ce qui résulte du fait que chaque point x € L\ @ est simple sur X et sur
L a la fois). Il reste & déterminer ¢g—!(Q). Mais g~ (@) = Proj (Sg) ou Sy
est Dalgeébre graduée positive sur £ dont les composantes homogenes sont
(8g)y = O/m, 0 = 0 (Q, X), m = m (¢, X) et pour n > 0, (8,), = I1/mJ;
avec la structure de £2-module déduite de la structure de O-module de 93.
On peut montrer que ¢g—! (@) =f"1(Q) qui est une droite projective, parce
que f—1(L) est le fibré projectif sur L correspondant au fibré vectoriel as-
socié avec le Oy -faisceau J/J* ou J est l'idéal de L dans Op, qui est lo-
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calement libre de rang 2. En effet si A = Q(Z,, Z,, Z,, Z,] est 1’algébre

affine de ouvert A*= P\ H alors I =27, A + Z; A est 'ideal de Ln A*

et «w= (%, Z, — 73 Z,) A est I'idéal de X n A*. 8¢y correspond & lalgébre §

sur £ dont les composantes homogenes sont S, = (I" + g) [(MI™ 4 a) avec
4

M=21Z;A. On en déduit S, = 1*/(I*"n (MI" + a)) = I"/(MI*"+ anNI™) =

=1

= I"/MI" parce que aNI*» = (4, Z, — Z; Z)I"' c MI". Or f~' (Q) =
=Proj(T) ol est I'algébre graduée sur Q2 avec 7T =I"/MI", Ainsi g1 (Q) =0C
est une droite projective i.e. une sous-varieté de codimension 2 de X’ ce
qui montre le fait bien connu que le lemme 1 n’est peut pas étre étendue
sans hypotheses restrictives sur la variété X, le but du morphisme biration-
nel ¢ : U— X considéré 1a. On peut voir que la variété X’ est nonsingu-
liere, ce qui revient & prouver que chaque point de C est simple sur X’.
Mais si L = f—'(L) alors I’ = g~ (L) satisfait & L’ = L n X’. Du fait que
chaque point de L\ @ est simple sur X il s’énsuit que la multiplicité de
L’ dans LN X', sur P est dgale 4 1 i. e. L’=1L.X'. Comme Cc L’ ont
conclut avec le critére de multiplicité 1 ([15]). On peut voir maintenant que
X’ = X,. On peut se réduire de nouveau au cas affine i. e. remplacer X
per X \ (XN H). Alors g est le morphisme canonique Proj (S)— X ou §
est l’algébre graduée positive sur B = A/a dont les composantes homogeénes
sont

8,=B
So=(I"+a)\ a (n>0)

De méme n est le morphisme canonique Proj (R)— X avec R la B-algébre
graduée définie par
RBy=DB

On a un morphisme canonique w : § — R défini par les morphismes d’inclusions
I" — M* et il suffit & voir que le morphisme % associé a w est partout
défini sur U et h/V = P,. Le fait que h est partout défini résulte de
Pobservation que 1’idéal (I/a) Oy=I0y est inversible ; c’est 1'idéal associé au
diviseur V4 Ly, ol Ly est I'image inverse générique de L par n. I=h/V est le
morphisme défini par ’homomorphisme 1: §/MS— R/MR déduit de w. Or S/MS-
est une algébre de polynomes sur £ engendrée par les images T,, T'; de
Z,,Z3 dans I/MI=8,/M8,. De méme R/MR=Q|Z,,Z,,Z,,7,)/(Z,Z, — Z3Z )= B,
parce que c’est D’algebre du con tangent de Zariski de U dans @ qui coin-
cide évidemment avec U. A est défini par 4 (T%) =7 (classe de Z; dans B),
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i=1,3. Si I'= P! < (a, d), 'inclusion [‘—i> V  correspond & la surjection

canonique B —>B/(VZ, — aZy , aZ,—bZ,). Donc ker (od)= (T, —aT,) ce
qui prouve que l(I')=(a,b)i.e I =p,.

2. L’existence des contractions régulidres.

LEMME 3. Soit Y une variété affine, V=Y <X P™=1(r > 1), 0: V—>Y
la projection, 0 (1) le Oy-faisceau immage inverse de Opr—1(1) par la proje-
ction V— Pr—1, Soit U une variété contenant V comme sous-variété,
i: V— U le morphisme d’inclusion et I lidéal de V dans Oy. Soit p =
I, 9). -

On suppose Y nonsingulieére, 0 (1) = i*Y, U normale, les morphismes
canoniques I'(U, Oy) — I'(V, Oy), I'(U, 9)— I'(V, 0 (1)) surjectifs et
p Oy = g.
~ Dans ces conditions il existe une contraction réguliére ¢ : U— X telle
que @/V =og.

Preuve. Soit A =TI (U,Op) et U— X le morphisme correspondant a
I’application identique A — A. Le morphisme I'(Y, Oy)— I'(V, Oy) associé
2 o est un isomorphisme en vertu de I’hypothése. Donc le morphisme
A=1'(U,Oy)— I'(V, Oy), définit un morphisme j: ¥ — X, qui est une
immersion fermée. Le diagramme

pho AP

est commutatif, en vertu de la commutativité du diagramme

1 1

r(uv,0,)=r(v, o))

Soit X’ Veclatée de X selon Y et #: X’ — X le morphisme canonique. On
a p=ker(I'(U, Og)— I'(V, Oy)) donc p est lidéal de Y dans A. Par
hypotheése p Oy = J. Or i*J = 0(1) implique J inversible (Nakayama) donc

10. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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d’aprés la propriété universelle de =, il existe un morphisme ¢: U — X’
faisant commutatif le diagramme

€

y — X'
(,o\x/”

On peut voir qu’il existe un voisinage W de V dans U tel que ¢/ W
goit une immersion ouverte. Pour démontrer ¢a soit S la A-algébre graduée
dont les composantes homogeénes sont S, = A, 8, = p». Par définition
X’ = Proj(A) et ¢ est défini par le morphisme canonique p =8, — I. On
en déduit que &4 est défini par p — i*J= J/J2 Mais en vertu de ’hypo-
thése V = Proj(E) avec E = I'(V,0(1)) = I'(V,i*J) module libre sur
B= A/p. D’autre part on a supposé p — I'(V,0(1)) surjectif donc le
morphisme défini par a: S — Sg(B), avec Sy(B) la B-algébre symmétrique
agsociée & FE, est surjectif. Il en résulte que ¢i¢ est une immersion fermée,
Donc dim (V)<< dim X’ — 1, parce que ¢(V)C Y’ =x"1(Y), dod dim V<
<dimX—1 i.e. dim U=dim X. Mais A est intégralement clos dans
Q(U), parce que U est normale done dim U = dim X implique Q(U) = 2(X)
i.e. ¢ est un morphisme birationnel. Compte tenu des dimensions, il s’en
suit que &(V) est une composante C de ¥’ = n—1(Y). Comme p Oy = J,
@=1(Y) =V donc ¢! (Y’)= V et du fait que ¢i est injectif on déduit que
chaque point de V est isolé dans sa fibre par rapport a e D’apres Z.M.T.
il existe un voisinage U, de V dans U et une immersion ouverte w: U,— Z,
avec Z la normalisée de X’, qui fait commutatif le diagramme

o u est le morphisme canonique. Donc 8i » = sy, w (V) = D est une com-
posante isolée de »—!(Y). Mais »:Z— X est un morphisme rationnel et X
est normale, parce que A est intégralement clos. Donc »—1(¥)= D par le
théoreme de connexion de Zariski ([14]). Par conséquant 0 = Y’, u~—1(0)= D
et u/u~1(0) est bijectif ce qui montre que pour chaque 2z € D le morphisme
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canonique u, : Oxf,;-g) Oz, . est fini. Mais ce deux anneaux ont le méme
- corps résiduel done pour montrer qu’ils coincident il suffit & voir que
My () Oz, 2= M, o0 m,;, m, sont les idéaux maximaux respectifs (Nakayama).
On ale diajgramm; coxgmutatif

O u(z)__—
N /
U v

avec 2= w (v), u(?) =¢(v) donc on s&’est réduit & m,, Oy, = m,. Soit
T = Proj (S/pS) I'image inverse de Y par n en tant comme sous-schéma.
On a le diagramme commutatif

0 —Py Oy , (@) Ox: um OO

1 |

0— Jd —— Oy,—= Oyy—

avec y=n(u(2) et Or , ;) — Oy, , surjectif parce que ¢i : ¥— T est une immersion.
Ce ci montre que my) Oy, , =m,, parceque p Oy=J. Ainsi u est biréguliér le
long de D. Donc ¢ est birégulier dans chaque point de V ce qui prouve l'existence
du voisinage W cherché. On peut identifier W avec son image par ¢ et
alors n~1(Y) = V. Comme 5 est propre et birégulier dans X'\ V on en
déduit que = (1) est un voisinage de Y dans X. En remplacant U par W
et X par n (W) on trouve finalement le diagramme commutatif

I

J
avec n propre, a(UN\ V)= X\ Y et n birégulier dans U\ V.
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Pour conclure il reste seulement & prouver que X est nonsinguliére
dans chaque point de Y. Mais du diagramme (x) on déduit Og . = Oy, ,
pour tout v€ ¥V donc le morphisme e¢i: V— T est un isomorphisme. Il en

résulte que le morphisme S/p § N @ I'(V, O(n)) correspondant est un 7'N-iso-
- 0

morphisme ([3, _7_:]) i. e. g"/_p"*'13> I'(v,0(n)) pour = > h, avec h convena-
ble. Mais on a le diagramme commutatif

!

ol

S — o C;F (u,77)

| |

oo
s/ps —= @ (v, 0(n))
ol ©

d’ot on obtient un diagramme

et e p W, 3"/ ru, I

N /x

r (V,O(n))

aussi commutatif. La suite

0— It 5 gn— i, 0@m)— 0

est exacte, parce que *9J = 0O(l) et par consdquant y est injectit.
Comme o est surjectif, parce que «, est surjectif et I (V, 0 (n))
engéndrée sur B = I'(V,0y,) par I'(V,0 (1)), il s’en suit que y
est Dbijectif. Donec f, est surjectif pour tout = naturel et Dbijectif
pour n» > h ce qui implique p* = I'(U,I"*) pour tout » i.e a est un iso-
morphisme. En particulier «, :_p/p2——+ I'(V,0(1)) est un isomorphisme donc
2/!)_2 est un B-module libre de rang 7, comme I'(V,0(1)). On en déduit
avec Nakayama que p, est engendrée par r elements pour tout y€ Y. Or

r == codim; Y, donc X est nonsinguliére dans y parce que Y est nonsingu-
ligre.
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LEMME 4. Soit V une sous-variété d’une variété U tel que U est nor-
male dans chaque point de V et I'idéal’ I de V dans Oy est inversible.
Soit p: ¥ — Y un morphisme rationnel.

On suppose que pour chaque point y € Y il existe un voisinage Y, de
y dans Y, un ouvert U, de U tel que V n U, = p~1(Y,) et une contraction
reguliére ¢, de U, le long de V, = o—!(X,) relativement & o, = o/V, . Alors
U est régulierement contractible le long de V relativement & p.

Preuve. On peut prendre un recouvrement fini de Y avec des ouverts
Yy'.= Y;(1<<i<s) et remplacer U par iljl Ui, U= U,,‘.. Soit X l’espace
topologique quotient de U associé & g et f: U— X lapplication continue
canonique. Soit Ox = f, Op. Il suffit a voir que (X, Ox) est une varieté
algébrique. Soit X; = f(U;). En vertu des hypothéses (X;, Ox/X;) est une
variété algébrique. En effet il existe une contraction réguliere ¢; = g,,:
Ui — Z; telle que ¢;/V; =o; avec V;=V,,,i=y;. L'espace topologique
sous-jacent & Z; peut étre identifié & X; e alors Ox, = Ox/X; #’identifie &
Ogz; (remarque 1 de § 1). Il reste seulement & prouver que la diagonale 4
est fermée dans X < X ce qui revient & voir que 4= 4N (X; < X;) est
fermée dans X; < X;. On a le diagramme commutatif

Dij — 4

| l

avec D;; = Dn (U; > U;) ou D est la diagonale de U > U parce que ¢;/U; =
= f/U;. Or D;; est fermé dans U; < U; et ¢; <X @; est propre d’ott on déduit
que l'image I; de D; dans X; < X; est fermé. On a I';; € 4. Si (x, x) € 4,
alors z€ X;nX; et f—1 () = J, done (x, x) = ¢; < @;(u,u) avec u€ f~! ().
Par conséquant I'y; 4;;.

DEFINITION. Soit B une sous-variété d'une variété 4 i: B— A le
morphisme d’inclusion et 6: B— C un morphisme. On dit qu’un O, fai-
sceau F posséde assez des sections au voisinage des fibres de 6 si pourtout
y € C et pour toute section o de i*# au dessus d’un voisinage de 6! (y) = B,
dans B il existe une section r de & au dessus d’un voisinage de B, dans
A telle que

(07 ()s = 0z

pour tout x€ B, ol o5 est le morphisme canonique F— i, i*F
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LeMME 5. Soit V une sous-variété d’une variété U telle que U est
normale dans chaque point de’V et I’ idéal J de V dans Oy inversible.
Soit ¢: V— Y un morphisme rationnel. On suppose Y nonsinguliére,
V = Proj(€) avec € un Op-module localement libre de rang r > 1, o la
projection canonique Proj(€)— Y et i*J=0(1) avec i: V— U le mor-
phisme canonique.

Si Oy et I possedent assez des sections aux voisinages des fibres de
o alors U est régulierement contractible par rapport a .

Preuve. D’apreés le lemme 4 il suffit de prouver ’existence de la con-
traction cherchés localemeunt par rapport a V. Pour conclure il reste donc
seulement & montrer qu’on peut se situer dans les hypotheses du lemme 3,
pourvu qu’on remplace Y et U par des ouverts convenables.

On peut supposer € libre sur Oy engandrée par &¢€(Y,E) (1 <<i<<r)
et nous allons identifier I'(V,*J)=TI'(V,0(1)) avec I'(Y,E). De plus on
peut se borner au cas Y affine. Soit Q[Y )= Q[a,, ..., x,] 'algébre affine
de Y. En vertu de I’hypothése en restreignant eventuellement U & un voi-
sinage de V convenable, on peut trouver ¢;€ I'(U,J) (1 <<i<<») tel que
& soit Vimage de ¢; par le morphisme canonique I'(U,dJ)— I'(V,i*9).
Soit y, € Y. Montrons qu’il existe un ouvert affine ¥, = Spec C de Y avec
Y €Yy, C=Q[&,..,&] et £€Q(U) (1 =<t<n) définies dans un ouvert
U, de U pour lequel U,N V =1 (Y, et telles que i* & = g*{. On a
o*aj = i*a; (1 << j < m) avec ;€ 2(U) défini dans un voisinage W de o= (y,)
dans U. Si F= V \_W alors g (F) est fermé parce que o est propre donc
Y\ o(F) est un voisinage de y,. Il est clair que pour tout y € (Y \ o (F)),
o~ ' (y) € W. On peut trouver un voisinage Y, < (¥ > o (F)) de y, telle que
Yo=D(f)=1{yeY|f(y) =0} avec F= P(a,,..,0m), PEQ[T, .., Tn
(Panneau des polynomes en m indeterminées sur ). Soit V,=p~!(¥,). On
a Voo W et g,=o¢|V, est propre sur Y,. Si g= P(a,,...,0%mn) alors
g€ (W, Oy) et pour tout ve Vy, g (v) = P (o, (V) ., o (0)) = P (i* &, (), ..
oy % i (0) = P (0%t (2) vy 0%im (v)) = P(y (@ (0) sy om (@ (0)) = £ (@ (2)) = O
parce que o (v)€ ¥, . Ainsi on voit que ’ensemble fermé V (g) des zéros de
g dans W satisfait & V(g)n Vo= i.e. Vo€ (W V(g)). 7l existe donc un
ouvert U, de W\ _V(g) tel que VnUy=V, et g~ eI'(U,, Oy). On a
fTUET (Y, Or) et i*g=1 = " —1. Mais ¥, = Spec (2 [, o &m, )
donc si on prend n=m 1, & =a,, e, bney = On, & =f"1, & =
= 071 ) eee s E_,,__, = Zn, £, = g~ on a *E = e*& (1 <t < n) Par consé-
quent si on remplace U par U,, V par V, et ¥ par Y, on a Y =
= Spec (2 [£,, v, &) eb * & = o*E& (1 < t < n) avec &€ (U, Op).

Soit v € V. Il existe ¢ = i (v) (1 < i<<r) tel que &¢ m, v (i*I) ol
My, v est idéal maximal de anneau local de v sur V; en effet V= Proj(C),
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r
i*J = 0 (1) implique V = U Dy () avee Dy (e) = vV | & ¢ my, y(i*I)).
Mais (i*9), = 9./, et & = @; mod J, doncg; ¢ m, J» ot m, est Vidéal maximal
de Panneau local O, de v sur U. Comme Y, est pmnclpal @i ¢ My 9, im-

plique ¢; 0, = Y, . Done Z @i 0, = 9, pour chaque point « € V. Alors on
1

r
peut restreindre U & un voisinage de V de telle sorte qu’on ait I ¢; Op=YI
1

d’ott on déduit » Oy = 9 avec p= I'(U, 9). De plus comme U est nor-
male dans chaque point de V on peut supposer U normale.

REMARQUE. Dans le lemme précédent on peut remplacer ’hypotheése
que Oy et J possédent assez des sections aux voisinages des fibres de o
par les conditions suivantes

a) pour tout y € Y et a € Oy, , il existe « € Q(U) réguliere dans tout
point de V, = o~ (y) telle que i* & = @* «

b) pour tout v€ V il existe des sections de I au dessus d’un voisinage
de V, dans U dont les images dans K, =1I'(V,,0(1)/mI(V,,0(1))
avec 0(1)= OVy (1) et m I’idéal maximal de Oy,, engendrent E, sur $£.

En effet il est clair que a) et b) sont remplies dans les hypothéses du
lemme et' que a) équivaut & dire que Oy posséde assez des sections aux
voisinages des fibres de g. Reste seulement & voir que la condition du
lemme concernant les sections de I est aussi remplie, en supposant b). Le
probléme étant local on peut supposer Y affine d’algebre A et V = Proj(€)
avec € Oy-module libre i. e. £ = F Q4 Oy et E A-module libre, B = I'(X, ).
On a I'(V, Oy (1)) = E et il faut montrer que le morphisme I"(U, I)— E
est surjectif avec Y et U convenables. Soit F Pimage de celui-ci dans E.
Il suffit & voir que F®4 Oy,y = E Q4 Oy,, pourtout y€ Y avec U
convenable. Par Nakayama on peut réduire modulo m es on trouve
précisément D).

Pour démontrer le théoréeme énoncé dans introduction il suffit main-
tenant & établir, le lemme suivant.

LeEMME 6. Soit U, V, Y, g,i, I comme dans le lemme 5. Les conditions
suivantes sont équivalentes
a) Oy et I possédent assez des sections aux voisinages des fibres de o
b) R'f,9I™ =0 pour tout n naturel
¢) R f,I*=0
d) R'f,9J" =0 pour un n, avec n,= 2.
En effet 8’il existe une contraction réguliére ¢ : U — X alors, d’aprés
le théoréme 1, U est obtenue en eclatant X selon Y, donc les hypothéses
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du lemme 6 sont remplies. On peunt voir aisément que a) est aussi vérifiée,
en se réduisant au cas X affine, ce qui est licit, le probleme étant local.
Dans ce cas I'(Y, Oy) = I'(V, Oy), ['(V,0(1)) = p/p? avec p lidéal premier
de Y dans I'(X,0x)= A, AcT'(U,0p), pcI'(U,J) ce qui prouve bien
a). Réciproquement si les hypothéses du lemme 6 sont vérifiées et a) Dest
aussi, alors Pexistence de la contraction cherchée est garantie par le lemme
5 et sou unicité par les théorémes 1 et 2.

DEMONSTRATION DU LEMME 6. a)=—=>b). D’apreés le lemme 5 il existe
une contraction réguliere p: U— X telle que ¢/V = p. Alors ¢ est obtenue
en eclatant X selon Y donec I est ample pour ¢. D’aprés un critére d’am-
plitude ([3], IIT) Bt ¢, 7" = 0 pour n assez grand donc R!f, 9" = 0 parce
que f est P’application sous-jacente a ¢. On a la suite exacte

(%) 0— Il 5 IJn— i, 0m) —0
donce pour tout n naturel la suite

(») [, I"—> [0, 0Om)— R'f T+l — Ry, T — RUf, 0, 0w
est encore exacte. Or f, I — f, i, O (n) est surjectif en vertn de a), d’aprés
la démonstration du lemme 3. De plus R'f, i, O (n) = j, B!, O(n) avec j
Pimmersion ¥ — X. Done R!f, ¢, O(n) = 0 parce que R!g, O(n) =0 ([3].
Il 8’en suit que R!'f, I+ = R f I" pour tout n naturel d’oit b).

b)==> ¢) et ¢) => d) évidemment. d)—=> a) comme suit. La suite exacte

(##) pour » = n — 1 montre que R'f, I~ =0 parceque R'f,i (0(n)) =0
pour #n = 0. Par récurrence R!f, I" =0 pour 0 << n << n,. Alors de (¥x)

on déduit que les morphismes f, I— f, i, O (), f, Oy — f, i, Oy sont sur-
jectifs ce qui est précisément a).

TIEOREME 5. Soit U une variété projective et V une sous-variété telle
que U soit normale dans chaque point de V et P’idéal J de V dans 0 soit
inversible. V est contractible a un point simple d’une variété X si et seu-
lemeht si '

19 V est un espace projectif -1 avec d = dim U
20) *J = Op (1) ot i: V-> U est le morphisme d’inclusion.
Si ces conditions sont remplies alors X est aussi projective.

Preuve. 1° et 20 gont les conditions de Castelnuovo-Enriques qui sont
nécessaires pour Dexistence d’une contraction qui transforme V dans un
point simple. Pour prouver qu’elles sont aussi suffisantes nous allons voir,
en les supposant satisfaites, que la condition «) du lemme 6 est aussi vé-
rifiée. On remarque d’abord que I'(V, Oy)= 2 en vertu de 1° donc Oy
posséde assez des sections. Soit 9¢ le faisceau associé & une section hyper-
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plane de U et n naturel assez grand pour qu'on ait H' (U, I(n)) = 0 avec
Im)y =9 C)(®"’. Si i* 9 = O (k) alors pour tout entier N la suite

0 IOV +V R gm)— IONQ Im)—i, 0 (N + 1+ nk)—0
est exacte parce que
09®F+D _ @Y Liom—o0

est exacte en vertu de 2°. On prend successivement N= — 1,—2,..., —nk —1
et, compte tenu de H!'(U,i, O(nk + N+ 1))=H'(V,0nk+ N4 1))=0
pour nk 4+ N 4+ 1> 0 on voit finalement que les morphismes canoniques

rw, 99— & gm) — 1V, 0 (1))

rw, 9® (=" =D& gu)— )7, 0y) \
sont surjectifs. Le dernier montre qu’il existe un divisenr positif D de U
tel que D conkV + H(n), o H(n) est une section hyperplane de U de
degré n, telle que DV = 0. Donc nkV + H (n)co O dans W = U \Supp
D), Ve W. Comme 9®(— "h)®f7(n)| W~ J/W le premier des epimorphis-
mes précédents montre que I'(W,Y)— I'(V, 0(1)) est surjectif donec I
posséde assez des sections. Par conséquent il existe une contraction réguliére
f:U— X qui transforme V dans un point. Il reste & prouver que X est
projective.

Le systéme linéaire complet H (n) est trés ample. Donc L = |nkV + H(n)|
est trés ample dans U\ V. D’autre part L n’a pas des points fixes parce
que H (n) n’en a pas et il existe D€ L tel que V. D =01i.e. YN Supp(D)= Q.
Done L définit un morphisme birationnel 1: U -— Z dans une variété projective
Z, qui est birégulier dans U\ V. D’autre part ’existence de D¢ L tel que
D.V =0 montre que 1(V) est réduit a un point. Il s’ensuit d’apres Z.M.T.
que la transformation birationnel définie par /' et 1 est réguliere dans chaque
point de X. On obtient ainsi un morphisme birationnel X -— Z, évidemment
bijectif; on peut supposer Z normale et on conclut avec le remarque 1
de §1 que c’est un isomorphisme.

On conclut par un exemple V, U, ¢o: V — Y vérifiant les conditions 19, 2°
de Castelnuovo-Enriques dont R! f, 9:]: 0. Dans lecas € = C on en déduit
((12]) Vexistence d’une contractien analytique telle que ¢/V = g, qui n’est
pas algébrique.

Soit Z ’hypersurface d’équation z, z, — 232, + 2 -+ 2} = 0 dans Pespace
affine 44 de dimension 4,n: U — X le morphisme de I’eclatement de X dans
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Q=1(0,0,0,0),V=a"1(Q) le cone des tangentes de X en @, d’équation
@, 2, —xy2,=0 dans P3. I’anneau gradué de O = 0,, ¢ est G = Q[x,,x,,x37,]/
(e, 2, — @zx,) qui est intégre donc V est une hypersurface simple de U dont
la valuation associée dans Q(X) coincide avec la fonction ordre v définie
par l'idéal maximal m de O. I1 en resulte que l’idéal J de V dans Oy est
égal a m Oy, donc est inversible, ce qui prouve que chaque point de V
est simple sur U, V étant nonsingulidre. V = P! > P! et si P;: V — P!
sont les projections p* O (1)@ py O (1) est le Oy faiscean € (1) associé a
une section plane de V dans P3(§1). Soit Y =P, g=p, i. e.

0 () s Xy, gy 2)) = (@, 23) 8i 2, = O ou 3= 0
(1)

o ((ry, &y, 23, x,)) = (@, ¥y) 81 &, = O ou x, 5= 0.

Si K est le produit tensoriel du fibré trivial de rang 2 de base P!
avec le fibré associé a O (1), alors V = Proj (F), o coincide avec la projection
de celui-ci et 0 (1) = 0O (1) Proj (E). Soit i: V— U le morphisme d’inclusion.
Pour voir que i* I = 0 (1) soit y; = ¢; 0 n avec ;€ Q[X] définie par Z;.
On a (p)=H ol H est Phypersurface 2, = 0, 23 + 2} — 2, 2, = 0. Done
(p,) = H’ + V avec an (H’) = H parceque v (p,) = 1. Or H'-V = L3+ L,
avec L; la droite », = x; = 0 (i = 3, 4) ce qui montre que i* = 0(1). Ainsi
les conditions 1°, 2%, sont remplies. I possede assez de sections par rapport

4

a o parceque V étant projectivement normale, I'(V, O (1)) = 3 £, Q2 avec &;la
1

classe de JX; dans l'anneau des cordonnées homogeénes de V. Or &; est in-

duite par v, € '(U,J) (1 <i<<4). Pour montrer que R!f, I == 0 il suffit

a prouver que Oy ne posséde pas assez des sections par rapport a p. Si

& /&3 =@€R(V) alors (1) montre que ¢ = a o ¢ avec a € 2(Y) la fonction

définie par a ((@, b)) = a/b. On a a € I'(A!, Oy) avec A' = Y _{(1, 0)}. Soit
g=Cotiavec LEQ(U). On al =19 on avec 5 € 2 (X). Supposons ’anneau

QX =Q[Z,,2,, 74, 2,)|\Zy Zy — Z3 Z, + Z3 + Z}}) factoriel, 5 = w/» avec

w, v € Q [X] dépourvus des facteurs communs ce qui implique ({)e = (3 —nV
avec »y =v o 7, n = (»). Or 5 ¢ O parceque (@)oo == 0 donec 2 > 0. Si 1€ G,

est la forme initiale de » et T le diviseur de V lui associé alors

(C)oo V=T

Mais 7T est la section de V avec une hypessurface de I’ de degré n > 0.
Donc lintersection de 7 avec chaque fibre de o est nonvide, ce qui prouve
que ¢ n’est définie dans le voisinage d’aucune fibre de p. Il reste & prouver
la factorialité de Q[X]. Soit R = Q[X]et R” = R [p;!]. Comme 'idéal ¢, R
est premier et R est normal il suffit de montrer que I’ est factoriel. Mais
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R = Q2w Zs) |\ By 2y — 1,2y Zy — Zy Zy + Z3 + 7)) et (Z, Zg — 1,
2y Zy — Zy By 75 2= (%, 2y — 1, Zy — Zy Zy Z -+ 23 7y + Z; Z;) done
R =Q[Z,,Zy,7%, 2] qui est évilemment factoriel.
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